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9éminaire BOURBAKI
(Février 1957)

TRAVAUX DE ROSENLICHT SUR LES GROUPES ALGEEBRIQUES

par Pierre SAMUEE

Les résultats les plus frappants du mémoire de ROSENLICHT sont les suivants 3

(1) Soit G un groupe algébrigue. Il existe un sous—groupe connexs invariant D
de G tel que G/D soit un groupe algébrique lindaire et que le noyau de tout
homomorphisme de G dans un groupe algébrique lindaire contienne D ("Existence
d'un plus grand quotient linéaire").

(B) Soit G wun groupe algébrique connexs. Il existe un plus grand sous-groupe
linéaire invariant L de G, et G/L est alors une variété abélienne.

Le résultat (B) est le plus profond des deux : il est dft A CHEVALIEY. BARSOTTI
et ROSENLICHT 1l'ont redémontré indépendamment l'un de l'autree.

Les mémoires de Rosenlicht et Barsotti ont une intersection assez importante ;
BARSOTTI va plus loin que ROSENLICHT en ce qui concerne les systémes de facteurs
et les phénoménes particuliers & la caractéristique p . Par contre, ROSENLICHT
donne des théorémes de structure plus détaillés, une utile construction de repré-
sentations linéaires de groupes algébriques, et, dans la premiére partie du mémoire,
de nombreux résultats fort utiles sur le maniement des groupes algébriques, de

leurs quotients et des varidtés ou ils opérent.

1. Résultats préliminaires sur les groupes algébriques et les variétés ou ils opérent

Un groupe algébrique G est un "ensemble algébrique" (c'est-a-dire une réunion
finie de variétés irréductibles, abstraites ou non) muni d'une structure de groupe
(au sens de 1'algébre élémentaire) telle que l'application (g , 8') = gg'-1 de
G x G dans G soit une application rationnelle partout régulidre. On dit qu'un
corps k est un corps de définition du groupe G si c'est un corps de défini-
tion de chacune des composantes de G et du graphe de 1'application
(g, g)—> gg'm1 + Les composantes de G sont alors disjointes : la composante
G° de 1'élément neutre e est un sous-groupe invariant de G . L'élément neutre
& est rationnel sur k j les applications (g, g') = gg' et g —)'g—l sont
définies sur k eb partout régulidres ; toutes les composantes de G sont biré-
guliérement équivalentes. Pour les groupes algébriques les mots "irréductibls® et

"connexe" (au sens de la topologie de Zariski) sont synonymes.
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P. SAMUEL

Etant donnés un groupe algébrique G et une variété V , on dit que G epire
sur V (ou que V est un pré-espace de transformation pour G) s'il existe une
application rationnelle (g, v) —>g(v) de G x V dans V telle que, si k est
un corps de définition pour tout ce qui précéde, et g, g' , v des points géné-
riques indépendants sur k , on ait g(g'(v)) = gg'(v), et k(g , v) = k(g , g(v))
(cotte dernidre condition peut s'énoncer en disant que v —» g(v) est "générique-
ment surjective"). On dit que G opére régulidrement sur V (ou quse V est un
espace de transformation pour G) s'il existe une application rationnelle
(g y v) = g(v) partout régulitre de G x V dans V telle que g(g'(v)) = gg'(v)
(partout) et que e(v) = v ; l'existence d'inverses montre aussitdt que l'on a
k(g , v) =k(g, g(v)) pour tous g €G et v €V ; donc G opére sur V . WEIL
a démontré la réciproque suivante dans le cas ou G est connexe, st ROSENLICHT
1'a généralisée au cas non connexs.

THﬁORi’:I‘E le -Si G opére sur V, et si k est un corps de définition pour
G,V et GxV—V, il existe une variété V' birationnellement équivalente 2
V sur k telle que l'application G x V' —>V' déduite de G x V—>V soit
partout réguliére. Ainsi G opére régulidrement sur V' .

La méthode de WEIL consiste a fabriguer des ouverts de V sur lesquels G opers

réguliérement, & les recoller, et & redescendre au corps de base k e

Etant donné un groupe algébrique G opérant sur V , tout élément g € G définit
un K-automorphisme s g du corps absolu K(V) (K : domaine universel) des fonc—
tions rationnelles sur V au moyen de la formule (ag £)(v) = f(g"l v)

(fek(V), veV),et g~ S -est un homomorphisme de G dans le groups des
K - automorphismes de K(V) . Les fonctions invariantes par tous les s g forment
un sous-corps de K(V) ; on montre que ce sous-corps est engendré par des fonctions
invariantes définies sur k , k désignant un corps de définition de G, V et

G x V>V ; le corps des fonctions invariantes est donc de la forme kW) ou W
est une variété définie sur k o On voit facilement que K(V) (resp. k(V)) est
séparable sur K(W) (respe k(W)) .

L'inclusion k(W) € k(V) définit alors une application rationnells, séparabls,
et génériquement surjective o de V dans W ; pour que deux points génériques
v, v' de V soient tels que o(v) =o(v') , 11 faut et il suffit qu'ils soient
dans la m8me "orbite" de G sur V . Bien qu'il puisse y avoir des canulars de
biunivocité pour les orbites non génériques (m8me si on arrangs V par le
théoréme 1), on appelle W 1la variété des G-orbites de V .
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En particulier, soient G wun groupe algébrique, et H wun sous-groups algébrique
(c'est—a-dire fermé) de G ; comme H opére & droite sur G , on peut considérer
la variété W des H-orbites de G , variété qui est en correspondance presque
biunivoque avec l'espace homogéne G/H des classes & gauche gH . Or G opére
3 gauche sur W (au moyen de g'(gH) = g'gl, g et g' étant génériques) ; en
remplagant W par une variété birationnellement équivalente,on peut supposer que
G opére réguliérement sur W (théoréme 1), ce qui fait de G/H un espace homogéne

algébrique (en un sens facile & préciser). L'application canonique G —> G/H est,
en particulier, partout réguliére ; nous avons vu qu'elle est séparable. Si k est
un corps de définition de G sur lequel le cycle H (somme des composantes avec
coefficient 1) est rationnel, tout ce qu'on vient de construire est défini sur k .

N.B. - La construction qui vient d'étre esquissée demande que G soit connexe. Si
G n'est pas connexe, on rajoute un petit complément de démonstration, qui ne pré-
sente pas de difficulté. Pour simplifier nous omettrons désormais souvent de men-

tionner les compléments analogues.

Supposons de plus que H soit un sous-groupe invariant de G . Si g, g' sont
deux points génériques indépendants de G sur k , et si 1l'on désigne par u
l'application G—>G/H, on a k(u(gg'_l)) c k(u(g) , ulg')) ; en effet, le point
u(gg'_l) est, pour g' fixe, invariant par tout automorphisme g->gh (h €H) ,
d'ol, d'aprés la définition du corps des fonctions sur G/H , k(u(gg'~1))ck(u(g),g’);

A "1
de méme k(u(gg' )) ck(g, u(g')) ; enfin,

k(g , u(g')) n k(u(g) , g") =k(ulg) , ulg*))

par disjonction linéairs. On a donc défini une application ratiomnelle F de

(G/H) x (G/H) dans G/H qui coincide avec la "division" pour les points généri-
ques. En se servant du fait qus G x (G/H) —> G/H est partout régulidre, et de la
formule u(g1 g/g‘-l) =g -u(gg"'l) , on voit que F est régulidre toutes les

fois que son second argument est générique ; comme F(a , b) =F(F(a , ¢) , F(b, ¢))
avec ¢ générique sur k(a , b) , on en conclut que F est partout régulidre.

D'ou

THEOREME 2. = Etant donnés un groupe algébrique G défini sur k et un sous-
groupe invariant fermé H de G tel que le cycle H soit rationnel sur k , il
existe un groupe algébrigue G/H défini sur k et un homomorphisme rationnel
séparable u défini sur k de G sur G/H admettant H pour noyaue

On a ainsi obtenu une construction algébrique des groupes quotients ; la premiére
construction publiée est due & NAKANO, mais celui-ci devait agrandir k ; c'est
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s

WEIL qui est parvenu & redescendre & k . Le fait que les fonctions rationnelles
sur G/H ne sont autres que les fonctions rationnelles sur V qui sont invariantes

par H montre qu'on a la propriété universelle suivante : Pour tout homomorphisme

rationnel v de G dans un groupe algébrique G' dont le noyau contient H ,
11 existe un homomorphisme rationnel v' : G/H—>G' tel que v =v' ou .

REMARQUE. - Un homomorphisme ratiomnel d'un groupe algébrique G dans un autre
G' est partout régulier ; ROSENLICHT a méme montré qu'une application rationnelle
v do G dans G' , telle qus v(xy) = v(x) v(y) pour deux points génériques
indépendants x , y de G , est partout réguliére et est un homomorphisme. Donc
la propriété universelle caractérise G/H 4 un isomorphisme birdgulier prés.

La propriété universelle de G/H montre facilement que, si H et N sont des
sous-groupes invariants fermés du groupe algébrique G tels que N <H, alors
l'application canonique de G/H sur (G/N)/(H/N) eost un isomorphisme birégulier
(diagramme G — G/N —> (G/N)/(H/N)) . Le "second théoréme d'isomorphismes" ne

G/H
marche pas tout & fait aussi bien : si H et N sont des sous-groupss fermés de
G et si N est invariant dems G, alors HN est un sous-groupe fermé ; comme
H = HN —> HN/N est rationnel et que son noyau est H NN , la bijection canoni-
qus de H/(H nN) sur HN/N est une application rationnells, mais elle n'est en
général pas birationnelle.

Comme cette application est biunivoque, k(H/(H N N)) est une extension
p-radiciells de k(HN/N) . On montre que son degré q est égal a 1l'ordre d'insé-
parabilité [k(H x N) k(HN)]i s et aussi que l'on a HJN =q(H AN) (ou H.WN
désigne le produit d'interseotion des cycles H et N, et ou, comme ci-dessus,
on identifie tout sous-groupe fermé de G au cycle de ses composantes. Exemple 3
G=K (plan additif), N est l'axe OX(Y =0) et H est (¥ =XP) ; ici
H/(H NN) =H et l'application rationnelle H/(H N N) = HN/N est (x , =) —>x .

Comme le second théoréme d'isomorphismes s'emploie souvent dans les deux sens

(par exemple dans le lemme de Zassenhaus ci-dessous), on est amené i introduire
la notion d'isogénie p-radicielle. Plus généralement on dit que deux groupes

algébriques (connexes pour simplifier) G, et G, sont isogénes (resp. séparable~
ment isogénes, p-radiciellement isogénes) s'il existe un groupe algébrique G

L » G—>G, tels que K(G)
soit de degré fini (resp. séparable et de degré fini resp. p-radiciel et de

degré fini) sur K(G) et X(G,) »

et des homomorphismes rationnsls surjectifs G — G
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Si G1 et G2 sont dos variétds abéliennes isogénes (au sens de cet exposé) il
existe, d'aprés le théoréme de compléte réductibilité, un homomorphisme rationnel
de G, sur G, donc, en composant, de G, sur G, « la notion d'isogénie définie
ici coPncide donc, dans le cas des variétés abéliennes, avec celle définie dans le
livre de WEIL.

La relation d'isogénie (resp. d'isogénie séparable, d'isogénie p-radicielle)
est une relation d*équivalonce ; il suffit en effet, d'en démontrer la transitivité
sl on a des homomorphismes rationnels surjectifs G —> (}l y us G=—» (}2 ’

v G! ---)G2 et G!' = G3 » on considére le sous-groupe G'" de G x G' formé
des (x, y) tels que u(x) =v(y) : on a alors des homomorphismes rationnels
surjectifs de G" sur G, , G, ot G3 « Si deux groupes G, et G, sont isogénes
(respe +.s) , 11 y a une correspondance biunivoque entre 1'ensemble des sous-groupes
fermés connexes de G1 et celui de G2 telle que deux sous-groupss correspondants
H et H, soient isogénes (respe see) t 81 u: G—>»G ot v: G—>G, sont
les homomorphismes surjectifs définissant 1'isogénie, on dira que Hl ot H2 se
correspondent s'ils sont les images par u et v d'un méme sous-groupe fermé
connexe de G ; cette correspondance est biunivoque et surjective puisque tout
sous-groupe fermé connexe H1 de Gl est 1l'image par u d'un et d'un seul sous-

groupe fermé connexe de G , & savoir la composante connexse de- u_l (Hl) «S1 hl
oest invariant dans G1 s on voit aisément que le sous-groupe correspondant Hz
de G, est invariant, et que GI/HL ot 62/H2 sont isogdnes (respe s..),
1'isogénie passe aussl aux produits. )

L'analogue algébrique du théoréme de Jordan-Holder-Schreider est alors le suivant @

PN

THEOREME 3. - Si G est un groupe algébrique, deux suites de composition de G
formées de sous-groupes fermés admettent des raffinements dont les quotients
successifs sont deux & deux p-radiciellement isgénes.

En effet, si (Gi) et (H;) sont les suites données, on intercals les sous—
groupes Gi(Gi-l n Hj) entre G, et G _, , et, come dans la démonstration
classique, on est ramené & la démonstration du lemme de Zassenhaus. Soient
H1 DNl y Ko N2 des sous=-groupes fermés de G , avec N, invariant dans
H, (1 =1, 2) ;11 suffit do montrer que N (H n 142)/1«1 (H1 NN,) et
N, (5, n H )/I\I2 (H, NN,) (qui sont isomorphes en tant que groupes) sont
p-radiciellement isogénes 3 or H N H, =N, (H1 N H,) - N, (I-I1 N 1-12)/N1 (Hl n NZ)
est un homomorphisme rationnel dont le noyau est

(B O AWM E NKE)) = 0N)E 0N) ;
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d'ol un homomorphisme rationnel biunivoqus de (H NE, )/ (H1 ()NQ)(H2 n Nl) sur
N, (H1 n I-IZ)/I\I1 (H1 n Nz) » 6t, par raison de symétrie, du m8me groups sur
By, 0 ) 1),

Ce Qe Fo Do

24 Propriétés des groupes résolubles.,

On note Ga et Gm le groupe additif et le groupe multiplicatif du domaine
universel ; ce sont des groupes algébriques de dimension 1, d'ailleurs 1es seuls
& 8bre incomplets. On voit facilement (par exemple en regardant leurs points d'ordre
fini) que Ga et Gm ne sont pas isogénes ; donc tout groupe algébrique qui est
isogéne a Ga (respe Gm) lui est isomorphe, puisqu'il est de dimension 1 et
incomplet.

On dit qu'un groupe algébrique G est résoluble s8'il admet une suite de compe-
sition (Gi) (formée de sous-groupes fermés) dont les quotients sont isomorphes
a C'a ’ Gm ou & des groupes abéliens finis. Lorsque G est connexe, l'on peut
supposer que tous ces quotients sont isomorphes a Ga ou Gm (si 1o second terme
(‘:1 de la suite n'est pas connexe, on le remplace par sa composante connexs G{ )
qui est un sous~-groupe invariant puisque G est connexs ; alors G/Gi » qui est
isogéne a G/G‘L est isomorphe a Ga ou Gm 3 et on continue)s S1 G est résolu-

ble, et connexs, on dit qu'un corps k est un corps de résolubilité de G s'il

existe une suite de composition (Gi) formée de sous-groupes connexes fermés de
G et des homomorphismes séparables hi de Gi sur Ga ou Gm de noyau Gi +1
tels que G, les G; et les h, soient définis sur k .

Exemples classiques de groupes algébriques résolubles.

19 Le groupe des matrices triangulaires inversibles.
29 Tout groupe algébrique commutatif de matrices.

Soient G wun groupe algébrique et H un sous-groupe invariant fermé de G 3
pour que G soit résolubls, il faut et i1l suffit que H et G/H 1le soient. Tout
groupe isogéne & un groupe résoluble est résoluble.

THEOREME 4. - Soient G un groupe résoluble connexe, V une variété ou G

opére régultérement, u l'application canoniqus de V dans la variété W de ses
G-orbites. Il existe alors une section ratiognells v : W~V (c'est-a~dire

une application rationnells v ¢ W —>V telle quo Vou=1)aS51i k estun

corps de résolubilité de G et _un corps de définition de V et GxV—=>V,
on peut choisir v définie sur k .
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S1 V est un espace homogéne sur G (auquel cas W se réduit a un point) notre
assertion revient & dire qu'il existe sur V un point rationnel sur k . la dé=-

monstration se fait alors en trois étapes :

1° V homogéne, G = G, ou G .- Alors V est une courbe unicursale non
singuliére incompléte, donc biréguliérement équivalente sur k & une conique C
moins un ou deux points P' , P" . Si (x) est un point générique de C sur k,
11 existe une représentation paremétrique r : D —-C (D : droite projective)
définie sur k(x) telle que P' =r(w) (et P" = r(0) lorsque le groupe est
Gm) ; donc P' (ou P', P"), qui est algébrique sur k et rationnel sur k(x)
est rationnel sur k j d'ou au moins 3 points rationnels sur C (puisque D

a au moins 3 éléments), et au moins um sur V .

2° V homogéne, G résoluble connexe quelconque. - On récurre sur dim G + Soit
G, un sous—-groupe de codimensiom 1, tel que G/Gl solt isomorphe (sur k) a
G, ou G .Soit V' la variété des G -orbites ds G ; comme G/c.1 opére sur
V' , on peut supposer qu'il y opére régulidrement (théoréme 1), et V' est ainsi
un espace homogéne sur G/G1 o D'aprés (1), V' admet donc un point x' rationnel
sur k o L'image réciproque S de x' par V—=>V! est un cycle réduit a une
variété, et celle—ci est donc définie sur k . Comme S est un espace homogéne

sur G1 s S contient par récurrence un point rationnel sur k .

3° Cas général. — Soit x wun point générique de W sur k . Le cycls u? (x)
est une sous-variété vV, de V, sur laquelle G opére réguliérement et transi-
tivement ; un ouvert de V, est donc un espace homogéne sur G . Comme v, est
définie sur k(x) , elle contient un point y rationnel sur k(x) . La section
v est alors définie par v(x) =y .

N.B. -~ Noter que v n'est pas partout définie.

CONSEQUENCES

as Si G est un groupe connexe et H un sous-groupe résoluble connexe, alors
G est birationnellement équivalent & H x (G/H) . Il suffit en effet de faire
opérer H & droite sur G .

b. Tout groupe résoluble connexe G est une variété unicursale. Ceci s'obtient
par applications répétées de (a). S k est un corps de résolubilité pour G ,
k(G) est une extension pure de k .
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3. Construetion de représentations linéaires.

Soit V une variété non singulifre sur laquelle opére régulidrement un groupe
algébrique G , et soit k un corps de définition de G y V et Gx V=V,
Pour toute fonction f sur V(f € K(V) » K désignant le domaine universel) et
tout g € G, nous noterons sxg f la "translatée" de f par g( (s £)(x) = £(g" ,x))

THEOREME 5 -81 f est partout finie sur V , il existe un sous-espace S
défini sur k ot de dimension finie de K(V) contenant f et invariant par G
(c'est-a~dire sg(S) =S pour tout g €G).

Comme f est combinaison 1lindaire i coefficients dans K de fonctions partout
finies eor V et définies sur k , on peut supposer f défiﬁ'e sur k . Prenons

un point générique g de G sur k , et écrivons sg f= ci(g)ui , Ou les

u; sont dans k(V) et partout finies et ol les ci(g) sont dans k(g) et lindaire~
. ’ ] - ral
ment independantes sur k . Par automorphisme on a s g' £ E o (g )ui pour

tout point générique g' de G sur k . Si 8 » e, g Sont N points géné-
riques indépendemts de G sur k , on voit aisément que det(c (g )) #0 , donc
l'espace vectoriel S (sur K) engendré par les uy est auasi engendre par N
translatées génériques indépendantes queleonquea de f . Il en résulte que S est
globalement invariant par toute translation générique, donc par tous les sg,,

(g" € G) , puisque tout élément de G est produit de deux éléments génériques

C. Qe Fo Do

On a ainsi un homomorphisme rationnel r défini sur k¥ de G dans ls groupe
algébrique des transformations lindaires inversibles de S « S1 k(S) = k(V)
et s1 G opeére fidélement sur V (en un sens algébro-géométrique 2 préoiser),
alors la "représentation" r est un isomorphisme (birégulier) de G sur r(G).

4+ Propriétés des groupes lindaires.

On appelle groupe linéaire tout groupe algébrique qui est birégulidrement iso-
morphe & groupe algébrique de matrices. Tout sous-groupe fermé d'un groupe linéaire
#out produit de groupes linéaires sont des groupes linéaires. Les groupes G

(évident) et G, (par les matrices ( i X)) sont lindaires.
01

LEMME 1, -~ Si la composante connexs G, de G est linéaire, G est lindaire.

En effet G opére fidélement sur le produit V de toutes ses composantes Gy o
D'autre part, comme k(G o) est engendré par un systéme fini de fonctions partout
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finies, il en est de méme des k(Gi) , donc de k(V) . On applique alors ls n° 3,

IEMME 2. - S1 G admet un homomorphisme rationnel u sur un groupe linéaire

H de néme dimension, G est lindaire.

On a k{H) ¢k(G) . On prend des fonctions £, € k(H) engendrant k(H) et
partout finies sur H ; elles sont alors partout finies sur G . On leur adjoint
des fonctions f! € k(G) , engendrant G , et entidres sur k [(fi)] ; elles sont
paertout finies sur G (ear G est non singulier, donc normal). On applique le

n® 3 gavec V=G.

IEMME 3. -~ Si G est connexe et si C est son centre, G/C est lindaire.

Soit © € K(G) 1'anneau local de 1'élément neutre o dans G , et w son idéal
maximal. Pour g €G , on définit un automorphisme ig de K(G) par
(:J.g £)(x) = f(g xg) 3 l'application g~>i_ est un homomorphisme de G dans
le groupe des automorphismes de K(G) , et son noyau est C ; l'anneau o et
les idéaux mq sont globalement invariants par tout i _ ; on peut alors faire
opérer G/C dans l'espace vectoriel ©/w? (qui est de dimension finie sur K),

et c'est fidéle pour q grand.

VRN
THEOREME 6. — Il existe, dans G , un sous-groupe invariant connexe D tel que
G/D soit lindaire et que le noyau de tout homomorphisme rationnel ds G dans un
groupe linéaire contienne D j 81 G est connexs, D est contenu dans le centre
C de G «

51 D; est le noyau d'un homomorphisme G — groupe linéaire, G/D est linéaire
(lemme 2). Si G/D et G/D sont lindaires, G/ (D N D, ) est lindaire puisque
D, N D, est le noyau de G —- (G/Dl) x (G/D2) 3 d'ol un plus petit sous-groupe
D tel que G/D soit lindaire. Le centre C contient D d'aprds ls lemme 3.

LEMME 4. - Si le groups connexe G contient un sous-groupe fermé invariant

H isomorphe & Ga ou Gm ot si G/H est linéaire, G est lindaire.

Soit wu: G—>G/H ot soit v : G/H — G une section rationnelle (théordms 4);
ona u(v(x)) =x pour x €G/H et vu(g)g <H pour g €G . Notons ¢ 1la
fonction coordonnde usuelle sur H s ldentifié a G on G «Si W est le fermé
de G/H ob la section v n'est pas définie, la fonct:Lon ratlonnelle
g~ c(vu(g)g ) sur G ost partout définie en dehors de u (W) . Comme G/H
est linéaire, on peut trouver une fonction rationnelle d sur G/H qui soit
suffisemment nulle sur W pour que la fonction f(g) = d(‘u(g)).o(vu(g)g-l) soit
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a

partout finie sur G « Le n® 3 (appliqué au cas ou G opére & gauche sur soi-méme)
donne ainsi une représentation linéaire r de G sur un groupe linéaire G'
pour h€H, h#e et g€G, ona

(s, £)(8) = 0™ @) =A™ ) clwm™ ¢) ¢ h) = dlule)) o(vulg) g™ h)
=d(u(g)) clvu(g) g-l) c(h) (dans le cas H = G, calcul analogue pour
H=0.) =1f(g) clh) #2£(g) 3

donec l'intersection de H et du noyau de r se réduit & e « On a donc un mono=-
morphisme rationnel de G dans le groupe lindaire (G/H) x G' , et G est lindai-
re par le lemme 2.

5 Le théoréme de Chevalley.

On va faire maintenant intervenir les variétés abéliennes. Rappelons que ce sont

les groupes algébriques complets, qu'elles sont commutatives, et qu'elles jouis-
14
sent de tas de belles propriétés (cf. le livre de WEIL, ou l'exposé de NERON [4 J).

LEMME 5. - Tout homomorphisme rationnel u d'une variété abéliemne A dans un

groupe lindaire comnexe L (resp. do L dans A) est constant.

En effet u(A) est un groupe linéaire complet, donc réduit & e . Dans le sens
ut L~>A, on procéde par récurrence sur dim L . Si L est commutatif, il
est résoluble, (cf. n® 2), donc est une variété unicursale (conséquence b) du
théoréme 4), d'ou u(l) = {e} (cf. WEIL ou IIéRON). Sinon 1'on prend un point
générique g de L , et la composante connexe N de son normalisateur Ng 3
conme N %L, ona u(N) ={e} d'aprdés 1'hypothdse de réourrence 3 come g &N
11 en résulte que u(g) est un point d'ordre fini de A ; donc tout point de
u(L) est d'ordre fini, ce qui implique wu(L) ={e} puisque u(L) est connexe,
et qu'une veriété abélienne non triviale contient des points d'ordre infini.

g’

On déduit du lemme 5 et du lemme 3 que toute sous-variété abélienne A d'un
groups algébrique G est contenue dans le centre de V o De plus ROSENLICHT
démontre la généralisation suivante du théoréme de compléte réductibilité de

Poincaré-Weil ; il existe un sous-groupe fermé connexs G, de G tel que

G =0 A et que G N A soit un groups fini (démonstration inspirée de celle de

WEIL).
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IEMME 6. - Tout groupe algébrique non complet G admet un sous—groupe linéaire
de dimension > 0

Nous nous contenterons d'esquisser la démonstration de ce lemme, qui est assez
délicate, Si dim G =1, G est G, ou G , donc linéaire. On récurre alors
sur dim G . On peut supposer G connexe. D'aprés le lemme de Chow il existe une
variété projective V , une application birationnelle w ¢ V =G et un fermé
F de V tels que w soit partout régulidre sur V~-F , qu¢ w(V=F)=G et
que Wt (G) =V - F (démonstration en considérant G comme obtenu par racolle-
ment de morceaux Vi - Fi en nombre fini,avec les Vi projectives, et en prenant
pour V 1le "joint" des Vi dans ETVi )e Par transformation monoidals on peut
supposer que dim(F) = dim(G) = 1 . Le groupe G opére (non régulidrement) sur
V, et l'astuce est de la faire opérer sur la "frontiére" F(l1). En effet on
montre que, en remplagant éventuellement V par une variété birationnellement
équivalente convenable qui la "domine" ,1l'application G x V-~V déduite de
G xG—>G est définie au point (g ; x) ou g et x sont des points généri-
ques indépendants (sur un corps k) de G et d'une composante de dimension

maximum de F ; comme l'image gox do (g, x) par G x V—>V ne peut &tre
dans V ~-F , le lieu W de gex sur k est une sous-variété de dimension
dn(G) =1 do F : le'groupe G opére sur W au moyen do g'(gex) = (g'g)ex ,

g' désignant un point générique de G sur k(g , x) . On considére alors un
point y de W ot le sous-groupe H_ de G laissant y invariant 3 comme
dim(W) < dim(G) , on a d:‘un(Hy) >0 , Supposons H, #G ; alors on a gagné, d'aprés
1'hypothése de récurrence si H_ est incomplet, et d'aprés le théoréme de complé=

te réductibilité si Hy est complete.

Reste le cas ou Hy =G pour tout y dans W . On prend alors un point =z
suffisamment général sur W pour qu'il soit simple sur V (ce qui est loisible
car on peut supposer V normale, donc W simple sur V) et que g+z 38oit défini
(donc égal & z) pour g générique sur G 3 comme tout point de G est produit
de deux points génériques, g.z est défini et égal 3 =z pour tout g dans G .
Donc, pour tout g dans G, 1l'automorphisme 8g de K(G) = K(V) laisse l'anneau
local © de 3z sur V globalement invariant, ainsi que toutes les puissances de
son idéal maximal W . Comme dans le lemme 3 (n° 4) on obtisnt une représenta-

tion lindaire de G dans o /3 laquelle est fidéle pour q assez grand
C. Q¢ F. D,

THEOREME 7 (CHEVALIEY). - Soit G un groupe algébrique connexs. La famille des
sous-groupes linéaires connexes de G admet un plus grand élément L s, L est
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invariant, et G/L est une variété abélienne.

Dtaprés le lemme 5, il suffit de montrer l'existence d'un sous-groupe lindaire
connexe invariant L tel que G/L soit une variété abélienne. On récurre sur
dim(G) .

ae 51 Je centre C de G est complet, sa composante connexe Co est abélieénne
et 1l existe un sous-groupe connexe H tel que Co H=G et que Co N H soit
fini (théoréme de compléte réductibilité). Comme le centre de H est fini, H est
linéaire (lemmes 2 et 3). Comme on a un homomorphisme rationnel surjectif de
co/(co NH) (qui est une variété abélienne) sur c, HHM =2G/H, G/H est une
variété abélienns, et on a gagné.

be Si C est incomplet, il admet un sous-groups linéaire C! de dimension
>0 (lemme 6). Comme C! est commutatif, il est résoluble, et admet un sous~
groupe H isomorphe 2 G, ou Gm « Par récurrence G/H admet un sous-groupe
linéaire invariant L/H tel que (G/H)/(L/H) - G/L soit une variété abélienne.

Enfin L est lindaire d'aprés le lemme 4. ‘

CONSEQUENCES »

1° Soit H un sous-groupe fermé du groupe algébrique G . Pour que G soit
linéaire, il faut et il suffit que H et G/H 1e soient.

2° Toute image d'un groupe linéaire par un homomorphisme rationnel est un

groupe linéaire.
3° Tout groupe isogéne & un groupe linéaire est lindaire.

4° Tout groupe algébrique résoluble est linéaire (utiliser 1)

REMARQUES .

1° Avec les notations du théoréme 7, G/L est le "plus grand quotient abélien"
de G ; il est donc isomorphe & la variété d'Albanese de G .

2° Nous avons vu (théoréme 6) que G admet aussi un "plus grand quotient linéaire"
G/D « Mais le sous-groupe D s bien que contenu dans ls centre de G , n'est pas
en général une variété abélienne. ROSENLICHT donne comme contre—exemple la jaco=
bienne généralisée G d'une courbe elliptique & point de retroussement ; alors
G a un seul sous-groupe fermé connexe non trivial H , qui est isomorphe &
G, » et pour lequel G/H est la jacobienne ordinaire de 1la courbe j ici L =H et

D = G . Dans le cas général on voit assez facilement que G = LD , que tout
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homomorphisme rationnel de D dans un groupe lindaire est trivial, et que D

ne contient qu'un nombre fini d'éléments d'ordre fini donné.

3° Tout groupe algébrigue G contient aussi une plus grande sous-variété abé-

lenne A (nécessairement contenue dans le centre). Le contre-exempls ci-dessus
montre que G/A n'est pas nécessairement linéaire. ROSENLICHT étudie les groupes
tels que G = LA , qul ne sont autres que les groupes isogénes au produit d'une

variété abélienne par un groupe linéaire. Pour que G =LA , il faut et il suffit

que

L et A soient de dimensions complémentaires, Si (L (\D)o désigne la

composante connexes de L N D, G/(L n D)O est le plus grand quotient de G qui
8soit de ce type.

(1]

(2]
(3]

4]
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