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RELATIONS ENTRE DEUX MÉTHODES D'INTERPOLATION
par JAAK PEETRE

Dans ces dernières années des constructions générales à'espaces d'interpolation ont été
données par plusieurs auteurs (cf. par exemple [2], [3], [4], [5], [6]). Comme ces
auteurs sont souvent partis de points de vue très différents, ils sont aussi arrivés à des
espaces d'interpolation tout différents et une question d'une importance manifeste
est donc d'éclaircir le rapport entre toutes ces diverses méthodes d'interpolation. Dans
la présente note nous nous proposons d'étudier de ce point de vue deux de ces méthodes :
d'une part, la méthode dite des moyennes [5], [6], et d'autre part la méthode de
Gagliardo [i].

!• Rappel.

Soient Ao et A^ des espaces de Banach tous les deux contenus dans un espace vectoriel
topologique séparé e^, les injections de AQ et A^ dans ^ étant continues.

a) Définition des espaces de moyennes (cf. [5], [6]).
Soient Ço>o? Si<o, i^po, A^00-
Désignons alors par (1) [Ag, AJ^^p^ l'espace des éléments ae^ tels qu'il

existe, x désignant une variable réelle, —OO<A;<OO, une fonction Vo(x) mesurable à
valeurs dans Aç, et une fonction v^(x) mesurable à valeurs dans A^ telles que

a==-Vo(x)+u^x)

pour presque tout x et telles que

(1) ^oWeL^(Ao), ^(^eL^Ai) (2).

Posons

(2) Fç^^,^(^)=jn^max(|^^M||^^, \\e^x) ||̂ ) (3)

On sait que [Ao, AJç^ Çi,p.,pi ^t un espace vectoriel.
On sait aussi que F^ç^^(û) est une norme dans [Ao, AJ^ ç,,p,,p, qui en fait

un espace de Banach.

(1) Dans [5], [6] on a utilisé S(^o,Ço, Aç; p^ ^, Ai).
(2) LP(A), où i_<^j^oo et A un espace de Banach quelconque, désigne l'espace des fonctions mesurables

u(x) à valeurs dans A, de puissance ^'lem® intégra blé. Modification habituelle pour p = oo.
/ 1*00 \ ilv

(3) IHIL^-U.^ 1 1 ^ ) 1 1 1 ^ )
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50 J A A K P E E T R E

A côté de ^oî ̂  Pô, Pi nous allons utiliser les deux paramètres 6 et p définis par :

(3) o==(i-6)Ço+6Ç,, ——^—e+-9,
^ Pô Pi

On a : o<6<i, i^j^oo.
On sait que [A^, AJ^^^ ne dépend effectivement que de 6, A), A; comme

nous allons voir tout à l'heure, dans plusieurs cas particuliers, il ne dépend que de 6, p.
b) Définition des espaces de Gagliardo (cf. [2]).
Soient o^o, m^ m^ m[<co, mo+m[= i, m^m^o, m^+m[>o.
Notons alors (Ao, \)^,m^m^mi l'espace des éléments ae^ tels qu'il existe,^

désignant une variable réelle, —OO<;KOO, une fonction w^y) absolument continue
à valeurs dans \ avec ^"^ll^oC^llA,"^ et une fonction w^{y) absolument continue
à valeurs dans A^ avec lim \\w^{y) \\^==o telles que

a=w^)+w^)
pour toutj et telles que

(4) [J^ll^oWli^ii^wiiïîii^wiisii^K^iir:^
/ . „ ^ ^o00 ,, , dw^y)\ou w^)==———, w[{y)=————\.. j i\^ / idy dy

Posons

(5) ^..^.^.^(^-^JJ'JI^^)

Contrairement au cas a), on ne sait pas même si en général (An Ai)
0 \ U5 l /Wl»,Wi ,Wîo,Wi

est un espace vectoriel. Il en est ainsi au moins dans plusieurs cas particuliers et alors
(^3 ^Lo.m^m,,»^ est toujours un espace de Banach d'une façon naturelle, avec une
norme équivalente à <I>^,^.^,^(a) (cf. [2]).

A côté de TÏÎQ, m^ m^ rr^ nous allons utiliser les deux paramètres 8 et p définis par :

(6) ^o+<==p(i—8), m^+m[=ç)S

On a : o<8<i, i_<p<oo.
Remarque. — Introduisons aussi les deux paramètres suivants :

^o ^iP O - I + , , p i = i + —mQ m^

qui, il nous semble, jouent un rôle analogue à celui de pç et p^ dans le cas a.
Lorsqu'on fait p->oo, la relation (4) devient, formellement :

(7) ^\MM\7'\\^i{MÏ<^
y

Dans ce qui suit, on va interpréter (AQ, A^^ ̂ ^ pour p=oo dans ce sens.
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RELATIONS ENTRE DEUX MÉTHODES D'INTERPOLATION 51

2. Comparaison de [Ao.AJ^ç^^ et de (Ao, A,)^^^.

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal :
Théorème. — On a :

W IA. ̂ k,̂ .,̂ ^ Ai)^^^ pour j&=p, 6=8,

6, j& ^û^ âfçêmj ̂ ûr (3) et S, p <?te^ âf̂ m^ par (6). Po^r ^ == p == i ^ ̂ r j& = p =00 <w a
^û/à^ == a^ /^ d'inclusion c dans (8).

Démonstration. — Pour simplifier la notation nous allons ci-dessous supprimer les
indices dans les symboles pour les espaces en écrivant donc simplement [Ao, AJ et (Ao, A^).

(i) [Ao,Ai]c(Ao,Ai) pour j^=p, 6=8.
Soit ae[Ao, AJ et soient z/oW et vl[x) comme dans la définition de cet espace.

En remplaçant v^x) et v^{x) par ^{x)*Vo(x) et cp^)*^^), où ç(^) est une fonction
une fois continûment différentiable à support compact, à valeurs scalaires, avec
Foo

J _^<PWÛ^= i? et * désigne la convolution, on voit sans peine qu'on peut supposer que
joint à (2) on a :

(9) ^oW ̂ L^(Ao), ^v[{x) eL^(Ai).

En prenant y=x^ w^y} = VQ^X) , ^i(^)=yiM et utilisant (i), (9), on obtient alors grâce
à l'inégalité de Hôlder la relation (4); en effet, on notera que Pintégrande peut s'écrire

Wîo Wti Vït'o 1U[

([[^(^[^^([[^(^[^^([[^^^[^^(II^WIIS)^
OÙ

m, m, m^m[ p(i-8) p8 j&(i-6) pQ
. + , + , + - — — — — ~ — — " r T " — — — ~ — — — i T " — I *

Pô Pi Pô Pi Pô Pi Pô Pi

Donc on a ^e(Ao, A^).
(ii) [Ao, AjD (Ao, Ai) pour p = p = i, 6=8.
Soit ûe(Ao, A^) et soient WQ [y) et w^{y) comme dans la définition de cet espace.

Vue l'hypothèse p = i la relation (4) devient :

(9) njî îii-'iî îiî ^
Définissons maintenant ,y=a(^) par la formule :

(10) ^ll^^lk-^II^WIk-II^WII^'ll^^lll-
II est clair que a(j/) est une fonction mesurable dejy.

Définissons ensuite u(x) par la formule

^W=f^w(jy)dy=—f^WQ^)dy pour n<,x<n+i,

l'intégration étant prise sur l'ensemble E^ des y tels que n^y.[y)<n-\-1. Comme

a=f°° w[{jy)dy==—r w'^y}dy,
J — oo J —oo
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52 J A A K P E E T R E

on obtient :

( 1 1 ) û= f00 u{x)dx.
J —00

De plus on voit facilement que

(12) é^MeL^Ao), ^MeL^Ai) ;

en effet, on a, par exemple, vu (9) et (10) :
^°o co /»n+l oo /•

J_J^M||^=2j^ II^WII^^ZJ II^^O^IL/J^

^^^JEnll^^ll^'ll^^l^^-^L^

Mais (n) et (12) entraînent ae[Ao,Aij; il suffit de prendre Vo(x)== [w u{x^)dx^
v,(x)=^u(x,)dx, (cf. [5], [6]).

(iii) [Ao, AJ D (Ao, Ai) pour p == p == oo, 6=8.
Soit Û£(AQ, Ai) et soient w^y) et ^i(jQ comme dans la définition de cet espace.

Définissons x=^[y) par la formule

(13) ^II^^ILo-^ll^^llA.-ll^oWlIi,-8!!^^)!!!.-
Il est clair que (3(^) est une fonction continue de y, avec lim [B(v)==oo et

y-> oo

Hm P00=—oo. Il existe alors une fonction mesurable y M telle que

ç,^Çx))==x pour tout x.

(On peut prendre par exemple ^(x)=mf{x\x= P(j^)}, qui est croissante et donc
mesurable.) Définissons ensuite v^x) et v-^(x) par les formules

VoÇx) === Wo(ïW). ^iW — ̂ i(ïW).

Alors yo(^) et ^(.v) sont des fonctions mesurables avec a == v^x) + ^(A:) , et ( i )
résulte aussitôt de (7) et de (13); en effet, on a, par exemple,

sup 1 1 e^v,(x) 1 1 ^ == sup 1 1 ̂ o(ïW ) | k. ̂  sup 1 1 e^w^) 1 1 ^ = sup 1 1 ̂ (j.) | |i7 8 1 1 w,{y) \ |̂ .
x x y y

Donc ûe[Ao,Ai].
Remarque. — On notera que ce théorème nous donne une liaison entre d'un côté

les résultats de [5], [6], et d'un autre côté les résultats de [3].

3. Question ouverte»

On se demande, naturellement, si l'on a égalité, dans le théorème, même dans le
cas où p = p 4= i et +00. Nous ne savons pas s'il en est ainsi en général. En tout cas,
il en est ainsi dans plusieurs cas particuliers; nous nous bornons à en discuter un seul
ci-dessous. Notons aussi que la question générale est liée à la question de savoir si
[Ao, AJ^ ç,,p,,^ ne dépend effectivement que de 6, p (4). Comme nous allons voir c'est
ainsi dans le cas de notre exemple.
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RELATIONS ENTRE DEUX MÉTHODES D'INTERPOLATION 53

4. Un exemple.

Notation. — Étant donnée une mesure positive (i sur un espace localement compact X,
nous désignons par L1', où i^P^oo, les espaces de Lebesgue pour (JL.

Il résulte de [2] que
/T Pô T PI\ — I p

\L' ?-Ll )mo,mi,mf,,m[—•Ll

i i — o spour + p^p.
r ^ O r!

Donc, en utilisant notre théorème on trouve
[LM^^^cL1'

pour -==———4-—, P=A En utilisant ensuite le théorème de dualité de Lions (cf. [4],
r PO r!

[5J. E6]) on obtient
[17°, I/1] ̂ , ̂ , p,, ̂  = (IA L^L.. mi, m,, m,

i i_e e 1—8 s
PO^ P — — P - + P - P - + P - p=^^ 6==8-

r ^0 ^1 ^ O ^l

Des considérations analogues peuvent être développées dans le cas des autres exemples
envisagés dans [2].

Novembre 1962.
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NOTE AJOUTÉE LE 31 JANVIER 1965

Cet article fut rédigé en novembre 1962 mais par des circonstances hors de notre contrôle la publication en a été
retardée jusqu'ici. Remarquons que le problème d'équivalence des espaces [AQ, AJç,, Çi,po»Pi et C\)? -\)wo, Wi, m'y, m[
a été récemment résolu complètement par M. Tord Holmstedt; voir son article à paraître prochainement. La question
posée au n° 3 a également trouvé une réponse affirmative; voir notre note aux C.R. Acad. Sci. Paris, 256 (1963),
54-55, ainsi que notre article aux Ricerche Mat., 12 (1963), 248-261.

Manuscrit reçu le 1e1 février 1965.

(4) II résulte d'Arduini [i] que les espaces de Gagliardo ne dépendent effectivement que de 8, p. Mais, comme
celui-ci part d'une définition légèrement différente de celle utilisée dans cette note et aussi dans [2], le rapport
entre ses résultats et les nôtres n'est pas clair.
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