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INTRODUCTION

Ce travail a pour principal objet la démonstration de l'existence de certains modèles
privilégiés des variétés abéliennes définies sur un corps de valuation discrète k (et, en
particulier, sur un corps local, tel qu'un corps p-adique, ou un corps de séries formelles),
ou sur un corps global K (c'est-à-dire sur un corps de nombres ou de fonctions algébriques).
De tels modèles paraissent présenter un intérêt particulier pour l'étude des propriétés
arithmétiques de ces variétés (1); on les définit, dans le cas local (resp. global), par la
propriété d'être minimaux parmi ceux qui vérifient une condition de « bonne réduction »,
consistant en la non-existence de certaines singularités de leur ensemble réduit (mod. p),
où p est l'idéal associé à la valuation donnée de k (resp. à l'une quelconque des valuations
non triviales de K).

On peut, en particulier, exiger que tous les points de cet ensemble réduit aient un
anneau local régulier, auquel cas les modèles considérés sont dits « p-simples ». C'est
seulement dans le cas des courbes elliptiques définies sur A, et possédant un point rationnel
sur A, que nous obtenons la démonstration d'un théorème général d'existence des modèles
« p-simples p-minimaux » ; nous en déduisons ensuite le théorème global correspondant
(chap. III, th. i et 2). Cette démonstration est laborieuse; elle comporte d'assez longs
calculs, et nécessite l'examen séparé de nombreux cas particuliers; elle présente toutefois
l'avantage de donner une description précise de la situation dans chaque cas, permettant
de généraliser certains des résultats obtenus récemment par Kodaira [7], et qui concernent
les courbes elliptiques définies sur un corps de séries à coefficients complexes.

Dans le cas des variétés abéliennes quelconques, ou plus généralement, des espaces
homogènes principaux abéliens, nous ne considérons que des modèles « faiblement
p-simples », caractérisés par le fait que tout point rationnel p-adique sur un tel modèle
se réduit (mod. p) en un point p-simple. Nous obtenons encore deux théorèmes, l'un
local, l'autre global, affirmant l'existence des modèles « faiblement p-simples p-minimaux»
de ces variétés (chap. II, th. 2 et 3). Le premier de ces deux théorèmes permet de munir,
d'une manière canonique, le groupe des points rationnels p-adiques d'une variété
abélienne quelconque, définie sur A:, d'une structure de groupe proalgébrique au sens de
Serre [19], défini sur le corps résiduel k°, et uniquement déterminé, à un Â;°-isomorphisme
près, par la variété de départ.

(1) En particulier, le présent travail a pour origine la recherche d'une démonstration de certaines pro-
priétés des hauteurs des points rationnels d'une variété abélienne définie sur un corps global, en connexion avec
un résultat annoncé dans [14].
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6 A N D R É N É R O N

La démonstration de ces théorèmes est préparée par une étude générale, déve-
loppée dans le chapitre Ier, des propriétés des points rationnels ou entiers p-adiques sur
une variété algébrique quelconque.

Il importe de remarquer que les problèmes relatifs aux divers types de modèles
minimaux considérés ne sont pas particuliers aux variétés abéliennes, mais se posent aussi
pour les variétés quelconques. Il y aurait lieu, à ce sujet, d'étudier le cas des courbes
algébriques quelconques de genre ^ i ; la version globale du problème relatif aux modèles
p-simples p-minimaux est alors voisine, en effet, du problème de l'existence des modèles
minimaux sans point multiple des surfaces, au sens de la Géométrie algébrique classique,
et on sait que ce dernier est complètement résolu, au moins en caractéristique o (voir
Zariski [26]) ; il est à prévoir que la solution de ce problème apportera, en même temps,
une simplification dans le cas des courbes elliptiques, car, pour les courbes de genre ^ 2,
la possibilité de calculs explicites, analogues à ceux de notre chapitre III, paraît exclue;
d'autre part, on peut espérer que l'étude simultanée des modèles minimaux d'une courbe
et de sajacobienne permettra de compléter les résultats obtenus par Igusa [6] concernant
les jacobiennes des « fibres dégénérées » d'une famille de courbes algébriques.

La notion de schéma sur un anneau commutatif, au sens de [3], interviendra fréquem-
ment dans ce travail, d'une manière plus ou moins explicite (dans le cas local, il s'agira
du schéma, sur l'anneau R de la valuation donnée du corps k, attaché à la variété donnée,
ou bien du schéma, sur le corps résiduel k°, réduit du précédent (mod. p)). Nous énon-
cerons, dans le langage des schémas, quelques-uns des principaux résultats. Cependant,
faute d'être suffisamment accoutumé à ce langage, nous avons estimé plus prudent de
renoncer à son emploi systématique, et d'utiliser le plus souvent un langage dérivé de
celui des Foundations de Weil ([21], cité [F]), ou de celui de Shimura ([17], cité [R]),
laissant les spécialistes se charger de la traduction.

Je tiens à exprimer ma vive reconnaissance à tous ceux qui m'ont apporté leur aide :
à S. Lang et A. Weil, dont les suggestions et les encouragements m'ont été d'un grand
secours, particulièrement dans la phase initiale de l'élaboration de ce travail; aux audi-
teurs d'un séminaire à l'Institut des Hautes Études Scientifiques en 1961-62, consacré
à ce travail, et, parmi eux, à J. Dieudonné, A. Grothendieck, J.-P. Serre; à Michael
Artin, qui a bien voulu se charger de revoir les deux premiers chapitres du manuscrit,
et à qui je suis redevable de plusieurs corrections ou améliorations.

Enfin, je ne saurais omettre de souligner combien a été précieux pour moi l'accueil
que j'ai reçu à l'Institut des Hautes Études Scientifiques, et je tiens à remercier très
vivement cet Institut d'avoir bien voulu accepter de faire paraître ce travail dans ses
Publications.
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CHAPITRE PREMIER

POINTS RATIONNELS P-ADIQUES
SUR LES VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

i. Préliminaires.

On désigne par k un corps muni d'une valuation discrète v. On désigne respec-
tivement par R et p l'anneau et l'idéal de valuation correspondants, et par k° le corps
résiduel R/p. On suppose d'autre part que k° est parfait. On note A: et R les complétés
respectifs de A; et R relativement à v. On se trouve alors, comme on sait, dans l'un des
deux cas suivants :

a) Les corps k et k° ont même caractéristique. Alors R est isomorphe à l'anneau de
séries formelles k\\f\\ sur A0.

b) k est de caractéristique o, etk° de caractéristique p=^=o. Alors, si v(p) ==e est l'ordre
de ramification de k relativement à v, l'anneau R est isomorphe à un module libre de
rang e sur l'anneau W(A°) des vecteurs de Wittsi coefficients dans k°'y si t est une uniformisante
locale de R (i.e. un élément de R tel que y ( ^ ) = = i ) , ce module admet pour base
(i, t, . . ., ^-1), et t est solution d'une équation d'Eisenstein

^+^e- l+...+^=o

où les ^ sont des éléments de W(A;°), tels qu'on ait Vy(a^ï pour tout i (i^zs^), et
y ( û g ) = = i . En particulier, si e=ï {k non ramifié relativement à v), R est isomorphe
à W(A°).

Quant au corps k , il est, dans les deux cas a) et b ) , isomorphe au corps des
quotients de R.

Le point de vue que nous avons décidé d'adopter (celui des Foundations de
Weil [F]) comporte d'autre part l'introduction de « domaines universels » pour k et k°.
Il est commode de les choisir comme suit : on introduit d'abord un domaine universel
arbitraire Ï° pour A0, c'est-à-dire un corps contenant k°, algébriquement clos, et de degré
de transcendance infini sur k°; on supposera de plus que Ï° possède une base de trans-
cendance non dénombrable sur k° (car on aura à introduire des extensions de base de
transcendance infinie dénombrable de k°); on désigne par 9Î l'anneau déduit de R
« par extension de k° à Ï° », c'est-à-dire défini par SK^ï0^]] dans le cas a), et

^ -^
9Î ==R®^^W(Ï°) dans le cas b)\ on note Ï le corps des quotients de 9Î; l'anneau R
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8 A N D R É N É R O N

s'identifie naturellement à un sous-anneau de 9Î, et le corps k à un sous-corps de Ï;
de plus, 9î est un anneau de valuation de ï; la valuation correspondante est discrète,
de corps résiduel î°, et on peut la normer de manière qu'elle prolonge v (on la désignera
encore par v) ; on a R == 9înÂ;; les éléments de 9î sont appelés les entiers de Ï. On introduit
enfin un domaine universel arbitraire il pour Ï (donc aussi a fortiori, pour k). Les corps k°
et k, et les domaines universels Ï° et 0. sont regardés comme fixes, dans toute la suite
de ce travail.

Lorsqu'on parlera d'un sous-corps k^ de î°, il sera entendu qu'il s'agit d'un sous-
corps de Ï° tel que î° ait une base de transcendance non dénombrable sur k^. De même,
lorsqu'on parlera d'un sous-corps k-^ de 0, il sera entendu qu'il s'agit d'un sous-corps k^
de tî tel que il soit de degré de transcendance infini sur k-^. Lorsqu'on parlera d'une
variété définie sur k^ (resp. k-^) il sera entendu qu'il s'agit d'une variété algébrique
« abstraite » au sens de Weil ([F], chap. VII), définie sur ce corps, relativement au
domaine universel Ï° (resp. 0). Les conventions analogues seront valables lorsqu'on
parlera d'un sous-ensemble Â^-fermé, ^-ouvert, ÂÎ-constructible (resp. A^-fermé, ^-ouvert,
^-constructible), ou d'une sous-A^-variété (resp. d'une sous-Ai-variété) d'une telle variété,
ou encore d'un cycle sur une telle variété, rationnel sur k^ (resp. sur k-^).

On adjoindra parfois aux corps ï° et 0. un élément, noté oo. Les ensembles Ï°uoo
et îîuco seront notés respectivement Ï^, et £î^. On mettra de même l'indice oo
pour désigner la réunion d'un sous-corps quelconque de ï° ou de 0. avec cet élément.
On note p l'homomorphisme canonique 9î->9î/p==ï°. II se prolonge d'une manière
unique à une place P-valuée p* de î; rappelons qu'une telle place est une application
surjective p*:Ïoo-^o, telle qu'on ait p^+6) =p'(fl)+P*W, et p* (a. b) =p*(û) .?*(&)
toutes les fois que les expressions figurant dans les deux membres de ces relations ont
un sens, et lorsqu'on fait les conventions habituelles co-}-a==co, et oo.û==oo pour
û+o. Si Ai est un sous-corps quelconque de ï, l'image p*(A:i)oo est de la forme (A;^,
où k^ est un sous-corps de t°. On a aussi A^==p(Ri), où R^==9înÂ:i est l'anneau des
entiers de k^. Par abus de notations, on écrira parfois Â^==p(Â:i).

Pour tout sous-corps k[ de Ï, on désignera par \k^ l'anneau déduit de R par
extension de k° à Â^, c'est-à-dire l'anneau de séries entières A;^[[^]] dans le cas a ) y ou
l'anneau R®^^O)W(Â;Î) dans le cas b). Le corps des quotients k^ de l'anneau Ri== [Â^p
s'identifie à un sous-corps de ï; il est complet relativement à la valuation induite par y;
on a Ri=9înA:i, et ^î==p(Ai). Ce corps k^ sera désigné par la notation (k^. En
particulier [k°]^ et (A0)^ coïncident respectivement avec R et k .

On remarquera que, pour tout sous-corps k^ de Ï°, et pour tout sous-corps k-^ de î,
tels qu'on ait Â?i= {k^ (ce qui implique A^==p(Â;i)), les corps Ï° et 0. sont des domaines
universels relatifs à k^ et k-^ respectivement, vérifiant les mêmes conditions que plus haut.
Compte tenu de cette remarque tous les résultats qui, dans la suite, sont énoncés en
prenant (pour fixer les idées) k° et k comme corps de référence restent valables lorsqu'on
remplace k° et k par k[ et k-^ respectivement.
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MODÈLES MINIMAUX DES VARIÉTÉS ABÉLIENNES 9

2. Réduction modulo p.

L'image p(a) d'un élément a de 9Î par l'homomorphisme canonique p : 9î—^ï°
sera appelé élément réduit (mod. p) de a. Si P est un polynôme à coefficients dans 9Î, le
polynôme à coefficients dans k° obtenu en appliquant p à chacun de ses coefficients est
appelé polynôme réduit (mod. p) de P, et noté p(P).

Si 1 est un idéal de Panneau 9Î[X] -9î[Xi, . .., XJ, l'idéal p(I) de
t°[X] ==Ï°[Xi, . . ., XJ, image de 1 par p, est appelé idéal réduit (mod. p) de I. En parti-
culier, soit S un sous-ensemble ï-fermé de l'espace affine 8^==^, et prenons pour 1
l'idéal J^(S) de 9Î[X] composé des polynômes de cet anneau qui s'annulent sur S.
L'ensemble des zéros de l'idéal réduit p(I) est un sous-ensemble fermé de l'espace affine
S^= (î0)^ qu'on appelle ensemble réduit (mod. p) de S, et qu'on note p,(S). Si Ai est un
sous-corps de Ï tel que S soit Aï-fermé, et si ̂  p(A;i), l'ensemble p,(S) est Aï-fermé.

Si V est une sous-variété de S^, définie sur ï (resp. si X est un cycle sur S^, rationnel
sur Ï), de dimension r, on sait lui associer un cycle positif (resp. un cycle) sur S^, de
dimension ,r, appelé cycle réduit (mod. p) de V (resp. de X), de manière que cette opération
de réduction vérifie les propriétés énoncées dans ([F], X, 5); ce cycle sera désigné
par p(V) (resp. p(X)). Si Ai est un sous-corps de Ï tel que V soit définie sur Ai (resp. tel
que X soit rationnel sur Ai), alors p(V) (resp. p(X)) est rationnel sur A?. Le cycle p(V)
admet pour support l'ensemble réduit pg(V). Pour la construction du cycle p(V), et
pour l'étude de ses propriétés, nous renvoyons à Shimura [R].

3. L'anneau local o(x°, V).

Soit V une variété affine, définie sur Ï, de dimension r, et soit V°==p(V) son
cycle réduit (mod. p). Soit/une fonction rationnelle sur V, définie sur Ï, et soit x° un
point de l'ensemble réduit p,(V) =supp V°. Alors/est induite par un quotient P/Q,
de polynômes à coefficients dans 9Î. Posons P°=p(P) etQ°=p(QJ. Si, pour/et x° donnés,
on peut choisir P et Q, de manière qu'on ait Q°(^°) + o, on dira que la fonction/est
p-morphique en x°', l'expression P0^0)/^0) sera dite valeur de f en x\ et sera notée/V) ;
il est clair que cette valeur ne dépend pas du choix des polynômes P et Q,.

L'ensemble des fonctions sur V définies sur ï (resp. sur un sous-corps Ai de ï
contenant A, et tel que x° soit rationnel sur AÎ=p(Ai)) qui sont p-morphiques en x° est
un anneau local, appelé anneau local de V en x° (resp. de V en x° relatif à Ai), qu'on notera
o(^°, V) (resp. o^°, V)). Il résulte de ([R], n° ï, prop. 7) que l'anneau local O/JA:°, V)
est aussi l'ensemble des fonctions sur V qui sont induites par un quotient Pi/Q,i de
polynômes à coefficients dans l'anneau Ri =910 Ai des entiers <fe Ai, tels que Q^0) =t=o. L'idéal
maximal de l'anneau o(^ V) (resp. o^0, V)) est noté m{x°, V) (resp. m^°, V)).
Il se compose des fonctions / qui s'annulent en x°, c'est-à-dire telles que, pour un choix
convenable de P et Q,, on ait P°(A;°)=O, et Q^+o.

Posons, pour simplifier, o=o(^°,V) (resp. Oi==o^°,V)) et, de même m=m(^,V)
(resp. mi==m^(A;°,V)). Le quotient o/m (resp. Oi/mi) est isomorphe à Ï (resp. Ai).
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10 A N D R É N É R O N

Le quotient m/m2 (resp. mi/m^) s'identifie à un espace vectoriel sur î (resp. A;i), de
dimension r+i, appelé espace tangent de ^ariski de V en x° (resp. de V en x° relatif à k^)
et que nous noterons Z{x°, V) (resp. Z^°, V)).

Soient maintenant V et W deux variétés affines, définies sur Ï, et considérons une
application rationnelle <p :V-^W, définie sur ï. Soit x° un point de p,(V). Soient
Vj = ?yW == ?, (^15 • • • 3 ^n) (I ̂  J^ ^) les formules définissant <p. Si chacune des fonctions ̂
(coordonnées de y), est p-morphique en x°, on dira que y est p-morphique en x°. Le pointa0

ayant pour coordonnées les ^=^{x°) sera appelé valeur de 9 ^ x\ et noté y0^0).
On a yep,(W). De plus, y induit un 9î-homomorphisme de o(j/0, W) dans o(^°,V);
cet homomorphisme est local, c'est-à-dire applique m(Y, W) dans m{x°, V) $ par passage
au quotient, on en déduit un homomorphisme canonique y^o : Z(y, W)->Z(;c°, V).
Si V, W et <p sont définies sur un même sous-corps k-^ de Ï, contenant k, tel que A:0

soit rationnel sur Â;î=p(Â;i), et si Ri==9înA;i est F anneau des entiers de k^V application 9
induit, de même, un Ri-homomorphisme local de 0^(/, W) dans o^ (;v0, V), d'où l'on
déduit, par passage au quotient, un Aî-homomorphisme de Z^(y, W) dans Z^ (A:°,V).
Dans le cas où 9 est une application birationnelle, on dira que 9 est p-isomorphique en x°
si 9~1 est p-morphique en j/0:^0^0) (ce qui implique x°= (y"1)0^0)). Chacun des
homomorphismes que nous venons de considérer est alors un isomorphisme.

Si <p : V->W est un Ï-morphisme (resp. un A;i-morphisme), et si 9 est p-morphique
en tout point de p,(V), on dira que (p est un ^-morphisme (resp. un Ri-morphisme).
Si 9 et y~1 sont des 9î-morphismes (resp. des Ri-morphismes), on dit que 9 est un
îî-isomorphisme (resp. un Ri-isomorphisme). Désignons par J^(V) (resp. J^(V))
l'idéal de 9Î[X] (resp. Ri[X]) composé des polynômes qui s'annulent sur V, et
j^(V) (resp.^(V)) l'anneau de coordonnées 9Î[X]/J^(V) (resp. Ri[X]/^(V)) ; notons
Sçg(V), ou simplement S(V) (resp. S^(V)) et appelons schéma sur % (resp. sur Ri) attaché
à V le schéma affine Spec ^(V) (resp. Spec ̂ (V)) (cf. [3], chap. Ier, § ï) . La donnée
d'un 9î-morphisme (resp. d'un Ri-morphisme) V-^W se traduit par celle d'un
9î-morphisme S(V) ->S(W) (resp. d'un Ri-morphisme SR/V) ->S^(W)) ; la donnée de
la classe de V à un 9î-isomorphisme près (resp. à un Ri-isomorphisme près) est équi-
valente à celle de S(V) (resp. S^(V)).

Soit encore 9 : V->W une application rationnelle, et supposons V, W et 9 définies
sur un sous-corps ̂  de Ï. Posons ^=p(Â:i). Soit X° une ÀÎ-variété contenue dans p,(V),
et soit x° un point générique de X° sur ^. On dira que l'application 9 est génériquement
p-morphique sur X° si 9 est p-morphique en x°. Cette propriété ne dépend pas,
pour X° donnée, du choix de k-^ et x°. Le point y°== ̂ °{x°) est générique sur ̂  d'une k^-
variété Y°, contenue dans p,(W), qu'on désignera par 9^(X°). Si X° est une variété
(au sens absolu), il en est de même de Y°. Il existe une et une seule application rationnelle
9|X° : X°->Y°, définie sur ^, et telle que f==^\X°)(x°).

Cette application 9 [ X° est appelée application rationnelle induite par 9 sur X°.
Ces définitions s'appliquent, en particulier, au cas où W est la droite affine S^;

9 s'identifie alors à une fonction/sur V. Si X° est une variété (resp. une ^-variété),
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MODÈLES MINIMAUX DES VARIÉTÉS ABÉLIENNES 11

l'ensemble des fonctions sur V (resp. des fonctions sur V définies sur k-^ qui sont géné-
riquement p-morphiques sur X° est un anneau local, qu'on appelle anneau local de V
m X° (resp. de V en X° relatif à k^), et qu'on note o(X°, V) (resp. o,JX°, V)). Son
idéal maximal, composé des fonctions qui s'annulent sur X°, est noté m(X°, V)
(resp. mJX°,V)).

Soient à nouveau V et W deux variétés affines, et soit 9 : V->W une application
rationnelle, définies sur Ï. Soit F = Fy le graphe de 9. Soit E° un sous-ensemble
quelconque de pe(V). L'ensemble des points y^pgÇW) pour lesquels il existe au moins
un A:°epg(V) tel que {x°, y)epg(r) est appelé transformé ensembliste de E° par 9, et
noté 9^(E°). Si E° est un ensemble constructible (intersection d'un ouvert et d'un fermé
de l'espace affine), il en est de même de (p^(E°). Si E° est réduit à un point x°, l'ensemble
^{x°) sera aussi appelé ensemble des valeurs de 9 en x°. Si, en particulier, 9 est p-morphique
en x9, on a 9^°) ={y0^0)}.

Les propositions suivantes résultent immédiatement des définitions, et des résultats
de [R] :

Proposition 1. — Soient U, V, W trois variétés affines, définies sur î, et soient 9 : U —»-V
et ^ : V—»-W des applications rationnelles, définies sur k. Soit 6 l'application rationnelle composée
6 ==^09 : U->W. Soit x° un point de p,(U).

(i) Si 9 est p-morphique en x°, on a Q°,{x°) ==^W{x°)).
(ii) Si ^ est p-morphique en un point f de 9^°), et si ^=^0^0), on a ^eô^0).
(iii) Si 9 est p-morphique en x°, et si ^ est p-morphique en ^^(^(x0), 6 est p-morphique

en x°, et on a Q\x°) =^0(90(^0)).
Proposition 2. — Soient U, V, W trois variétés affines, définies sur î, et soient 9 : U —»-V

et ^ : U ->W des applications rationnelles, définies sur k. Soit Q Inapplication Q = 9 X ̂  : U ->V X W.
Soit x° un point de pe(U). Alors on a Q^{x°) == 9^ {x°) X ^(^°). Pour que 6 soit p-morphique en x°,
il faut et il suffit que 9 et ^ le soient, et on a alors Q°{x°) =^°(x°) x^0^0).

Proposition 3. — Soient U, V, W trois variétés affines, définies sur î. Soit 9 : U —»-V
une application rationnelle, définie sur k, et soit ^ Inapplication UxW->V telle qu'on ait
^Çx, ^) =9 {x), si x et ^ sont des points génériques indépendants sur k de U et W respectivement.
Soient x° un point de p,(U) et z° un point de p,(W). Alors on a ^{x°, z°) = 9^(A:°). Pour que ^
soit p-morphique en {x°, ^°), il faut et il suffit que 9 le soit en x°, et on a alors ^{x0, ̂ °) == 9°(^0).

4. p-variétés.

Considérons une variété abstraite V={V^; Tpçj au sens de Weil ([F], chap. VII),
définie sur un sous-corps k-^ de f. Pour tout couple (a, j3), notons F^ le graphe de la trans-
formation Tpoç. Nous dirons, avec Shimura que V est une p-variété si, quels que soient
^PeC^oc) ^ ^PeC^p) tels q^ (^^Pe^pa) (^e. tels que ^ appartienne à
l'ensemble des valeurs de Tp^ en x0^), l'application 9 est p-isomorphique en ^ (chez
Shimura, ([R], n° 4), les V^ sont remplacés par des Ï-ouverts U^V^—F^ de variétés
affines V^, et les pg(VJ par des sous-ensembles de la forme pe(VJ—F^, où, pour tout a,
F^ est un sous-ensemble fermé de pg(VJ contenant pe(FJ ; cette différence n'est cependant
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pas essentielle ; on sait en effet que, si V est une variété affine définie sur Ï, F un sous-
ensemble ï-fermé de V, et F° un sous-ensemble fermé de pg(V) contenant pe(F), il existe
un ï-modèle affine (W, <p) de V tel que cp applique ï-isomorphiquement U = V — F
sur W et applique p-isomorphiquement U°==pg(V)—F° sur pg(W); autrement dit tel
que le schéma sur 9Î induit par S(V) sur l'ouvert défini par le couple (U, U°) soit 9î-
isomorphe au schéma affine S(W)).

Nous dirons qu'une p-variété est non dégénérée (mod. p) (Shimura emploie ici le
terme p-simple, mais nous avons préféré réserver à ce dernier une autre signification)
s'il existe un a tel que le cycle V^=p(VJ se réduise à une variété (plus correctement,
admette une composante unique, de coefficient i). Il en est alors de même de V^ pour
tout (3. Pour tout couple (a, p), l'application T^==T^ V^ induite par T^ sur V^
est une application birationnelle V^-^-V^. Puisque le graphe F^ de T^ est une
composante de pg(TpJ, et d'après la définition d'une p-variété, T^ est isomorphique
en x°^ de valeur xï, pour tout couple (^, x°) appartenant à Fi^. Autrement dit le
système {V^, T^} définit une variété abstraite V° dite réduite [mod. p) de V (cf. [R],
n° 4), qu'on notera encore p(V). A tout cycle Z sur V, rationnel sur ï, on associe un
cycle Z° sur V°, qu'on appelle cycle réduit (mod. p) de Z, et qu'on note p(Z); pour la
définition de ce cycle, on se ramène au cas des variétés affines; l'opération de réduction,
ainsi généralisée, vérifie encore les conditions de ([F], X, 5). En particulier, on sait
définir le cycle p(W) pour toute sous-variété de W, définie sur Ï.

Si V est une p-variété sans point multiple, nous dirons qu'elle est strictement non
dégénérée (mod. p) si elle est non dégénérée (mod. p), et si V°=p(V) est une variété sans
point multiple. Nous conviendrons une fois pour toutes d'apporter au sens du mot p-variété
la restriction suivante : lorsque nous parlerons d'une p-variété, il sera entendu qu'il s'agit
d'une sous-p-variété d'une p-variété ambiante V sans point multiple, définie sur T, et
strictement non dégénérée (mod. p). Ainsi, on pourra toujours parler du cycle réduit
V°=p(V).

Toute variété affine ou projective, définie sur ï, est une p-variété. Toute sous-
variété, définie sur Ï, d'une p-variété, tout produit de deux p-variétés, au sens où nous
entendons désormais ce terme, est encore une p-variété. On peut, d'autre part, étendre
d'une manière évidente la signification des symboles pg(V), o(^°, V), 0^(^°, V), o(X°, V),
Sç^(V), etc., au cas où V est une p-variété, et conserver la terminologie correspondante
(fonction ou application rationnelle p-morphique en x°y ou génériquement p-morphique
sur X°, etc.). Les propositions ï, 2 et 3 s'étendent immédiatement au cas oùU,V,Wsont
des p-variétés.

5. p-spécialisations.

Soit Ai un sous-corps de Ï; soit R^=Â;in9î l'anneau des entiers de k^'y posons
Â;^==p(Â:i), et soit pi l'application canonique pi==p[Ri : R^-^Â;^, induite par p. Soient
x°==[x^ . . .3^) un élément de (ï^)", et x un élément de (tioo)^ Nous dirons, avec
Shimura, que x° est une spécialisation de x sur R^ s'il existe une place Ï°-valuée ̂  de Q,
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prolongeant pi, telle que x^==^ {x^) pour tout i\ nous dirons aussi que x est une générali-
sation de x° sur R^. De même, nous dirons que x° est une spécialisation de x sur 9î, ou une
p-spécialisation de x s'il existe une place Ï°-valuée ̂  de Q, prolongeant p, telle que x^ = ̂  (^)
pour tout î; nous dirons aussi que x est une p-généralisation de x°; pour que x° soit une p-spé-
cialisation de x, il faut et il suffit que x° soit une spécialisation de x sur R^ quel que soit R^.

Nous dirons qu'une spécialisation sur R^ (resp. une p-spécialisation) x° de x est
finie si les x^ sont distincts de oo i.e. si x°eS^ (ce qui implique xeS^). Supposons x°eS^
et xeS^'y pour que x° soit une spécialisation (finie) de x sur R^ (resp. une p-spécialisation
(finie) de x), il faut et il suffit que, pour tout polynôme P appartenant à R[X] (resp. 9Î[X])
s'annulant en x, le polynôme réduit P°=p(P) s'annule en x°. Nous dirons que deux spéciali-
sations sur Ri (resp. deux p-spécialisations) x° de x et jf de y sont compatibles si {x°, jy°)
est une spécialisation de (x, y ) sur R^ (resp. une p-spécialisation de (^,J^)).

Si V est une variété affine, définie sur k^ (resp. Ï), et si x est un point générique de V
sur Â;i (resp. Ï), il résulte de ([R], n° 3, th. 7) que l'ensemble pg(V) coïncide avec celui de
toutes les spécialisations finies de x sur R^ (resp. de toutes les p-spécialisations finies de ï).

Soit maintenant V={V^,TpoJ une p-variété, définie sur A:i. Soient x un point
de V, et ̂  une place ï-valuée de Q prolongeant p (resp. pi). Supposons qu'il existe un a
tel que x soit représenté dans V^, et que x^ =^(^) soit une spécialisation^^ de x sur R^.
Alors x°^ représente un point x° de pe(V), qui ne dépend pas de a. Ce point est noté
xQ=^'(x), et est appelé une spécialisation finie de x sur R^ (resp. une p-spécialisation finie
de x). Si x est un point générique de V sur k^ (resp. T), l'ensemble pe(V) coïncide avec
celui des spécialisations finies de x sur R^ (resp. des p-spécialisations finies) de x.

Si ~x est un point générique de V sur ï, et si ̂ {x) est défini, quelle que soit la
place ̂  prolongeant p (i.e. si à toute place évaluée ̂  de 0. prolongeant p correspond
un point de pg(V)), on dit que la variété V est p-complète (cf. [R], n° 4). En particulier,
toute variété projective définie sur Ï est p-complète; une sous-p-variété d'une p-variété
p-complète, ou un produit de deux p-variétés p-complètes, est encore une p-variété
p-complète.

Si 9 : V->W est une application rationnelle, définie sur Ï, d'une p-variété V dans
une p-variété p-complète W, l'ensemble <p^°) des valeurs de cp en x° n'est jamais vide.
Si f est une fonction sur une p-variété V, on peut la prolonger en une application ration-
nelle/, de V dans la droite projective P^ (dont l'ensemble des points peut être identifié
à ï^,). On dira que y est définie en x° sif^ est p-morphique en ce point, c'est-à-dire sijf
ou î If est p-morphique en ce point. Si f est définie, mais non p-morphique en x°, on a
y^(^°)=oo. On conviendra alors de dire que/est infinie en x°, et d'écrire /o(^o)=oo.

6. Rappel de quelques propriétés des vecteurs de Witt. Unification des nota-
tions des cas ( a ) et ( b ) .
Commençons par rappeler quelques-unes des propriétés de l'anneau des vecteurs

de Witt W(ï°), le corps î° étant supposé de caractéristique^ (pour un exposé plus détaillé,
nous renvoyons à [n], [20], [25]).
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On sait qu'il existe un et un seul système multiplicatif de représentants de 1° dans W(Ï°),
c'est-à-dire une et une seule application injective '^:Î°->'W{Î0) telle que poY]:^-^? soit
l'identité, et telle qu'on ait 7](âW) ==^a°)^{b0) pour tout couple (û°, b°) d'éléments de Ï°.

L'anneau W(Â;°) est complet pour la topologie (dite p-adique) définie par les
puissances de p = {p) ; tout élément x de W(î°) peut être exprimé, d'une manière et
d'une seule, sous la forme

(i) ^s^w'y
où les ^ sont des éléments de Ï° qu'on appelle les composantes de x. Pour qu'on ait
x==jy (mod. p^), il faut et il suffit qu'on ait x^ =ye), .... ̂ -^y1-1). L'intérêt de
la représentation de x sous la forme (i) (avec l'exposante"^ pour le terme enj^) réside
dans le fait que les composantes de x+jy,x—y et xy s'expriment par des polynômes
en fonction de celles de x et y. Plus précisément, soient ^(0), . . ., x^\ . . . les composantes
de x, et y^, . . ̂ y^, . . . celles àe y. Alors les composantes de u=x-{-y ont pour valeurs

^(o)^(o) ^_yo)
^i)=^)+yi)+p^ (^yo))

(2)

u^^x^+^+p^x^,^, .... ^-^.y^-1))

où les P^ sont des polynômes universels à coefficients dans le corps premier F . En parti-

culier, le polynôme P^X.Y) est celui déduit de Qj- ^((X+Y^—X^—Y^) par
réduction (mod. p).

Les formules donnant les composantes de x—y sont analogues, et se déduisent
des précédentes en remplaçant pour tout (JL, la somme x^ 4-y^ par x^ —y^ et
les polynômes P^ par des polynômes P^", également universels, et à coefficients dans F .
Celles donnant les composantes du produit v=xy sont de la forme

I y(0)^(0y0)

yd) ̂  (^(o))pyi) +^(i)(yo))P +p^x (^ yo))

(3)
v^^^x^~\^Y+^^°\ y°),..., ̂ -1), y*--1)

où les P^ sont encore universels, et à coefficients dans Fy.
Si on a y^ = p(j^) + o, i.e. si y est inversible, le quotient ^ == ̂  appartient encore

à W(f0), et ses composantes s'expriment rationnellement en fonction de celles de x et y.
Plus précisément, elles sont données par des formules de la forme

(4) ^ == (Y^-^Q^A y0^..., ̂  y^) (^ o)
où, pour tout [L^- o, Q^ est un polynôme universel à coefficients dans F , et dans lequel x^
etY^ interviennent linéairement.
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Dans le cas où v(x)^v(y)=a, i.e.où x^^y^^ ... =.y(o~l)=yo~l)==o, etY^+o,
le quotient ^==xjy appartient toujours à W(î0), mais ses composantes ne s'expriment
plus rationnellement en fonction de celles de x et y; leur calcul comporte l'extraction
d'une racine j&°-ième; on a en effet, pour tout [JL^O,

(5) w= (yo))-(lA+l)Q.,(^yo),.. .^-^y0-^)
où les Q^ sont les mêmes polynômes que dans la formule (4) (pour déduire (5)
de (4)5 il suffit de remarquer que, dans le cas où y=p0, on a {^y0 ̂ x^^^ pour
tout (Ji^o).

Revenons maintenant à l'anneau 9Î introduit au n° i. Nous allons, pour représenter
les éléments de 9Î, introduire une notation qui nous permettra de traiter simultanément
les deux cas a) et b) (égales ou inégales caractéristiques). Dans le cas a), 9Î est isomorphe
à l'anneau de séries formelles ï°[[^]] ; tout élément x de 9Î s'écrit donc, d'une manière
et d'une seule, sous la forme

(6) x==^,x^

où les x^ appartiennent à Ï°.
Dans le cas b), l'anneau 9Î est engendré, comme W(Ï°)-module, par les puis-

sances i, t, . . ., f~1 d'une uniformisante locale t. Tout élément A: de 9Î peut donc s'écrire,
d'une manière et d'une seule, sous la forme

(7) ^=S^o^(^)))î)~?(^^(lA)^)

où q([L) et r([L) désignent respectivement le quotient et le reste de la division de [L par e,
et où les x^ sont des éléments de Ï°. Si, en particulier, k est non ramifié relativement
à v (i.e. si e= i), l'anneau 9Î est isomorphe à W(Ï°), et les x^ sont les composantes de x,
regardé comme vecteur de Witt.

Nous dirons dans le cas a) (resp. b)) que les éléments x^ de Ï° figurant dans la
formule (6) (resp. (7)) sont les coefficients de x. La donnée de x est toujours équivalente
à celle de la suite de ses coefficients. Nous écrirons, dans les deux cas

x=:{x^^,...,xW,...)

On a, dans les deux cas a) et b ) , ;veR si et si seulement x^ek0 pour tout (JL.
On remarquera, d'autre part, qu'on a, dans le cas b ) y pour tout [JL^O,

v^p^^rW+eqW^^.

Donc, dans les deux cas a) et b), pour qu'on ait x^y (mod. p^) il faut et il suffit qu'on
ait x^-^y^ pour tout V<(JL.

On désignera par F l'automorphisme de î (pour la structure de corps value complet),
défini comme suit : dans le cas a), F est l'identité et, dans le cas b), F fait correspondre
à l'élément x== (^ ..., x^\ . . .) de 9Î l'élément x == ((^(0))33, .... {x^V, . . .) de 9Î
obtenu en appliquant à chaque coefficient de x l'automorphisme de Frobenius F° de k°.
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Pour tout polynôme P (resp. pour toute fraction rationnelle/), à coefficients dans Ï,
on note P (resp. /) le polynôme (resp. la fraction rationnelle) qui s'en déduit par appli-
cation de F à chacun de ses coefficients.

Il résulte des propriétés des séries formelles, et de celles des vecteurs de Witt
rappelées plus haut (formules (2) et (3)) que, si x et y sont deux éléments de 9Î, les
coefficients d'indice [L de x-\-y^ x—y, x . y s'expriment par des polynômes en fonction
de ceux d'indice ^ [L de x et y, dans lesquels x^ et y^ interviennent linéairement.
Dans le cas a) et, dans le cas b ) , si k est non ramifié, ces polynômes sont universels, et à
coefficients dans le corps premier; si dans le cas b ) , k est ramifié, ces polynômes sont à
coefficients dans h°, et dépendent du choix de l'uniformisante t.

Énonçons d'autre part une règle (facilement déduite de la formule (5) précédente)
qui concerne les expressions des coefficients du quotient de deux éléments de 9Î. Soient
^-(^(0), ...,^, ...),^=(V0), ...,y^, . . . ) deux éléments de 9Î tels qu'on ait
v{x) ̂  v{y) == (T, c'est-à-dire x^ =yw = . . . . . = ̂ ° -1) =y° -1) == o et y^ 4= o. Alors le
quotient ^.=xly est entier (i.e. appartient à 9Î), et ses coefficients ^w sont donnés par
des formules de la forme

(8) F^) - (y^-^^Q^o^y0^..., ̂ +^y"+^
où Q^ est un polynôme à coefficients, dans k°, et où F^ désigne l'automorphisme de k°
défini comme suit : dans le cas a), F^ est l'identité ; dans le cas b), F^ est la puissance q* (cr) -ième
de l'automorphisme de Frobenius F°, où q*{c) est le plus petit entier ^o/^. De plus,
^(o+ix) ç^ yo+(x) interviennent linéairement dans le polynôme Q^.

On aura besoin également d'une formule analogue à la formule de Taylor, pour
les fractions rationnelles à coefficients dans ï.

Soit x°== (4, . . ., ^) un point de l'espace affine S^= (t0)^ et soit f=f(X.) un
élément de l'anneau local o = o(^°, SJ, c'est-à-dire une fraction rationnelle représentable
sous la forme P/Q,, où P et Q, appartiennent à 9Î[X] = 9î[Xi, . . ., XJ avec Q°(^°) + o.
Dans le cas ûj, l'idéal maximal în=Tn(^°, SJ de l'anneau o admet pour générateurs

r\r

Xi—^, . . ., X^—x^ et t\ le symbole de dérivation — a un sens, et on a la formule
8t

(9) /(X)-^M=S?^((y)o^o))(X.-^)+(|/')o(^)? (mod.m2)
\ wX/ / \ôt/

Dans le cas b), l'idéal m admet pour générateurs Xi—^(^î), . . . , X^—'/](^) et t\
nous allons montrer qu'on a, dans ce cas, la formule

(10) /(X)-7)(/o(^))=S'?„(7l((^)o^o))(X.-^^)))+^AO(^))l^ (mod.m2)

où h est la fraction rationnelle (qui appartient nécessairement à o) définie par

A(X)^(7(X^)-(/(X)n.
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Vérifions d'abord cette formule dans le cas où la fonction f est une constante a.

La fonction h est alors la constante b ==- {~d—û^). On a de plus m == p = [t)y et

a^a^+^Yt (mod.p2)

avec s == i ou - suivant que k est ramifié ou non relativement à y. D'où, par élévation
P

à la puissance p, (^^^{c^Y (mod. p2) et on en déduit aussitôt

Lça—^a^^b^ (mod.p2)
t

d'où, puisque 7](6°)sé (mod.p), la relation à démontrer
(n) a-7î(â°) = W))^t (mod. p2)

Supposons maintenant / quelconque, et remarquons que le premier membre
de (10) s'écrit :

/(X)-TÎ(W)) =/(X)-/W)) +fW))-^fW)
On a :

/(X)-/(73(^))=S^(7î(^))(X,-7î(^))=S^((^)\^0) (mod. m2)

D'autre part, en appliquant la formule (n), avec a==f(r^{x°)) et en remarquant
qu'on a

p{fWW=fW))°=f°w,
on obtient

^(/(^M)-^/0^0)))-^^^))^
=(Yî(A°^0)))1^ (mod. m)

/^A°La formule ( i o) est donc bien vérifiée. Nous poserons dans la suite Â°(A:°) = ( — j (^°) •
La formule (10) prend ainsi la forme

(12) /(X)-7)(/o^))=S,(Jy)o(^))(X.-^^))+J(K)()(^))^ (mod. m2)
\ \C^\.,/ 1 \ \Vb / ^ l

En utilisant cette formule, ou bien en se servant de l'expression de A, on vérifie
/ â \ °

que le symbole I — ) possède les propriétés suivantes :

m:̂ ):̂ ):
\Wr(ÏÏ.^: ———

(14) ^
(^Ç^)^ (g)0 +(^)° +(P^(/o, g^Y'P si k est non. ramifié
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Pour unifier complètement les notations des cas a) et b), on étendra la signification

de la notation T} en convenant que T} est l'identité dans le cas a), et celle de la notation (^} °
/af\0 /sf\0 \w»

en posant dans le cas a), — j (^) = J (A La formule (12) ci-dessus est alors valable
dans les deux cas. v w + vw

7. p-différentielle d'une fonction en un point.

Soit V une p-variété de dimension r, et soit x° un point de pg(V).
Pour toute fonction/sur V, appartenant à o ==o{x\ V) (i.e. p-morphique en x°),

la fonction /—^(/0(^)) appartient à l'idéal maximal m=m{x°,V) de o. Sa classe
(mod. m2) est un élément de l'espace tangent de Zariski Z = Z(^°, V), que nous appelle-
rons ^-différentielle de f en x°, et que nous noterons (df)^.

Si, en particulier, on prend pour V l'espace affine S^= ÎP, l'espace Z est engendré
par les p-différentielles ÇdX^ des fonctions coordonnées, et par (^o. On a alors, pour
toute fonction /eoQc0, SJ, la formule

(^5) ^^((ly0^) ̂ ^ (̂(i)0.̂ ) w
qu'on déduit de la formule (12) du numéro précédent.

Soit maintenant V une variété affine quelconque (contenue dans SJ, définie
sur ï; soit A:° un point de p,(V), et soit/un élément de D =s)(x°, SJ. Alors la fonction
induite/[V est définie, et appartient à ^{x0, V). Plus précisément, on a un homomor-
phisme surjectif a:0=o(^,SJ -^o=o(^,V), défini par a(/)=/|V. Cet homomor-
phisme applique 9Jl==m(A:°, SJ sur m=m(A;°,V), et on en déduit, par passage au
quotient, un Ï°-homomorphisme d'espaces vectoriels ^° : Z(x°, SJ -> Z{x°, V), tel qu'on
ait

(16) Wf)^=W\v)^
pour toute /e£». De la formule (15), on déduit :

(17) ^/|VLO'==s,((^)o(^)rf(x.|V),o.+((|)o^))^|v)2.

8. Points entiers et points rationnels p-adiques.

Pour toute variété (resp. pour toute variété affine) V, définie sur Ï, les points de V
à coordonnées dans ï (resp. 9Î) sont appelés les points rationnels (resp. entiers) p-adiques
de V. L'ensemble de ces points est noté V^ (resp. V^). Pour tout sous-corps k^ de ï
(resp. pour tout sous-anneau R^ de 9Î), on emploiera de même la notation V^ (resp. VR )
pour désigner l'ensemble des points de V à coordonnées dans k^ (resp. R^).

Soient V et W deux variétés affines, définies sur Ï, et soit 9 : V->W une appli-
cation rationnelle, définie sur { ; si 9 est p-morphique en un point ;c°epg(V), et
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si x est un point de Vç^ tel que x°==çî{x), on a J^çO^eW^, et j^°==p(j/) =(p°(^°).
Donc si V=={V^, TpoJ est une p-variété, et si, pour un point xeV^, il existe a

tel que x soit représenté dans V^ par un point A^E(VJ^, on a aussi ^(Vp)^, pour
tout (3 tel que x soit représenté dans V^. On dit alors que x est un /WT^ entier p-adique
de V. L'ensemble de ces points est encore noté Vçg. Si k^ est un corps de définition de V,
contenu dans Ï, et si Ri==9înA;i est Panneau des entiers de k^ la relation x^eÇV^)^
entraîne de même A:pe(Vp)^ pour tout (3 tel que x soit représenté dans Vp. L'ensemble
des x vérifiant cette condition est noté V^.

Lorsque V est p-complète (et, en particulier, lorsque V est projective), on a Vç^ == V^,
et V^==V^, i.e. les notions de point entier et de point rationnel p-adique coïncident.

9. Métrique p-adique de V^.

Soient x == (x^ ..., x^) et y = (yi, ... ,j^J deux points quelconques de (Sjç^ = yV1 ;
on pose (A'3^)p=in^ v[x^—j^), et ^p(A:,^) ==exp(—(^jOp). Alors û?p(A:,j^) définit une
métrique sur 9 ,̂ dite métrique p-adique de 9 .̂

Soient V et W deux variétés affines, définies sur Ï, et soit cp : V—»-W une appli-
cation rationnelle, définie sur ï. Soient x etjy deux points de V<R tels que 9 soit p-morphique
en x°==^(x) et en j/°==p(j^). En vertu de la définition d'une application p-morphique,
et d'après la formule de Taylor, on a (cp(^), çOQ)?^ (^jQp- Si 9 est birationnelle, et
p-isomorphique en chacun des points x° et j^°, on a (9(^)5 ^(j^p^ (^^Op-

Donc, si V=={V^,TpoJ est une p-variété, et si {x,y) est un couple de points
de V représentés dans une même V^, l'entier (^oc3^a)p ne dépend pas de a. On peut
encore désigner cet entier par {x,jy)y, et poser à nouveau dy{x,y) =exp(—(^?j0p).
Si, en outre, on convient de poser [x,y)y==o, et dyÇx^jy) = ï lorsqu'il n'existe aucun a
tel que x et y soient tous les deux représentés dans V^, on voit que le symbole dy définit
encore une métrique, dite métrique p-adique de V^. Cette métrique est invariante par tout
SR-isomorphisme.

Nous introduirons d'autre part la notation suivante; soit x un point de (Sjç^îî^
et soit E un sous-ensemble Ï-fermé quelconque de S^; notons e^(E) l'idéal de
9î[X]=9î[Xi, ...,XJ composé des polynômes qui s'annulent sur E; nous poserons
(^, E) —infpç^E^PW)- II est clalr q^ cette notation généralise la notation {x,y}y
du cas affine introduite plus haut. Si {Fj (i^a^) est un système de générateurs de
J^(E), on a {x, E)p=inf^(F^)). La relation {x, E)p==oo équivaut à xeE.

10. p-simplicité.

Soit V une p-variété de dimension r, et soit x0 un point de pg(V). On dira que V
est p-simple en x°, ou que x° est p-simple sur V, si l'anneau local o = o{x°, V) est régulier.
Puisque la dimension de cet anneau local est r+i, il revient au même de dire que
l'idéal m==m{x°, V) admet un système de r+i générateurs, ou que l'espace tangent
de Zariski Z==Z(^°,V) est de dimension r+i .
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Soit k^ un corps de définition de V, contenu dans f, et posons Â;î==p(Â;i). Si X°
est une ^-variété contenue dans p,(V) =supp V°, on dira que X° est génériquement
p-simple sur V si l'anneau local o(X°, V) est régulier. Puisque la dimension de cet anneau
local est r+i—q (en posant ^=dimX°), il revient au même de dire que l'idéal
m == în(X°, V) admet r +1 — q générateurs, ou que l'espace tangent de Zariski Z(X°, V)
est de dimension r+1 —q. Si x° est un point générique de X° sur A?, il faut et il suffit,
pour que X° soit génériquement p-simple sur V, que ;c° soit p-simple sur V.

Cas particulier. — Supposons que k soit un corps de fonctions algébriques d'une
variable sur un corps de base k^ algébriquement clos, c'est-à-dire un corps de la forme k^u},
où u est un point générique sur k^ d'une courbe U, définie sur k^ (qu'on peut supposer
sans point multiple, et plongée dans un espace affine S^) et que v est une valuation
non triviale de k s'annulant sur k^. A cette valuation, il correspond une place de A, donc
un point u° de U, et on a k^k^u0). Supposons V affine, plongée dans S^. Soit x un
point générique de V sur k^k^u), et soit "V la sous-variété de dimension r+i de
^^^X^ lieude Vxu surÂ;o (i.e.le lieu de {x,u) swko). Ona V=pri(^ . (S^x^)),

^^ <^»>/
et V° == pri( V . ($„ X u°) ). Autrement dit, on peut regarder la variété V comme « fibrée »
par une famille de sous-variétés de dimension r de S^ (certaines de ces « fibres » pouvant
être dégénérées), de telle façon que V et V° soient les fibres ayant respectivement comme
paramètres u et u°. Pour ^°epg(V), l'anneau local o{x°, V) est alors isomorphe à
l'anneau local de V au point {x°, u°). Donc, dans ce cas, pour que le point x° soit p-simple
sur V, il faut et il suffit que {x°, u°) soit simple sur V.

Proposition 4 (critère jacobien de p-simplicité). — Soit V une variété affine (VcSJ,
de dimension r, définie sur ï. Soit {F^J (i^a^) un système de générateurs de l'idéal ^(V)
de 9Î[X]=9Î[X^, ...,XJ composé des polynômes qui s'annulent surV. Soit x°un point de pg(V).
Alors la matrice

M-.

/ffiV(.o) (^-Yw ffî°M\
/ \ ̂ Y / l 7 * ' ' ' ' \ ^V f ^ ^ \ ^ f <x ) \\<7X]/ ^-^S/ \ àt / ^

\ i 0F \ ° / êF \ ° /8¥ \ ° ï\ (_i.l (^\ (_jL| (^\ (^1 f^\ \ a\^ / v ;..... ï ï {x ) ï ï \^x ) f
\\0^/ V^Xy/ \ Ct 1 ^ /

est de rang ^ n—r. Pour que x° soit p-simple sur V, il faut et il suffit qu'elle soit exactement de
rang n—r.

Démonstration. — Posons en effet

0=o(^0, SJ, m=m{x°, SJ, o=o(^0, V), m=m(^°,V).

Considérons l'homomorphisme canonique ^° : Z(x°, S^) -> Z(A:°, V) introduit au n° 7.
Montrons que le noyau N de ^° coïncide avec l'ensemble des p-différentielles (û^o, où h
parcourt l'idéal i(V, x\ SJ =^(V)nO de l'anneau 0.
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En effet, si Aei(V, x°, SJ, on a A]V==o, donc, d'après la formule (16) du n° 7,
+°(W)=o.

Inversement, tout élément de N est de la forme Çdf)^, avec /e9Jl et /|Vem2.
Puisque l'homomorphisme canonique a :0->o applique 9ÎÏ sur m (donc 9J12 sur m2),
il existe ge^ït2 telle que a(/—g) == o, autrement dit, telle que ( /—g) | V = o, ou encore
que h==f—gei(y,x°,S^. Puisqu'on a (û?^o=o, on a aussi {df)^={dh)^, et notre
assertion est démontrée.

Donc N est le î°-espace vectoriel engendré par les (û?F^)^o. Or, on a, d'après la
formule (17) du n° 7, pour tout a,

/ /aTT \ 0 \ / /^TT \ 0 \w&=s.((^) w)w,+((-^)w)w-,
Puisqu'on a dim Z(^°, V) ̂ r +1? et dim Z(^°, SJ = n 4-1, on a dim N> ^—r,

donc la matrice M est de rang ^n—r. Pour que x° soit p-simple sur V, il faut et il suffit
qu'on ait dim Z(^°, V) ==r-\-i, c'est-à-dire dim N=TZ—r, donc que la matrice M soit
de rang n—r. C.Q.F.D.

Si X est un cycle positif sur une variété quelconque, et x un point du support de X,
nous dirons que x est simple sur X s'il n'appartient qu'à une seule composante XQ de X,
si celle-ci est simple, i.e. a pour coefficient i dans X, et si, de plus, x est simple sur XQ.
L'ensemble des points de supp X qui sont simples sur X est noté ^(X). Si k est un corps
sur lequel X est rationnel, et si Y est une k-variété contenue dans supp X, nous dirons
que Y est génériquement simple sur X si un point (donc tout point) générique de Y sur k
est simple sur X.

Nous ne rappellerons pas la démonstration de la proposition suivante, qui est une
forme du lemme de Hensel.

Proposition 5. — Soit V une p-variété et posons V°=p(V). Alors on a e^(V°)Cp(V^),
.( ^.(V°)Cp(Vê).

Autrement dit : tout point x° simple sur V° peut se relever à un point entier
p-adique x sur V, et si x° est rationnel sur k°, on peut prendre x à coordonnées dans R.

Proposition 6. — Soit V une p-variété et soit x0 un point de pe(V). Alors les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) x° est simple sur V° {i.e. ^°e^(V°)).
(ii) x° est p-simple sur V, et on a t^{m{x°, V))2.
(iii) x° est p-simple sur V, et appartient à p(Vç^).
Démonstration. — La question étant locale, on peut supposer V affine, contenue

dans 8^=^. Soit, comme dans la proposition 4, {F^} (i^a^) un système de géné-
rateurs de l'idéal -^(V). On sait (cf. Shimura [R], n° 3, p. 155), que, pour que x° soit

/ /aT7 \ 0 \

simple sur V°, il faut et il suffit que la matrice ( (——) {x0)) soit de rang n—r\ ceci
\ \o^\.^î i

revient à dire que la matrice M de la proposition 4 est de rang n—r (i.e. que x° est
p-simple sur V) et que {dt)^ n'appartient pas au Ï°-espace vectoriel N engendré par
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les (û?FJ^o (i.e. d'après la démonstration de la proposition 4, que t^mÇxç.V)2). Donc (i)
équivaut à (ii).

D'autre part (i) entraîne, d'après la proposition 5 (lemme de Hensel), x°eçi(y^',
donc (i) entraîne (iii).

Inversement, supposons la condition (iii) satisfaite, et soit xeV^ tel que x°==ç){x).
Puisque A:(=V, on a 'F^{x) ==o pour tout a. Or d'après la formule (17) du n° 7, on a

F,(X)=S,(J(a^)\^))(X,-7î(^))+J(^ (mod.SR2)
\ \ w-A.^/ / / V X C 7 V / * /

où l'on pose ySl==m{x°, SJ. En substituant A: à X, on obtient

^^((^)OW)(^-7Î(^))) +^(^)^)),=o (mod. t2)

Gomme on a, pour tout î, x^—T](^)=O (mod. t), on en déduit, en simplifiant

(oin \ 0

par t la formule précédente, puis en réduisant mod. p (i.e. mod. t), que —a) (.y0)
/ â F \ ° *

s'exprime par une combinaison linéaire des (—a! (A;0), à coefficients dans k°, ne
\^X/

dépendant pas de a. Donc on a (A)^eN, et la condition (ii) est satisfaite.
C.Q.F.D.

Remarque. — Dans le cas particulier considéré au début de ce numéro, la condition
t^ m{x°, V)2 signifie que la variété linéaire tangente à V au point {x°, u°) n'est pas contenue
dans $„ X u°.

On dira dans la suite qu'un point ^eV^ est simple (mod. p) sur\ si le point x° == p(^)
est p-simple sur V, ou ce qui est équivalent, d'après la proposition 6, si x° est simple
sur V°. Une p-variété V sans point multiple, telle que tous les points de V^ soient
simples (mod. p) sur V, i.e. telle qu'on ait p(Vç^) = <$^(V°), sera dite faiblement p-simple.
Il en est ainsi en particulier lorsque tous les points de pg(V) sont p-simples; on dira alors
que V est p-simple.

il. p-normalité.

Soient V et W deux p-variétés, et soit y : V->W une application rationnelle,
définie sur î. Soit x° un point de l'ensemble réduit pg(V). On dira que 9 est p-finie en x°,
si l'ensemble 9^(^°) des valeurs de 9 en x0 est fini (rappelons que cet ensemble n'est jamais
vide si W est complète et, en particulier, si 9 est une fonction, auquel cas W est la droite
projective).

On dira qu'une p-variété V est p-normale en un point A:°epg(V), ou encore que le
point x° est p-normal sur V, si l'anneau local o(^°, V) est intégralement clos. En particulier,
tout point p-simple sur V est aussi p-normal sur V ([i6], chap. II, n° 5, c ) ) . On dira que V
est p-normale si elle est p-normale en tout point de pe(V). Soit k^ un corps de définition
de V, contenu dans Ï, et posons À;?=p(Ai) $ si X° est une Aî-variété, contenue dans pg(V),
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on dira que X° est génériquement p-normale sur V si l'anneau local o(X°, V) est
intégralement clos, ou, ce qui revient au même, si tout point générique de X° sur k^
est p-normal sur V.

Énonçons maintenant quelques-unes des propriétés, par ailleurs bien connues,
de cette notion de p-normalité.

Proposition 7 (théorème de connexion de ^ariski). — Soient V et Vf deux p-variétés et soit
9 : V->W une application rationnelle définie sur ï. Soit x° un point de supp V° qui est p-normal
sur V. Alors

(i) L'ensemble <^{x°) est connexe.
(ii) En particulier, si F une des composantes de 9^ {x°) est un point jy°, on a nécessairement

ç^(x°) ==^y°Y Dans ce cas, <p est p-morphique en x°, et on a y)==90(;co).
Comme conséquence immédiate de l'assertion (ii), si (p est p-finie en un point

;c°epg(V) p-normal sur V, 9 est p-morphique en x°.
Proposition 8. — Soit V une p-variété p-normale, et posons V°==p(V). Alors, pour qu'une

composante C° de V° soit génériquement p-simple sur V, il faut et il suffit qu'elle soit génériquement
p-normale sur V. Toute fonction f sur V, définie sur î, est génériquement p-morphique sur une telle
composante.

La première partie de l'énoncé est l'analogue de la proposition exprimant la
simplicité de toute sous-variété de codimension i d'une variété normale.

La seconde partie résulte de la proposition 7. En effet, en un point générique x°
de C°, l'ensemble f°e{x°) est de dimension o (sinon l'ensemble algébrique réduit pg(r^)
du graphe de f aurait une composante de dimension r-\-i, ce qui est absurde, puisque
dim r^==r). Donc/est p-finie et, par suite, p-morphique en x°.

Proposition 9. — Soient V et W deux p-variétés, et soit 9 : V—>-W une application
birationnelle, définie sur î. Soient x° un point de pe(V), p-simple sur V, e t j y ° un point de pe(W),
p-simple sur W, tels que 9 soit p-morphique en x°, et que y)=90(^o). Alors pour que 9 soit
p-isomorphique en x°, il faut et il suffit que Vhomomorphisme canonique 9^0 : Z{x°, W) ->Z{x°, V)
soit surjectif.

Démonstration. — II suffit de montrer que si 9^0 est surjectif, 9 est p-isomorphique
en ^°. Pour cela, supposons que 9 ne soit pas p-isomorphique en x°. D'après la proposi-
tion 7, et puisque le point j/° est p-simple, donc p-normal sur W, l'une des composantes X°,
contenant x°, de l'ensemble (9-1)^(J;0) n'est pas réduite à un point, i.e. est de dimension
q> o. Posons r = dim V. Soit k-^ un corps de définition pour V, W et 9, tel que k^ == p(A;i)
soit un corps de définition pour X°, x° etjA Soit x° un point générique de Xe sur k[.
Puisque l'application 9 est p-morphique en x°, elle l'est a fortiori en x°, et on a y)==90(^o).
Puisque x° est p-simple sur V, il en est de même de x°, et puisque l'homomorphisme 9^0
est surjectif, il en est de même a fortiori de l'homomorphisme 9^0 : Z(j/°, W) ->Z(^0, V).
Or l'image de m(^°5 W) par l'application canonique îr^0, W) ->m(i0, V) est composée
de fonctions s'annulant sur X°, i.e. est contenue dans l'idéal

m'^UX0, x°, V) =m(X°, V)n0(;c°, V).

379



24 A N D R É N É R O N

Cet idéal m' s'envoie par l'homomorphisme canonique m(ï°, V) ->Z(ï°, V) sur un
sous-espace Z' de Z:=Z(^°,V); puisque Ï° est simple sur X°, Z' est de dimension
r—q+i. D'autre part, l'image de cpjo est contenue dans Z\ Puisque 9°» est surjectif,
on a donc Z'=Z. Puisque d imZ==r+i , ceci implique ?==o, d'où contradiction.

12. p-di viseur d'une fonction.

Soit V une variété (relativement au domaine universel tî). Si / est une fonction
sur V, de graphe Fp et si c est une constante (élément de îi^), on note, comme dans ([F],
chap. VIII), (/), le diviseur sur V défini par {f),==pr^. ÇVxc)). En particulier (/)o
et (/)oo ^nt appelés respectivement diviseur des ^éros, et diviseur des pôles de /. Le diviseur (/)
def est défini par (/) = (/)o—(/)oo- On sait que, pour toute sous-variété C de codimension i
de V, simple sur V, l'anneau local de C sur V est un anneau de valuation discrète, et que
le coefficient v(C, /) de G dans (/) est égal à la valeur en / de la valuation correspondante
(normée de manière que l'ensemble de ses valeurs soit Z). Le diviseur (/) est donc aussi
donné par la formule (/) = Sç v(C, /)C où la somme est étendue à toutes les sous-variétés
de codimension i de V, simples sur V.

Supposons maintenant que V est une p-variété, et soit/une fonction sur V, définie
sur î, de graphe 1 .̂ Soit C° une composante de V°=p(V), génériquement p-simple
sur V. L'anneau local o(C°, V) étant de dimension i, et régulier, son idéal maximal
m(C°, V) est principal. Donc o(C°, V) est un anneau de valuation discrète du corps des
fonctions sur V, définies sur Ï. Nous désignerons la valeur en / de la valuation corres-
pondante (normée de manière que l'ensemble de ses valeurs soit Z), par v(C°,/). Supposons
en particulier que G° est une composante simple (i.e. de coefficient i) de V°. Alors, on
a ^(m(C°, V))2, d'après la proposition 6. Donc l'idéal Tn(C0, V) n'est autre que Pidéal
principal (t}. Dans ce cas, v===v(C°, /) est l'unique entier tel que la fonction ft^ soit
un élément inversible de o(C°, V), autrement dit tel que la fonction ft~^ soit généri-
quement p-morphique et non nulle sur C°.

On appelle p-diviseur def, et on désigne par (/)?, le cycle de dimension r=dim V
défini par (/)? = Scov(C°, /)C°, où la somme est étendue à toutes les composantes de V°
qui sont génériquement p-simples sur V. Posant ^(C0,/) ==sup(o, v(C°, /)), et
v_(C°, /) =sup(o,—v(C°, /)), on appelle p-diviseur des ^éros, et p-diviseur des pôles de /;
les cycles positifs (/)^o et (/)p,oo respectivement définis par (/)p,o==ScoV+(C°,/)C°
et (/)p.co=Sc,v_(C°,/)G0. On a ainsi (/)p= (/)p,o—(/)p,oo • Les composantes
de (/)p,o (resp. (/)p,oo) sont aussl celles sur lesquelles / induit la constante o
(resp. oo).

Dans le cas particulier considéré au n° 10, on peut caractériser comme suit le
/"•o/ /"^ /̂

p-diviseur (/)„ de/ : désignons par/ la fonction sur V, définie sur Â;o, et obtenue par
extension de / à V, c'est-à-dire telle que f{x, u) ==f{x), pour x générique de V sur
k==ko{u); alors (/)pX^° est la contribution des composantes de V^X^^Y". (S^Xu°)

r^^ /"*•»/
dans le diviseur (/) de /.
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Proposition 10. — Soit V une p-variété et soit f une fonction sur V, définie sur Ï. Soit x°
un point de supp Ve tel que toutes les composantes C° de V° contenant x° soient génétiquement
p-simples sur V. Soit c un élément de Ï^, et posons c°==ç){c). Alors, pour que c° appartienne à
l9 ensemble f°^x°) des valeurs de f en x°, il faut et il suffit que l'une des deux propriétés suivantes soit
satisfaite : on a ^^peÇsuppf/)^), ou bien f induit la constante c° sur Vune au moins des Cy°.

Démonstration. — La question étant locale, on peut supposer V affine, contenue
dans S^. Posons r=dimV. Notons 1̂  le graphe de y; la propriété coefo^xo) équivaut
à (^°)ep,(r/).

Montrons d'abord que la condition est suffisante. On a, en effet, s\ipp{f)çXcer^
donc ^°£pe(supp(/)g) entraîne bien {x°, <;°)epg(r^). D'autre part, si y induit c° sur C^,
on a C^X^Cp^Fy), donc on a bien encore (^°, 6:°)epg(r^).

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Notons que, d'après la
proposition 8, f est génériquement p-morphique sur chacune des C^. Donc, si y n'induit
la constante c° sur aucune des Cy°, on a, pour toutj, CÇx^°4:pe(r^). Donc les composantes
de l'intersection (pg(V) x^np^), c'est-à-dire de l'intersection (S^x^np^r^), qui
contiennent {x°, c°), sont de dimension ^ r — i ; elles sont en fait exactement de
dimension r — i (d'après [F], VI, i, th. i, cor. 2), et ce sont des composantes propres
de (S^x^)np,(r^) dans le produit S^xP?. D'après ([R], n<> 3, th. i l) on a alors
(A:0, c0) e pg ( (S^ X c) n Ff), autrement dit {x°, c0) e p, ( (V X c) n 1^). De plus, si Z X c est une
Ï-composante de (Vx^nr? telle que (x°, c°)epg(Z), Z est simple sur V (puisque XQ
est p-simple sur V). Donc on a ;v°epg(supp(y)J. C.Q.F.D.

Il sera commode de poser, pour toute fonction f sur V, définie sur î

{/}p,o = (^PPC/^o) u (P^PPC/^o)
{/}p,oo = (supp(/)p,J u (p,(supp(/)J

et {/}? ={f}^{f}^-{^PPW^9e{^PP{f)}'

Corollaire (critère pour qu'une fonction soit p-morphique en un point). — Soit V une
^-variété ; soit x° un point de pg(V), anormal sur V. Soit f une fonction sur V, définie sur ï. Alors,
pour que f soit p-morphique (resp. p-morphique et non nulle, resp. définie) en x°, il faut et il suffit
qu'on ait x°^{f}^{resp. x°^{f}^ resp. x^{f}^n{f}^).

Il suffit de vérifier le critère pour que f soit p-morphique. Les deux autres s'en
déduisent en effet en remplaçant/par î//. Puisque x° est p-normal sur V, toutes les
composantes de pe(V) contenant x° sont génériquement p-normales, donc (n° n, prop. 8)
génériquement p-simples sur V ; il faut et il suffit, pour que / soit p-morphique en x°,
que oo n'appartienne pas à l'ensemble f°e{x°) des valeurs de/en x°, ou encore, d'après
la proposition 10, qu'on ait ;c°^pJ supp (/)<„), et que/n'induise pas la constante oo
sur l'une des composantes de V° qui contiennent x°, autrement dit que ;v°^supp(/)p^.

13. Différentielles sur V. Étude en un point p-simple.
Soit V une p-variété, et notons ï(V) le corps des fonctions sur V, définies sur Ï.

Pour tout entier (?>o, l'ensemble des différentielles de degré q du corps ï(V) (qu'on
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appellera aussi Ï-differentielles de degré q sur V), est un espace vectoriel sur Ï(V), que
nous désignerons par D^V). Si W est une sous-p-variété simple de V, les éléments de D^V)
qui sont génériquement morphiques sur W forment un module sur l'anneau local o(W, V),
que nous désignerons par D^W^V). Nous désignerons par D^W, V)o le sous-module
de D^W, V) composé des différentielles qui s'annulent sur W, i.e. défini par
D^W.V^ÎT^W.V^DWV). En particulier, si x est un point de V^, le o(^, V)-
module D^, V) (resp. D^, V)o) se compose des Ï-differentielles de degré q qui sont
morphiques en x (resp. qui s'annulent en x). Pour toute différentielle oeD^W, V), on
peut parler de la différentielle induite par co sur W, qu'on note œ W. Pour /eo(W, V),
on a rffeD^W.V), et df\W=d(f\W). Si œ s'annule sur W, on a œ W==o, mais
la réciproque n'est pas exacte (par exemple (o|W est toujours nulle si W est un point).
Si Â;i est un sous-corps de î sur lequel V est définie, on notera de même Ai(V) le corps
des fonctions sur V, définies sur k-^, et D^ (V) l'espace vectoriel sur Ài(V) des ̂ -différentielles
sur V. Si W est une sous-p-variété simple de V, définie sur k^, les éléments de D^W, V)
(resp. D^W, V)o) qui sont définis sur k^ forment un module sur 0^ (W, V), qu'on note
D^(W,V) (resp. D^(W, V)o).

Nous allons définir des notions analogues, mais faisant intervenir, au lieu d'un
point ou d'une sous-variété de V, un point ou une sous-variété de l'ensemble réduit pg(V).

Commençons par considérer une différentielle oeD^SJ sur l'espace affine S^;
elle s'écrit sous la forme

CO=S^^X^A...A^

où (î) parcourt l'ensemble des multi-indices (i)==(^, . . . , î g ) tels qu'on ait
i^i<...<^n,

et où les g^ sont des fonctions sur S^, définies sur Ï.
Soit x° un point de l'espace affine réduit S^. Soit X° une sous-variété de S^. On

dira que oj est p-morphique en x° (resp. génériquement p-morphique sur X°) si chacune des g^
est p-morphique en x° (resp. génériquement p-morphique sur X°). On dira que œ s'annule
en x° (resp. sur X°) si les g^ s'annulent en x° (resp. sur X°). Soit k-^ un sous-corps de Ï
sur lequel V et co sont définies, et tel que X° soit définie sur k[= p(Â;i) ; pour que œ soit
génériquement p-morphique (resp. s'annule) sur X0, il faut et il suffit que œ soit
p-morphique (resp. s'annule) en un point générique x° de X° sur ^. L'ensemble des
différentielles coeD^SJ qui sont p-morphiques en x° (resp. génériquement p-morphiques
sur X°) est un module sur l'anneau local Q(x°, SJ (resp. o(X°3 SJ), que nous noterons
D^.SJ (resp.D^X^SJ). L'ensemble de celles qui s'annulent en x° (resp. sur X°)
en est un sous-module, que nous noterons D^0, SJo (resp. D^X0, SJo)-

Soit k^ un sous-corps de ï sur lequel V est définie, et posons k^=ç>{k). Si X° est
une sous-ÀÎ-variété de S^, on définit de même les sous-modules D^(X°, SJ et D^(X°, SJo
du module D^(SJ des différentielles d'ordre q définies sur k^.

Soit maintenant V une variété affine dans S^, de dimension r, définie sur Ï, et soit x°
un point de p,(V), p-simple sur V. Notons i(V) =i(V, x\ SJ l'idéal m(V,SJno(^SJ
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de Panneau o=o(^°,SJ (composé des fonctions sur S^, p-morphiques en x°, et qui
s'annulent sur V). Cet idéal t(V) est contenu dans m{x°, SJ. Désignons par /i, . . ̂ fn-r
un système d'éléments de i(V) tels que les p-différentielles {df^o soient linéairement
indépendantes (i.e. un système minimal de générateurs), et posons 6o==û^A . . ./\df^_^

Montrons que, pour tout entier y^o, et pour œeD^V, SJ, les relations co V=o,
et (oAOoeD^^^V, SJo sont équivalentes. On remarque en effet qu'on peut trouver
des fonctions u^ . .., Uy sur S^ telles que {df^ . .., df^^y, du^ .. ., du^) soit une base
du module D^0, SJ (puisque ce dernier est de dimension n). La différentielle co est
alors de la forme

œ=:s(Q,(/)^^(/)^lA • • -^A^v • • -A^5

où ((z), (j)) parcourt tous les couples de multi-indices de la forme (i) == (z'i, .. ., î'J et
U ) = U i ^ - ' J i ) ^ tels que h+l==q, et avec ^^eo(V, SJ. Or, on a ^|V==o pour
tout î. Donc, pour que œ[V=o, il faut et il suffit que les coefficients des produits
extérieurs de la forme du- A . .. /\du- dans l'expression de co, s'annulent sur V, ou
encore, qu'on ait ^^[V==o pour tout couple ((i), ( j)) tel que Â = = o et l=--q. Compte
tenu des expressions de cùet6o, cette condition est bien équivalente à œAÔoeD"4'3"7'^, SJo.

Nous dirons qu'une Ï-différentielle œ, de degré q, sur V, est p-morphique en x° s'il
existe une différentielle 6eDn+î'-r(^o, SJ (différentielle sur S^, p-morphique en ^°) et
une différentielle œeD^V, SJ (différentielle sur S^, génériquement p-morphique sur V),
telle que co[V=œ, vérifiant la condition

(18) e=œA6o (mod. D^-^V, SJo)

Cette condition est indépendante du choix de 60, c'est-à-dire du système
(A 3 ' - " f f n - r ) ' ^ln ^ff^î ^i1 (/L ...î/^-r) un autre système analogue. Alors, si
Q^==df[ A ... AÛ^'_,., on a 6o==--&6o, où é est un élément inversible de o(^°, $„) ; il suffit
de remarquer que, pour que 6 et <o vérifient la relation (18), il faut et il suffit que 6' == bQ
et œ vérifient la relation e 'soAOo (mod. D^-^V, SJo).

D'autre part, en vertu de ce qui précède, si la relation (18) est vérifiée par 6 et œ,
elle l'est aussi par 6 et œ', pour toute différentielle œ'eD^V, SJ telle que o'IV^œ.

L'ensemble des différentielles d'ordre q sur V qui sont p-morphiques en x° est
un module sur l'anneau local o(^°, V). On le notera D^0, V). On dira que œeD^0, V)
s'annule en x° si la différentielle 6 intervenant dans la définition précédente s'annule en x°
(cette propriété ne dépend pas, comme on le voit immédiatement, du choix de 60, 6 et co).
Les éléments de D^0, V) qui s'annulent en x° forment un sous-module de D^0, V),
qu'on note D^A:0, V)o. Si X° est une variété contenue dans pg(V), génériquement p-simple
sur V, on définit de même les modules D^X0, V) et D^X0, V)o sur l'anneau local o(X°, V),
respectivement composés des différentielles génériquement p-morphiques sur X°, et de celles
qui s9 annulent sur X°; on remplace, pour cela, les^ par un système minimal de générateurs
de l'idéal i(V, X°, SJ =m(V, SJno(X°, SJ de l'anneau o(X°, SJ, et la condition

OeD^-^SJ
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par QeDn+q~r(XO, SJ; soit k^ un sous-corps de Ï sur lequel V et œ sont définies, et tel
que X° soit définie sur A;î==p(Â;i); pour que co soit génériquement p-morphique (resp.
s'annule) sur X0, il faut et il suffit qu'elle soit p-morphique (resp. qu'elle s'annule) en
un point générique x° de X° sur k^.

Soit k-^CÎ un corps de définition de V, et posons Â;î==p(Âi); si X° est une sous-A;î-
variété de V°, on définit de même les symboles Dj/X0, V) et D^ (X0, V)o.

Cas particulier. — Supposons que le point x° soit simple sur V°. Soit C° la composante
de V°=p(V) contenant x°. On peut trouver des fonctions v^ . . . ,& , . sur V définies
sur Ï, p-morphiques en x°, et telles que les fonctions induites v,\C° forment un système
de générateurs de l'idéal m{x°, C°) de l'anneau local o(A-°, C°) ou, ce qui revient au
même, telles que les p-différentielles (ûfo^o (Ki^r) soient indépendantes. De telles
fonctions z^, . . . ,^ sont appelées paramètres uniformisants de V en x°. Les fonctions
v^, . .., Vy sont algébriquement indépendantes, et on peut donc écrire œ sous la forme
^^^A^i^ . . • Arf^. , où (i) parcourt l'ensemble des multi-indices (î) == (z\, .. ., i )
tels que i ̂ z'i< . . . <i^n, et où les h^ sont des fonctions sur V définies sur î. Pour que <o
soit p-morphique en ^°, il est alors nécessaire et suffisant que les h,^ soient p-morphiques
en x°. En effet, soient ~v^ . . ..^ des éléments de o(A;°, SJ tels que ^ = ^ [ V ( i ^ ^ r ) ,
et considérons à nouveau la différentielle 6o=^A.. . Arf^_^ introduite plus haut.
D'après le choix des fy, les fonctions ~o^ . .., ^, /i, . . . ,^_^, t forment une base de l'idéal
maximal m{x°, SJ de o(^°, SJ ; donc la différentielle d~u^ . . . /\d~v,/\df^ .. . A^_,
sur S^ est p-morphique et non nulle en x0.

Si les h^ sont p-morphiques en x°, on peut, pour tout (i), trouver une fonction
h^es){x°, S^), telle que h^\V=h^. Posant alors œ =S(^(^Û?F^A .. . AÛ?F( , on a
(o|V=û), et la différentielle 6=(x>A6o est p-morphique en A;0; en vertu de la définition
précédente, co est également p-morphique en x°.

Inversement, supposons que œ est p-morphique en A;0. Soient œeD^V, SJ telle que
co | V= œ, et eeD^"^0, SJ, vérifiant la relation (18). On peut écrire 6 sous la forme

Q=^W,{J}hWA}}d'vil^ • • '^^i^df^ . . .A^

où ((^5 (j)) parcourt tous les couples de multi-indices ((î) == (^, .... îj, (j) == (ji, . . .,^))
tdsqu'onait i ̂ îi< . . .<i^r, i ̂ ji< .. .<j^n—r, et h+l==n+q—r, et ouïes i^^
appartiennent à o(A;0, S^). D'après la relation (18), tous les coefficients des termes du
second membre qui ne contiennent pas en facteur 6o=rf^A .. . ̂ df^_y s'annulent sur V
et, de plus, si œ ==2( i )A(^r fy"^A. .. A û T y , , on a nécessairement, pour tout (i),
^(i)^^^ ^d-r»î(V, SJ), en posant A ^ = = A ( ^ ^ ^ _ , ) . On a donc ^==i^|V, pour
tout (î), donc les /^ sont bien p-morphiques en x°.

De même, pour que co s'annule en x°, il faut et il suffit que chacune des h,^ s'annule
en x°.

Soit Ai un corps de définition de V et de co, contenu dans ï, et posons Â^==p(Â;i);
soit X° une ^-variété contenue dans pg(V), et génériquement simple sur V°==p(V). On
peut, comme plus haut, introduire un système de paramètres uniformisants ^, ..., Vy
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de V en x°, et exprimer co sous la forme œ==S^/^û?yiA .. . / \ d V y , où les .̂ sont définies
sur Â:r On trouve encore que œ est génériquement p-morphique (resp. s'annule) sur X0,
si et si seulement h^ est génériquement p-morphique (resp. s'annule) sur X° pour tout Ci).
On définit alors la différentielle induite 6)|X° par co sur X° en posant

œ|XO=S^,|XO)^|XO)A...A^|XO).

Si œ s'annule sur X0, on a œ [ X°== o, mais la réciproque n'est pas exacte (en particulier,
œ|X° est toujours nulle si X° est un point).

14. Symbole (coAdt)^o.

Pour tout point x°eS^ et pour toute différentielle OeD^A:0, SJ, de la forme
6 ==S/^A/^rfX^ A . . .AÛ?X^ , on désignera par 6^0 l'élément

^o^S^^^^X^oA . . .A(rfX^o

de la puissance extérieure A^^0, SJ de l'espace tangent de Zariski Z(A:°,SJ; pour
que 6 s'annule en A:0, il faut et il suffit qu'on ait 6^0=0.

Revenons au cas où x° est un point p-simple quelconque sur une sous-variété V
de S^« Soit eu une différentielle sur V, de degré maximum ((7=r=dimV), p-morphique
en x°. Soit encore (j^, ... 5 fn-r) une base de l'idéal i(V, x°, SJ de l'anneau local o(^°, SJ,
et posons, comme plus haut, 6o=û^A . . . f\df^_y. Soit œ un élément de D^V, SJ tel
que œ|V=c>). Il existe alors, par définition d'une différentielle p-morphique en un
point, un élément 6 de D^0, SJ, tel que la relation (18) soit satisfaite. D'après le choix
des f^ on a (6o)S°+°- Puisque l'espace tangent de Zariski Z(^°, SJ est de dimension n-\-î^
on peut trouver un élément ^o de A^Z^SJ tel que Q^/\{dt)^=u°^ (60)^0.

Soit o)^ l'élément de A^^Z^0, V) image de œ^ par la puissance extérieure A^^0

de l'homomorphisme canonique ^° : Z(^°, SJ -^Z(A?°, V).
Montrons que cet élément o^ ne dépend que de V, œ et A:0, mais non du choix

de 6°, 6, et og.
En effet, on voit d'abord que, pour 60 fixé, co^ ne dépend pas du choix du couple

(8, (o^) ; si UQ correspond à un autre couple (6', (OQ°) vérifiant les mêmes conditions, on a :

(e-e^oA^Q^^-co^Açeo^
et comme e—ô'eD^V, SJonD^A:0, SJ CD^0, SJo? le premier membre de cette relation
est nul; donc cû^—œo0 est une combinaison de termes de la forme (df^/\(ù^ où les o^
sont des éléments de A^A:0, SJ ; donc on a bien œ^ = cùo°. D'autre part, <o^ ne dépend
pas du choix de 60 : en effet, pour V et x° donnés, 60 est, comme on a vu, déterminée
au produit près par un élément inversible de o(A:°, S^); or, si b est un tel élément, toutes
les conditions de la définition précédente restent satisfaites lorsqu'on remplace 60 par
60=660, et 6' par 6'=66, sans modifier (OQ.

Nous désignerons l'élément c^ de A^^A^V) ainsi défini par la notation
(o)A^)^o. L'écriture ^^dt est purement symbolique : le signe A ne représente pas
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un produit extérieur, pas plus que dt ne représente la différentielle de t (non définie
dans le cas d'inégales caractéristiques). On peut la justifier en remarquant qu'on a
(œAâfc)^=(co^Aâ^o lorsque œ est un élément de D^0, SJ et que, d'autre part, dans
le cas particulier considéré au n° 10, (coAûf^o s'identifie à l'élément de la puissance
(r + i)-ième de l'espace tangent de Zariski à la variété V au point {x°, u°) induit en ce point
par 7ù/\dt, où 7ù est la différentielle sur V transposée de co.

On a un homomorphisme canonique :
SîD^.V^A^Z^V), pour la structure de o(x°, V) -module, défini par

8(œ) = (œAA)^o. Le noyau de cet homomorphisme est D^x0, V)o.

15. Transposée <Tune différentielle par une application p-morphique.

Proposition 11. — Soient V et V* deux variétés affines, définies sur A, de même dimension r,
et soit 9 : V-^V une application rationnelle, définie sur î, génériquement surjective. Soit œ
une ^-différentielle de degré q sur V, et soit eu* sa transposée sur V*. Soient x*° un point de pe(V*),
p-simple sur V*, et x° un point de pe(V), p-simple sur V, tels que y soit p-morphique en x*°, de
valeur x°. Alors, si œ est p-morphique (resp. s^ annule) en x°, œ* est p-morphique (resp. s'annule)
en A;*0. De plus, si q==r, (œ*A^)^o coïncide avec l'image de ((oAâft)^o par la puissance
extérieure /\r+l^^ de l^ homomorphisme canonique 9^0 : Z(^°, V) ->Z{x*°, V*).

Démonstration. — Par passage au graphe, on peut se borner à considérer le cas où
l'on a V*CS^, VcS^ (m'>n), et où 9 est induite par la projection TC : S^->S^ qui, au
point (A:i, . . ., x^), fait correspondre [x^, . .., ^J; il suffit de vérifier la proposition
dans ce cas, et de montrer de plus que si, dans ce cas, 9 est p-isomorphique en x*°, la
différentielle œ* est p-morphique en x*° si et si seulement œ l'est en x°.

Soit, comme au n° 13, (/i, .. ., 7n-r) un système d'éléments de l'idéal i(V, x0, SJ
de l'anneau local o{x°, SJ, tels que les (û^o soient linéairement indépendantes. Notons
f!ï ' ' " > f ^ - r ^es fonctions sur S^ transposées des fy. Ce sont là des éléments de
I^HV*, x*°, S^), tels que les p-différentielles (û^*)^ soient linéairement indépendantes;
on peut trouver des éléments gi, ' ' - , gm-n de l* tels que les p-différentielles en x10 de

7i*5 ... 5 f^-rï giï ' • • î gm-n soient linéairement indépendantes. Posons 60 = df^/\ . . . AÛ^_^.,
^-^A-.^C-r, et ^=6SA^A...A^_,.

Soit œ un élément de D^V, SJ tel que co]V==cù. Le transposé œ* de cet
élément appartient à D^V*, SJ, et on a œ* [ V* == œ*. Si (x) est p-morphique en x0,
il existe eeD^3-^0, SJ telle qu'on ait Q==^^Q° (mod. D^-^V, SJo). Donc, en
posant '6*==6*Aû^iA. . .Aû?^_^, on a ̂ s ±(O*A^ (mod. D^+^-^V, SJo). Commet)*
est p-morphique en x*°, co* l'est également. Le même raisonnement montre que, si œ
s'annule en x°, alors CL)*° s'annule en x*°.

En conservant les mêmes notations, mais avec q==r, posons cùo=(û)AA)^o. Par
définition de ce symbole, il existe un élément œ^ de A^^A;0, SJ tel qu'on ait :

(19) ^W-œoAçe^o
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et (^(A^0)^), où ^° est l'homomorphisme canonique Z{x°, SJ ->Z[x\ V). Soit 7^0
rhomomorphisme canonique : Z(^°, SJ-^Z(A:*°, SJ. En appliquant aux deux membres
de (19) l'homomorphisme A^^o, on obtient la relation (6*)^oA (^)^o=-œ;°A(6^)^o,
où l'on pose

(20) ^(A^T^,)^)

On en déduit (6*)^oA (û^o== œ^TO.o, d'où, en désignant par <^0 l'homomor-
phisme canonique Z(;c*°, SJ-^Z^0, V),

(21) (^^^^^(A^1^0)^0)

Comme on a ( 9^0) o^°=^° 07^0, les relations (20) et (21) entraînent bien
(A^^oK^^A^o.

Il reste à vérifier que, y étant de nouveau quelconque, si cp est p-isomorphique en A:*°,
et si o)* est p-morphique en x*°, co est p-morphique en x°. Soit (.y^, . . ., x^) un point géné-
rique de V* sur î. Puisque ç"1 est p-morphique en x°, on a des relations de la forme

^+,=Â^.(^, ...^n) {i^j^m—n),

où les A^y sont des fonctions sur V, p-morphiques en x°. On peut donc, dans
ce cas, prendre ^=X^—/^. {i^j^m—n). Puisque œ* est p-morphique en x*°, il
existe l^eD^-^0, SJ, telle que

^œ-A^^Ae^X^A .. .ArfX, (mod.D-^-^V-, SJo).

On peut trouver OieD^3-^0, SJ, telle qu'on ait

^=6ÎArfX,^A .. .A^X, (mod. D-^-^V*. SJo),

en notant 6^ la transposée de 61 sur V*. On a alors

(6î_(^A6S))ArfX^,A .. . ArfX^o (mod. D-^-W SJo).

Ceciimplique 61—(û)A6o)=o (mod. D^14'3"''^, SJo). Donc œ est bien p-morphique en x°.
C.Q.F.D.

Proposition 12. — Soient V*, V, 9, x*°, x°, <o ^ œ* comme dans la proposition précédente.
Supposons de plus que y est birationnelle, et que œ est de degré maximum q == r, p-morphique et non
nulle en x°. Alors, pour que 9 soit p-isomorphique en x*°, il faut et il suffit que co* soit non nulle en x*°.

Démonstration. — Le fait que cette condition est nécessaire résulte de la proposition
précédente.

Supposons donc que o et où* sont p-morphiques et non nulles en x° et x*°
respectivement. Avec les notations de la démonstration de la proposition précédente,

/-»»^
les différentielles 6 et 6*=6*Aû^iA . . . f\dg^_^ sont p-morphiques et non nulles en x°
et x*° respectivement. Ceci entraîne que la fonction

(ûfX^A . . .A^XJ/^X^A . . .A^X,A^A . . .Arf^_J
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sur S^ est p-morphique et non nulle en x*° (i.e. est un élément inversible de l'anneau
local oC^.SJ. Donc la réunion des (ûfX^o (i ̂ i^n) et des (ûf^)^o (i ̂ j^m—n) est
une base du Ï°-espace vectoriel Z{x*°, S,J. Donc les û?(X^| V*)^ ( i^ i^yz) forment une
base du î°-espace vectoriel Z(^*°, V) et, par suite, l'homomorphisme canonique
9^0 : Z(;c°, V)-'-Z(;v*°, V*) est surjectif. D'après la proposition 9 du n° n, <p est donc
p-isomorphique en A:*0. C.Q^.F.D.

La proposition il permet d'étendre, d'une manière évidente, la signification de
la notion de différentielle p-morphique en un point au cas où V est une p-variété, ainsi
que celle de toutes les notations introduites (D(A:°, V), D(^°, V)o, (coAûft)^, etc.). Les
propositions n et 12 sont encore valables lorsque V et V* sont des p-variétés.

16. p-diviseur d'une différentielle.

Soit à nouveau V une p-variété affine de dimension r. Commençons par transformer
la condition, donnée comme définition au n° 13, pour qu'une ï-différentielle co de degré q
sur V soit p-morphique en un point ^epgÇV), p-simple sur V. Si ^3 ..., u^ sont des
fonctions sur V, telles que les du^ forment une base de D^V), on peut exprimer co sous
la forme œ = Ti^g^du^ A . .. A du^ , où (i) parcourt l'ensemble des multi-indices (^, .... i )
tels que i ̂ i< ... <^<r.

Soit encore (/i, .. .,^_y) un système d'éléments de l'idéal t(V, x°, SJ, tels que
les (û^)a;o soient indépendantes, et posons ^Q==df^/\. . . A^_^. Soit, pour tout (î), ~g^ un
élément de o(^°, SJ tel qu'on ait ^(»)|V==^; soient de même ïi,...,^ des
éléments de o(V, SJ tels qu'on ait ^|V==^ pour tout i. La différentielle œ est induite
sur V par œ = S/^^/^û?^ A ... A du^ .

Pour que co soit p-morphique en x°, il faut et il suffit, par définition, qu'il existe
^çjy+î-r^sj telle qu'on ait e = = œ A 6 o (mod. D^-^V, SJo). On peut écrire œA6o
sous la forme coAÔo^S^A/nûîX^ A ... AûfX^ _ où (/) parcourt tous les multi-indices
(;) == (;i, ..., In+q-r) tels que i ̂  l^<... <^_,^, et où, pour tout (;), on pose :

A(fl =S^(,)D(^, ..., ̂ ,/i, .. .,/,_,)/D(X^, ..., X^J

D'autre part, tout élément 6 de D"^--^0, SJ est de la forme
6 === S/i\/^naXî A . . • A flXi

(l) W k ln+q-r

où les h^ appartiennent à s){x°, S^). Donc, pour que œ ^o^ p'morphique en x°, il faut et il
suffit qu'il existe, pour tout (/), un élément h^ de o(^°, SJ tel que (h'^—A^)|V=o;
en d'autres termes, si, pour tout (/), on pose A(JV==^), il faut et il suffit que', pour tout {l),
la fonction hm sur V soit p-morphique en x°. Le même raisonnement montre que, pour que œ
s'annule en x°, il faut et il suffit que, pour tout (/), la fonction h^ s'annule en x°.

Supposons de plus eu et V définies sur k. Les fonctions ~u^ . .., ^,^1, . . ">fn-r
peuvent être choisies définies sur k. Comme les g^ sont alors définies sur k, on peut
aussi prendre ~g^ définie sur k pour tout i. La fonction A^, donc aussi h^y est alors
définie sur k pour tout (/). On déduit de là la proposition suivante :
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Proposition 13. —Soit V une p-variété, définie sur k, et soit x° un point de pg(V),
p-simple sur V. Alors, si yepe(V) est une généralisation de x° sur k°, on a Dĵ y, V) cDĵ °, V)
{autrement dit, si œeDj^V), l'ensemble des points p-simples sur V en lesquels œ n'est pas
p-morphique, est k°-fermé, relativement à l'ensemble de tous les points p-simples sur V), et
DK^V^cD^V^D^y.V^o. Si xeV est une généralisation de x° sur R, on a
D °̂, V) CD ,̂ V) et D °̂, V),cD^x°, V) nD ,̂ V)o.

Démonstration. — On se ramène en effet immédiatement au cas d'une variété affine.
Il suffit alors d'utiliser le critère précédent en remarquant que, pour œeD^0, V), on
peut choisir les fonctions u^fy, g^ de manière qu'elles soient définies sur k; puisque
les {dfy)^ sont linéairement indépendantes, il en est de même des (^)«o; d'autre part
les fonctions h^ sont définies sur k; donc si les h^ sont p-morphiques (resp. s'annulent)
en x°, elles sont p-morphiques (resp. s'annulent) en /. Ceci prouve la première assertion;
la seconde se traite d'une manière analogue.

Le critère précédent se simplifie dans le cas où o est de degré maximum (q == r = dim V).
On a alors en effet u==gdu^.. . /\du^, et il n'y a qu'une fonction A; celle-ci
est définie par A===^J, où 5" est une fonction sur S^ telle que 'g\^==g, et où
J =D(ïïi, . . ., ïï,, /i, . . ., ^_J/D(Xi, . . ., XJ. Il n'y a donc qu'une fonction h, définie
par h-==g], en posant J==J |V. Dans ce cas, pour que œ soit p-morphique (resp. s'annule)
en x°, il faut et il suffit que h soit p-morphique (resp. s'annule) en x°. Comme J ne dépend pas
de <o, on voit en même temps que œA"1 est p-morphique et non nulle en x°, et que,
si co et ù/ sont deux Ï-différentielles d'ordre r sur V, p-morphiques et non nulles en x°,
leur quotient co/œ' est une fonction p-morphique et non nulle en x°.

Dans toute la suite de ce numéro, on suppose co de degré maximum r. On dira
que (ù est définie (resp. est infinie) en x° si h est p-définie (resp. infinie) en x°. D'après ce
qui précède, cette propriété ne dépend que de V, œ, et x°, mais non de la façon dont
on a choisi h. De même, si k^ est un sous-corps de Ï sur lequel V et (o sont définies, et si,
en posant Â:î=p(Â:i), X est une ^-variété contenue dans pe(V), et génériquement
p-simple sur V, pour que <o soit génériquement p-morphique (resp. s'annule) sur X°,
il faut et il suffit qu'il en soit de même de A; on dira que œ est définie (resp. infinie)
sur X° s'il en est de même de h.

Dans le cas particulier où X° est une Â^-composante C° de l'ensemble pg(V) (i.e. du
cycle V°==p(V)), génériquement p-simple sur V, l'entier v(G°, h) (cf. n° 12) ne dépend
que de V, C° et o, mais non de A. On le désignera par v(C°, co). Le symbole v(C°, co)
possède les propriétés suivantes :

^cv^^c^+^c0,^)
v(C°, œi+œ^inf(v(C°, ̂ , ̂ (C0, ̂ ))

Dans le cas particulier où C° est une composante simple de V0, on a, comme on
a vu, v(C°, t)==i, et v(C°, co) est alors l'unique entier tel que la différentielle ut~^
soit p-morphique et non nulle sur C°.
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Nous appellerons p-diviseur de (o le cycle (œ)y, de dimension r, défini par
(œ)p==Scov(C°, o))C° où la somme est étendue à toutes les composantes G° de V°
qui sont génériquement p-simples sur V. Posant v+(C°, co) ==sup(o, v(C°, œ)), et
v_(C°, o) =sup(o, —^(G°, où)), on appelle p-diviseur des zéros, et p-diviseur des pôles
de co les cycles (co)p^ et (œ)p^ respectivement définis par (œ)p^=ScoV+(C10, œ)C°,
et (co)p^ =Sco^_(C0, co)C°. Onaainsi (œ)p== (œ)po—(^)p ,oo- II sera commode, d'autre
part, de désigner par {œ}^o,{œ}p^ et {œ}p les sous-ensembles de pe(V) respective-
ment définis par

{^}p.O = (^PP^p^P^PP^o)

{œ}^ = (supp(œ)^J u p,(supp(œ)J

Mp = {(ù}p,ou{cù}v^= (supp(œ)y)up,(supp(œ))

où l'on désigne par (co)o (resp. (œ)oo), (resp. (œ)) le diviseur des zéros (resp. le diviseur
des pôles, resp. le diviseur) de œ au sens habituel.

Proposition 14 (critère pour qu'une différentielle de degré maximum r soit p-morphique en
un point). — Soit V une p-variété, de dimension r, et soit x° un point de pe(V), p-simple sur V.
Soit co une ^-différentielle de degré r sur V. Alors, pour que œ soit p-morphique (resp. p-morphique
et non nulle, resp. définie) en x°, il faut et il suffit qu'on ait x°^[(û}^^ {resp. ^°^{û)}p,
resp. ^{œ}^on{co}^J.

Démonstration. — Commençons par montrer que, si û> est p-morphique et non nulle
en x°, on a x°^{cù}y.

En effet, d'après la proposition 13, œ est génériquement p-morphique et non nulle
sur toute composante de pe(V) contenant x°. On a donc ^°^supp((o)p. D'autre part,
toujours d'après la proposition 13, si X est une sous-Ï-variété de V telle que ^°^pg(X),
œ est morphique et non nulle sur X; donc X ne peut être une î-composante de (co).
Autrement dit, on a A;°^p,(supp(œ)). On a donc bien ^{co}p.

Soit maintenant G) une différentielle quelconque de degré r sur V, définie sur Ï.
On a vu qu'il existe une fonction h sur V définie sur Ï, telle que œo==coA~1 soit
p-morphique et non nulle en x°. D'après ce que nous venons de montrer, on a ^°^{<x)o}p.
Donc, les composantes de (œ)p o et (Â)p^ (et, de même, celles de (œ)p^ et (A)p^)
qui contiennent x° sont les mêmes. D'autre part, comme on a vu, pour que co soit
p-morphique (resp. p-morphique et non nulle, resp. définie) en x°, il faut et il suffit que h
le soit. Donc notre proposition résulte du corollaire de la proposition 10 du n° 12.

Introduisons encore une notation. Soit x° un point de pg(V) simple sur V°. D'après
la proposition précédente, pour qu'il existe un entier v tel que co^ soit p-morphique
et non nulle en x°, il faut et il suffit qu'on ait ^°^pg(supp(o))), et cet entier v est alors
égal à v(C°, œ), en désignant par C° l'unique composante de V° qui contient x°. Nous
désignerons alors cet entier par v(^°, œ).

Proposition 15. — Soient V et V* deux p-variétés de même dimension r, et soit 9 : V* -^V
une application rationnelle, définie sur Ï, génériquement surjective. Soit œ une ^-différentielle sur V,
et soit ci)* la différentielle sur V* transposée de co. Soient x°un point de pg(V), simple sur V°== p(V)
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et x*° un point de pe(V*)5 simple sur V*0 === p (V*), tels que 9 soit p-morphique en x*°, de valeur x°.
Alors, si le symbole v(^°, œ) est définie le symbole ^(x*°, co*) F est également, et on a
V^.ù))^^0, CO*).

Démonstration. — II suffit d'appliquer la proposition 11 à la différentielle cor~\
en posant ^==vÇx°, œ).

17. Introduction des entiers î(x, V), ïo(V).

Pour tout point xe^, c'est-à-dire pour tout point entier p-adique de Sy,, de
coordonnées x^==[x^\x^\ . . . ,^ ( A ) , . . .) (i ̂ i^n), on notera k°{x) le corps engendré
sur k° par tous les coefficients x^ {i^i^n, [JL^O).

Soit V une variété affine (VCSJ, de dimension r, définie sur Ï. Soit à nouveau
I = J^(V) l'idéal de l'anneau 9Î[X] composé des polynômes de cet anneau qui s'annulent
sur V. Soit âS={F^} (i^oc^) un système de générateurs de I.

(^T \
Soit M=M^ la matrice —a) sur l'anneau R[X], A tout point A:eV^, associons

^X,7ier 'l'entier
;=infj)y(D(^))

où D parcourt tous les déterminants d'ordre n—r de la matrice Af.
Posons x°==^x). Considérons l'idéal i(V^°, SJ=Io(^0, SJ=m(V, SJno^0, SJ de

l'anneau local o(^0, SJ, composé des fonctions p-morphiques en x0 qui s'annulent sur V.
Si y = (^i, .. .,gn-r) est un système de n—r éléments de cet idéal, et si (i) = (î'i, . . .5^-^)
est un système de n—r entiers tels que i ̂ ii< . . . <^_^^^, le déterminant

D^(^)=(D(^, ...,^_J/D(X^ ...,X,^))M

est une combinaison linéaire, à coefficients dans 9Î, des déterminants D(x) précédents.
On a donc

l==mf^v{D^y,x))

Ceci montre que l'entier / ne dépend que de V et x, mais non de SS. Nous le dési-
gnerons par l{x), ou par /(;c,V). D'après les critères jacobiens de simplicité, pour que
xeV^ soit simple sur V, il faut et il suffit que l(x) soit fini. Pour que xeVy^ soit simple
(mod. p) sur V, il faut et il suffit que l{x) ==o.

Supposons toujours que x est un point de Vç^. Considérons l'anneau o(^, SJ des
fonctions sur S^ morphiques en x, son idéal maximal m{x, SJ et l'espace tangent de
Zariski Z(x, SJ. Soit ^ l'application canonique m(x, SJ ->Z(^, SJ. Pourtoute fem[x, SJ,
l'image ^(/) est appelée différentielle de^en x, et est notée (df)^. On a

(^L-sA^x,),
âX,

Considérons d'autre part l'idéal \(x) =\{x, x°, SJ ==în(^ SJno^0, SJ de Panneau local
o(A;°, SJ, composé des fonctions p-morphiques en x° qui s'annulent en x. L'image de i{x)
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par ^ est le 9î-module D{x, SJ, isomorphe à 9 ,̂ engendré par les (rfX^. L'image
par ^ de l'idéal i(V) ==i(V, ^°, SJ considéré plus haut est le sous-9î-module D(V, x, SJ
du précédent engendré par les (â?FJ^. La matrice des (û?FJ^ par rapport aux (û?X,)^

est ^W-^W-

Supposons en particulier que x est simple sur V. Alors le îR-module D(V, A;, SJ
est de dimension n—r. D'après les propriétés des modules sur les anneaux principaux
([i], chap. VII, § 4, th. i), il existe une 9î-base 3S de D(V, x, SJ qui est de la forme
{^Pp} ( i ^P^ 7 2 — r ) °ù 1̂  ^p sont des entiers ^o (on supposera les indices ordonnés
de manière qu'on ait m^. . . ̂ m^_^), et où les <pp sont des éléments SR-indépendants
de D{x, SJ. Une telle base âS sera appelée une base standard du 91-module D(V, x, SJ.
Il existe des éléments .?pei(V) tels qu'on ait {dg^^=tm^^^. On dira que ces éléments
induisent la base standard Se, On peut toujours prendre pour fonctions ga des polynômes, i.e.

des éléments de I==^(V). On a, pour tout [3, ?p=S^W^, d'où ^ {x)^^^
^\

pour tout couple (P, z), où les b^ sont des éléments de 9î tels que, en posant è^==p(&^),
la matrice (é^) soit de rang n—r. L'entier l(x)==l(x,V) est alors donné par l{x) ==SpWp.

Proposition 16 (invariance de /(A:,V)). — Soient V et W deux variétés affines, définies
sur Ï, et soit y : V—^W z/^ application rationnelle, définie sur Ï. &?^ A:eV^ ^/ ^^ cp joz7
p-isomorphique en x°==ç){x), et posons jy==^Çx). Alors on a j^eWç^, et l(x, V) =l{y, W).

Démonstration. — L'appartenance j^eW^ est immédiate, et on a j;°=p(j;) ====(po(A:()).
Par passage au graphe, on se ramène au cas où 9 est induite par la projection

7i : S^-^S^ (m>n) qui, au point y= (^, . . ., x^) fait correspondre y-= (x^, . . ., ;vJ.
On a alors un 9î-monomorphisme n* : D(W,j/, SJ-^D(V, x, S^) canoniquement

déduit de n; le 9î-module D(V, x, S^) est engendré par l'image de TT*, et par
(rfX^.^, . . ., (rfX^)^. Le résultat s'en déduit aussitôt.

D'après cette proposition, la définition de l'entier l(x) s'étend d'une manière naturelle
au cas où V est une p-variété quelconque.

Lemme 1. — Soient ' P y ( ï ^ j ^ q ' ) des polynômes appartenant à 9î[Xi, ...,XJ, et
n'admettant aucun ^éro commun sur S^. Alors il existe un entier a, qui ne dépend que des P-, tel qu'on
ait inf^(Py(^)) ̂ a pour tout point ^(SJ^^?^. (Ce lemme est un cas particulier de ([23],
chap. 1er, no 7, th. 3).,)

Démonstration. — D'après le théorème des zéros de Hilbert, il existe des polynômes Q^,
à coefficients dans Ï, tels qu'on ait S^PyQ^==i. En chassant les dénominateurs des
coefficients des polynômes Q .̂, on en déduit qu'il existe des polynômes Q^ (i^J^) à
coefficients dans 9Î, et un entier a, tels qu'on ait S^Q^==^. En substituant aux indé-
terminées les coordonnées de x, on voit qu'on a bien inf^P^))^.

Corollaire. — Soient E^ (i^a^) des sous-ensembles î-fermés de S^ n'admettant aucun
point commun. Alors il existe un entier a, qui ne dépend que des E^, tel qu'on ait mf^v{x, EJp^a,
pour tout point xe (Sjçn == 9 .̂
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En effet, si, pour tout j, {PaJ (i <;^AJ est un système de générateurs de
l'idéal J^(EJ, il suffit d'appliquer le lemme précédent à l'ensemble des polynômes P^
obtenus pour tous les couples (a,;) possibles (i^oc^, I^J^AJ.

Proposition 27. — Soit V une p-variété sans point multiple. Alors, pour A:eVç^, rentier l{x, V)
admet une borne supérieure qui ne dépend que de V.

Démonstration. — Soit {Fj (i^a^) un système de générateurs de l'idéal J^(V).

Les déterminants D d'ordre n—r de la matrice M= (—a) n'admettent aucun zéro
^X,/

commun sur V. Autrement dit, les polynômes F^ et D. (obtenus pour toutes les valeurs
possibles de a et dej) n'admettent aucun zéro commun sur S^. Il suffit de leur appliquer
le lemme i.

La borne supérieure (majorant minimum) de l'entier l(x) sera désignée par ^o(V).

18. Introduction des entiers m(x, V), mo(V).

Pour xeyy, et pour tout entier (JL^O, notons 9^ le Ï-automorphisme de l'espace
affine S^ qui, au point u = (^, . . ., ^), fait correspondre le point u' == (u[, ..., u^) défini
par z^^-^4-1^—x^) pour tout i. En particulier, le transformé x ' de x est
l'origine (o, .. ., o).

Proposition 18. — Soit V une variété affine (VcSJ, définie sur k, et soit xeVy{. A tout
entier pi^o, associons la variété V^==<p^(V), et le cycle réduit V^=p(V^).

// existe un plus petit entier m = m[x) == m[x, V) tel que l'origine soit un point simple sur V^.
On a m(x)^l{x). De plus, pour \ï>m[x), le cycle V^ admet une composante unique et simple,
qui est une variété linéaire. Cette variété linéaire Lo(^) ne dépend pas de [L.

Démonstration. — Posons r==dimV. Soit {Gp} (i ̂ p^—r) un système de
polynômes de ^(V) induisant une base standard du SR-module D(V,A:,SJ. Pour
tout IJL^O, les polynômes Gp(X) ^Gp^+^^X) (i ^(3^—r), s'annulent sur V^.
D'après la formule de Taylor, on a, dans l'anneau 9Î[X] = 9î[Xi, . . ., XJ, la congruence

Gp(X) ̂ ^^S^^WX, (mod. ̂ +2)
o^

On a donc Gp(X) = ̂  + 1 + m32^3,X, (mod. ^2^ + 2), avec les notations introduites au
numéro précédent. Donc, si on a pris [L^l{x) ==Spmp, on a, a fortiori, pour tout (B,
^ + i > m p d'où [j i+i+^p<2(Ji+2; pour tout p, le polynôme Gp^G^"^4" l+m3) est
alors à coefficients entiers (donc appartient à l'idéal -^(V^)), et admet pour polynôme
réduit Gp°(X) ==S^X,. Comme la matrice (é^) est de rang n—r, les équations
Gp°(X) ==o (i ^(B^—r) représentent une variété linéaire de dimension r. Comme cette
variété linéaire Lo(x) contient p,(V^), et comme ce dernier ensemble n'est pas vide
(puisqu'il contient l'origine), on a p,(V^) =Lo(^). L'indépendance linéaire des
p-differentielles (âfG^o implique en outre que l'origine est simple sur le cycle V^, donc
que L,o(;v) est une composante simple de ce cycle.
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Pour achever la démonstration, il suffit de vérifier que, si [L est un entier tel que
l'origine soit simple sur V^, et si v est un entier >o, le cycle V^,^ admet pour
composante unique et simple une variété linéaire (qui coïncide alors nécessairement
avec Lo(^)). Or, ceci résulte du fait que V^^ se déduit de V^ par l'homothétie
u->t~^u de S^.

Remarque. — L'entier m est majoré par m'===s\ip^m^. Mais il peut arriver qu'il
soit strictement inférieur à m'. Par exemple, si V est la courbe ^X+Y^o, et x
l'origine (o, o), on a n—r==ï, et m'=77^=2, mais cependant m=i.

Proposition 19 [Invariance de m{x)). — Soient V et W deux variétés affines, définies sur Ï,
et soit 9 une application rationnelle 9 : V->W, définie sur î. Soit ^eV^, tel que çp soit
p-isomorphique en x°=y{x}. Alors, on a j^Wç^ et m(x, V) =m(y, W).

Démonstration. — Supposons VcS^, WcS^. Posons x== (^, . . ., xj et
^==(^15 • • • î J ^ n ) - O11 a? comme dans la proposition 16, j^eW^, et jy°==^(jy) ==^(x°).

Soit A: = (^i, . . ., ~x^) un point générique de V sur Ï ; le point J = ? (ï) ̂  (Ji, . . ., JJ
est alors générique de W sur Ï. Pour tout entier pi^o, posons ^l=<p^(ï), et
J^^P^C^)- Les coordonnées de ~x et J vérifient des relations de la forme
J^—J^^i^C^) {~Xi—x,) ( y = i , . . . , 7 z ) où les g^ sont des fonctions sur V, p-morphiques
en x°. On en déduit que, pour tout [JL, les coordonnées ~y^ de ~y'^ s'expriment par des
fonctions p-morphiques à l'origine au moyen de celles ~x^ de ^. L'application
^i: V^->W^, définie par 9^=9^ocpo(p^1 est donc p-isomorphique à l'origine. La
p-simplicité de l'origine est conservée par çp^, d'où la proposition.

Cette proposition permet immédiatement d'étendre la définition de l'entier m(x)
au cas d'une p-variété quelconque. Puisqu'on a toujours m[x, V) ̂  l(x, V), l'entier m{x, V)
est majoré par /o(V)- O11 désignera sa borne supérieure par mo(V). On a moCV^/oC^)-

19. Condition pour qu'un point entier p-adique soit congru (mod. p^) à un
point entier p-adique de V.

Proposition 20. —Soit V une variété affine (VcSJ, de dimension r, définie sur î, sans
point multiple. Il existe un plus petit entier JQ='^(V) vérifiant la condition suivante : pour tout
entier [L^SQ, et pour tout xe^ tel qu'on ait {x, V^^ÇJL+JQ, il existe ye\y^ tel que {x,y)^\t
(i.e. jy==x (mod. p^)).

Démonstration. — Posons r=dimV. Soit {F^}( i^a^y) un système de géné-
rateurs de l'idéal -^(V). Pour tout système (a) = (a^, . . ., ̂ -r) de n—r entiers
tels que i^ai<. . . <a^_^y, désignons par S^ l'intersection des hypersurfaces
F^(X)=o( i^ j^7î—r) , par S^ la Ï-adhérence du complémentaire de V dans S^;

^•p
par M^ la matrice (—aî) sur l'anneau 9î[X]=9î[Xi, .... XJ; par S^ l'ensemble

\ o^\.^/
des zéros communs des déterminants D/^ /^=D(F.» , .... F )/D(X. , .... X- )Wfvl \ a^ ? ? a^—y/ / \ î ^? ? ^n—r

d'ordre yz—r de Af^; par T(^ la réunion S^uS^. Pour tout A-e^î", posons
^W=mf^v(D^x)).
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On a (n^T^)nV=0. En effet, si xeV, il existe un (a) tel que M^{x) soit
de rang n—r; pour un tel a, les hypersurfaces F^(X) ==o se coupent transversalement
en x, par suite V est la seule composante de leur intersection contenant x, et on a x(f:T^.

Il existe donc, d'après le corollaire du lemme i du n° 17, un entier ^ tel qu'on ait,
pour tout XEW, la relation

(22) ^((^T^^^.V),)^^

Nous allons montrer que la condition de l'énoncé est vérifiée par l'entier s + i.
Pour cela, il nous suffit de prouver l'assertion suivante : pour tout triplet {x, [L, (a))
composé d'un point xeW, d'un entier ^s^+î, et d'un système d'indices (a) de la
forme considérée plus haut, tels qu'on ait les relations

(23) mf;..(F^))^+pL

et

(^) (^T^))^,

il existe un ze^ tel qu'on ait les relations

(25) (^)p^

(26) in^(F^))^^+^+i.

En effet, puisqu'on a [L>S^, les relations (24) et (25) entraînent (^, T(^)p^^.
Donc, en supposant exacte l'assertion précédente, on peut, pour xeW tel que
{x, V)p^ [A +ji + i, trouver (en tenant compte de (22)) un entier (a) tel que (x, T^)p^,
puis, par récurrence sur v, construire une suite Çxo==x, x-^, .. ., ̂ , . . .) de points de W
telle qu'on ait, pour tout v^o, les inégalités (^, ^,+i)p^+v, in^(F^J)^+^+v
et (^, T(^)^^. La première de ces trois inégalités entraîne que la suite ^ converge
p-adiquement, et que, sij/est sa limite, on a (A:,J^(JI; la seconde entraîne F^(j;)=o
pour tout J'(i</^—r), d'où jyeS^ : la troisième entraîne (^,T^)Oi, ce qui implique
J^T^); on a donc J^S^, d'où j;eV, d'où j^eV^.

On remarque d'autre part, en faisant le changement de variable ^^x+t^u, que,
pour x, |i et (a) vérifiant les conditions (23) et (24), la condition de l'existence d'un ^
vérifiant (25) et (26) équivaut à celle de l'existence d'un ue^ tel qu'on ait, pour tout
j (i^J^n—r)

(27) ^Fa^+^^i+tl+I.

Or, on peut exhiber un tel u. Il suffit de prendre pour u une solution entière
(^e9î pour tout i) du système linéaire

•^/BF^\
FJ )̂ +^^ (^) WX-o (i <;̂ -r)(28) F^W+^^.^M^^o
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Une telle solution existe puisqu'on a inf^(F^ .W)^i+ (JL et puisque la relation
(^^a))^! implique (^.S^)^, d'où /(a)W^i; d'autre part, on a, pour tout
j (i<;0—r), d'après la formule de Taylor, la congruence

^FaF^+^X) =F,^) +t^,——i{x)^ (mod. ̂ )
7 ^-^S

dans l'anneau 9î[X], En prenant pour u une solution entière de (28) et en substituant u
à X dans la relation ci-dessus, on obtient v(F^ {x+t^u))^2[L. Cette inégalité entraîne
bien (27)3 puisqu'on a (JL^+I, d'où 2(JL^,?i+(JL+i.

Donc, on a bien montré que l'entier Ji+ i vérifie la condition de l'énoncé. D'autre
part, il est clair que si un entier ^o vérifie cette condition, il en est de même de tout
entier plus grand; donc, il existe bien un plus petit entier SQ vérifiant cette condition.

20. Provariétés.

Nous appellerons provariété la limite projective X d'une suite
X° <- X1 < - . . . < - X^ <- ...e1 e^

où les X^ sont des variétés (relativement au domaine universel Ï°) et les 6^ des morphismes,
que nous supposerons toujours génériquement surjectifs. Soit k^ un sous-corps de î°;
nous dirons que X est définie sur k^ si X11 et 6^ sont définis sur k^ pour tout (JL.

Un point x de X est une suite {x°, x\ . . ., ̂ , . . .) avec ^eX^ et x^==Qtï•{xlï'+l)
pour tout (JL. On note k^{x) le corps k^{x°, x1, ...,^, . . .) . L'application X-^X^
qui, au point x, fait correspondre x^y est notée p^. L'ensemble p^X) admet pour
adhérence X^, mais est, en général, distinct de X11. La variété X^ sera également désignée
par la notation "p^X).

Une sous-provariété Y de X est une provariété définie par une suite
Y° <- Y1 <- ... <- Y11 <- . . .

<P° <P1 q?^

où, pour tout [JL, Y^ est une sous-variété de X^, et où le morphisme cp^ est induit par e^.
Supposons X définie sur /^, et soient x etjy deux points de X. On dit quej^ est une

spécialisation de x sur k^ ou que x est une généralisation de y sur k^ si, pour tout (JL,^ est une
spécialisation de x^ sur k^.

21. Structure des ensembles Vs%.

Pour tout point ^^^(SJ^, de coordonnées A:,== (^0), ^1), . . ., x^\ .. .), et
pour tout entier (JL^O, on notera x^ le point de l'espace affine S^_^ ayant pour
coordonnées x^, ..., x^\ . .., x^\ ..., x^\ On notera p^ l'application ^-^S^+i)
définie par x^^^Çx) ; en particulier p0 s'identifie à p. On notera d'autre part ^ l'appli-
cation W^îî" qui, au point x, fait correspondre le point x^ de coordonnées
^£== (^î • • • ? ̂ î °5 • • - 5 o? • • • ) ? c'est-à-dire le point obtenu en tronquant à l'ordre (JL
les suites des coefficients de chacune des coordonnées de x. On a, pour tout (JL, une
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application injective ^ : S^^ÎT telle que p^^op^ c'est-à-dire que ^=p^).
La donnée du point x^==^{x), ou celle du point x^=^(x) =^(x^ équivaut Scelle
de la classe de x (mod. ^).

Pour tout couple d'entiers (^ ^) tels que o^'^, on notera 6^ la projection
^((X+D-^^+I) définie par la restriction aux n(^ + i) premières coordonnées. La
projection QlL^+l sera également notée 6^. On a, quels que soient [L et a' ^ ==6^W)
et x[t=Qtt{xlt+l).

On peut munir, d'une manière naturelle, l'ensemble 9T des points entiers p-adiques
de S^ d'une structure de provariété : celle définie par la suite

CO ,_ 00 ._ çO
^ "to" ^n ̂  • • • <- °n(ix+l) ̂  • • •

le point ^e9r étant identifié à la suite x°, x1, . . ., x^, . . ., où ^=p^) pour tout |JL.
Cette provariété est définie sur le sous-corps premier de A;0. On remarquera que, pour
xey^, toute spécialisation de x sur k° est aussi une spécialisation de x sur k.

Pour toute sous-variété V de S^, définie sur A, on posera V% = p^Vç^). L'application
induite par p^ (resp. 6^, resp. 6^) sur V^ (resp. V^, resp. V^) sera notée p^
(resp. 6^,6^).

Proposition 21. — Soit V une variété affine, définie sur k, et soit x^ un point de V^ vérifiant
la condition suivante : il existe xeVy^, simple sur V, tel qu'on ait x^^^Çx), et m{x)^^
Alors l'ensemble (O^)"1^) est une variété linéaire D )̂, de dimension r, et qui est rationnelle
sur Â;°(^). La condition précédente est, en particulier, vérifiée pour tout x^eV^ si V est sans
point multiple, et si on a pi^Wo(V).

Démonstration. — Puisqu'on a ^m(x), et d'après la définition de m[x) (cf. n° 18,
prop. 18), le cycle V^^, réduit (mod p) de la variété V^^=cp^^(V) admet
pour composante unique et simple une variété linéaire 'Lo(x), passant par l'origine,
et ne dépendant pas de |i. Considérons le point y = ̂ Çx), obtenu en tronquant à l'ordre [L
les suites de coefficients qui définissent les coordonnées de x, et remplaçons x par y.
L'application T==?^+i,yoçp^_^ : S^S^ est la translation définie par le point
^= (A:—J;)r(lA+l) de 9 ,̂ donc est un 9î-automorphisme de S^. Le cycle V^^ réduit
(modp) de V^^==p^^(V) admet encore pour composante unique et simple une
variété linéaire L^(^), déterminée par x^, et définie sur k\y) ==Â;°(^). Or si ^ et ^
sont deux points de W tels qu'on ait ^=cp^^), les relations ^(p^T^), et
^(V^i^)^ sont équivalentes; de plus, lorsque ces relations sont satisfaites, on a,
pour tout i, ^^(F0)1^1^'0). Or, l'automorphisme F° laisse invariante la variété
L^(^). Donc l'ensemble (e^)-1^) est la variété linéaire l^Çx^ =xwx^{xv') dans
l'espace affine S^+^-S^^xS^ Puisque L^) est définie sur k°{x^, il en est de
même de L^).

Pour tout entier v^o, on désignera par ^(V) l'ensemble des points xeW,
tels qu'on ait {x, V)y^v, c'est-à-dire tels qu'on ait v(P{x))^^ pour tout P£^(V).
L'ensemble V^^Vn^ coïncide avec l'intersection n^(V). Pour tout couple (pi, v)
d'entiers positifs, on posera ^==^(V) == p^e^V)).
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Proposition 22. — Soit V une sous-variété de S^, définie sur k. Alors :
(i) pour tout couple d'entiers positifs {[L, v), ^(V) est un sous-ensemble k^-constructible

de l'espace affine S^.^; de plus, pour (JL^V, ce sous-ensemble est k°-fermé.
(ii) Pour tout entier positif [L, V^ est un sous-ensemble constructible de S^^.
Démonstration. — Notons J^(V) l'idéal de Panneau R[Xi, . . ., XJ composé des

polynômes de cet anneau qui s'annulent sur V. Soit {F,J(i^oc^) une base de cet
idéal J^(V) (donc aussi de J^(V)). Pour XE^, la relation xe^V) équivaut à :
^aW)^ pour tout a. Or si x,= (^0), . . ., x^\ . . .) sont les coordonnées de
x (1^^72)3 cette relation équivaut elle-même à un nombre fini de relations algébriques,
à coefficients dans A0, entre les x^ (o^'^v, i^i^n), c'est-à-dire entre les coordonnées
du point x\ Donc, pour ^v, l'ensemble ^= p^(^(V)) est un sous-ensemble Affermé
de S^i). De plus, ̂  est un sous-ensemble ^-constructible de S^.^, pour tout
couple ([ji, v) (puisqu'on a, pour ^ ^ [ L , ̂  r^Q^^)).

D'autre part, pour ^s^s^V} (cf. no 19), on a V^=^_,JV). En effet,
l'inclusion V^C^^JV) est triviale, tandis que l'inclusion ^Ï+JV)CV^ est une
traduction de l'énoncé de la proposition 20 du n° 19. Donc V^ est bien un sous-ensemble
constructible de S^ ̂ ). Il en est de même de V^'pour (JL'^JQ? puisqu'on a, pour [JL'^IJL,
v^e^vs,). C.Q.F.D.

Remarque. — II serait souhaitable de s'affranchir de l'hypothèse (probablement
superflue) que V est sans point multiple, dans la dernière partie de l'énoncé.

22. (V, p)-provariétés.

Soit toujours V une sous-variété de S^, définie sur A, de dimension r. Soit k^ un
sous-corps de ï°, contenant k°. On appellera (V, p)-provariété définie sur k^ (resp. (V,j&, k^)-
provariété) toute sous-provariété X, définie sur k^ (resp. toute sous-AÎ-provariété X) de la
provariété 9 ,̂ vérifiant les deux conditions suivantes :

(*) Tout point générique x de X sur k^ appartient à V, et est simple sur V.
(**) Si x est un point générique de V sur k^ il existe un voisinage p-adique de x

dans V^ qui est contenu dans X.
Remarques. — a) Toute spécialisation sur k° d'un point de V^ est un point de V^;

donc, on a XCV. Mais on n'a pas nécessairement X^^R^X) CV^.
b) D'après leur définition, les entiers l(x) et m{x) ne dépendent que de X. Nous

les désignerons respectivement par /(X)==/(X,V) et m(X) =w(X, V).
c ) La condition (**) équivaut à l'existence d'une boule p-adique de Vç^, de centre x,

contenue dans X. Autrement dit, cette condition équivaut à l'existence d'un entier [LQ
tel que, en posant x^^^Çx), on ait (p^'^^CX.

Si [LQ est un tel entier, et si, de plus, on a \L^mÇ^), on dira que X est à" indice [LQ
(noter que, si X est d'indice [LQ, X est aussi d'indice [LQ, pour tout ^o^^o)-

II résulte des définitions que X est la limite projective de la suite
x°— x1^- . . . ̂ - x^<-...
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où, pour tout ^ X1 '̂?1^) est la variété, définie sur ^ (resp. la Aî-variété) lieu du
point x[i=ç)v'{x) sur Â^, et où les flèches représentent les morphismes induits par les
projections 6^.

La condition (**) signifie encore que, si Xi={xf\ ...,x^\ . . . ) {i^i^n) sont
les coordonnées de x, les coefficients x^ obtenus pour tous les couples d'indices (z, pi)
possibles (I^^TZ, pi^o) ne sont liés que par un nombre fini de relations algébriques à
coefficients dans k^y outre celles exprimant l'appartenance xeV (à savoir les relations
exprimant F appartenance x^ e X^0).

d) La condition (**) implique la suivante :
(***) II existe un entier [LQ tel que, pour tout (i^^o? et P011!" XIL générique de X^

sur ^, on ait (O^)-1^) CX^+1.
On peut, en effet, prendre pour (JL() le même entier que dans c ) . En particulier,

si X est d'indice p-o, la variété linéaire Ï^Çx^) est contenue dans X^4'1, pour tout
[Jt^o- On en déduit que, pour qu'un point ^+1 soit générique de X114'1 sur^, il faut
et il suffit que le point x[J'==Qlï'(xti+l) soit générique de X^ sur ̂  et que ^+1 soit générique
de I^Çx^) sur A^;^). Donc X11"^1 est déterminée par X^; par récurrence sur (JL, on
en déduit que X est déterminée par X^.

Nous montrerons, au numéro suivant (prop. 23) qu'on peut inversement « relever »
une sous-A^-variété X^ de Sy^.^, génériquement contenue dans V^, à une (V, p, A0)-
provariété, pourvu que le symbole L^Çx^) soit défini en un point générique x^ de X^
sur k[. Nous montrerons, en même temps, qu'on peut substituer la condition (***) à
la condition (**) dans la définition précédente.

e ) Tout point générique sur k^ d'une (V, p, k^) -provariété X est aussi un point
générique de V sur k-^== (A^)*. En effet, supposons X d'indice [LQ et soit [JL un entier ^ [LQ.
On peut trouver deux points génériques x etjy de X sur Â^, tels que x^=y^, et que ^+1

soit un point générique de la variété linéaire L^^) sur k^^k^Çx). Considérons le
point ^==9^(^)3 où cp^ est la transformation de S^ introduite au n° 18. On a ^;eV^,
et ^°=p(^) est générique sur k ' 0 d'une variété linéaire de dimension r. Donc le degré
de transcendance de k'0^0) sur k ' 0 est r. Donc, si on pose Â;'^^0}^ le degré de
transcendance de k ' [ ^ ) =k\y) sur k est ^r (donc est égal à r). Doncj; est générique
de V sur k1 et, a fortiori^ sur Ai. Ceci prouve notre assertion, compte tenu de la remarque a ) .

Nous dirons qu'une (V, p, k^) -provariété X est simple lorsqu'un point (donc tout
point) générique A; de X sur ^ est simple (mod. p) sur V ou, ce qui revient au même,
lorsque la Aî-variété réduite X°=='p(X) est génériquement simple sur V°==p(V). Pour
que X soit simple, il faut et il suffit qu'on ait /(X) ==o, ou encore qu'on ait m(X) ===0.

23. (V, p)-ensembles.

Soient encore V une variété affine (CSJ, définie sur k, de dimension r, et k[ un
sous-corps de î0, contenant k°. Nous appellerons (V, ^-ensemble (resp. (V, p, k^-ensemble)
tout sous-ensemble S de V^ de la forme S= (p^T^S^0) où S^0 est un sous-ensemble
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constructible (resp. ^-constructible) quelconque de l'espace affine S^_^. Nous dirons
de plus que S est d'indice [LQ, et que S est le (V, p)-ensemble (resp. le (V, p, k^) -ensemble)
obtenu en relevant S^°. Nous poserons S == (S^. Il est clair que tout (V, p)-ensemble
d'indice [LQ est aussi d'indice [LQ, pour tout entier [LQ^[LQ.

Une autre forme de la définition d'un (V, p, A0)-ensemble est la suivante : un tel
ensemble est l'ensemble des points xeVy^, de coordonnées ^= (^0), . . ..x^, . . .) {i^i^n),
tels que les x^ obtenus pour toutes les valeurs possibles du couple Ci, pi) (i f^i^n, [i^o)
vérifient un nombre fini de relations de l'une des formes P^(. . .) ==o ou Q^(. . .) 4= o,
où les P^ et les Q^ sont des polynômes à coefficients dans k^.

Dans le cas particulier où V est sans point multiple, on a montré (n° 20, prop. 22)
que, pour tout p.^o, l'ensemble Vj^p^V^) est constructible. Soit S== (p^T^S^0)
un (V, p)-ensemble. Alors, pour tout [L^O l'ensemble S^^p^S) est constructible. En effet,
on a, pour ^^, S'^e^S^nV^0), et, pour ^^, ^==~- ((ô^-^S^nV^nV^.

On dira qu'un (V, p)-ensemble (resp. un (V, p, A0)-ensemble) est irréductible
(resp. ^-irréductible) si, pour tout [L^O, S^ est un ensemble constructible irréductible
(resp. ^-irréductible), c'est-à-dire si S^ est un ouvert (resp. un Â;°-ouvert) d'une sous-
variété (resp. d'une SOUS-Â:^-variété) X^ de l'espace S^^.^. Dans ce cas, la suite (X^)
définit une provariété (resp. une A;°-provariété) X, qu'on appellera adhérence de S, et
qu'on notera adh S.

En vue de l'énoncé qui suit, introduisons encore une notation. Soit x^ un point
de V|n == p^Vç^) vérifiant la condition de la proposition 21, i.e. un point de la forme p^^),
avec .veVç^, simple sur V, et m(x)^[L', alors, pour tout autre point x'e^V^ tel que
,^:== p^')^ lepoint p^+ia;(^) est entier, et simple (mod. p) ; donc x ' est simple sur V, et on
a m(^) =m{x). L'entier m{x) ne dépend donc que de x^. Nous le désignerons par ^(^).

Proposition 23. — Soit V une variété affine, définie sur k, et soit [L un entier ^ o. Soit X^
une sous-k°-variété de S^_^, génériquement contenue dans V^, i.e. telle qu'un point générique x^
de X^" sur k° appartienne à V^. Supposons que le symbole m^Çx^) est défini (ceci est toujours le cas^
en particulier, si V est sans point multiple, et si on a pris [ji^772o(V)). Alors :

(i) II existe une et une seule (V, p, A°) -provariété X d'indice [L, telle que X'^'p^X).
On a m(X)=m=:m^(^).

(ii) // existe un couvert S^ de X^, contenu dans V^, tel que le (V, p, k°)-ensemble S == (S^
soit irréductible, d'adhérence X, contenu dans l'ensemble ^(V) des points simples sur V, et tel
qu'on ait m{u)^[L pour tout ueS.

Démonstration. — D'après la proposition 21, l'ensemble L^^) == (O^)""1^) est
une variété linéaire, de dimension r==dimV, définie sur A0^). Si ^+1 est un point
générique de L^) sur k°{x11), ce point appartient à V^; on a ^^O^4-1),
et m^Çx^) =77^tA+l(^+l). Par récurrence sur v (v^pO , on peut donc construire une suite
(x^, ^(A+1, . . ., x^, . . .) , avec x^eV^, de façon que, pour tout ^pi, le point ^v+l soit
générique sur k°(x') de la variété linéaire L^). Pour ^'^(JL, posons d'autre part
x^' ^Q^'^^), et notons X la sous-Â:°-provariété de ^ lieu sur k° du point x défini
par la suite x°, .. .5 x", ... Toute (V, p, k°) -provariété qui vérifie la condition (i)
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de la proposition coïncide nécessairement avec X, d'après la remarque d ) du n° 22.
Il nous suffit de montrer l'existence d'un ^-ouvert S^ de X^ tel que S ==(8^

ait pour adhérence X, et vérifie les conditions énumérées dans (ii). Ceci entraînera
en même temps que X vérifie la condition (**) du n° 22, donc que X est une
(V, p)-provariété.

On a, d'après l'hypothèse, \L^m{x). Donc l'origine est un point simple sur le
cycle V^ réduit (mod. p) de la variété V^==<p^(V). Considérons le point jy=^(x),
obtenu en tronquant à l'ordre |i les suites de coefficients qui définissent chacune des
coordonnées de x. L'application y^°9^1 étant une translation à coordonnées dans 9î,
donc un 9î-isomorphisme de S^, l'origine est aussi un point simple sur le cycle réduit
(mod. p) de V^==cp^(V). De plus la variété V^ est définie sur k ( y ) .

On peut trouver des polynômes Gy {î^jf^n—r), à coefficients dans l'anneau
R^==9înÂ;(j^) des entiers de k[y), qui s'annulent sur V^, et tels que les p-differentielles
à l'origine ÇdG^y . . ., (û?G^_^, {dt)^ soient linéairement indépendantes. Écrivons ces
polynômes sous la forme

G,(X) =^+^^,X,+S^^M,, (i^^-r)

où les M^ sont des monômes de degré ^2, et où les a^ {o^i^n), a^ {î^h^m) appar-
tiennent à R^. Si, pour tout couple (z,j), on pose a^==p(^), on a alors a°==o pour
toutj, et la matrice (û^) est de rang (n—r).

Puisque les û^, a^ appartiennent à Ry, ils sont de la forme ^==P^(^)/Q^(^) et
^jh^^hi^lÇK^^ où v^ p^» Q. sont d^ polynômes à coefficients dans R, tels que,
en posant y(Q(j))=(r, on ait y(P,,(jO)^<7, et z^P^))^ quels que soient i, j, A.
De plus, l'un des déterminants D(j) de la matrice (û^) = (Py^^/Qf^)) est un élément
inversible de R (i.e. tel que y(D(^))==o).

Or les coordonnées de y sont ^ = {x^\ . . ., x^\ o, . . ., o, . . . ). Les coefficients
de chacun des éléments Q,(j^), P^J^)? P^(^) de 9Î s'expriment (cf. n° 6) par des polynômes
à coefficients dans A;0 en fonction des x^ (i ̂ i^:n, O^|JL'^[JL) i.e. en fonction des
coordonnées de x^. On peut donc trouver un ouvert S^ de X^, tel que, pour tout point
w^eS^y et en désignant par ^ le point correspondant ^==^(w^} de îî^ on ait encore
^(Q^)) =ÇT, et y(D(^)) ==o. Puisque ^ est une spécialisation de y sur k°, on a, d'autre
part, y(P^(^))^cr, et y(P^(^))^(7 quels que soient i, j\ h.

Donc les éléments ^=P^)/Q^), et ^=P^)/Q^) du corps k{^) appar-
tiennent à l'anneau Rg= ç)înÂ;(^) des entiers de ce corps. Les polynômes

H,(X)=^+SA,X,+S^M,

s'annulent sur V^==ç^(V), et sont tels que les p-differentielles à l'origine (û?Hi)^, ....
(â?H^_^, (dt)^ soient linéairement indépendantes : en posant

^-P(^) (o^^^, i^^^n—r),

on a, en effet, b^=--o pour tout j, et la matrice (é^) est de rang n—r. Donc l'origine est
un point simple sur V^==p(V^); donc on a z^eV^, et W^(^)^[JL.
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Si on pose S^S^, on a de plus Sc^(V), et m(u)^^ pour tout u eS. Nous
allons montrer, par récurrence sur pi', que, pour tout entier pi'^p-, S^' =p^'(S) est un
ouvert de X^'.

Cette propriété est vraie pour FL '==(JL; supposons-la vérifiée pour {JL', et montrons
qu'elle l'est pour (JL'+ i. Soit en effet w^ un point de S^ tel que Q^'Çw^') =w^ où w^
est le point de S^ considéré plus haut. Posons ^^^'{w^). D'api es l'hypothèse de
récurrence, on a ^eX^^p'^X). Puisqu'on a w^eV^, et (JI'^^^TTZ^), le cycle
réduit V^^ de la variété <py/+i,^(V) est une variété linéaire. Si ~i' est le point de 9^
tel qu'on ait ^^h^1^, les polynômes H;.(X) ̂ H^'+^'^X) s'annulent sur
V^+i,^. Soit v le plus grand entier tel que le polynôme H^.(X) ̂ H^X)^ soit à coeffi-
cients dans 9î. Le polynôme réduit H5=p(I-y s'annule sur V^+i ^. On ne peut
avoir V<(JL'—pi, car, dans ce cas, ïî°y serait une constante non nulle. On a donc
y(H^'))^{ji'—pi. Puisque la matrice (b^ est de rang %—r, on a donc V=[JL'—(JL, et
H^(X) =^o+SJL^X,, où l'on note ̂ l'élément de ï° réduit (mod. p) de ^.o-H,^)^^.

Donc la variété linéaire V^^ ^==L^(^') est définie par le système d'équations

%+2^X,=o (i^^-r)

De même, si on pose y ' == p^ (.v) =Ç^(A:{A'), et si J' est le point de W défini par
y^^+^+y, on a, pour tout 7, ^.o^G^y)^'-^^, et, en posant ^-=p(ï,o), la
variété linéaire L^ (^/) est définie par le système d'équations

^+S^X,=o (i<7^-r)

En comparant les expressions des coefficients ~b^^b^{î^i^n) à celles de ~d^^a^
respectivement, on en déduit que la variété linéaire L^ ' (w^ ' ) est l'unique spécialisation
de la variété lY^ ') compatible avec la spécialisation w^' de ^. Autrement dit
lY^') = (ô^)"^^') coïncide avec l'image inverse de w^' par le morphisme 6^'IX^4 '1

induit par 6^. Puisque S^' est un ouvert de X11', S^^ (p^V^S^') est un ouvert
de X^ +1. C.Q.F.D.

On dira que la (V, p, A0)-provariété X vérifiant la condition (i) de la proposition
est la (V, p, k°) -provariété obtenue en relevant génériquement X^; on la désignera par (X^.

Remarques, — a) Soit X une sous-A^-provariété de 9 ,̂ vérifiant les conditions (*)
et (***) (cf. n° 22, remarque d } ) . D'après la construction utilisée dans la démonstration
précédente, on a, pour p4^sup(^o5 ^(X)), X== (X^)^, et, par suite, X est une (V, p, k^)-
pro variété d'indice [j^. On peut donc bien, comme on l'a annoncé, substituer (***)
à (**) dans la définition des (V, p)-provariétés.

b) Soit X une (V, p, A0)-provariété, et exprimons-la sous la forme X^^X^j.
Soient X^ les composantes irréductibles (au sens absolu) de X^. Alors X est la réunion
des (V, p)-provariétés X^.^^X^)^. Ces provariétés ne dépendent pas du choix de p.,
et sont mutuellement conjuguées sur k°. On les appellera les composantes de X.

c ) Dans le cas particulier où À==(JL==O, c'est-à-dire où X° est une sous-variété
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de pe(V), génériquement simple sur V0, le raisonnement précédent montre qu'on peut
prendre pour S° n'importe quel ouvert de X° contenu dans l'ensemble ^(V0) des points
simples sur V°.

24. Image d'une (V, p )-provariété, ou d^un (V, p)-ensemble, par un ï-morphisme.

Pour tout entier o-^o, rappelons qu'on a désigné, au n° 6, par F^ l'automorphisme
de k° ainsi défini : F^ est l'identité dans le cas d'égales caractéristiques, et est la
puissance q*[a)-ième de l'automorphisme de Frobenius de k° (où ç*(cr) est le plus petit
entier '^<s\e) dans le cas d'inégales caractéristiques.

Proposition 24. — Soient V et W deux variétés affines^ définies sur k (VcS^, WcSJ,
et soit cp : V->W une application rationnelle, définie sur k. Soit X une (V, p, k°) -provariété
d'indice [LQ et soit x un point générique de X sur k°. Soient Py (ï^j^n) et Q^ des éléments de
R[XI, .... X^] tels que les coordonnées cpy de 9 soient induites respectivement par les quotients Py/Q,?
et qu'on ait Q(^) 4= o. Posons u{Q^{x)) == (T. Supposons que le point y = ̂ (x) appartient à Wçg.
Soit Y la sous-k^-provariété de W lieu de y sur k°. Alors

(i) Pourtout v^o, le point y1= p \̂y) est uniquement déterminé par le point .^'^^p04'^),
et le point 3^=F^(j^) est rationnel sur A0^04^) [on a donc le diagramme commutatif suivant
d'applications rationnelles^ définies sur k°, génériquement surjectives :

Xo , vo+1 . . v'*^'^ ^•<— -/v •<— • • • •<— ^\. -<— . . .

1 çpOo [ (pl,o+l 1 ^,o+v
Y Y Y

Y° ^- Y1 <— .. . ^— y — ...

oà, ̂ r ^o^ v^o, oyz note Y^ fc /^ ûf^y sur k°, et cp^0"^ l'application rationnelle X0"^-^
^fe ̂  y==9v•tI+v(A:o+v)).

(ii) // existe un (V, p, k°)-ensemble S, irréductible^ d'adhérence X, contenu dans e$^(V),
d'indice |jLi==sup([jLo, (r), ^/ ^^ 9 j'o^ morphique en tout point de S, ^ ^M^, j^o^r ^OM^ v^o,
çpv'o+v ^^ morphique en tout point de l'ouvert S04"" = p^^S) û?̂  X04'^ (072 û âfoTîc ^
diagramme commutatif de morphismes, définis sur A0, déduit du précédent en remplaçant X0"^
par S04^ ^^ çp^'04'^ par sa restriction à S04"^; on a aussi, pour tout ueS, la relation
^V^^-F^^)))).

Démonstration. — On a ^=P,(^)/Q,(^), avec v(Q^{x))=a. Puisqu'on suppose
j^eW^, on a, pour toutj, y(P^(^))^CT. Si on pose

Q^)=(^°), ...,^, ...)

P,M=(^,...,^,...) (i^^^),

on a donc v^ == w^ == o pour tout v'^cr, et w^+o. D'après la formule 8 du n° 6,
on a donc, pour tout v^o, une relation de la forme

F )̂ -3^ - (^r^o^, ̂ (0),..., ̂ 0+^ ̂ +v)),
où Q^ est un polynôme à coefficients dans k°.

402



48 A N D R É N É R O N

D'autre part, w^^, et les ^+v) (i <j^n) s'expriment en fonction des coordonnées
de x'3+•' par des polynômes à coefficients dans k°. Donc, on a, pour tout v^o,

(29) ^^(Ro^))-'^1'^^0^)) ^-^)

où Ro et les RM sont des polynômes à coefficients dans k°. L'assertion (i) est donc
démontrée.

De plus, d'après la formule (29), pour v^o, l'application ^'a+v est morphique
en tout point de X^" qui appartient au ^-ouvert V'3+v de- X*^ défini par
Ro(9< '> o + v(^+ v))+o. Donc.sionpose y.i=-sup(y.y, a), on peut, d'après la proposition 23,
et puisqu'on a ^(^w(X), trouver un P-ouvert S^ de X111, contenu dans V^'nU^,
tel que le (V, p, Â°)-ensemble S =(8^)» soit irréductible, d'adhérence X, contenu
dans y[V). L'application 9 est bien alors morphique en tout point de S; de plus, on a
pour tout v>o,SO+v=po+v(S)CUO+v, et y"-0^ est donc bien morphique en tout
point de S0^.

Toutes les fois qu'un entier a, une application y : V^W et une (V, p)-provariété X
(resp. un (V, p, A:0)-ensemble irréductible S) vérifient les propriétés énoncées dans la
proposition précédente, nous dirons que y est génériquement promorphique d'indice a sur X
(resp. promorphique d'indice a sur S). La sous-provariété Y de 3î" sera notée Y =9 (X).

Dans le cas où y est génériquement p-morphique sur X°=p"(X) (i.e. p-morphique
en x°=p(x)), on peut prendre a==o. L'application y" : X" ->Y" est alors p-morphique
en tout point u'eX" tel que y soit p-morphique en u0^^^). Lorsque <p est un
îî-morphisme, y'" est un morphisme pour tout v. Si, de plus, y est génériquement
p-isomorphique sur X°, il résulte de la proposition précédente que la provariété Y = y (X)
est une (W, p, À0)-provariété, de même indice que X : on le voit en effet en remarquant
que, pour x générique de X sur k°, et pour x' eVg, quelconque, on a (y (A;), y(^'))p = (x, x')y.

De même, si, avec les notations de la proposition 24, y est p-morphique en tout
point de l'ensemble S°=p(S), l'application y^ est un morphisme pour tout ^o.
Si, de plus, y est p-isomorphique en tout point de S°, l'application y^ est un isomor-
phisme pour tout [x, et l'image T=y(S) est un (W, p, ̂ -ensemble de même indice
que S.

Ces propriétés seront généralisées un peu plus loin (th. i et 2); elles sont suffi-
santes pour permettre dès maintenant d'étendre aux p-variétés quelconques les résultats
déjà obtenus et la terminologie relatifs au cas des variétés affines.

Soit V={V^,Tg^} une p-variété abstraite quelconque, définie sur k, et, pour
l'un des indices a, considérons une (V^, p)-provariété X^, définie sur un sous-corps A?
de ï° contenant k°. Soit ̂  un point générique de X sur ̂ , et soit x le point de Vg; représenté
par ^. Comme x^ est un point générique de V^ sur k (cf. n° 22, remarque e}), x est
représenté dans Vp pour tout (î, et on a x^ ==TpJa-J. D'après ce qui précède, Tg, induit,
pour tout (A>O, une application birationnelle T^ : X^X^, définie sur À:?, et, pour
tout couple (î^, u^) appartenant à son graphe, cette application est isomorphique en u^,
de valeur ^. Donc l'ensemble {X^, T^} définit, pour tout ^, une variété X^, sur îe
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corps k^. On peut étendre les A^-morphismes Q^ : X.^1->X.^ à des Aî-morphismes
QV. ^ X^^-^X^ génériquement surjectifs. On a ainsi une suite :

XO <- X1 <- . . . <- X^ <- . . .
6° 61 6^

à laquelle est associée une provariété X. Nous dirons que X est une (V, 1^}-provariété y
et, plus précisément, que X est la (V, p)-provariété représentée par les X^. Nous dirons
aussi que X est la (V, p)-provariété lieu de x sur k°^ et que x est un point générique de X sur k^.
On peut de même, plus généralement, définir la notion de (V, p, k^) -provariété. Toute
(V, p, k^) -provariété est une sous-A^-provariété de V^, où V est la variété strictement non
dégénérée (mod. p) dans laquelle on a plongé V (cf. les conventions adoptées au n° 4,
et la remarque c ) du n° 23).

La terminologie et les notations relatives au cas des variétés affines, introduites
dans ce numéro et dans les deux précédents ((V, p)-ensemble, symbole 9^3 application
promorphique d'indice o, etc.) s'étendent d'une manière naturelle au cas des p-variétés
abstraites; les propositions 23 et 24 sont encore valables pour de telles variétés (on pourrait
également utiliser ici les résultats récemment obtenus par Greenberg [5], qui a traité
de façon systématique les problèmes analogues relatifs à des préschémas sur l'anneau R
d'un type plus général).

Remarque. —' Les coordonnées ^o+v) d'indice supérieur maximum du point x°+v

interviennent linéairement dans le second membre de la formule (29) de la démonstration
précédente. Plus précisément, les termes qui les contiennent sont de la forme ^M(^0)^04'V)5
où les g^ sont des fractions rationnelles à coefficients dans A0. Donc, si CT+^^^ I? pour
^o+vçgo+v^ et en posant y^cp^0-^04^), l'application çp^+^^^+i induit une appli-
cation linéaire affine ^v < o + v : L04^04^) -^L^); cette application linéaire est déter-
minée, à une translation près, par le point z^^ô0'04'^04^) ; en particulier, son rang
ne dépend que de u°.

Théorème 2. — Soient V et W deux ^-variétés, et soit ç : V —^W une application rationnelle^
définie sur k, génériquement surjective et séparable. Soit X une (V, p, k°)-provariété, et soit x un
point générique de X sur k°. Supposons que 9 est définie en A:, et que j/=cp(^) appartient à Wç^.
Alors Y==cp^(X) est une (W, p, k°)-provariété. Supposons de plus que X et Y sont d'indices
respectifs [i et v, et que 9 est génériquement promorphique d'indice G surimposons [L^ == sup(|ji, CT + v)
et Vi==^i—<j==sup({ji—(y, v). Alors il existe un (V, p, k^-ensemble irréductible S d'adhé-
rence X, contenu dans <^(V), d'indice \L^ tel que 9 soit promorphique d'indice a sur S, et
que T==cp(S) soit un (W, p, k^-ensemble irréductible^ d'adhérence X, d'indice î, contenu
dans ^(W).

Démonstration. — Nous allons commencer par démontrer l'existence d'un (V, p)-
ensemble So, d'adhérence X, tel que To=<p(So) soit un (W, p)-ensemble.

On se ramène immédiatement au cas où V et W sont deux variétés affines, définies
sur k. Supposons VcS^, et WcS^. Posons r === dim V, s == dim W. Soient F^, . . . , F ^ _ y
des polynômes de l'anneau R[X], s'annulant sur V, et tels que les hypersurfaces F^(X) = o
se coupent transversalement suivant V, i.e. tels que l'un des déterminants d'ordre m—r
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(/a-r1 \

de la matrice M= — — , par exemple D=D(Fi, .. ., F^_,)/D(Xi, . . ., X^_,) ne
c •̂ i7

s'annule pas sur V. Soient, de même, Gi, . . ., G^_, des polynômes de l'anneau R[Y],
s'annulant sur W, et tels que le déterminant E=D(Gi, . . ., G^_J/D(Yi, . . ., Y^_J ne
s'annule pas sur W. Si, alors, on désigne par fy = Py./Q^ des fonctions sur S^ induisant sur V

(QTj1 r\r \

les coordonnées 9, de <p, la matrice M' == —a, -AiA est de rang m—r+s. On peut sup-
poser, par exemple, que le déterminant l axr

D'=D(Fi, . . ., F^,/,, . . .,/J/D(Xi, . . . , X,_,^)

ne s'annule pas sur V.
On désignera par V l'intersection des hypersurfaces F^(X) =o ( i ^ a ^ m — r ) et

par V* la Ï-adhérence du complémentaire de V relativement à V. De même, on désignera
par W l'intersection des hypersurfaces Gp(Y) = o [i^^n—s) et par W* la Ï-adhérence
du complémentaire de W relativement à W.

A tout point ^eîT, associons les entiers (plus précisément, les éléments de
Noo=N^Joo)û(y)=^/(D(^)),û+(^)=(^,V*)^ et û'(^)=z;(D'(^)). De même, à tout
point y £9 ,̂ associons les entiers è(7) ==z/(E(7)) et b\J) =. ( J , W*)p. Posons
^(^-sup^),^),^)) et W)-sup^OT), é*(7)).

Soit x un point générique de X sur k°. Alors (cf. n° 22, remarque e ) ) , x est aussi un
point générique de V sur k. Son image y== 9 (A:), qui est un point générique de Y sur À;0,
est aussi un point générique de W sur k. Donc a(x), a*{x), a^x), b[y}^ V[y} sont finis.
Désignons ces entiers respectivement par a, a\ a ' , b, V, posons a^ === ao(x') == sup(û, a\ a ' ) et
éo = sup(è, é*). Supposons que X est d'indice [LQ et que 9 est génériquement promorphique
d'indice a sur X. Posons ^o=sup(pio, a^ b^a) et ^== (lo—^sup^o—cr, ÛO—CT, &o)-
Considérons les points ^^p^), et y0^?^^); ces points sont génériques sur k° des
variétés X^^p'^X) et Y^'p^Y) respectivement. D'après la proposition 24, le
point 3^=F^(y°) est rationnel sur Â;°(^0); notons encore 9^° l'application rationnelle,
définie sur k°, telle que y0^^0^0). Considérons le point x^=^°{x) ===^°{x^)
(resp. yo=p^(^)==Çvofyo)) obtenu en tronquant à l'ordre [LQ (resp. ^0) les suites de
coefficients définissant les coordonnées de x (resp.j^). D'après le choix de [JL(), on a
flo(^o)=:ûoW= : :ûro5 et bQ{x^)===bo{x)=bo. On peut trouver un ^-ouvert S^° de X^0,
contenu dans V^°, tel que, pour tout u°eS^\ et en posant ^0=^0(M(AO), on ait encore
aoWO)=ao' De même, on peut trouver un ^-ouvert T^° de Y^0 tel que, pour ^"eT^0,
et en posant y^^ç^0), on ait encore &Q(^°)=^; en outre, on peut choisir ces
ouverts de manière que S^° soit ^-irréductible, d'adhérence X, que 9^° soit p-morphique
en tout point de S^°, et que ^-(S^0) ̂ F^'P0).

Posons So^ÇS^0)^ et To^T^. D'après le choix de S^° et T^0, on a ^o)"^
pour tout ^eSo et, de même, b^v^^h^ pour tout VQ^TQ. Ceci implique, en parti-
culier SoC^(V) et ToC<S^(W). D'autre part, il est clair qu'on a y(So)CTo. Nous
allons montrer qu'on a, en fait, (p(So)==To, autrement dit que, pour tout point
J^ (Ji? • • - îJn) de ̂  iï existe un point ï== (^i, . . ., ~xJ de SQ, tel que J=y(ï).
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Nous allons commencer par montrer qu'il nous suffit de prouver l'assertion A)
suivante :

A; Pour tout couple (pi, x ' ) , composé d'un entier ^[LQ+I et d'un point
A: '=(^ , . . . ,<) de 9T, tels qu'on ait p^OeS^, vérifiant les inégalités

(3°) ^(FaM)^o+^ (i^oc^-r)

(31) </yM—J,)^o+^ {n-s+i^j^n)

il existe un ^'eîT tel qu'on ait xffv•=^{xff)eS^ et tel qu'on ait les inégalités

(32) ^Fa^^o+^+i (i^a^m-r)

(33) ^(^')--J,)^o+^+i (n—s+i^j^n)

(34) ( '̂)p^

En effet, supposons exacte l'assertion A). Soit x^ un point de S^°, tel qu'on ait
^(^^F^y0), et soit ^o un point de So, tel que A^p^). On voit immédiatement,
par récurrence sur v, qu'on peut, en partant de ̂ , construire une suite (x^, x-^, . . ., ̂ , . . . )
de points de 9 ,̂ tels qu'on ait, pour tout v^o, les inégalités

(35) y(Fa(^))^o+^+v (Ka^m—r)

(36) ^^(^) —J,) ̂  ̂ o + ̂  + v Çn—s+ï ̂ j^ n)

(37) (^.^+i)p^^+v

Cette dernière inégalité entraîne que la suite ^ converge p-adiquement, et que
sa limite est un point ^eîT tel qu'on ait (^o^)p^- Les inégalités (35) entraînent
V^}=o{ï^^m—r) d'où ~xeV\ Les relations a^) =a^^<^ et (^o^)p^^
entraînent 6Zo(^)=^o. En particulier, on a a^~x)^ao, ce qui implique ^V*, d'où
ïeV, d'où ^eV^. Gomme on a ^^^ on a ;ceSo.

Soit J'= (j[, . . .,j^) le point j'==y(^). Les inégalités (36) entraînent

fj^)=Ji=7j
pour T Z — ^ + I ^ J ^ T Z . De plus, puisqu'on a ;veSo, on a J'eTo et, puisque (^, ̂ ) > [LQ ,
on a (JîJ^Vo- Nous allons montrer qu'on a J'=J. Supposons, en effet, J'+J,
et posons (J.J^^v'; on a alors y=j+^, où ^= (^, . . ., ̂ _,, o, . . ., o) est
un point de S^ tel que le point réduit ^° = p(^) = (4, . . ., 4- ̂  o, . . ., o) soit distinct de
l'origine. Puisque J'eW, on a Gp(J') =Gp(J+^) ==o (i ^p^%). D'après la formule

?r^
de Taylor, on en déduit S^::f.—(J)^.==o (mod. F') ( i^ j î^yz—j) . On en déduit, pour

(?^?SL.-
i^ j^^—^^^^v '—^J) ; comme on a, d'autre part, è(j)=è>^, et v'>Vo^^ on a
y(^-)>o, d'où ^°==o pour tout j (i^j^n), ce qui est contradictoire. On a donc bien
j=y=cp(^).

Démontrons maintenant l'assertion A). En faisant le changement de variable
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x^^x'+t^u, on voit que la condition de l'existence d'un x" vérifiant (32), (33) et (34)
est équivalente à celle de l'existence d'un ue^ tel qu'on ait les inégalités

(38) ^a^'+^^o+^+i (i^a^m—r)
^<^+^)-J)^o+^+i Çn-s+î^j^n)

Or, on peut exhiber un tel u. Il suffit de prendre pour u une solution entière du
système linéaire

f ^F
\F^')+I^i——MX^o (i^a^z-r)

(39) ax-

I f^f)+^^^ (n-s+^j^n)

Une telle solution u existe, d'après les relations (30) et (31), et puisqu'on a
^^o^oM ̂ 'M ; en appliquant la formule de Taylor, on voit qu'on a, pour un tel u :

( ^(Fa(^+^))^2pL ( i^a^m—r)
(^C/^+^—J)^ (^_^+i^^)

d'où résultent a fortiori les relations (38), puisqu'on a pris ^^ [JL^+I .
On a donc bien montré que To=<p(So). Ceci entraîne, en particulier, (p^)"^0) CY;

autrement dit Y vérifie la condition (**) relativement à W et, par suite, Y est une
(W, p, A0)-provariété. On peut trouver, d'après la proposition 24, un (V, p, À0)-ensemble
irréductible SQ, d'indice ̂  d'adhérence X, contenu dans So, tel que çp soit promorphique
d'indice a sur SQ. Posons To=y(So). D'après ce qui précède, T^ est encore un (W, p)-
ensemble d'indice VQ. On peut trouver un sous-ensemble ^-constructible irréductible TP0

de (T^-p^T') tel que T=(T^)^ soit un sous-(W, p, ^-ensemble ^-irréductible
de TQ, d'adhérence Y; si alors on pose S^= (y^0)-1^0), et S = (S^, S est encore
un (V, p, ^-ensemble irréductible d'adhérence X, et on a T==cp(S) ; puisqu'on a
SoC^(V) et ToC^(W), on a aussi a fortiori SC^(V) et TC^(W); ceci termine
la démonstration du théorème i.

Remarque. — Dans le cas particulier où 9 est birationnelle (ce cas est d'ailleurs le
seul dont nous aurons besoin dans la suite), la démonstration précédente se simplifie
considérablement. On voit alors directement que Y est une (W, p, À0)-provariété en
remarquant que, si x est un point générique de X sur À0, et si y = <p (x), y est bicontinue
en {x,y) pour la topologie p-adique. Il suffit ensuite d'appliquer la proposition 24 aux
deux applications y et <p~1 simultanément.

On remarquera que la condition j/eW^ de la proposition 24 et du théorème i
est toujours vérifiée lorsque W est ^-complète, et on en déduit le corollaire suivant du
théorème i, exprimant le caractère intrinsèque de la notion de (V, p)-provariété, lorsque V
est p-complète, relativement aux isomorphismes sur ï (et pas seulement sur 9î).

Corollaire. — Soient V et W deux ^-variétés ^-complètes, définies sur k, et soit y : V-^W
un k-isomorphisme. Alors (pg est une bijection de ? ensemble des (V, p) -provariétés (resp. des (V, p, P)-
provariétés) sur celui des (W, p) -provariétés (resp. des (W, p, k°) -provariétés}.
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II importe de remarquer que l'application 9, ne respecte pas l'inclusion. Par exemple,
prenons pour V la droite projective P^ et pour 9 l'application V->V qui, au point (^)
ait correspondre [x, ty). Prenons pour X la provariété obtenue en relevant le point (o, i),
et pour Y la provariété maximale V^V^, composée de tous les points rationnels
p-adiques de V. Alors on a 9,(X) =Y tandis que 9,(Y) est la (V, p)-provariété obtenue
en relevant le point (i, o). On a donc XcY, tandis que <p,(X)D^(Y) (et ces deux
inclusions sont strictes!).

Lemme 2. — Soit V une variété définie sur un corps k. Soit S un sous-ensemble ̂ -constructible
de V, et supposons qu'à toute sous-h-variété X de V, génériquement contenue dans S, on ait associé
un couvert non vide ^(X) de X, contenu dans S. Alors il existe une partition finie de S, composée
d'ensembles de la forme ^(XJ.

Démonstration. — On peut, par récurrence sur a, construire une suite Xi, . . . , X
de sous-k-variétés de V, génériquement contenues dans S, telles que les ^(XJ Lient
disjoints, et vérifiant en outre les conditions suivantes : si X^ est l'adhérence du°complé-
mentaire, relativement à S, de la réunion Up^(Xp), la suite (X^) est décroissante
et, de plus, X^ est strictement contenue dans X^, à moins que X; ne soit vide. Il
suffit en effet, pour tout a, de prendre pour X^ l'une des k-composantes de X^.
L'ensemble k-fermé X^ est alors vide à partir d'un certain a, d'où le lemme.

Théorème 2. — Soient V et W deux ^-variétés sans point multiple, définies sur k, et soit
9 : V-^W un k-morphisme génériquement surjectif et séparable, défini sur k. Soit S un (V, p, P)-
ensemble, tel que T = 9(8) soit contenu dans W^. Alors T =9(8) est un (W, p, k^-ensemble. De
plus, il existe un entier GQ = Go(V, W, 9), qui ne dépend pas de 8, et une partition finie {8j ( i ̂  a< A)
de 8, composée de (V, p, k°) -ensembles irréductibles 8<,, tel que 9 soit promorphique d'indice GQ
sur chacun des 8^, et que, pour tout a, T^-9(8J soit un (W, p, k^-ensemble irréductible.

Démonstration. — II résulte de la proposition 24 que, si la propriété de l'énoncé est
vraie pour un (V, p, A0)-ensemble 8, elle l'est aussi pour tout sous-(V, p, A0)-ensemble de 8,
et que si elle l'est pour deux (V, p, A0)-ensembles 8 et T, elle l'est aussi pour leur réunion!

Ceci permet de se ramener au cas où V est une variété affine (VCSJ. Commen-
çons par examiner le cas où W est aussi une variété affine (WCSJ. D'après ([F], VII,
2, th. 2, cor. 2), il existe des polynômes P^(i^j^) appartenant à l'anneau A[Xi, ...,XJ
tels que, pour toutj, la j-ième coordonnée 9^ de 9 soit induite par Py. 8oit CQ un entier
tel que tous les polynômes ^°Py. soient à coefficients dans R. 8oit [i un entier
^sup(mo(V),7no(W)+<7o), et posons 8^=^(8). A toute sous-A:°-variété X^- de S .̂̂
génériquement contenue dans 8^, on peut, d'après le théorème i, faire correspondre
un ouvert IP=^(X^) de X^, tel que le (V, p, ^-ensemble U = (U^ soit P-irréduc-
tible, que 9 soit promorphique d'indice GQ sur U, et que l'image 9(U) soit un (W, p, A0)-
ensemble P-irréductible. Il suffit alors d'appliquer le lemme 2 au sous-ensemble
^-constructible 8^ de S^.^, et à la famille des ensembles ^(X^) (^ fixe, X11 variable).

Examinons maintenant le cas général, où W= (W^, TpJ (i ^a^A, i^(3^A) est
une p-variété quelconque. 8upposons qu'on a, pour tout a, W^CS^ , et soit 9^ l'appli-
cation rationnelle 9^ : V->W<, qui représente 9. On se ramène immédiatemerU au cas
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suivant : pour tout a, il existe des polynômes P^(i^0, et Q^, tels que les
coordonnées cp^ de <^ soient respectivement induites par les P^/ÇL. Raisonnons par
récurrence sur h : le résultat a été prouvé pour A = i ; supposons-le vrai pour A — i ,
et montrons qu'il l'est pour h.

Les polynômes Q^(i^a^Â) n'ont pas de zéro commun. D'après le lemme i
du no 17, il existe un entier G tel qu'on ait inf>(Q^)) ^o- pour tout point .ye.V^.
Pour tout a, notons T^ le (V, p, A^-ensemble, d'indice (T, défini par v(^{x)) <(T. Puisque
les T,, recouvrent V^, les S^==SnT^ recouvrent S. Il suffit donc de prouver que la
propriété de l'énoncé est vérifiée par l'un quelconque des (V, p, P)-ensembles S .

Pour tout a, notons S^ le sous-ensemble de S^ composé des xç=S^ tels qu'on ait
inf^(P^))^(Q^)) (Le. ^MWJ^). Ce sous-ensemble S^ est en fait un sous-
(V, p, A0)-ensemble de S^. Pour tout a, notons U^ l'ouvert de définition de q^ (défini
par xeV^ si et seulement si 9^ est morphique en x). On a S^CS^CU^ et ç^a)^^-
D'après le résultat de la première partie de la démonstration, appliqué au morphisme
^ -^W<, induit par q^, la propriété de l'énoncé est vérifiée par le (V, p, ^-ensemble S^.

Considérons maintenant le complémentaire S^ de S^ relativement à S^. Posons
Ua^^+aUp, et notons W^ l'ouvert de W composé des points qui sont représentés
dans l'un au moins des Wp((34=oc) . Pour xe~S^ on a ÇaW^WJ^; donc, puisque
(p^(S)CW^, il existe un J3 4= a tel que (ppjoit morphique en x, et tel qu'on ait ?pMe(Wp)^.
Autrement dit, on a S^CU^, et 9(S;,)C(W^. D'après l'hypothèse de récurrence,
appliquée au morphisme ^ : U^->W^ induit par 9, la propriété de l'énoncé est vérifiée
par S^. Elle l'est donc bien aussi par S^==S^uS^.

Dans le cas particulier où W est p-complète et sans point multiple, la condition
TcWç^ imposée dans l'énoncé est toujours vérifiée. On en déduit le corollaire suivant
du théorème 2, exprimant le caractère intrinsèque de la notion de (V, p)-ensemble, au
même sens que plus haut, lorsque V est p-complète et sans point multiple.

Corollaire. — Soient V et W deux p-variétés ^-complètes, sans point multiple, définies sur k,
et soit 9 : V->W un k-isomorphisme. Alors ç induit une bijection de l'ensemble des (V, ̂ -ensembles
(resp. des (V, p, k°) -ensembles) sur celui des (W, ^ensembles (resp. des (W, p, k°) -ensembles).

Remarque. — II résulte de la démonstration que, si cp : V-^W est un morphisme
d'une p-variété quelconque V dans une p-variété W, l'application <p | V^ induite par 9
sur Vç^ est uniformément continue pour la topologie p-adique. Plus précisément, il existe un
entier (TQ possédant la propriété suivante : pour tout couple [x, x ' ) d'éléments de V^ tels
qu'on ait {x, x')^ (TQ + ̂  et tels que les points y == 9^), y ' == (p(^) appartiennent à W^,
on a (^,y)p^.

25. Transformations p-monoïdales.

Fixons-nous un entier n>o. Pour tout entier j^o, nous noterons L, l'espace
vectoriel sur A; composé des polynômes homogènes et de degrés de l'anneau R[Xo, . . .,XJ,
et Mg le R-module composé des éléments de L, qui sont à coefficients entiers (c'est-à-dire
dans R).
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Considérons d'abord un sous-R-module J de Mg. Pour tout système de générateurs
â § = { P Q ^ " ' ^ m } de J, notons 7f=7^(^,J) l'application rationnelle rf : P^->P^,
définie sur k, qui, à tout point générique ~x de P^ sur î, fait correspondre le point
7^(3^ " ' ^ m ) de P^ ayant pour coordonnées les j^=P^). Désignons par W* la
sous-variété de P^ lieu de J* sur k, et par ^ = ̂ (^, J) l'application réduite Ç* : P^ ->W*
de T]*. Notons d'autre part 73 l'application rationnelle Y] :P^->P^xP^, définie sur A,
telle qu'on ait r^Çx) =~xX^ =='xXrf{~x) ; notons W la sous-variété de P^XP^ lieu de
J==7](^) sur À: (i.e. le graphe de -/f) et Ç=^(^J) l'application réduite Ç :Pn->W
de T]. On remarquera que l'application inverse Ç~1 est toujours un R-morphisme et,
de plus, que Ç* et Ç sont déterminés, à un R-isomorphisme près, par la donnée de J.
L'ensemble des transformations Ç*==^(^,J) (resp., Ç=^(^,J)) ainsi associées (pourj
fixe et Se variable) au sous-R-module J de M, sera désigné par ^(J, PJ (resp. -<(J, PJ).

Soit maintenant 1 un idéal homogène de l'anneau R[Xo, . . ., XJ. Supposons
que l'ensemble ^(1) des zéros de 1 dans ?„ est vide, et notons ^°(I) l'ensemble de ses
zéros dans l'espace réduit P^, i.e. l'ensemble des points x°eP^ tels qu'on ait P0^0) ==o,
en posant P°==p(P), pour tout Pel. Pour tout entier j>o, l'ensemble I,==InM,
est un sous-R-module de Mg. Il existe un entier SQ ==^o(1) te! q^ 1soit engendré, comme
R-module, par les I^(j'^^)- î>our •^o? ^ éléments de I, n'admettent alors aucun
zéro commun dans P^, et leurs seuls zéros communs dans P^ sont alors les points de ^°(I).
Donc, pour un tel s, tout élément Ç de ^(Ig, PJ est un A:-isomorphisme.

D'autre part, toujours pour S^-SQ, l'application Ç est déterminée, à un R-isomor-
phisme près, par la seule donnée de I. Nous dirons que Ç est une transformation p-monoïdale
de P^ attachée à l'idéal I. L'ensemble de ces transformations (i.e. la réunion des ^(Ig, PJ,
obtenus pour s variable ^jp) sera désigné par (̂1, PJ.

Soit en particulier S° un sous-ensemble Â;°-fermé quelconque de l'espace projectifP^,
et considérons l'idéal I===J^(S°), composé des polynômes homogènes PeR[Xo, . . ., XJ
tels que P°==p(P) s'annule sur X°. Cet idéal 1 vérifie la condition ^f(I) =0 imposée
plus haut. Nous écrirons ^(S°, PJ au lieu de ^(J^(S°), PJ, et les éléments de cet
ensemble seront appelés transformations p-monoîdales de centre S°.

26. Cas d'un corps global.

Nous appellerons corps global un corps K qui est, ou bien
a) Un corps de nombres algébriques, de degré fini sur le corps des rationnels %,
ou bien
b) Un corps de fonctions algébriques d'une variable sur un corps de base parfait Ko.
On note Q = S(K) l'ensemble de tous les p respectivement associés, dans le cas a ) ,

aux valuations non triviales de K et, dans le cas b ) , aux valuations non triviales de K
s'annulant sur KQ.

Dans le cas a), les éléments de G correspondent biunivoquement aux idéaux
premiers de l'anneau Si des entiers de K. Dans le cas h), K est de la forme K^), où u
est un point générique, sur K^, d'une courbe U complète, sans point multiple, définie
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sur Kg; les éléments de G correspondent biunivoquement aux diviseurs sur U qui sont
rationnels et premiers sur Kg.

On suppose maintenant, dans la suite de ce numéro, et tout en conservant les
notations introduites au n° i, que k est un corps global, et que p appartient à S==S(A).
Pour tout qe©, on notera ^ la valuation, et R^ l'anneau de valuation correspondant.
On a, en particulier, v===Vy, et R==Rp.

Proposition 25. — Supposons que k est un corps global, et que pe(5==£>(Â:). Soit 1 un
idéal homogène de l''anneau R[XQ, ...,XJ, tel qu'on ait S'(I)=0. Alors, il existe une
transformation p-monoïdale Ç : P^->W attachée à 1 (i.e. appartenant à ^(I,PJ), et qui est
un R^-isomorphisme pour tout qe(3 distinct de p.

(On dira alors que Ç est une transformation strictement p-monoîdale de P^ attachée
à I.)

Démonstration. — On peut, d'après le théorème des zéros de Hilbert, trouver deux
entiers h et s (j-^Jo==^(I)), tels qu'on ait p^XJCl, d'où p^XJCl^===InMg pour tout
i ( i ^ z ^ T î ) .

Dans le cas a), introduisons l'anneau Se des entiers (au sens absolu) de A. Le
^-module Jg==IgH^[X] est de type fini, puisque ^[X] est noethérien. On a Ig=RJg;
en effet, il est clair qu'on a RJgClg; inversement pour Peig, il existe aeSê tel que
v[a)=v^a) =o, et aPe^[X], d'où ûPeJ,, d'où PeûT^CRJ^. D'autre part, pour
tout qe(5 distinct de p, les éléments de RqJs n'admettent aucun zéro commun dans
l'espace (PJ^ réduit de P^ (mod. q) ; en effet, il suffit de montrer que les X^ appar-
tiennent à RqJs; or, on peut trouver un élément u de SS tel que v(u) =Vy(u) ==h, et tel
que v^(u)=o', on a alors z/XJeI^, d'où ^X^ejg pour tout î, d'où XJez/'^CRJ^.
Donc, si SS est un système de générateurs du ^-module Jg, les polynômes réduits (mod. q)
des éléments de SS n'admettent aucun zéro commun, pour qe£> distinct de p. L'appli-
cation ^==-^{^)Js) : Pn~^^ vérifie alors les conditions de la proposition.

Dans le cas b ) , le corps k est de la forme ^(u), où k^ est un corps parfait, et où u
est un point générique, sur A:o, d'une courbe U, complète et sans point multiple, définie
sur Ao. A tout qe(5 correspond un diviseur a^ sur U, rationnel et premier sur Ag. Intro-
duisons un nombre fini d'éléments ^ ( i ^ v ^ V o ) de A, tels qu'on ait inf^p(^)==A, et
inf^(^)^o pour tout qe(5 distinct de p. Posons de plus, pour q=(=p,7^==—inf^(^),
et désignons par m le diviseur positif ^m^ de U, où la somme est étendue à tous les
qeS—{p}. On a aussi m==—inf^(o, ^)), où (^) est le diviseur de ^, et où le signe inf
est relatif à la relation d'ordre habituelle sur le groupe des diviseurs sur U.

Soit £% le sous-anneau de k composé des fonctions f sur U définies sur k, et dont
tous les pôles appartiennent à supp(m). Pour tout entier /^o, désignons par ̂  l'espace
vectoriel sur k^ composé des f^SÏ telles que (/) >-—/m. Ce Ao-espace vectoriel ^
est, pour tout /^o, de dimension finie, et on a <^==U^. Le ^-module Jg==I^n^[X]
est de type fini. En effet, £% est noethérien, donc aussi ^[X], et Jg est contenu dans le
^-module de type fini MgH^[X]. Il existe donc un entier IQ tel que Jg soit engendré,
comme ^-module, par J^==Ign^[X]. De plus J^ est un ^-espace vectoriel de
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dimension finie : en effet, il est contenu dans M^==M^n^[X], et comme ̂  est un
^-espace vectoriel de dimension finie, il en est de même de Mg; .

On a RJ^==I^. En effet, il est clair qu'on a RJ^Cl^. D'autre part, pour Pel^,
il existe fek tel que ^(/)=--o, et/Pe^[X]. Onadonc/'PeI,n^[X] ==J,=^J^ , d'où
Per^CRL,.

D'autre part, pour q e S distinct de p, on peut trouver un entier v == v^ ( i ̂  v < ̂ o), tel
que ^(^)=—-mq. Pour v ainsi choisi, on a Ç^J^CR^X]. Montrons que les polynômes
de Ç^Js^ n'admettent aucun zéro commun dans l'espace projectif réduit (PJ^. Il suffit,
pour cela, de montrer qu'on a ^°XJeJ^ pour tout î. Or, on a l^î, et VpÇQ^h; on a donc
^•XJeI,. On a, d'autre part, ^°e^, d'où ^XJe^JX]. Donc on a bien ^XJeJ^.

Donc tout système de générateurs SS du Ao-espace vectoriel J^ est aussi un système
de générateurs du R-module Ig, et est tel que, pour tout qe© distinct de p, l'ensemble
Ç10^ se compose de polynômes n'ayant aucun zéro commun dans (PJ^. L'application
Ç==Eg(^,J^) : P^->W vérifie les conditions de la proposition.

27» Désingularisation et éclatement d'une (V, p)-pro variété.

Soit V une p-variété définie sur k. Par k-modèle de V, on entendra toujours un
couple (W, 9), composé d'une variété W définie sur k, et d'unÂ:-isomorphisme 9 : V—^W.

Théorème 3 ( désingularisation d'une (V, p) -provariété). — Soit V une variété projective,
définie sur k, de dimension r, et soit X une (V, p, k^-provariété. Posons À==/(X, V). Alors,
il existe un k-modèle projectif (W, 9) de V vérifiant les conditions suivantes

(i) (p~"1 est un TS^-morphisme.
(ii) 9 est p-isomorphique en tout point de l'ensemble réduit pg(V) qui n'appartient pas

à X°==p'(X).
(iii) La (W, p, k°)-provariété Y==9^(X) est simple.
(iv) 9 est génériquement promorphique d'indice À sur X.
Par récurrence sur X, il nous suffira de démontrer le théorème suivant :
Théorème 3*. — Soient V(CPJ, X, X° et \ comme dans le théorème 3. Supposons de

plus À>o. Alors toute transformation p-monoîdale Ç de centre X° de P espace projectif V^ induit
un k-isomorphisme 9 : V->W vérifiant les propriétés suivantes

(iii*) Si Y=9,(X), on a l(Y) ==/(Y, W)<X.
(iv*) 9 est génériquement promorphique d'indice 1 sur X.
En effet, les conditions (i) et (ii) sont automatiquement vérifiées par un tel modèle,

d'après les propriétés des transformations p-monoïdales.
Il résultera en même temps du théorème 3* que la désingularisation de X est réalisable

par le produit d'un nombre fini (^X) de transformations p-monoîdales.
Démonstration du théorème 3*. — Posons en effet I=</R(X°). La transformation

p-monoïdale ^ est de la forme ^=^(^5 I^), où s est un entier ^Jo(I), où ïg est le
R-module InMg, et où SS= (P^, ..., P^) est unsystème de générateurs de Ig. (Cf. les
notations du n° 25.)
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Soit u== (MO 3 . . ., u^) un point générique de X sur A;0. On peut supposer qu'on a
z^eR pour tout î'3 et inf^(^)=o, soit, par exemple, v(uo)-=o. Le point réduit u°=ç){u),
générique de X° sur A0, a pour système de coordonnées (^, . . . 3 ^ ) 3 où ^==p(^) pour
tout i, avec ^4= o.

Soit u un point générique de V sur ï. La variété W=Ç(V) est3 par définition
de ^3 le lieu sur k du point ~v ==uXw, où w est le point de P^ ayant pour coordonnées
les w.=P-(5) ( i^j^m). Puisqu'on a ^eX^ on a y(P^))>o pour tout j. Puisque
^M^Cl^ on a inf^(P.(M)) = ï. On peut supposer qu'on ̂  par exempt y(Po(î/)) == ï.

La variété V admet pour représentant affine au point u la sous-variété VQ de S^
lieu du point ~x ayant pour coordonnées les ^=^/ïo (i^^)- Soit XQ la (V^ p, k°)-
provariété qui représente X dans VQ, c'est-à-dire le lieu sur k° du point x de 9î^ ayant
pour coordonnées les X^U^UQ. Notons3 pour tout j {o^j^m), Q .̂ le polynôme défini
par Q, (Ui3 . . . ,UJ=P, ( i3Ui3 . . . ,UJ . Posons Xg=p(Xo).

Puisque les P. forment un système de générateurs de 13 les Q^ forment un système
de générateurs de l'idéal maximal în==Tn(X^3 SJ de l'anneau local o==o(X^3 SJ. La
dimension de o est n—î+i? en posant q = dim X^ = dim X°. On peut supposer qu'on
a mis les indices de façon que Qo? • • • 5 Q^n-q forment un système minimal de générateurs
de m.

Soient ^ et ^ les points de S^_q ayant respectivement pour coordonnées les
^=Q^)/Q.o(^ et les ^=Q^W_/QoW (i<;^-^); posons z°=p^). Soit Wo la
variété lieu sur k du point 'y=~xx^ dans l'espace affine S^_ç=S^xS^_^ et soit <po
l'application rationnelle Ço : Vo-»Wo3 définie sur k, telle que J==9oCT- Notons^ le
point jy==^Q{x)=xx^ de (Wo)<R; d'après le théorème 13 Yo==loc^==={^o)g(x•o) est une

(Wo 3 ?3 Ao)-provariété; cette provariété Yo est celle qui représente Y dans WQ.
Puisque Q^), . • . 5 Qn-o forment un système de générateurs de m, l'application

6 : Wo-^W3 telle que 6(J) =~o est p-isomorphique au point yQ=^y) == (^°, ^°). Ceci
nous permet de remplacer W par Wo. Il nous suffit de montrer que les conditions (iii*) et
(iv*) sont vérifiées par le À-modèle affine (Wo3 (po) de Vo, relativement à la (Vo3 p , A0)-
provariété XQ. Or3 la relation y(Po(M)) = ï entraîne ^(Q^oW) '= I? et (lv*) S5en déduit
aussitôt. Il reste à démontrer (ni*).

Introduisons pour cela un système de polynômes Gp(X) appartenant à ^{Vo),
tels que les {dG^)^ forment une base standard du 9î-module D(Vo3 x, SJ (cf. n° 17).
Il existe donc des entiers m^ tels que ^m^==\, et que les Pp^r'^ûfGp)^ soient des
éléments linéairement indépendants du 9î-module D{x, SJ. Pour tout (^3 notons d'autre
part ^ la « p-multiplicité » de Xg sur l'hypersurface Gp(X) ==o de 8^3 c'est-à-dire le
plus petit entier qui vérifie la condition G^em^. Remarquons que3 pour tout p tel
que m^î, on a aussi s^2\ en effet3 pour un tel ^3 le point x° est multiple sur l'hyper-
surface réduite G^(X)=o; donc3 d'après la proposition 6 du n° 103 x° est p-multiple
sur l'hypersurface Gp(X)=o.

Considérons l'idéal ^(Wo) de l'anneau 9Î[X, Z] ==9î[Xi, . .., X^, Zi, . . ., Z^_J.
Cet idéal contient les polynômes G p ( i ^ P ^ 7 z — r ) et QJ =Q,oZ,—Cl, (ï <7^—?).
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D'autre part, Gp appartient à la puissance .îp-ième de m==(Q^, . . . ,Q^_^). Onadonc.pour
tout p, dans l'anneau 9î[X, Z], une congruence de la forme

HpG^Q^Gp (mod.Q^,... ,Q;_,),

où les Gp sont des éléments de e^(W), et où les Hp sont des éléments de 9î[Xi, . .., XJ,
tels que v(îî^{x)) =o (i ^ (B^TZ—r) .

Le 9î-module D(Wo,j^, S^_^) est un sous-module libre, de rang 2n— r—q, du
9î-module M='Dl(Jy, S^_ç) (puisque y est simple sur W). Ce module M contient les
(ûfQJ)y et les (rfGp)a; (en convenant d'identifier canoniquement D^A:, SJ à un sous-9î-
module de M=D1(^ Sg^_ç)). On déduit des relations précédentes

/ . W). = doW m,- (rfQ,), (i <^ n- q)
v4 / W).= (Q.oWr^îW^Gp), (mod. M') (i^p^-r)

où M' est le sous-9î-module de M engendré par les (û?Q-)^. Puisque les

(pp^r^Gp), {i^^n-r)

sont des éléments indépendants du 9î-module D^, Sy^), et puisqu'il en est de même
des (â?Q^)a;3 (1^ (^Q.î)S° étant ^-indépendants), on peut trouver une îî-base SS^ de D1(A:3 SJ
contenant les <pp ( i ^p<7z—r) , et r—q éléments pris parmi les (û?Q^)a;. La réunion SS'^
de ^o et des ÇdZj)y est alors une 9î-base de M. D'après les relations (40), l'un des
déterminants d'ordre 2n—r—q de la matrice des éléments (û?QJ)y, (û?Gp)^ de M rela-
tivement à la base S8'^ a pour valeur

A^r^Q.oW^ngH,^)
avec s==± i, a==^^m^=\, et b =n—r—Spjp. Comme on a y(Q,oW) = I ? et ^(Hp^)) ==o
pour tout (î, on a

y ( A ) = À + 7 Z — r — 2 p ^ = À + 2 p ( i — ^ ) .

Comme on a supposé À=Sp77Zp>o, l'un au moins des m^ est >o. Donc, d'après
la remarque précédente, l'un au moins des entiers positifs s^—i est >o. Donc on a
y(A)<À, d'où /(YQ, W) =l(y, W)<À, ce qui montre bien que notre modèle (WQ, <po)
vérifie la condition (iii"8). C.Q.F.D.

Théorème 4, — Soit V une variété projective définie sur k, et soit X une (V, p, k°) -pro variété.
Alors il existe un k-modèle projectif (W, y) de V vérifiant les conditions (i), (ii) ^ (iii) û?̂
théorème 3, ,̂ ûfc ̂ ,̂ la condition suivante

(iv') £û k^-variété Y° ==p(Y) réduite de Y = <pg(X) ^ û?̂  dimension r == dim V (î.^. est
une composante du cycle W°=p(W)).

On se ramène, d'après le théorème 3, au cas où X est simple. Il suffit alors de
démontrer le théorème suivant :

Théorème 4*. — Soit V une variété projective (VCPJ, définie sur k, de dimension r, et
soit X une (V, p, k°)-provariété simple, d'indice [L. Posons X°=p(X), et q == dim Xe. Supposons
de plus y<r. Soit y une transformation p-monoîdale de centre X° de P^, et soit y :V->W
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le k-isomorphisme induit par ^. Alors la (W, p, k^'provariété Y==ç^(X) est simple, d'indice \L,
et, si on pose X^p^X), Y^p^Y), o ^ û dim Y^dim X^.

En effet, le théorème 4 en résultera immédiatement, par récurrence sur l'entier
dim X^.

Nous dirons qu'un modèle (W, ç) de V vérifiant les conditions du théorème 4
est obtenu en faisant éclater X. Il résultera du théorème 4* qu'un tel modèle peut encore
être obtenu en appliquant à V le produit d'un nombre fini de transformations
p-monoïdales.

Démonstration du théorème 4*. — On peut reprendre toutes les notations de la démons-
tration du théorème 3 et, en particulier, considérer à nouveau les variétés affines VQ
et Wo, ainsi que les provariétés XQ et YQ. Si on pose X^p^Xo), et Y^p^Yo), il
nous suffit de montrer qu'on a dimY^>dimX^.

Or y est génériquement promorphique d'indice i sur X, et on a donc une appli-
cation rationnelle (p^-1'11 : X^-^Y^"1, canoniquement déduite de <p, qui induit une
application linéaire affine ^ : L^Çx^) -^D1""^^"1) (cf. n° 24, remarque faisant suite
à la proposition 24). D'autre part, on a vu que la variété linéaire L^Çx^) (resp. L^y^))
est, pour tout [JL^O, de la forme x^-xL^x^) (resp.y-xL^y)) où U(^) (resp. L^(y))
est une sous-valiété linéaire de dimension r de S^ (resp. de S^_ç) déduite de 'Lo(x)
(resp. L,o(^)) par une translation rationnelle sur ^o(^) (c^- no 21, démonstration de la
proposition 21). Comme on a m{x) =m[y) =o, les variétés Lo(^) et Lo(j^) coïncident
respectivement avec les variétés linéaires tangentes (réduites à l'origine) à V^ en x° et
à W^ enj/°. En appliquant la formule de Taylor aux expressions des coordonnées dej^,
on trouve que l'application ^o : LQ^X) —^Lo(j^), transposée de ^, est celle qui, au point
(ûfXi, . . ., û?XJ, fait correspondre le point (rfXi, . . ., ûfX^, rfZi, . . ., dZ^_q) défini par

rfZ-S,^^)0^))^, oùVonposef^t^lUi^j^n-q). Or/o=^, ...,/,_,
\ \^X/ /

sont des générateurs de m=m(X°, V). Il en résulte que le noyau de ^o est la variété
linéaire tangente (réduite à l'origine) à X° en x°. Ce noyau est donc de dimension
<7==dimX0. Donc, les applications linéaires ^ et ^ sont de rang r—q. Comme on
a ^(^C^^CÂ;0^1), le degré de transcendance de Â:0^^1) sur k\y^ est égal
à q. Or celui de A0^4'1) sur A;°(^) est égal à r. Donc celui de k°(^) sur k0^) est r—^.
Autrement dit, on a :
(41) dimY^dimX^+r—^

d'où dimY^>dimX^. C.Q.F.D.

Remarques. — a) Les théorèmes 3 et 4 sont applicables aussi à toute sous-variété
d'une variété projective et, en particulier, à toute variété affine. Ils restent valables
pour une p-variété quelconque lorsqu'on supprime, dans chacun d'eux, la condition (iii).

b) Dans le cas particulier où X est simple, d'indice o, la relation (41) devient
dim Y° = dim X° + r— g, autrement dit dim Y° = r. Donc, on obtient le modèle (W, 9)
du théorème 4 au moyen d'une seule transformation p-monoïdale, de centre X°.
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c) On peut trouver un modèle de V vérifiant les conditions de F un quelconque
des deux théorèmes 3 ou 4, et qui, de plus, est ^-normal, c'est-à-dire tel que les anneaux
locaux de tous les points de V et de pg(V) soient intégralement clos. Il suffit, en effet,
de « p-normaliser » le modèle (W, <p) de V, de la manière habituelle. Nous n'aurons
pas à utiliser cette remarque dans la suite.

Corollaire. — Soit V une variété projective^ définie sur A, et soient X^(i^i<A) des
(V, p, k0)-provariétés en nombre fini h. Alors il existe un k-modèle (W, 9) de V, vérifiante pour cha-
cune des X^, les conditions (i), (ii) et (iv') du théorème 4, et vérifiant en outre la condition suivante :

(iii7) 9 est p-isomorphique en tout point de supp V° ^appartenant pas à la réunion des
X—p(XJ.

Ce corollaire s'obtient par récurrence sur A. Considérons en effet un
A-modèle (W^_i, 9/^1) de V vérifiant les conditions précédentes relativement aux
provariétés X i , . . . , X ^ _ i . Posons, pour i ̂ i^h, Y,= ((p^_^(X,), et Y,°==p(Y,). On
peut construire un A-modèle (W^, ^) de W^_i vérifiant les conditions du théorème 4,
relativement à la (W^_^, p)-pro variété Y^. Posons «p^^oc^^, et montrons que le
A-modèle (W^, 9^) vérifie les conditions voulues relativement à X ^ , . . . , X^. En effet,
la condition (i) est satisfaite, ainsi que les conditions (ii) et (iv') relatives à X^. On
peut supposer que Y^ n'est pas simple, ou bien qu'elle est simple, mais telle que
dim Y°< r == dim V. Dans ces conditions, Y^ ne peut contenir aucune des Y,0 ( i ̂  i ̂  h — i )
et, puisque le modèle (W^, ^) vérifie (iii), ^ est génériquement p-isomorphique sur
YI, .. ., Vfi-r Donc le modèle (W^, <pJ vérifie les conditions (ii) et (iv') relativement
à Xi, . . . ,X^_ i . Enfin, soit x° un point de supp V° n'appartenant à aucune des
variétés X^==p(X,). Alors, puisque le modèle (W^_i, ̂ -i) de V vérifie (iii') relativement
à X^ . . ., X^_i, 9^_i est p-isomorphique en A:0; comme A^X^, le point y°=^-i(x°)
n'appartient pas à l'image (y^-i)^(X^). Donc on a V^Y^. Donc ̂  est p-isomorphique
enj^°, donc q^ -== ̂ °9/»-i est p-isomorphique en x°. Donc, le modèle (W^, <pJ vérifie (iii').

C.Q.F.D.

Théorème 5. — Supposons que k est un corps global, et que peS(A). Les modèles (W, <p)
de V construits dans les théorèmes 3 et 4, et dans le corollaire au théorème 4, peuvent être choisis tels
que cp soit un R^-isomorphisme pour tout qe© distinct de p.

Démonstration. — La construction du modèle (W, 9) s'effectue, dans chaque cas,
au moyen d'un nombre fini de transformations p-monoïdales. A chaque étape de la
construction (cf. théorèmes 3''' et 4*), la transformation peut être choisie arbitrairement
parmi toutes celles de centre X°; il suffit de choisir une transformation strictement
p-monoïdale (ce qui est possible, d'après la proposition 25).

Théorème 6. — Soit V une variété projective sans point multiple., de dimension r, définie
sur A. Alors, il existe un ensemble fini de k-modèles (W,, cpj de V et pour tout i, un (V, p, A°)-
ensemble S .̂, tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Les S^ recouvrent V^==V(.
(ii) Les (W,, ^-ensembles T,==(p,(S,) ne contiennent que des points simples (mod. p).
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Démonstration. — Supposons VcP^. Soit (JL un entier ^o(V)- Commençons par
considérer une sous-Â;°"variété arbitraire X^ de (PJ^p^PJ, génériquement contenue
dans V^p^VgO, et la (V, p, A;0)-provariété X=(X^ obtenue en relevant géné-
riquement X1'. On peut associer à X1' un modèle (W, 9) vérifiant, relativement à V
et X, les conditions du théorème 3. Alors Y == <p^(X) est une (W, p, k°) -provariété simple,
et y est génériquement promorphique d'indice [L sur S. On peut, d'après la proposition 24
du n° 24, trouver un ^-ouvert Sti=^(Xy') de X^, tel que S== (S^)* soit un (V, p, k°)-
ensemble ^-irréductible, d'adhérence X, et que 9 soit promorphique d'indice [JL sur S.
L'application rationnelle ^ : X" -^Y°, canoniquement déduite de y, est alors, en parti-
culier, morphique en tout point de S^. Comme Y° est génériquement simple sur W° == p (W),
on peut, en remplaçant éventuellement S^ par un ouvert plus petit de X^, supposer
que cp^S^^T0 est contenu dans l'ensemble ^(W°) des points simples sur W°. Le
(W, p, k°) -ensemble T=ç(S) ne contient alors que des points simples (mod. p). Il
suffit, pour obtenir le théorème, d'appliquer le lemme 2 du n° 24 au sous-ensemble
^-constructible V^ de (PJ^, et à la famille ^(X^).

Remarque. — Le théorème 6 est valable également pour les sous-variétés des variétés
projectives, et, en particulier, pour les variétés affines.

28. Symbole v(X, œ).

Soit V une p-variété de dimension r, définie sur k, et considérons une ̂ -différentielle co
de degré r sur V. Soit k^ un sous-corps de Ï°, contenant A0, et posons k^= (k^\ soit X
une (V, p, k^) -provariété. D'après le théorème 4, il existe un ^-modèle (W, 9) de V tel
que la (W, p, ^)-provariété Y = <p^(X) soit simple, et que Y° =p'(Y) soit une composante
(nécessairement simple) de W°. Considérons alors l'entier v(Y°, œ) (cf. n° 16). Cet
entier ne dépend pas du choix du modèle (W, 9), mais seulement de V, X, et œ. En effet,
soit (W, y') un autre modèle vérifiant les mêmes conditions. Soit x un point générique
de X sur ^, et considérons les points jy=ç?Çx) et y==y 'M; ces points sont génériques
sur k^ de Y==(p^(X) et Y'^y^X) respectivement. Posons x°=çi(x), j/°=p(j/), et
^^^(V). Considérons l'application rationnelle, définie sur k^ : ^==(p'o(p""'1 : W—^W.
Puisque le couple [ y , f) appartient au graphe 1̂  de ^, le couple (Y, y0) appartient
à pg(r^), i.e. on a V0^^/). D'autre part, y (resp. y0) est, par construction, générique
sur A? d'une composante simple Y° (resp. Y'0) de W°=p(W) (resp. W'^pÇW')). D'après
la proposition 8 du n° n, ^ est donc p-isomorphique en y, de valeur y°. On a donc,
d'après la proposition 15 du n° 16, v(Y°, co) ==v(Y'0, <x)). Autrement dit, l'entier v(Y°, 0)
ne dépend que de V, œ et X. Nous le désignerons par v(X, co), ou v(X, co, V).

D'après cette définition, si 9 : V->V est un A-isomorphisme, et si X'==<p^(X),
on a v(X, œ) =v(X', (o). On remarquera aussi qu'on a v(X, œ) =v(X,, œ) si X, est
Fune quelconque des composantes absolument irréductibles de X.

Proposition 26. — Soit V une p-variété, définie sur k, de dimension r, et soit û> une
^différentielle de degré r sur V. Soit X une (V, p, k°) -provariété simple, et soit C° la composante
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simple de V° qui contient X°==p'(X). Supposons que X°n'est pas contenue dans p,((œ)J. Alors,
en posant q==dim X0, on a v(X, (o)^v(C°, œ) +r—<y.

Démonstration. — En effet, soit (W, 9) un A-modèle de V qui vérifie, relativement
à V et X, les conditions du théorème 4. Soit x un point générique de X sur k°. Posons
y = 9 Çx), et Y == q^(X) = loc^. Les points x° = p (A:) et y == p {y) sont génériques sur A°
de ^^(^ ^ YO=pXY) respectivement, et on a, par construction, dimY°==r.
Puisque <p-1 est un R-morphisme, (p-1 induit un P-morphisme ^Y0-^0, tel qu'on
ait ^^(V). Soient (^, . . ., ^) (resp. (^, . . ., y,)) des fonctions sur V (resp. W)
définies sur k°, induisant des paramètres uniformisants de C° en x° (resp. de Y° en Y).

Puisqu'on a dimY°=r, et dimX°=^, la matrice ((8ui} (f)} est de rang q.
\ \8v./ 1

Donc le déterminant D=D(^, . . ., ^)/D(^, . . ., y,), regardé comme fonction
sur W, est tel que
(42) v(B{^r—q

Notons œ* la différentielle sur W transposée de co par 9 et soient/et g des fonctions
sur V et W respectivement, telles qu'on ait co=/û^A . . . f\du^ et co* =gdv^ .. . /\dv .
Alors on a

(43) ^) =/WD(^)

Orona v=v(C°, œ) =v(C°,/). Puisque ^p,((œ)J onaaussi ^°^p,((/)oo), d'après
la proposition 14 du n° 16, et, en posant /'===/?-", on a .^{//}^, donc/' est
p-morphique en x°. Donc on a v{f{x)) ̂ v. D'autre part, puisque^0 est générique, sur A0,
de la ^-composante Y0 de W°=p(W), on a v(Y°, co) =v(Y°, 5) =y^(j;)). D'après les
relations (42) et (43)3 on a donc bien

v(Yo.o))^(CO,co)+r--<7

29. Provarîétés co-maximales.

Théorème 7. — Soit V z^ p-variété de dimension r, jû^ ^ozyz^ multiple^ définie sur k, et
soit (o une k-différentielle de degré r sur V, telle que (œ)^ =o, c'est-à-dire n'admettant aucun
pôle. A tout Ï-modèle (W, 9) de V, ^ a ^?^ composante simple C° <fe W°=p(W)3 associons
rentier v(C°, œ, W). C^ ^^r admet une borne inférieure Vo=^(œ,V), qui ne dépend que
de V et co, mûî'j Tzoyz du modèle (W, 9), m de la composante C°.

jPoz/r V et (^fixées, associons d'autre part à toute (V, p)-provariété X l'entier v(X, œ, V).
Cet entier admet également pour borne inférieure VQ .

Démonstration. — Considérons un recouvrement fini de Vç^ par des (V, p, k°)-
ensembles S,, et, pour tout i, un A-modèle (W,, <p,), tels que les conditions du théorème 6
soient satisfaites. Appelons v^ le plus petit des entiers v(C°-, <o, W,) obtenus pour tous
les couples Çi,j) possibles, en notant, pour chaque i, C°(i^j^^) les composantes
simples de W?==p(W,).

Montrons d'abord que l'entier v(X, co) ==v(X, œ, V) admet VQ comme borne
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inférieure. En effet, soit k^ un corps sur lequel X est définie, et soit x un point générique
de X sur k^. Le point x appartient à l'un des S,, et le point ^ == ̂ (x) de (W^çg est simple
(mod. p). Donc la (W^, p)-pro variété Y^= (<p^(X) =loc^^ est simple. Si C^ est la
composante de W^=p(WJ contenant Y^=p'(Y,), on a donc, d'après la proposition 26,
v(X, œ, V) =v(Y,, œ, W,)^v(C^, (o, WJ. Onadoncbien v(X, co, V)^Vo. CeminorantVo
est atteint si on prend pour X la provariété obtenue en relevant l'une des composantes CÇ
pour lesquelles on a v(C^, <o, W^) ==Vo-

La première partie de l'énoncé en résulte aussitôt, puisqu'on a v(C0, co, W) = v(Y, œ),
où Y est la (W, p)-provariété obtenue en relevant C°.

Soit V une variété définie sur A, de dimension r, et soit œ une Â-différentielle sur V,
dépourvue de pôles. Soit k^ un sous-corps de Ï° contenant k°, et soit C° une ^-composante
de V°. On dira que C° est (^-maximale si on a v(C0, co, V) ==^(œ, V). Soit A:0 un point
de pe(V), simple sur V° = p(V), et n'appartenant pas à pe((œ)) = pe(((û)o) ; on dira que x°
est ^-maximal si l'unique composante G° de V° contenant x° est œ-maximale ou, ce qui
est équivalent, si on a v(;c°, co) ==Vo, où v(^°, où) est le symbole introduit au n° 16.
Si un A-isomorphisme cp : V->-W est génériquement p-isomorphique sur G° (resp.
p-isomorphique en ^°), la composante <p^(C°) de W° (resp. le point y^ç0^0)) est encore
o-maximale (resp. co-maximal). Pour que C° soit co-maximale, il faut et il suffit que chacune
de ses composantes irréductibles (au sens absolu) soit co-maximale. Un point xeVy^
simple (mod. p), et n'appartenant pas à supp(co) =supp(œ)o sera dit (ù-maximal (mod. p)
si le point A:°==p(A:) est co-maximal.

Proposition 27. — Soit V une p-variété, définie sur k, de dimension r, sans point multiple^
et soit co une k-différentielle de degré r sur V, dépourvue de pôles. Soit k^ un sous-corps de Ï° contenant k°.
Soit X une (V, p, k^-provariété simple^ maximale au sens de l'inclusion (i.e. de la forme (X°)|,
où X° est une k^-composante simple de V°==p(V)), et telle, de plus, qu'on ait v(X, œ, V) ==^0(^3 V).
Soit (W, 9) un k-modèle de V tel que la (W, p, k^) -provariété Y==<p^(X) soit simple. Alors Y
est également maximale au sens de l'inclusion, et y est génériquement p-isomorphique sur X°==^(X),
de valeur Y°=='p(Y).

Démonstration. — En effet, d'après la proposition 26, et la définition du symbole
v(Y, co), on a nécessairement dimY°==r. De plus, soient x un point générique de X
sur Â^, et y un point générique de Y sur k[, tels qu'on ait y=^[x). Les points ^°==p(^)
et j;°===p(^) sont génériques sur k° de X° et Y° respectivement. D'après la proposition 8
du n° il, 9 est donc p-isomorphique en x°, de valeur^0. Puisqu'on a X== (X°);|, on a
aussi Y=(Y°)1. C.Q.F.D.

Soient encore V une p-variété, définie sur k, de dimension r, sans point multiple,
et co une Â-differentielle de degré r sur V, dépourvue de pôles. On dit qu'une (V, p)-
provariété X est ^-maximale si on a v(X, o, V) == ^0(^5 V), et s'il existe unA-modèle (W, <p)
de V tel que Y ==9 (X) soit simple, et soit maximale au sens de l'inclusion. D'après la
proposition précédente, il en est de même pour tout autre modèle (W, 9') de V tel
que Y'^y^X) soit simple.
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On remarquera que, pour qu'une ^-composante simple C° de V°==p(V) soit
œ-maximale, il faut et il suffit que la (V, p, k^) -provariété (C0)^ soit co-maximale.

Théorème 8. — Soit V une variété projective, définie sur k, de dimension r, sans point multiple,
et soit (ù une k-différentielle de degré r sur V, dépourvue de pôles. Alors il n^ existe qu^un nombre fini
de (V, p) 'provariétés (ù-maximales.

Démonstration. — Considérons à nouveau un recouvrement de Vçg==V( par des
(V, p)-ensembles S^ et, pour tout i, un A-modèle (W^, cpj, tels que les conditions du
théorème 6 soient satisfaites. Soit X une (V, p)-provariété co-maximale. Alors X est
génériquement contenue dans l'un des S^ et la (W^, p) -provariété Y^=((p^(X) est
simple. D'après la proposition 27 elle est maximale au sens de l'inclusion, i.e. coïncide
avec la (W^, p)-provariété obtenue en relevant génériquement l'une des composantes
de W?=p(W,), d'où le théorème.

Théorème 9. — Soit V une variété projective, définie sur k, de dimension r, sans point
multiple, et soit û) une k-différentielle de degré r sur V, dépourvue de pôles. Alors, il existe un k-modèle
projectif (W, (p) de V tel que toutes les (V, p) -provariétés (ù-maximales soient simples (ces provariétés
sont alors toutes celles de la forme (CÇ)^, où les CÇ sont les composantes simples (^-maximales de
V°=p(V)).

Démonstration, — II suffit en effet d'appliquer le corollaire du théorème 4 à
l'ensemble (fini, d'après le théorème 8) des (V, p, A;0)-provariétés co-maximales.

En outre, dans le cas particulier où k est un corps global, et où peS(A), on peut
choisir ce modèle de manière que cp soit un Rq-isomorphisme pour tout ç\eQ(k) distinct
de p. On en déduit :

Théorème 10. — Soit V une variété projective, de dimension r, sans point multiple, définie
sur un corps global K, et soit co une VL-différentielle de degré r sur V, dépourvue de pôles. Alors,
il existe un 'K-modèle (W, 9) de V qui vérifie la condition du théorème précédent pour tout
peS==(5(K).

Démonstration. — En effet, on sait qu'il existe un sous-ensemble fini QQ de Q tel
que V soit strictement non dégénérée (mod. p) pour tout p ̂  ©o - P01111 un t^ p, la condition
du théorème est satisfaite : en effet, d'après la proposition 263 V n'admet qu'une seule
provariété œ-maximale, celle obtenue en relevant la variété réduite V^, et qui coïncide
avec l'ensemble Vç^ = Vg de tous les points rationnels p-adiques de V. Soient pi, . . ., p^
les éléments de Go. On peut trouver, d'après ce qui précède, des K-modèles (V,., y,)
de V ( i ^z^w) tels que, pour tout i, V, soit R^-isomorphe à V,_i pour qe(5 distinct
de p,, et que la condition du théorème soit vérifiée par le couple (V,., p,). Le dernier
modèle (V^, 9^) de la suite ainsi construite vérifie alors cette condition pour tout pe(5.
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CHAPITRE II

MODÈLES FAIBLEMENT p-SIMPLES p-MINIMAUX
DES ESPACES HOMOGÈNES PRINCIPAUX ABÉLIENS

i. Espaces homogènes principaux,

II paraît commode, à certains égards, d'introduire la notion d'espace homogène
principal indépendamment de la donnée a priori d'un groupe structural.

Nous appellerons espace homogène principal (commutatif) un ensemble H muni
d'une loi ternaire Y^YH : HxHxH->H vérifiant les axiomes suivants :

(EHP i). Si J^ï^i ? ^i3 ^2)5 on a aussi

A-Y^i^J^) (ftg- I)
(EHP 2) (commutativité)

Y(j^i,^i, ^2) ̂ ï^ ^i? yi)
(EHP 3) (axiome du « prisme »)

y(^i, ^i, x^) =Y(j^i, ^i, Y(^i, ^i, ^)) (fig. 2)

FIG. I FIG. 2

Comme conséquence de (EHP i) et (EHP 3), on a y(^i, x^ x^) ==^{x^, x^ x^) =x^
Soit, d'autre part, F=-T^ le graphe de y, dans le produit H x H x H x H . Notons ̂

la permutation de ce produit qui, à un élément quelconque, fait correspondre celui
obtenu en échangeant ses composantes de rang? et j (i ̂ ^4, i <;^4)- On voit immédia-
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MODÈLES MINIMAUX DES VARIÉTÉS ABÉLIENNES 67

tement qu'on peut remplacer, dans la définition précédente, le couple d'axiomes (EHP i)
et (EHP 2) par

(EHP'i). F est invariant par le groupe (commutatif) de permutations, à huit
éléments, engendré par 9^3 et 912° 934.

Soient x^ et x^ deux éléments de H. La permutation T=T^^ :H->H définie
par ^(x) =^(x, x^, x^) est appelée une translation sur H. On écrira fréquemment ^, E^
(E étant un sous-ensemble de H) au lieu de ï(^), r(E). Il résulte des axiomes précédents
que les translations sur H forment un groupe commutatif ÎÎQ. Ce groupe opère transitivement
sur H, par la loi (x, r) —x^, et de façon que x^-==x entraîne T=O. On retrouve ainsi
la définition habituelle, avec Ho comme groupe structural.

On remarquera que tout groupe commutatif admet une structure naturelle d'espace
homogène principal, obtenue en.prenant y^iî xl9 ^2) =Vi—^1+^2- Inversement, si H
est un espace homogène principal, et si XQ est un élément arbitraire de H, on définit
sur H une structure de groupe commutatif, avec XQ pour origine, en munissant H de
la loi YH,^ définie P^ ÏH,:J^ y) =ÏH(^ x^ VY

Soient m^ . . ., m^ n^ . . ., n^ des entiers, et soient ^i, . . ., Xy, y^ .. .,j^ des
éléments de H. Si on a 2^==S^. la relation

(i) ^Wi^^jV]

au sens de la loi de groupe YH x -> a une signification indépendante de l'origine XQ choisie.
On conviendra d'employer l'écriture ( i ) sans préciser cette origine. On pourra, par
exemple, avec cette convention, écrire, dans tous les cas, YH^I? x!^ ^2) =yl~xlJ^X2'

Si H est une variété algébrique complète, définie sur un corps k, et si YH est un

k-morphisme, nous dirons que H est un espace homogène principal abélien, défini sur k.
Pour tout point XQEÎÎ, la loi YH x définit alors sur H une structure de variété abélienne,
définie sur k(A:o) (ce qui montre en même temps que H est sans point multiple). Une
translation T=T^^ est toujours un k(^, A^)-automorphisme de H. En utilisant les
méthodes usuelles de descente du corps de base ([24], ou [10], chap. Ier, § 3), on voit
qu'on peut mettre sur Hg une structure de variété abélienne, définie sur k, et que H est un
espace homogène principal sur Ho, au sens habituel (cf. [i8], chap. V, § 4, n° 21).

Dans le cas où H est une réunion finie de sous-variétés algébriques disjointes (qu'on
appelle composantes de H) d'une variété ambiante Vg, et, où, pour tout triplet (H^, H^, Hg)
de telles composantes, YH mduit un morphisme : H^xH^xH^-^Hg (Hg étant encore
une composante de H), nous dirons que H est un espace homogène principal algébrique. Si,
en outre, Vo est définie sur k, si H est un sous-k-ensemble algébrique de Vç, et si YH
induit une k-application rationnelle sur toute k-composante de H X H X H, nous dirons
que l'espace homogène principal algébrique H est défini sur k. Pour tout point ^o^H,
la loi YH a;o définit alors sur H une structure de groupe algébrique, défini sur k(^o). Une
translation ^==^ x est encore un k(A;i, A^-automorphisme de H, et on peut définir
sur Ho une structure de groupe algébrique défini sur k ; ceci permet de retrouver la définition
habituelle d'un espace homogène principal sur un groupe algébrique ([15], ou [i8], loc. cit.).
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2. Espaces homogènes principaux abéliens. Notations et conventions.

Reprenons maintenant les notations introduites dans le chapitre 1er ( k k° R »
P, ï°, ï, 9Î, ^). p ^ K , ^ , V ,

Nous désignerons par A une variété abéUenne ou, plus généralement, un espace
homogène principal abélien, défini sur k. Par k-modèle de A, nous désignons un couple (B y)
composé d'un espace homogène principal abélien B, et d'un A-isomorphisme ç : A-^B,
pour la structure d'espace homogène principal abélien (il suffit d'ailleurs que ce soit
un isomorphisme pour la structure de variété algébrique ; il suffit même que ce soit
une application birationnelle (cf. [22], III, n» 20, th. 9)). Nous convenons, d'autre part,
une fois pour toutes, de ne considérer que des espaces homogènes principaux abéliens
projectifs. Ceci ne restreindra pas la portée des résultats de ce chapitre, puisqu'on sait
que tout espace homogène principal abélien défini sur k peut être plongé A-isomorphi-
quement dans un espace projectif [2].

Les translations sur A qui sont définies sur î forment un groupe (isomorphe au
groupe (A,,), des points du groupe structural A() qui sont rationnels sur ï). Ce groupe
sera noté ^(A). Les éléments de ^-(A) qui sont rationnels sur un sous-corps ^ de ï,
contenant k, forment un sous-groupe de jT(A) qu'on note .T(A)), . Pour tout cycle X
sur A, et pour Te^-(A), le cycle translaté de X par T est noté X,.

On désignera par co une A-differentielle sur A, définie sur k, de degré r=dim A,
et invariante par translation. On sait que a existe, et est unique, au produit près par
une constante non nulle (i.e. par un élément de A*). On sait aussi qu'on a ((»)== o,
c'est-à-dire que <» n'admet ni zéros, ni pôles. Ceci permettra, en particulier, d'utiliser
les théorèmes 7, 8 et 9 du chapitre 1er. Les notions de (A, p, k°) -provariété <o-maximale,
celle de point simple (ù-maximal sur A°=p(A), celle de composante simple a-maximale
de A°, ont ici une signification intrinsèque, en ce sens qu'elles ne dépendent pas en fait
de la façon dont on a norme a.

On dira que A est Rseudo-p-simple si toutes les (A, p)-provariétés o-maximales
(en nombre fini d'après le théorème 8 du chap. 1er) sont simples. Ces provariétés sont alors
celles obtenues en relevant génériquement les composantes simples (ù-maximales de A°.
En vertu du théorème 9 du chap. 1er, tout espace homogène principal abélien défini
sur k possède un A-modèle pseudo-p-simple.

3. L'espace homogène principal fini commutatif r(A).

Proposition 1. — Soit A un espace homogène principal abélien (ïesp. une variété abélienne)
défim sur k. Soient Yi, Xi, Xa trois (A, p)-j!»ro variétés (d-maximales, définies sur k°. Alors
^2=(ïA)y(Yi, X^, Xa) est une (A, p) -provariété w-maximale. Si x^ et x^ sont deux points
génériques indépendants de Xi et X^ respectivement sur k°, et si on pose T=T^, on a aussi
^^^(Xi). L'ensemble F(A) des (A, p) -provariétés w-maximales, muni de'la loi (y^)
(resp. (YA,(»U est un espace homogène principal (resp. un groupe) fini commutatif.
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Démonstration. — On peut, d'après les résultats du chapitre Ier (corollaire du th. 2,
et th. 9), se ramener au cas où A est pseudo-p-simple. Soient y^x^x^ trois points
génériques indépendants, sur k\ de Yi, Xi et Xg respectivement. Par définition du
symbole {^)g, Y^ est le lieu sur k° du point J^-TAÙ^ ̂  ^2) de A^. Or, on a auss
J^^i), en posant T==T^. Si on pose Â;'=(Â:'°)^ la translation T est un
A'-automorphisme de A. Donc Yg = loc^g = ̂ (Yi) est une (A, p)-provariété cû-maximale.
Puisque A est pseudo-p-simple, Yg est maximale au sens de l'inclusion (chap. ler^
no 29, prop. 27). Comme on a YpYg, on a donc Y^Yg, donc Yg est bien une
(A, p)-provariété cù-maximale, définie sur k°.

De plus, nous venons de montrer quej/g est générique de Yg sur k'^k^x^ x^,
donc que x^ x^ et ^3 sont des points génériques indépendants de Xi, Xg et Yg respec-
tivement sur k°. Gomme on a J^TA^I, A^,^), on voit, en échangeant les rôles des
quatre points, qu'on a aussi Yi= (^(Xi, Xg, Yg). La loi (y^ sur l'ensemble r(A)
vérifie donc l'axiome (EHP i). Elle vérifie aussi les deux autres axiomes, comme on le
voit en appliquant les propriétés de YA à des points génériques indépendants des
provariétés qui interviennent dans les relations correspondantes. C.Q.F.D.

A étant à nouveau un espace homogène principal abélien quelconque, défini sur k,
considérons une (A, p)-provariété X, et un élément arbitraire T de ^(A). Puisque T
est un Ï-automorphisme de A, Y=T^(X) est encore une (A, p)-provariété, et si X est
œ-maximale, il en est de même de Y. On a, d'autre part (ïi+ïa^X) = (ïi^^^X)).
Donc, par la loi (r, x)->^g{x), le groupe e^(A) opère sur F(A). De plus, ce groupe opère
transitivement sur F (A) : en effet, soient X et Y deux (A, p)-provariétés co-maximales ;
soit k^ un corps de définition pour X et Y, contenant k°; soient x et y deux points
génériques indépendants de X et Y respectivement sur ^, et posons T=T^$ alors,
d'après la proposition i, on a T^(X) ==YA(X, X, Y), d'où T^(X) =Y. Enfin, on a, quels
que soient X et Y£F(A), et re^A), la formule

(2) r,(Y)=y^(X),X,Y)

En effet, soit ^ un corps de définition de X, Y et T, contenant k°. Soient x, y et x '
trois points génériques indépendants de X, Y et T^(X) respectivement sur k°^ la (A, p)-
provariété YA^(X), X, Y) est le lieu, sur A;,0, du point f==-r^x\ x ,y ) , d'autre part,
x==^{x) et J=r(j/) sont des points génériques indépendants, sur ^, des (A, p)-
provariétés T^(X) et T^(Y) respectivement; puisqu'on a k^{x, y) =^(ï,J), le point A;'
est générique de X' sur k^x, x ) ; or, on a y ' = ^ ^ x ' , ̂ ,J); donc le lieu dey sur k^
coïncide avec la (A, p)-pro variété (y^(^(X), T^(X), T^(Y)) =T,(Y), ce qui démontre
la formule (2).

Il résulte de là que l'ensemble des éléments de <^"(A) qui laissent invariante une
(A, p)-provariété co-maximale X est un sous-groupe de ^"(A), qui ne dépend pas de X.
Nous désignerons ce sous-groupe par e^^)- Le groupe quotient ^(A) ==^(A)/^(A)
est un groupe abélien fini, canoniquement isomorphe au groupe structural de F (A).
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Corollaire. — Soit A un espace homogène principal abélien défini sur k, pseudo-p-simple,
et soient Y^, X^, X^ trois composantes simples ^-maximales de A° = p(A), définies sur k°. Soient
j^, x^, x^ des points génériques indépendants sur k° de Y^, X?, X^ respectivement. Alors YA ̂
p-morphique en (j^, ^, ^).

A', de plus, y^ est simple sur A°, il est générique sur k° d'une composante simple (^-maximale Y^
de A°, et on a k\y\, x^ x^ == k°{x^ ̂ , ̂ ) == k\x^ yi, y^ = k°(f^ f^ x°,) ; cette condition est,
en particulier, toujours vérifiée dans les deux cas suivants

a) A est pseudo-p-simple.
b) X^=X^; dans ce dernier cas on a aussi Y^=Y^.
En effet, le point (j^, x^, x^) est générique sur k° d'une composante simple de

A^A^A0; donc YA est bien p-morphique en ce point, d'après la proposition 8 du n° 11
du chapitre Ier. Considérons les (A, p)-provariétés Yi= (Y^, X^- (X?)!, et X2=(X^)|
obtenues en relevant génériquement Y^, X^ et X^ respectivement. D'après la proposition i,
Yg= (YA)^(YI, Xi, Xg) est une (A, p)-provariété œ-maximale. On peut trouver des
points j^i, ^i, ̂ , génériques indépendants sur k° des (A, p)-provariétés Y^, X^ et Xg respec-
tivement, et tels qu'on ait j^ == p(j^i), x[ == p(-^i) et x^ == p(^). Le point j^ = YA(J;l5 ^15 ^2)
est alors générique de Yg sur A:0; on a d'autre part J^^p^)-

Pour que la provariété Yg soit simple, il faut et il suffit quej^ soit simple sur A°;
dans ce cas Y^== p(Yg) ==loc^2 es^ une composante simple œ-maximale de A°; d'autre
part, il résulte de la démonstration précédente que x-^, j^, y^ sont des points génériques
indépendants sur k° de X^, Y^, Yg respectivement; donc ^, ̂ 3 ̂  sont génériques indé-
pendants sur k° de X^, Y^, Y^ respectivement. On en déduit j^= {^)°W, ̂ , ̂ ), d'où
^(j^îî ^î? ^) =^°(^î? ^? J^^)? et les autres relations analogues, par permutation circulaire.

Dans chacun des deux cas a) et b ) , Yg est simple (par définition d'un modèle
pseudo-p-simple, dans le cas a), et puisqu'on a Yg=Yi (d'où Y^=Y^), d'après la
proposition i, dans le cas b)), donc la condition « j^ simple sur A° » est bien satisfaite.

Proposition 2. — Soit A un espace homogène principal abélien, défini sur k, et soient Xe

et Y° deux composantes simples (^-maximales de A° == p (A), définies sur k°. Soient x° et y° des
points génériques (non nécessairement indépendants) sur k° de X° et Y° respectivement. Alors y^
est p-morphique en (x°, x°, j^°), de valeur jy° .

Démonstration. — Supposons d'abord que x° et jy° sont des points génériques indé-
pendants de X° et Y° respectivement sur k°. Soit x^ un point générique de X° sur À°(^0, y°).
D'après le corollaire de la proposition i (cas b ) ) , YA est P-morphique en (^, x°, jy°) et le
point ^==^{x[,x°,f) est générique de Y° sur k0', de plus, on a k°(x0^ x°, f) =k\x\ x^f^),
ce qui implique que YA est p-morphique en (^°, ^5^)5 de valeur y^. Donc, d'après l'axiome
du prisme (EHP 3), et d'après les propositions i, 2 et 3 du n° 3 du chapitre Ier, YA est

p-morphique en (x0, x°, y0) et on a

y °̂, x\ f) =^(x°, x°,, fW,x°,f)),

ce qui donne bien ^(x°, x°, j0) =yQ.
Supposons maintenant que x° et j^° sont des points génériques quelconques (non
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nécessairement indépendants) de X° et Y° respectivement sur k°. Soit ^° un point
générique, sur A;0^0,^0), d'une composante simple œ-maximale Z° de A° (on peut, par
exemple, prendre Z°=X0, ou Z°=Y0). D'après la première partie de la démonstration,
y^ est p-morphique en [f, ^°, ^°) et en (^°, x°, x°) et prend respectivement en ces points
les valeurs^0 et ^°. Donc, toujours en appliquant l'axiome au prisme (EHP 3), et les propo-
sitions i, 2 et 3 du n° 3 du chapitre Ier, on voit que YA est p-morphique en (^°, x°,jy°) et
que ^x^x\yo)=^f,x\xQ)=^{f,^^x\xo)), ce qui donne bien encore
iW^ ./)=/.

4. Une propriété essentielle des points simples co-maximaux sur A°.

Le résultat qui suit s'apparente à la propriété fondamentale bien connue des
variétés abéliennes, d'après laquelle toute application rationnelle V->A d'une variété
quelconque V dans une variété abélienne est morphique en tout point simple de V
(cf. [22], § i l , th. 6).

Théorème -?. — Soit A un espace homogène principal abélien, défini sur k, soit V une
p-variété quelconque, définie sur k, et soit 9 : V->A une application rationnelle^ définie sur k,
Posons A°==p(A), et V°==p(V). Soit ^°,x°) un couple composé d'un point ^°ep,(V) =supp V°,
simple sur V°, et d'un point ^°epg(A) =supp A°, simple et (^-maximal sur A0, tels que x°
appartienne à l'ensemble 9^°) des valeurs de 9 en ^°. Alors 9 est p-morphique en ^ {et on a donc
x°=W)).

Démonstration. — On peut supposer que A est pseudo-p-simple ; sinon, en effet,
on remarque qu'il existe (d'après le corollaire au th. 3, et le th. 9 du chap. Ier), un
A-modèle pseudo-p-simple (B, ^) de A, tel que ^ soit p-isomorphique en x°. Il suffit
alors de remplacer A par B.

Soit k^ un sous-corps de Ï°, contenant k°{^°, x°), et sur lequel toutes les compo-
santes de V° et de A° sont définies. Soit Y une (A, p)-provariété œ-maximale quel-
conque. Alors Y est définie sur A^. Soient y et y ' deux points génériques indépendants
de Y sur k^. Considérons la translation T==T^, sur A, et l'application rationnelle
9 =Toçp : V—»-A.

Soit, d'autre part, ^ un point générique sur k[(jy, y ' ) de la (V, p)-provariété (^°)|;
obtenue en relevant génériquement le point ^°., D'après le n° 20 du chapitre Ier

(remarque e } ) , ^ est un point générique de V sur k ^ {y , y ' ) , en posant k^ == (k^. Donc 9
et <p sont morphiques en ^. Posons x^ ==9(^)3 et ~x ^(p^) = T^J = YA^Î J^ ./)• D'après
le choix de ^, les points^ et y sont génériques indépendants de Y sur ^(^), donc aussi
sur ^(xj. Le point ~x est donc générique sur k^ d'une (A, p)-provariété ce-maximale,
à savoir la provariété (rJ^(Y), où l'on pose T*===^ (on le voit en procédant comme
dans la démonstration de la proposition i). Donc le point y==p(ï) est générique sur k^
d'une composante simple o-maximale de A°. De plus, puisque ^==9(^)5 ce pointa0

appartient à l'ensemble 9^(^°) des valeurs de cp en ^°.
Nous allons montrer, en utilisant les propositions i et 2 précédentes, par une
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méthode analogue à celle qu'emploie Weil dans [22] pour la démonstration du théorème
cité plus haut, que 9 est p-morphique en ^° (donc de valeur ?).

Soient ^ et ^ deux points génériques indépendants de V sur î, et considérons
l'application rationnelle ^ : VxV-^A, définie sur kÇx), telle que

(3) ^1, ̂ } =ÏA(^ ?(^l). ?(^2))

D'après la proposition 2, YA est P-morphique en (?, P, ?), de valeur P.
Puisque Peq^0), et d'après les propositions î à 3 du n° 3 du chapitre 1er on a donc
^W^°).

Soit d'autre part Z° la composante simple de A° contenant <s°, et soit ^ un point
générique sur A? de la (V, p)-provariété Z = (Z0)^, obtenue en relevant génériquement Z°,
sur ^,y). Posons <=<p(z'), et ?==cp(0 ==T(A::) =YA«^y). Le point ? est encore
générique sur ^ d'une (A, p)-provariété co-maximale. Donc ?° est générique sur ^
d'une composante simple œ-maximale de A°. D'autre part, le point ^==.o(^\ est
générique de Z° sur k^{y,y'). Donc, d'après la proposition 8 du n° n du chapitre Ier,
9 est p-morphique en ^/0. Puisqu'on a ?==y(^'), on a aussi F0^0^'0). D'après
la proposition 2, YA est P-morphique en (?, P, ?°), de valeur ?°. D'après la
formule (3) définissant ^, et d'après les propositions î à 3 du chapitre Ier, on a donc
^°^( '̂°).

Supposons que 9" ne soit pas p-morphique en ^°, et montrons que ^ n'est pas
p-morphique en (^°, ^°). En effet, si ^ était p-morphique en .(^°, ^°), ^ serait, a fortiori,
p-morphique en ^°, ^/0, et on aurait donc p0^0^0, ^'°). Or, d'après la proposition 2,
YA est p-morphique en (?,?°,P°), de valeur ?; d'autre part, d'après la formule (î),
et les propriétés de YA? on a :

?(^i) =ÏA(^ î(^ ^2). 9(^))-

En appliquant à nouveau les propositions î à 3 du chapitre Ier, on en déduirait
que ç est p-morphique en ^°, contrairement à ce qu'on a supposé.

Soient maintenant j^==^(^, ̂  les coordonnées du point J=^ (^1,^:2) relati-
vement à un modèle affine U d'un ouvert de A contenant P. En supposant toujours
que 9 n'est pas p-morphique en ~x°, l'une au moins des fonctions ̂  n'est pas p-morphique
en (z°, ^°). D'autre part, d'après la relation ( î ) et la proposition 2, ^ est p-morphique
en (^'°,^'0), de valeur P. Donc ^ est génériquement p-morphique sur Z°xZ0. Or,
(z°, ^°) est p-simple sur VxV, et Z°xZ° est l'unique composante de V°xV°=p(VxV)
qui le contient. Donc, d'après le corollaire de la proposition 10 du n° 12, on a
(^ ^°) ̂ (supp^J. Donc il existe une Ï-composante T de (^ telle que (<s°, ^°) ep,(T).
Comme ^ est p-morphique en (^/0, ^°), on a (^^^(T). Donc, puisque T est de
codimension î dans VxV, toute composante de p,(T) contenant (^°, ^°) coupe propre-
ment la diagonale A^, dans le produit Z°xZ0. D'après ([R], no 3, th. n), il existe
une Ï-composante X, de dimension r—i (si r=dimV), de l'intersection AynT, telle
qu'on ait (^°, ^°)ep,(X). Cette composante X est nécessairement de la forme X=A^,
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où W est une sous-Ï-variété de codimension i de V, simple sur V, telle que ^°ep^(W).
Soit w un point générique de W sur Ï. On a (w, w)eT, donc, puisque T est une
Ï-composante de (^)oo;> + n'est pas morphique en {w, w). Ceci est contradictoire, puisque
(w, w) est simple sur VxV.

On a donc bien démontré que <p est p-morphique en ^°, de valeur ~x°. Puisque,
par hypothèse, on a ^°£<p^0), on a aussi, d'après la proposition i du n° 3 du chapitre Ier,
A^eT^0). D'autre part, en appliquant ce qui précède au cas particulier où y est l'appli-
cation identique A->A, on voit que T est p-morphique en x° de valeur ï°. Puisque x°
et ~x° sont tous les deux simples et co-maximaux, la différentielle oF^0 (où Vo==vQ(co,V))
ne s'annule en aucun de ces deux points. Donc, d'après la proposition 12 du n° 15 du
chapitre Ier, T est p-isomorphique en x°. Donc ^=^~lo^ est p-morphique en ^°.

C.Q.F.D.

Corollaire 2. — Soit A un espace homogène principal abélien, défini sur k, et soient x^, A^,J^,J^
quatre points de pg(A), simples sur A°, tels que y^ soit ^-maximal, et appartienne à l'ensemble
T^^M)- Alors ^^ est p-morphique en OM, ̂ ) {et on a donc ̂ =ïl(^,^ ̂ )). En
particulier, si x° est un point simple, e t j y ° un point simple (^-maximal, sur A°, YA est P-morphique
en (/, x0, x°), de valeur/.

Ce corollaire est une amélioration de la proposition 2 précédente (dans laquelle
n'intervenaient que des points génériques). Il s'obtient en appliquant le théorème à
y^ : AxAxA->A, et en remarquant que (j^, ̂ , x^) est simple sur

AoxAoxAO==p(AxAxA)

Corollaire 2. — Soit A un espace homogène principal abélien, défini sur k, strictement non
dégénéré (mod. p) (c'est-à-dire tel que A°==p(A) soit une variété sans point multiple). Alors YA
est p-morphique en tout triplet (j^, x[, x^) de points de A°, et la loi réduite yl définit sur A° une
structure d'espace homogène principal abélien, défini sur k°.

En effet, puisque A° n'a qu'une composante, et puisque celle-ci est simple,
(A^^A^^AÏ est l'unique (A, p)-provariété œ-maximale, d'après la proposition 25
du n° 28 du chapitre Ier. Donc A° est co-maximale, donc tous les points de A° sont
co-maximaux, et il suffit d'appliquer le corollaire précédent.

En particulier, si A est une variété abélienne, strictement non dégénérée (mod. p)
{without defectfor p, avec la terminologie de [8] et [9]), A° est aussi une variété abélienne
pour la loi réduite. On retrouve là un résultat de Koizumi ([8], th. 3).

5. Recouvrement de Aï par des translatés de (V, p)-ensembles simples et
co-maximaux (mod. p)«

Proposition 3. — Soit A un espace homogène principal abélien, pseudo-p-simple, défini sur k.
Alors on peut recouvrir A^par un nombre fini de (V, ̂ -ensembles S^ vérifiant la condition suivante :
pour tout a, il existe une translation T^e^o(A) telle que les (V, p)-ensembles T^=(S^)^ ,
et T^==(SJ_^ ne contiennent que des points simples et ^-maximaux (mod. p).
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Démonstration. — On peut se borner à considérer au lieu de A^, un (A, p)-ensemble S
vérifiant la condition suivante :

(*) il existe un ï-modèle (B, y) de A, tel que le (B, p)-ensemble T=y(S) ne
contienne que des points simples (mod. p).

Il nous suffit de montrer qu'un tel ensemble S peut être recouvert par un nombre
fini de (A, p)-ensembles vérifiant la condition de l'énoncé : en effet, d'après le théorème 6
du n° 27 du chapitre Ier, l'ensemble A^ peut lui-même être recouvert par un nombre
fini de (A, p)-ensembles S^ vérifiant la condition (*). On peut en outre supposer (en
agrandissant S et T, s'il y a lieu) que T est de la forme p'^T0) = (T0)^ où T° est un
ouvert d'une composante Y° de B°==p(B).

Considérons d'abord un point quelconque ^ de T, et associons-lui le point x = cp""1^)
de A(. On peut trouver une translation TE^"o(A) telle que les deux points y=x^ et
y ==x__^ soient simples et (o-maximaux (mod. p). Il suffit, par exemple, si k[ est un corps
de définition pour toutes les composantes simples de A°, de prendre T de la forme T^.,
où u et u' sont deux points génériques indépendants, sur k^y d'une même (A, p)-provariété
œ-maximale X, car alors y et y ' sont deux points génériques (non nécessairement
indépendants) sur k^ de la (A, p)-provariété œ-maximale Y== (r^)^(X) = (r^(X).

La variété Y° = p(Y) est alors une composante simple œ-maximale de A°, admettant
j/°==p(^) et J;'o=p(y) comme points génériques (non nécessairement indépendants)
sur A^. D'après la proposition 13 du n° 16 du chapitre Ier, on peut trouver un ̂ -ouvert U
de Y°, dont tous les points sont simples et œ-maximaux sur A°. Considérons le A-isomor-
phisme ^==Toç-1 (resp. ̂ '= (—ï)o<p-1) : B->A. Ona J/=+(z) (resp.y=^)), donc^0

(resp.j/0) appartient à l'ensemble des valeurs de ^ (resp. ^ /) en ^°. Puisque ^;eT, le
point z° est simple sur B°. Donc, d'après le théorème i, ^ (resp. ^ /) est p-morphique en ^°,
de valeur y (resp. y°). Soit Z° la composante simple de B° qui contient ^°. On peut
trouver un ouvert U^^0^) de Z°, contenant ^°, contenu dans T°, tel que ^ et ^
soient p-morphiques en tout point de U°, et tel que les images ^°(U0) et ^(U0) soient
contenues dans U°. Si alors on pose U=(U°)», S^cp^^U), U=(U°)#, les (A, p)-
ensembles S^=-=^(U) et S_^==^'(U) sont contenus dans U, donc ne contiennent que
des points simples et co-maximaux (mod. p).

Notre assertion concernant l'existence d'un recouvrement fini de S s'obtient alors
en remarquant qu'il existe un recouvrement fini de T° par des ouverts de la forme <^0(^).

6. Le groupe ^(A).

Soit A un espace homogène principal abélien, défini sur k (plus généralement,
les définitions qui suivent pourraient s'appliquer au cas d'une variété V sans point
multiple, de dimension r, munie d'une différentielle œ de degré r, telle que (<o)^=o).

Nous noterons ^(A) le groupe des diviseurs sur A qui sont rationnels sur Ï, et
^(A) le sous-groupe des éléments linéairement équivalents à zéro de ^(A). Si k^ est
un sous-corps de ï sur lequel A est définie, le sous-groupe des éléments rationnels sur k^
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de Q(A) (resp. ^(A)) est noté ^(A)^ (resp. ^(A)J. D'après ([F], chap. IX-4, th. 8,
cor. 2)3 on sait que si De^(A) (resp. si De^(A)^), il existe une fonction f sur V,
définie sur Ï (resp. k^), telle qu'on ait (/) ==D.

D'autre part, on sait que si De^(A), et si T et T' sont deux éléments de ^"(A),
on a D^,—D^—D^+De^(A).

Supposons maintenant que A est pseudo-p-simple. Considérons les diviseurs
De^(A) qui vérifient la condition supplémentaire suivante :

(*) II existe une fonction y sur A, définie sur Ï, telle que (/) =D, qui est géné-
riquement p-morphique et non nulle sur toutes les composantes simples œ-maximales
de A°.

Il revient au même de dire qu'il existe une fonction f sur A, définie sur ï, telle
que l'entier vÇC^f) prenne une valeur constante v sur toutes les composantes simples
œ-maximales G? de A° (en effet on peut alors prendre f=fft~^)'

L'ensemble des diviseurs De^(A) qui vérifient la condition (*) est un sous-
groupe de ^(A), que nous noterons ^'(A). Le sous-groupe des éléments rationnels
sur Ai de ^'(A) sera noté ^'(A)^.

Si (B, ç) est un A-modèle pseudo-p-simple de A, et si De^(A), l'image <p(D)
de D sur B appartient à ^(B). En effet, 9 est génériquement p-isomorphique sur toute
composante simple œ-maximale de A° (chap. Ier, n° 29, prop. 27). Donc le groupe ^'(A)
ne dépend, pour A pseudo-p-simple, que de la classe de A à un A-isomorphisme près.

Proposition 4. — Pour De^(A), et re^ÇA), on a D^—De^(A).
Démonstration. — Puisque De^(A), il existe, en effet, une fonction/sur A, définie

sur ï, telle que (/) === D. Soit X° une composante simple œ-maximale de A°. Soit k[ un corps
de définition de X° contenant A;0, et soit x° un point générique de Xe sur k^. Puisque
l'application T appartient à ^"o(A), elle laisse invariante la (A, p)-provariété œ-maximale
X^X0)^. Donc T est génériquement p-isomorphique sur X°, et on a T^(X°)=X0.
Donc, on a, en posant /'-/or-1, la relation v(X°, /) =v(X°, //) d'où v(X°,/7/)=o,
quelle que soit X°. Or on a (/ ')==D^, d'où (f'lf)=D^—'D. On a donc bien
D,—D<E^(A).

Proposition 5. — Pour De^(A), ̂ e^ÇA) et Te^"(A) on a

D^-D^-D,+De^'(A).

Démonstration. — T étant regardé comme fixe, posons, pour ae^^A),

E(cr)=D^-D,-D,+D,

et commençons par montrer que la classe du diviseur E(o-) (mod. ^{A)) dépend
linéairement de <?. On a, en effet, E((y)e^(A), d'après ([i8], VIII, n° 57, th. 30, cor. 2).
Donc, d'après la proposition précédente, pour (7'e^(A), on a (E(<T))^—E((j)ê^(A),
d'où l'on tire E((7+(T')—E((7)—E(Gr')e^(A), ce qui prouve notre assertion.

Soit maintenant k[ un corps de définition, contenant k°, de toutes les composantes
simples co-maximales de A°, tel que les translations TQ et T soient définies sur k^ == (A:^.
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Soit X une (A, p)-provariété co-maximale quelconque, et soient x et x ' deux points
génériques indépendants de X sur ^. Alors x et x"=x^ sont également deux points
génériques indépendants de X sur ^. II existe un ^-automorphisme oc° de Ï° tel que, si a
est le Â:i-automorphisme de Ï obtenu « en relevant a° » (i.e. le Ai-automorphisme qui,
à xeî, fait correspondre l'élément x01 de Ï déduit de x par application de a° à chacun
de ses coefficients), on ait xot=x, et {x'Y=x". Posons TO=T^ et ^==^,. D'après
([22], VIII, n° 57, th. 30, cor. 2) on peut trouver une fonction/sur A, rationnelle
sur ï, telle qu'on ait (/)=E(ïo). On a alors (/a) ==E(ïo'). Si, de plus, Y° est une
composante simple co-maximale quelconque de A°, on a (Y^^^Y0, puisque Y° est
rationnelle sur ̂ . On a donc v(Y°, /) ^((Y0)"0, /a) =v(Y°, /a), d'où ^(Y°, (/°7/))=o,
^où (/a//) =E(To /)—E(To)e^(A). Or TO et T^ sont des éléments de ^o(A), et on a
< ^O+TO- O11 a donc E(ïo) ==E(To')—E(To)(mod. ^'(A))» d'après la première partie
de la démonstration, d'où E(To)e^(A).

7. Espaces homogènes principaux abéliens faiblement p-simples p-minimaux.

Rappelons (chap. Ier, n0 10), qu'une p-variété V, sans point multiple, est dite
faiblement p-simple si tout point de V^ est simple (mod. p) sur V ou encore, ce qui est
équivalent, si on a p(V^) == ^(V°); si, en particulier V est p-simple, c'est-à-dire si tous
les points de p,(V) ==supp V° sont p-simples sur V, elle est a fortiori faiblement p-simple,
mais la réciproque est inexacte.

Exemple. — Prenons pour V la courbe plane affine d'équation Y^X^^5. Le
point (o, o) est le seul point de pg(V) qui est p-multiple sur V, mais on voit facilement
qu'il n'appartient pas à V^=p(V^); donc V est faiblement p-simple, mais n'est pas
p-simple.

Il résulte des définitions que tout espace homogène principal abélien faiblement
p-simple est aussi pseudo-p-simple.

Nous dirons qu'une p-variété est faiblement p-simple p-minimale si V est faiblement
p-simple et si, pour toute p-variété W et tout Ï-isomorphisme (p : W-^V, 9 est
p-morphique en tout point de ^(W°).

Si V est une p-variété sans point multiple, l'existence d'un Ï-modèle faiblement
p-simple p-minimal (V,,, 6) de V implique pour ce dernier certaines propriétés d'unicité.
En effet, si (V^, 6) est un autre ï-modèle faiblement p-simple p-minimal de V, le
Ï-isomorphisme ^ : 6 oe~"1 : V^-^V^ est p-isomorphique en tout point de ^(V^). En parti-
culier, <$^(V^) et yÇV°,) ont le même nombre de composantes, et on peut associer
biunivoquement les composantes de ^(V^) et celles de ^(V^), de manière que, si C°,
est associée à G?, 9 induise, pour tout i, un isomorphisme G^->G?.

On peut aussi exprimer ceci d'une manière simple avec le langage des schémas.
Pour toute p-variété V, notons S'(V) le schéma simple sur 9Î déduit de S(V) par restriction
au couple (V, ^(V°)) (cf. chap. 1̂  n° 4) ; soit S^V) =S(V)®9iÏ le schéma sur î attaché
à V. La propriété précédente se traduit par l'existence d'un 9î-isomorphisme canonique
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S'(V^) —^S'CVJ. Autrement dit, le schéma S'(VJ est uniquement déterminée à un Ïl-isomorphisme
près, par la donnée de V; plus précisément, S'(VJ est déterminé, à un îî-isomorphisme
près, par la donnée de V à un Ï-isomorphisme près, i.e. par la donnée de S^(V). Si,
de plus, V et 6 sont définis sur A, le schéma S^(VJ déduit de S'(VJ par restriction de 9Î
à R, est déterminé à un R-isomorphisme près, par la donnée du schéma S^(V).

Il existe des p-variétés n'admettant pas de modèle faiblement p-simple p-minimal.
En particulier :

Proposition 6. — L'espace affine S^, et l'espace projectif P^Çn^-i) n'admettent pas de modèle
faiblement p-simple p-minimal.

Démonstration. — Supposons en effet qu'il existe un Ï-isomorphisme 9 : Sy^—^V
(resp. P^->V), où V est faiblement p-simple p-minimale. Soit Y° une composante simple
de V°==p(V0). Soit k^ un corps de définition de Y°, et soitj/ un point générique sur k^
de la (V, p)-pro variété Y=(Y°)j obtenue en relevant génériquement Y°. Posons
^=cp~ l(^)^ et soit (^i, . . ., x^) (resp. (A:o, x^, .... x^) avec ^o+0) un système de coor-
données (resp. de coordonnées homogènes) de x. Il existe un entier h tel que les ̂  (resp.
les ^xjxo) soient entiers. Notons ^4-1 l'homothétie x->th+lx de S^ (resp. le ï-automor-
phisme de ?„ qui, au point x == (^o, x^ ..., A*J fait correspondre (^05 th+lx^ .. ., ̂ ^J).
Alors l'application 9'=9o^^ : S^V (resp. P^->V) est un Ï-isomorphisme. Si on
pose x'=^^^x) == {^f)~l{y), le point réduit A:'^?^') est l'origine ( o , . . . , o ) de S^
(resp. le point (i, o, . . . 5 0 ) de P^). L'ensemble (y')^(^°) des valeurs de 9' en x°
contient le lieu Y° du point Y=p(^) sur ^. Ce lieu étant de dimension ^i , l'appli-
cation cp' n'est pas p-morphique en x ' 0 . Compte tenu de la p-minimalité de V, ceci conduit
à une contradiction.

Proposition 7. — Soit A un espace homogène principal abélien faiblement p-simple, défini
sur ï, et posons A°=p(A). Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est p-minimal.
(ii) Pour toute application rationnelle 9 : V->A, définie sur k, d'une p-variété quelconque V

dans A, et en posant V°=p(V)3 cp est p-morphique en tout point x° de ^(V°) {et on a alors
cp^e^A0)).

(iii) Tous les points de p(Aï)==^(A°) sont u-maximaux.
(iv) La métrique p-adique de A( est invariante par toute translation ïe^'(A).
Démonstration :
(ii) entraîne trivialement (i).
(iii) entraîne (ii). En effet, soit ^e^V0). D'après le lemme de Hensel, il existe

A;eV( tel que x°==ç){x). On a alors y=^{x)eA^. Le point j/°==p(^) est simple sur A°,
puisque A est faiblement p-simple. Il est donc co-maximal, d'après l'hypothèse. Donc,
d'après le théorème i, 9 est p-morphique en x°, de valeur y.

(i) entraîne (iv). En effet, soit Te^(A), et soient x et jy deux points de A(. En
appliquant (i) aux deux translations T et —T, on voit que T est p-isomorphique en
x°=^{x), de valeur y=p(j/). Donc on a {x,y\= (ï(^), ï(j/))p.

(iv) entraîne (iii). En effet, on peut supposer A( non vide. Il existe au moins un
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pointa0 de c$^(A°) qui est co-maximal, car A, étant faiblement p-simple, est pseudo-
p-simple. Soit x° un point quelconque de ^(A°). D'après le lemme de Hensel, il existe
des points x et y de A^ tels qu'on ait x°==ç){x) et V^pC/). La translation T=T^ sur A
est p-morphique en x°, de valeur j^°, d'après le théorème i.

D'après la proposition n du n° 15 du chapitre Ier, il nous suffit de montrer que T
est p-isomorphique en x°. Or, s'il n'en était pas ainsi, l'ensemble (—r)^./), ne pouvant
admettre x° comme composant isolé (d'après la prop. 8 du n° n du chap. Ier), contien-
drait un point x ' 0 , distinct de x°, et simple sur A°.

D'après le lemme de Hensel, il existerait x'eA^ tel que ^°=p(^). D'après le
théorème i, T serait p-morphique en x^, de valeur _/. Donc, en posant V^T^), on
aurait (^)p>o, tandis que (A;',y)p==o, ce qui contredit (iv).

Remarque. — L'implication (i) => (iii), d'où l'équivalence des conditions (i), (ii)
et (iii), se démontre plus rapidement, sans passer par (iv), en utilisant la translation T^
précédente.

Supposons toujours que A est un espace homogène principal abélien faiblement
p-simple p-minimal, défini sur k\ nous pouvons maintenant préciser la structure de
l'espace homogène principal A^==AÏ des points rationnels p-adiques de A.

D'après (ii), la loi YA est P-morphique en tout triplet^, ^, ^ composé de points
de A?== <^(A°), et sa valeur ^=yl(jî, ̂ , ̂ ) est encore un point de ^(A°). On voit
immédiatement que la loi y^ ainsi définie sur <^(A°) vérifie les axiomes des espaces
homogènes principaux. Pour tout triplet (Y^, Xî, X^) de composantes simples de A°,
la loi YA induit d'autre part une application rationnelle ^° : Y^xX^xX^Y^, où Y^ est
une composante simple de A°. Si, de plus, on désigne par S,°, T,° (i= i, 2) les ouverts
S,° == X,°n ^(A°) et T? == Y,°n ^(A°) de X,° et Y? respectivement, cette application ^° est,
d'après ce qui précède, morphique en tout point de T^xS^xS^. Enfin, comme YA induit
une application ^-rationnelle sur toute ^-composante simple de A^A^A0, on voit
que la loi yl définit sur ^(A°) ==A? une structure d'espace homogène principal algé-
brique, défini sur À;0.

Plus généralement nous allons définir pour tout ^L^O, une structure analogue sur
l'ensemble A^p^A^).

Remarquons d'abord que, si S° est une composante quelconque de e^(A0), d'adhé-
rence X°, le (A, p)-ensemble S^S0^ est irréductible (chap. Ier, n" 23, remarque c ) )
et, de plus, coïncide avec la (A, p)-provariété œ-maximale X=adh S == (X0)*. En effet,
on a SCX; inversement, si A:eX, on a aussi xeA^, donc x est simple (mod. p) sur A,
puisque A est faiblement p-simple, et le point réduit x° == p [x) appartient à ^(A) n X° -= S°,
ce qui implique xeS; on a donc XCS, d'où X==S. On en déduit, en même temps,
que les (A, p)-provariétés co-maximales sont deux à deux disjointes, et que A^ est leur
réunion. Nous les appellerons aussi les composantes de A{. Pour tout entier (i^o, on peut,
à toute composante X de A^, faire correspondre le sous-ensemble S^p^X) de A^;
ce sous-ensemble est un ouvert de la variété X^p'^X); on a, inversement,
X== (S^ = (X^, et l'application qui, pour [JL fixé, fait correspondre à la composante X
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de A( le sous-ensemble S^ de A^ est bijective. Pour ^ fixé, les S^ sont deux à deux disjoints,
et leur réunion est A^'$ nous dirons que ce sont les composantes de A^".

Pour tout triplet (Y^, Xi, Xg) de (A, p)-provariétés co-maximales (i.e., dans le cas
particulier considéré, de composantes de A^), on a vu (prop. i du n° 3) que
Yg== (YA^C^IÎ ^-i3 ^-2) est encore une (A, p)-provariété œ-maximale. De plus (chap. Ier,
n° 24, prop. 24 et remarque a)), 9 est promorphique (et non pas seulement « générique-
ment promorphique ») d'indice o sur (Y^, Xi, X^). Autrement dit, si pour tout (JL^O,
on pose S^^p^X^) et T^^p^Y^) ( z = i , 2 ) , on a, pour tout [JL, un morphisme
^ : T?xS?xS^->T^ tel qu'on ait :

(4) W( l̂) . P l̂) . P^2» - P'(ïA 0^ ̂  ^2))

quels que soient A^eXi, ^eXg et j^^Yi. En réunissant les applications ^ respecti-
vement associées aux différents triplets (Y^, Xi, Xg), on définit une loi ternaire y^ sur
l'ensemble A^; tenant compte de la relation (4)3 on voit que cette loi vérifie les axiomes
des espaces homogènes principaux. Enfin, on remarque que y^ induit une application
^-rationnelle sur toute ^-composante de A^xA^xA^. Donc la loi y^ définit sur A^
une structure d'espace homogène principal algébrique, défini sur k°,

L'espace homogène principal A^ est la limite projective de la suite

(5) A^-A^...^AS1.-...

où les flèches (induites par les morphismes O^), sont des homomorphismes surjectifs,
pour la structure d'espace homogène principal algébrique. Nous traduirons cette propriété
en disant que A( est un espace homogène principal proalgébrique, défini sur A;0.

Si, en particulier, A est une variété abélienne, définie sur k°, la loi de groupe y^o
induit sur chacun des A^ une structure de groupe algébrique, défini sur k°. Le groupe A^,
limite projective de la suite (4)3 est alors un groupe proalgébrique au sens de Serre [19] (1).
La proposition 21 du chapitre Ier entraîne que, pour tout [JL, A^"^1 est une extension
de A^ par (Ï0)'' (puissance r-ième du groupe additif sur ï°).

8. Existence d'un k-modèle faiblement p-simple p-minimal de A.

Théorème 2. — Tout espace homogène principal abélien A, défini sur k, admet un k-modèle
(A^, 6) faiblement p-simple p-minimal.

Nous allons, plus précisément, donner plus loin, dans le théorème 2*3 un procédé
de construction d'un tel modèle, en supposant que A est pseudo-p-simple (on a vu,
par ailleurs, que tout espace homogène principal abélien défini sur k admet un À-modèle
pseudo-p-simple).

Introduisons au préalable quelques notations. Comme au n° 25 du chapitre Ier,
désignons, pour tout entier J^o, par Mg le R-module composé des polynômes homogènes

(1) Voir aussi [4], où est utilisée également l'expression de A^ comme limite de la suite (5), dans le cas
particulier d'une réduction strictement non dégénérée. Pour une étude locale de As dans le cas d'un modèle
quelconque, voir [12] et [13].
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et de degré s de l'anneau R[X]; désignons de même par m, le 9î-module composé des
polynômes homogènes et de degré s de l'anneau 9Î[X]. Considérons une variété projective
quelconque V, définie sur k (VcPJ. Soit X° un cycle de la forme S^C^ où les G°
sont des composantes de V°==p(V), et les ̂  des entiers >o. On peut trouver un entier i
tel qu'il existe un polynôme Po^M, ne s'annulant sur aucune des variétés CÇ. A tout
polynôme Pe9îl,, associons alors la fonction/sur V induite par P/Pp. Nous désignerons
parJ,(X°) (resp. 3,(X°)) le sous-R-module de M, (resp. le sous-9î-module de m,) composé
des polynômes P tels qu'on ait X°<< (/)„, où (f)y est le p-diviseur de/ (ou, ce qui revient
au même, tels que, pour tout y, la fonction ft~^, induite sur V par r^P/P^, soit
génériquement p-morphique sur CÇ).

Proposition 8. — Le ^-module 3,(X°) est engendré par J,(X°) {donc 3,(X°) est isomorphe
à J^X0)®^).

Démonstration. — Soit Pe3,(X°); exprimons-le sous la forme P==S^MJX),
où les M^ sont des monômes distincts de degré s, et où les a^ appartiennent à 9Î.

Soit [L un entier ^ o. On peut (comme il résulte, par exemple, d'un raisonnement
par récurrence très simple) trouver un nombre fini d'éléments b^i^i^h) de 9Î
(dépendant de (i), tels que les ^°==p(^) soient linéairement indépendants sur P, et tels
qu'on ait, pour tout a, dans l'anneau 9Î, une congruence de la forme

^a^S^A (mod.^),
où les c^ appartiennent à R.

Posons, comme plus haut, X°==S.^yG^, et appliquons la propriété précédente,
en prenant ^.==sup.^. On obtient, dans l'anneau 9Î[X], la congruence

P==SAP, (mod.^),
en posant, pour i^ i^A,

P—S^M,

Or, d'après ([F], 11-4, prop. 19), on peut trouver des P-automorphismes (T^, . . ., a
de ï0, en nombre A, tels que le déterminant D° de la matrice (^(é,0)) soit non nul. Pour
tout j, notons .̂ le R-automorphisme de 9Î obtenu en relevant c^0, c'est-à-dire l'auto-
morphisme qui fait correspondre à l'élément x == (x^, .... ^v), . . . ) de 9Î celui obtenu
par application de CT^ à chacun des x^ ; notons Py le polynôme déduit de P par application
de GJ à chacun de ses coefficients. On a, pour toutj,

P,=S,<T,(é,)P, (mod.^).

On en déduit une relation de la forme

(6) DP^S^P, (mod.^),

où D est le déterminant det(^.(é,)), et où les .̂ sont des éléments de 9Î. Or D est un
élément inversible de 9Î, puisqu'on a D°= p(D) 4= o. Puisque P appartient à 3, (X°), il en
est de même de chacun des P,. Compte tenu du choix de (JL, et d'après la relation (6), il en
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est de même également de chacun des P,. Comme on a P,eR[X], on a aussi P,eJ,(X°),
pour tout i\ donc P appartient bien au SR-module engendré parJ^X0).

Théorème 2*. — Soit A un espace homogène principal abélien pseudo-p-simple, contenu
dans l'espace projectif P^ et notons X° le cycle S^CÇ, somme de toutes les composantes simples
(^-maximales CÇ de A° = p(A). On peut trouver deux entiers positifs s et (JL, tels que toute transfor-
mation Çe.^(Jg(piX0), PJ induise un k-isomorphisme 6 : A->A^ où A, est un espace homogène
principal abélien faiblement ^-simple ^-minimal.

Démonstration. — Pour tout entier M^O, notons L^ le système linéaire des sections
de A par les hypersurfaces de degré u. On peut trouver un entier positif^ vérifiant les
conditions suivantes :

(i) II existe un polynôme Q^eM^ ne s'annulant sur aucune des composantes
simples co-maximales CÇ.

(ii) En posant ^=2^05 le système linéaire Lg est complet.
Soit alors oS^o l'espace vectoriel sur ï composé des fonctions sur A induites par

les quotients de la forme Q./Q.o, où QeÏ[Xo, ..., XJ est homogène et de degré SQ.
Choisissons des polynômes Q^e9ît^ ( i^z^r) de façon que les fonctions ç, sur A respec-
tivement induites par les Q^/Qo forment un système de générateurs de JS^o, et que les
polynômes réduits Q^= p(Q,<) n'admettent aucun zéro commun non trivial. Notons D^
le diviseur positif section de A par l'hypersurface Qo(X) = o. Le système linéaire L^ se
compose des diviseurs de la forme Do+(/), avec/e-S?o; en particulier, pour tout z, nous
noterons D, l'élément de L^ défini par D,=DQ+ (9,). Comme le système L^ est ample,
l'application rationnelle P^->Py admettant pour coordonnées homogènes les fonctions
9o = 1 ) Pi? • • • ? ?r induit un Ï-isomorphisme y : A->A' de A sur une sous-variété A' de P,..

Introduisons maintenant un recouvrement fini {Sgj (i^a^) de A, et, pour tout a,
une translation T^ sur A, rationnelle sur Ï, tels que les conditions de la proposition 3
soient satisfaites. Pour tout triplet d'entiers (î,j, a) (o^î^r, o^j^r, i<a^y), le diviseur
D^==(D,)^+(D,)_, —H.—Dj appartient au groupe ^(A), d'après les propositions 4
et 5 du n° 6$ il existe donc une fonction ̂  sur A, définie sur Ï, telle que (̂ .J ==D^a,
et qui est génériquement p-morphique et non nulle sur chacune des composantes simples
œ-maximales C^ de A°. La fonction ^^ sur A définie par ^,a= ̂ a?»?; est donc
génériquement p-morphique sur chacune des C^. Or on a (^,a) = (Dt)-r + (D,)_<r —sDo.
Comme le système linéaire Lg est complet, il existe un polynôme Q^a? appartenant à
Ï[Xo, ..., XJ, homogène et de degré s, tel que ̂  soit induite sur A par Q^a/QJS-
Nous allons prendre pour [L un entier tel que tous les polynômes Q-a^Q^a^ soient
à coefficients dans 9î. Ces polynômes sont alors des éléments de 3g((JiX°).

Les entiers s et [L étant ainsi choisis, soit ^=={P(), ..., P^} un système de géné-
rateurs arbitraire du R-module J^piX0). D'après la proposition 8, c'est aussi un système
de générateurs du 9î-module ^(^X0). Considérons la transformation Çe^^(Jg({jiX°), PJ
attachée à ce système, et le A-isomorphisme 6 : A->A, induit par Ç. Soit ^ un point
générique de A sur k, de coordonnées homogènes ÏQ? • • • î ^ n - P^ construction, la
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variété A^ est le lieu sur k du point ^ = Ç(^) = 6(ï), ayant pour coordonnées homogènes
les ~x^=='P^(~x) {o^h^m).

Il nous suffit de démontrer que A^ vérifie la condition (ii) de la proposition 7 du n° 7,
autrement dit que si x^ est un point quelconque de (AJ(, le point réduit ^==p(^) est
simple o-maximal sur A°. Pour un tel point x,, considérons le point A;=6~'1(^J de A^.
Il existe un a tel que les deux points j==x_^ et y ' ==x^ soient simples et (o-maximaux

/̂ >w' r^/ f^»>

(mod. p). Notons 6^ le Ï-isomorphisme 6^=60^ : A->A^. Comme on a ^==6^(^)3
le point ^ï=p(^J appartient à l'ensemble des valeurs de 6^ en ^ = ç ( y ) ' Commet0

est simple co-maximal sur A°, il nous suffit de montrer que 6^ est p-isomorphique en }P.
Pour o^A^m, notons 6^ la fonction induite sur A par ^"^P^/Qj^. Choisissons un ÎQ

tel que Q^+o, d'où ./^(DJ, et un j, tel que Q^(y°)+o, d'oùy°^(D,J;
posons ^a^^V^ofoa* ^es ^a^) constituent (pour a fixé, et pour o^h^m) un système
de coordonnées homogènes du point ^. Posons, quels que soient h et a, ^a^^a^a?
de sorte que ^a(^) =^a(^r )- Le diviseur de la fonction T^ est de la forme
D^—(DI-JT —(D^)_^. , où D^ est un diviseur positif de A, rationnel sur î. Celui de la
fonction ̂ ^ est donc (D^)__^ —D^—(D.)_^ . D'après le théorème î, la translation —2ï^
est p-isomorphique enj^0, de valeur y°. Puisqu'on a J^ /o^pg(D^), on a aussi y^p^D^)^^ .
Comme on a, d'autre part, j/^p^DJ, on a ^^{^ojp.oo- Donc, d'après le corollaire
de la proposition 10 du n° 12 du chapitre Ier, ̂  est p-morphique enj/°. De plus, 73^ est

induite sur A par le quotient PJQ^a- Puisque Q^^^e3s([jiX°), le 9î-module engendré
(pour a fixé) par les Y]^ contient î. Il en est donc de même de celui engendré par les T]^.
Donc les^oç ne s'annulent pas toutes enj^0. Donc 6^ est p-morphique enj/° (et nécessai-
rement de valeur ^).

Posons maintenant, pour o^^r, À^=^J^.^, puis \^=\^oc^ et remarquons
qu'on a (X^)=D^—D^; on a donc des relations de la forme ^•o^^ayz/Ptoî ou

les a^ sont des constantes (i.e. des éléments de k). D'après le choix des ^, les a^
sont de plus des éléments inversibles de 9î. D'autre part, on a, pour tout î, Q^e3g(^X°) ;

/"» /̂
donc À^ appartient au 9î-module engendré par les T]̂  et, par suite, À,^ appartient
au SR-module engendré par les ^]^; autrement dit, on a des relations de la forme
^==S^^^, où les b^ sont des éléments de 9î. En faisant i=io, on obtient, en
particulier, i^S^A- or les ^=^aCT (resp. les ^-^(V)) forment un
système de coordonnées homogènes du point ~x^ (resp. x^) ; les relations précédentes
entraînent ^(J)/(pjJ) = (SA^J/(SA^J (o^z^r) et^S^A=i. Donc les fonc-
tions (9^/9^ )°9^1 sur A^ sont p-morphiques en ^. Les ^(jO/ç^jQ sont, d'autre part,
un système de coordonnées homogènes du point ~y' == ̂ [ y ) de A', où (A', 9) est le Ï-modèlef^-i
de A considéré au début de la démonstration. L'application (p^:=<po6;'1 : A^-^A' est
donc p-morphique en x°. Comme 9 : A-^A' est un 9î-isomorphisme, il en résulte aussitôt,
par application de la proposition î du chapitre Ier, que O^1^?"10?^ est P-morphique
en x^ (et nécessairement de valeur^0). G.Q^.F.D.
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9. Propriétés fonctorielles des modèles faiblement p-simples p -minimaux.

Soient A et B deux espaces homogènes principaux abéliens (resp. deux variétés
abéliennes), définis sur A-, et soit 9 : A-^B un Â;-morphisme. Soient (A,, a) et (B,, p)
des ^-modèles faiblement p-simples p-minimaux de A et B respectivement. Alors, d'après
le théorème i, l'application 9^=po<poa~1 : A^->B^ est p-morphique en tout point de
y^ = (AJ?. On déduit de 9,, par réduction (mod. p), une application 9^ ; (AJ^0 -> (B^°,
qui est nécessairement un Â;°-morphisme pour la structure d'espace homogène principal
algébrique (resp. de groupe algébrique) introduite au n° 7. De plus, 9 est promorphique
d'indice o sur chaque composante de (AJ(. On en déduit, compte tenu de la proposi-
tion 24 du chapitre Ier, qu'on a, pour tout [JL^O, une application 9^ : (AJ^(BJ^
qui est encore un Â:°-morphisme pour la même structure que plus haut, telle qu'on ait
yï^C^)) ̂ P^?^)) pour tout ^e(AJ(. On a le diagramme commutatif

(AJ? <- (A^ ^- . . .<-- (AJ^ ̂  . . .

<p2 <ri ??

M <- (BJi ^- ...<-- (B^ ^- ...

L'application (9^ : (AJ^-^BJ^ induite par 9 (et qui est évidemment un homo-
morphisme pour la structure d'espace homogène principal (resp. de groupe)) peut donc
être qualifiée de k°-morphisme pour la structure d'espace homogène principal proalgébrique
(resp. de groupe proalgébrique) considérée au n° 7.

En particulier, si 9 :A->B est un A-isomorphisme, les Â:°-morphismes 9^3 . . ., 9^,
et (9^ sont des A;°-isomorphismes. Autrement dit, les espaces homogènes prin-
cipaux algébriques (resp. les groupes algébriques) (AJj?, . . ., (AJ^, . . ., et leur limite
proj écrive (AJ^ sont uniquement déterminés, à un k°-isomorphisme près, par la donnée de A,
et, plus précisément, par celle du schéma S^(A) ; ils sont même déterminés par la donnée
du corps Â:(A) des fonctions sur A rationnelles sur k, puisqu'on sait que toute application
birationnelle A->B, définie sur k (où A et B sont des espaces homogènes principaux
abéliens) est nécessairement un À-isomorphisme. Nous désignerons parfois l'espace homo-
gène principal algébrique (resp. le groupe algébrique) (AJ^=^(AS) par ^p(A). Dans
le cas où A est une variété abélienne, la composante de l'origine de ^p(A) sera désignée
par ^po(A); le groupe quotient ^(A)/^po(A) est isomorphe au groupe F(A) introduit
au n° 3.

On remarquera que si A, B, G sont trois espaces homogènes principaux abéliens,
si 9 : A->B et ^ : B->C sont des Â;-morphismes, et si (A^, a), (B^, p) et (C,, y) sont
trois modèles faiblement p-simples p-minimaux de A, B et C respectivement, on a les
formules (+09)^=^09^ (^o) et ((^09)^== (^)ïo(<p.)ï.

D'autre part, si C=AxB, et si (A,, a) et (B^, p) sont des modèles faiblement
p-simples p-minimaux de A et B respectivement, le couple (C^, 7), composé de C^ == A^ x B^,
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etdu/;-isomorphisme y : C-»G*, défini par y^j/) ==a(A:) x(î(j/), est un modèle faiblement
p-simple p-minimal de G.

Il peut arriver (et ceci quelles que soient les caractéristiques de k et de k°) que le
Â;-morphisme 9 : A->B soit surjectif sans qu'il en soit de même de (9^ : (AJ(-»(BJ^
(c'est-à-dire de ^ : Ay-^) ni de ?S= (A,)^(B^°.

On verra par exemple, au chapitre III, que si A est la courbe plane elliptique
ayant pour équation Y^ + XXYZ = X3 + aX^ + yZ3, dans le plan projectif Pg, où À,
a, y sont des éléments de R tels qu'on ait v(\2 + 40) = o, et v (y) = —^ (m>o), le groupe
^p(A) == (A^== «^(A^) est une extension du groupe multiplicatif sur A:0 par un groupe
cyclique fini d'ordre m. Considérons l'application 9 : A->A, définie par ^{x)=-mx.
L'image de l'application 9^ correspondante est la composante de l'origine de ^(A^).
Si m>i, elle est donc distincte de ^(A0), et les A;°-morphismes 9^ et (9^ ne sont pas
surjectifs.

Il existe cependant un cas où ces morphismes sont toujours surjectifs : celui où A
est strictement non dégénérée (mod. p) (without defect for p). En effet, 9 est nécessai-
rement partout p-morphique, et applique ^(A^) sur ^(B^), d'après le théorème i. Ceci
implique de plus que e^(B^) est une variété abélienne. En particulier, ^(B^) est une
variété complète, i.e. est une composante de B^, donc ne rencontre pas les autres compo-
santes de B^. Puisque pg(BJ=suppB^ est connexe, ^(B^) est l'unique composante
de B^. Donc B, est non dégénérée (mod. p); on retrouve là un résultat de Koizumi et
Shimura ([9], § 6, th. 4).

Si 9 : B->A est injectif, le À°-morphisme (9^ : (BJ(->(AJ^ est injectif. Nous
allons montrer que, si k° est de caractéristique nulle, les Â;°-morphismes 9^ ((i^o) sont
aussi injectifs. Nous allons, pour cela, démontrer préalablement deux lemmes.

Lemme 1. — Soient U et V deux variétés algébriques sans point multiple, et soit f \ U->V
un morphisme surjectif. Soient U' une sous-variété de U sans point multiple, et supposons que le
morphisme f : U'->V, obtenu par restriction de f à U', est surjectif. Soit X une sous-variété de V
telle que le symbole (/Q-'^X) {au sens de [F], VIII-4) soit défini. Alors le symbole /^(X)
l'est également et on a (/Q-^X) = (/-^X)) .U\

Démonstration. — En effet, soit F le graphe def. Puisqueyest un morphisme, l'inter-
section rn (U' X V) admet une composante unique F', nécessairement simple sur U' X V,
et qui est le graphe dejf'. Par définition du symbole (y^^X), on a

Y'^/r^^pr^

avec Z^r'.CU'xX)}^^. L'intersection Fn (U'xX) = Fn^x^n^'xV) n'ayant
que des composantes propres dans UxV, il en est de même de Fn(UxX) ([F], VI-
2, th. 5). Par suite, le produit d'intersection Z=F . (UxX) est défini. Donc le cycle
Y^y-^X) est défini, et on a Y^J-^X) ==pr^Z.

D'après ([F], VIII-4, th. 10), on a Z^F'. (U'xX^v^1"- (UxX)}^v.
D'après l'associativité des produits d'intersection ([F], VI-2, th. 5), on a donc, dans
le produit UxV,Z '= (F. (U'xV)). (UxX) = (F. (UxX)) . (U'xV) =Z. (U'xV). La

440



MODÈLES MINIMAUX DES VARIÉTÉS ABÉLIENNES 85

projection sur U induit un isomorphisme F->U, puisque <p est un morphisme. Puisque U
est sans point multiple, il en est donc de même de F. En appliquant à nouveau ([F], VIII-
4, th. 10) on obtient Z '={Z. (ITxV^u^y^Z.F^r, d'où, en projetant sur U,
^^{Y.U^u. C.Q.F.D.

Avant d'énoncer le second lemme, introduisons encore une notation. Si H est
un espace homogène principal, a un élément de H, et m un entier, nous désignerons
par ©(a, m, H) l'application H->H qui, à xeîl, fait correspondre j^eH défini par
y—a==m{x—a). Si H==A est un espace homogène principal abélien, une telle appli-
cation est toujours un homomorphisme. Nous conviendrons, d'autre part, toutes les fois
que C est une composante d'un cycle X, de noter (i(C, X) le coefficient de G dans X.

Lemme 2. — Soit A un espace homogène principal abélien, faiblement p-simple p-minimal,
défini sur k. Soient a et b deux points de A^, et soit m un entier >o, non multiple de la
caractéristique de k0; posons Q=@{a,m,A). Posons d9 autre part a°=ç){a), é°=p(é), et
6°=©(û°, m, ^(A0)). Considérons le cycle positif, de dimension o, û=Q~l{b), et le cycle réduit
a°=p(a). Pour qu'un point x°ey(A°) soit un composant du cycle a0, il faut et il suffit qu'on
ait 6° Çx°) ==b°; le point x° est alors un composant simple de a°, et il existe un composant x de a
(nécessairement unique) appartenant à A(, tel que x°==çî{x).

Démonstration. — En effet, 6° est l'application induite par 6 sur A^== ^(A0). Donc,
si x° est un composant de a0, on a Q°{x°) =b°. Inversement, soit x° un point de ^(A0),
tel que Q°(x°) = b°. Puisque m est premier avec la caractéristique de k°, et d'après une
propriété connue des groupes algébriques, le cycle (ô0)'"1^0) est de dimension o, et tous
ses composants, parmi lesquels x°, ont pour coefficient i.

Soit F le graphe de 6, et posons F0 = p (F). Soit X° la composante de A° contenant x°,
et soit ^° l'application induite eiX^^IX0. Soit k^ un corps de définition de X°
contenant A0, et soit ~x° un point générique de X° sur A^. Posons J0^0^0) ===6° (F), et
soit Y° la composante de A° qui contient j^° (nécessairement celle qui contient &°). Le
graphe Fço est la seule composante de F0 contenant le point ~x°X^0. Montrons que cette
composante a pour coefficient i. En effet, le point ~x°xy est une composante propre,
de coefficient i, de l'intersection FçoO (X°Xj^0) dans X°xY°. Soit ~x un point générique
de A sur Ï, et posons ^y==QÇx). D'après le théorème sur la réduction d'un produit
d'intersection ([R], n° 3, th. n), on a la relation

pt(F,o, r°)z((yxy), F^XY0); (X^Y^z^xJ), F.(ïxA); (AxA)),

où le symbole i représente la multiplicité d'intersection, au sens de ([F], chap. VI).
Le second membre étant égal à i, chacun des deux facteurs du premier membre est égal
à i. En particulier, on a [i(r^o, r°)=i3 ce qui prouve notre assertion.

Le point {x°, è°) est un composant propre, de multiplicité i, du cycle rço.(X°X&0)
dans X°xY0. Appliquant à nouveau ([R], n° 3, th. 11), on voit qu'il existe un et un seul
composant {x, b) de F. (Axé) ==ûXb, tel que x° soit une p-spécialisation de x. D'après
le lemme de Hensel, x est rationnel sur Ï.
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Théorème 3. — Soit A une variété abélienne définie sur Ï, faiblement y-simple y-minimale,
et soit B une sous-variété abélienne de A, définie sur ï. Supposons qu'il existe une sous-variété D de A,
telle que DnB soit de dimension o, et que le degré m du cycle D.B ne soit pas multiple de la carac-
téristique de k°. Alors B est faiblement y-simple y-minimale. On a, de plus B?=p^(B)nA^. Si A
est strictement non dégénérée (mod. p) (without defectfor p) il en est de même de B.

Démonstration. — Nous allons d'abord démontrer la relation B? = p,(B) n A^. L'inclu-
sion Bi?Cp^B)nA^ est évidente. Inversement, soit a° un point de p,(B)n^°; nous
allons montrer qu'il appartient à B^.

D'après ([22], VII, prop. 25), et compte tenu de notre hypothèse concernant D,
on peut trouver un A-morphisme ^ : A-^A, admettant pour image B, et induisant sur B
un ï-morphisme de la forme P=©(^ ,m,B) , avec ^eB^. Soit aeA^ tel que a°==p(û).
Posons b=^(a), é°=p(é), et ^=p(éJ. Considérons les cycles C=^~l{b) et c=^~l(b).
D'après le lemme i, on a c=C.B. D'autre part, c est un cycle positif de dimension o
sur B, dont tous les composants ont pour multiplicité i (d'après [22], IX, n° 65, th. 33,
cor. i ).

Montrons que l'ensemble E°==p,(B)np,(C)nA^ est fini. En effet, soit c°eE°.
Puisque A est faiblement p-simple p-minimale, et puisque c°eA!^= ̂ (A0), ^ est
p-morphique en c°. Puisqu'on a c°ep,(C), on a b°e^(c°), d'où è0^0^0). D'autre part,
posons a = @(b^ m, A). Les deux À-morphismes a et ^ prennent la même valeur en tout
point de B. Or a et ^ sont p-morphiques en c°-, puisque c°epg(B), on a a0^0) =^°{c°).
Si on pose a°= ©(^, m, ^(A°)), on a aussi a0^0) ==aW). On en déduit é°=aV).
On a donc E^a0)"1^0). Ce dernier ensemble étant fini, comme on l'a déjà remarqué
dans le lemme 2, il en est de même de E°.

Le point A est donc un composant, et par suite, un composant propre (de la bonne
dimension) de p,(B)np,(G) sur la composante X° de A° contenant a°. Donc, si on pose
c°=p(c), on a, d'après le théorème déjà cité de [R], relatif à la réduction d'un produit
d'intersection :

(6) ^ c°) =S^(B9, B°)^(C,0, C°)i{a°, B?, C,°; X°)

où la somme est étendue à toutes les composantes B,° (resp. C,°) de p,(B) (resp. pg(C))
contenant a°. Comme, d'autre part, on a c<a, o na aussi (^^^(a). Comme on a
(Ji(a0, a°) = i, d'après le lemme 2, on a aussi [ji(fl°, c°) == i.

D'après la relation (6), ceci entraîne, en particulier, qu'il passe par A° une et une
seule composante de pe(B), et que a° est simple sur cette composante. Autrement dit,
a° est simple sur B°. Donc, d'après le lemme de Hensel, il appartient à p(B^) =B^, comme
on l'a annoncé.

Il en résulte, en même temps, que tout point de p(B^) est simple sur B°, c'est-à-dire
que B est faiblement p-simple. De plus puisque A vérifie (ii) de la proposition 7 du n° 7,
il en est de même de B. Donc B est p-minimale.

Enfin, supposons que A soit strictement non dégénérée (mod. p). Alors (n° 4,
cor. 2 du th. i), p(A()=A^=A° est une variété abélienne définie sur k°; donc on a
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p,(B)=B^0. De plus, p,(B) est connexe, et B{f est un sous-groupe de A °̂. Donc p,(B) est
une sous-variété abélienne B^ de A°. Le cycle B°===p(B) est donc un multiple de B^.
Puisque tout point de B^ est simple sur B°, on a nécessairement B°=B^.

C.Q.F.D.

Le résultat du cas strictement non dégénéré (mod. p) (dernière assertion du théorème)
est dû à Koizumi et Shimura ([9], § 6, remarque, p. 204).

Corollaire. — Soient A et B deux variétés abéliennes, définies sur k, et soit 9 : B—^A un
k-morphisme. Soient (A,, a) et (B^, p) des k-modèles faiblement ^-simples p-minimaux de A et B
respectivement. Alors si k° est de caractéristique nulle, et si 9 est injectif, les k^-morphismes canoniques
^=(B^->(AJ^ sont injectifs.

En effet, l'application (p^==ao<pop~ 1 : B^A,, est injective. D'après le théorème
précédent, son image est une variété abélienne faiblement p-simple p-minimale B^. Donc
l'application réduite B^-^B^ est un R-isomorphisme, et le résultat s'en déduit aussitôt.

Un exemple, donné par Koizumi et Shimura (loc. cit., p. 205)3 relatif au cas
strictement non dégénéré (mod. p), montre que ce. corollaire n'est pas valable si k° est
de caractéristique non nulle.

Remarque. — II est indifférent de prendre pour A et B, dans l'énoncé du théorème 3,
des variétés abéliennes ou des espaces homogènes principaux abéliens. En effet, dans
le cas des espaces homogènes principaux, on peut supposer B^ non vide (sinon l'énoncé
est trivial) et se ramener au cas des variétés abéliennes en prenant un point de B^ comme
origine.

10. Cas d'un corps global»

Théorème 4. — Soit K un corps global, et soit A un espace homogène principal abélien, défini
sur K. Alors il existe un 'K-modèle (A^, a) de A qui est faiblement p-simple p-minimal pour tout
pe(5-S(K).

Démonstration. — En confrontant le théorème 2Î1C5 et la proposition 25 du n° 26
du chapitre Ier, on voit qu'il existe, pour tout pe©, et pour tout espace homogène
principal abélien B défini sur K, un K-modèle (B^, (î) de B tel que B^ soit faiblement
p-simple p-minimal et que, pour tout qe© distinct de p, l'application p soit un
R^-isomorphisme.

D'autre part, on sait qu'il existe un sous-ensemble fini ©^ de (3 tel que, pour tout
P^S—Se? A soit strictement non dégénéré (mod. p) ; pour un tel p, pp(A) =A° est une
variété sans point multiple (et, par conséquent, un espace homogène principal abélien,
d'après le cor. 2 du th. i), donc A est faiblement p-simple p-minimal.

Soient p^, . . ., p^ les éléments de ©o. On peut, d'après ce qui précède, construire,
par récurrence sur i (i ̂ i^m) une suite de K-modèles (A,, 9,) de A tels que, pour tout i,
A^ soit R^-isomorphe à A^_^ si q=hp^ , et soit faiblement p^-simple p^-minimal. Le
dernier modèle (B, <p) = (A^, <pJ de la suite est alors faiblement p-simple p-minimal
pour tout pe(3.
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CHAPITRE III

MODÈLES p-SIMPLES p-MINIMAUX
DES COURBES ELLIPTIQUES

!• Énoncé des résultats essentiels»

Soit V une p-variété p-simple, c'est-à-dire (chap. Ier, n0 10) telle que tous les
points de l'ensemble réduit pg(V) soient p-simples sur V. Nous dirons que V est y-simple
p-minimale si, pour toute p-variété W, et pour tout Ï-isomorphisme cp : W->V, 9 est
p-morphique en tout point de pe(W) qui est p-simple sur W.

Si (V,, 6) et (V,, 6) sont deux A-modèles p-simples p-minimaux d'une même
p-variété V, l'application 6 o6~1 : V,->V, est nécessairement un 9î-isomorphisme. Autre-
ment dit, si V possède un t-modèle p-simple p-minimal, le schéma S(VJ =S^(VJ sur
l'anneau 9Î est uniquement déterminé, à un SR-isomorphisme près, par la donnée de V.
Plus précisément, il est uniquement déterminé par la donnée de V à un Ï-isomorphisme
près, i.e. par la donnée du schéma S^(V) = S(V)®^Ï sur ï associé à V. Si, de plus, V est
définie sur k, et si (V,, 6) est un A-modèle de V, le schéma SR(VJ sur R est, de même,
déterminé, à un R-isomorphisme près, par la donnée du schéma S^(V).

Il est clair que toute p-variété, définie sur A, qui est p-simple et p-minimale, est aussi
faiblement p-simple p-minimale.

L'exemple de l'espace affine S^, et celui de l'espace projectif ?„ (chap. II, n° 7,
prop. 6) montrent qu'il existe des variétés définies sur A, et n'admettant pas de modèle
p-simple p-minimal. L'objet essentiel de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 1. — Soit A une courbe elliptique, définie sur A, et possédant un point rationnel
sur k (ou, ce qui est équivalent, une variété abélienne de dimension 1, définie sur k). Alors il existe
un k-modèle (A,, 6) ^-simple ^'minimal de A.

Comme on sait que toute application birationnelle A->A', définie sur k, est
un A-isomorphisme, il en résultera que le schéma SR(AJ sur R associé à A est déterminé,
à un R-isomorphisme près, par la seule donnée du corps A; (A) des fonctions sur A, définies
sur k. Il y a également unicité du schéma sur le corps résiduel k° déduit du précédent
par réduction (mod. p) ; ceci entraîne, en particulier, que le nombre des composantes
du cycle A^=p(AJ, leurs coefficients respectifs dans ce cycle, et leurs multiplicités
d'intersection deux à deux sont déterminés par la donnée du corps A(A).

On démontrera d'autre part le théorème suivant, relatif au cas d'un corps global.
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Théorème 2. — Soit K un corps global et soit A une courbe elliptique, définie sur K, et possé-
dant un point rationnel sur K. Alors il existe un K-modèle (A^, 6) de A qui est y-simple y-minimal
pour tout pe(5(K).

Il en résultera que, si K est un corps de nombres (resp. un corps de fonctions d'une
variable sur un corps parfait Ko), le schéma sur l'anneau Si des entiers de K (resp. le
schéma sur Ko) associé à A^ est déterminé par la connaissance du corps de fonctions K(A).

On peut, dans le second cas, celui où K est un corps de fonctions d'une variable
sur Ko, et en supposant Ko algébriquement clos, donner une interprétation « géométrique»
simple de ce résultat.

Supposons A proj écrive, plongée dans P^, et introduisons la surface A, déjà consi-
dérée dans le cas particulier étudié au n° 10 du chapitre Ier.

Rappelons qu'on peut écrire K sous la forme Ko(^), où u est un point générique
sur KQ d'une courbe U non singulière, définie sur Ko, et que si x est un point générique

/"-»-'
de A sur K=K()(^), on a pris pour A la surface lieu du point {x, u) sur Ko, dans le
produit P^xU. Cette surface A peut être regardée comme « fibrée » par une famille
de courbes paramétrée par U, la fibre générique étant A x u, et celle associée au point
^p^PpM étant ApXMp, avec Ap=py(A)./̂ «.̂

Notons A, la surface analogue, construite à partir de A^, et considérons l'appli-
r*«w' /"•»>/ /^w/ /-»^

cation rationnelle 6 : A-^A^, définie sur Ko, telle qu'on ait Q(x, u) = (Q{x), u). Alors
la condition pour A, d'être p-simple pour tout p équivaut, d'après ce qu'on a vu au n° 10

<'-̂
du chapitre Ier, à celle pour la surface A, d'être sans point multiple', la condition de
p-minimalité pour tout p entraîne que, pour tout modèle analogue (A^, 6') de A vérifiant

/"x^/ /̂ « /̂ <~»̂  /^^/ /•"»/

la condition précédente (A^, sans point multiple), l'application ôc^ô')"1 : A^-^A est un
morphisme.

Cette propriété est analogue à celle caractérisant les modèles minimaux
non singuliers des surfaces, au sens classique. Elle en diffère cependant par le fait que
la condition précédente ne fait intervenir que les modèles « fibres » de base U, et les
morphismes compatibles avec la fibration. On peut montrer, par des exemples simples,

/-s-' /^^

que A^ n'est pas toujours un modèle minimal de A au sens classique; lil peut arriver,
r^/

en particulier, que A soit une surface rationnelle (birationnellement équivalente au plan),
/"^/

auquel cas il n'existe pas de modèle minimal de A au sens classique.

2. Critère de p-minimalité,

Proposition 1. — Soit V une courbe projective, sans point multiple, définie sur k, y-simple.
Supposons qu^il existe une k-différentielle co surV, dépourvue de pôles, et telle qu^on ait (<o)p=o,
(i.e. v(C°, co) =o pour toute composante C° de V°==p(V)). Alors V est y-simple y-minimale.

La méthode que nous emploierons pour démontrer le théorème i consistera à
construire, pour toute courbe elliptique A définie sur k, un A-modèle p-simple de A
auquel ce critère soit applicable, œ étant la différentielle invariante sur A, convenablement
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normée. On obtiendra donc, dans le cas particulier des courbes elliptiques, la réciproque
suivante de la proposition i :

Proposition 1'. — Si A est une courbe elliptique y-simple y-minimale, définie sur k, on peut
normer la différentielle invariante <o sur A de manière qu'elle soit définie surk, et qu'on ait (œ) == o.

Démonstration de la proposition 1. — Soit <p : W->V un A-isomorphisme. Soit k^ un
corps de définition de toutes les composantes de W° = p(W) et de V° = p(V). Commençons
par considérer une composante D° de W°, génériquement p-simple sur W, et un point J°
générique de D° sur k[. Ce point J° est p-simple sur W, et 9 est p-morphique en J°,
d'après la proposition 8 du n° n du chapitre Ier. Posons y^ç^J0). D'après l'hypo-
thèse, œ est p-morphique en ?. Donc, d'après la proposition 11 du n° 15 du chapitre Ier, la
différentielle co* sur W transposée de co par 9 est p-morphique enj^°. Donc, on a ^^{œ*} ^ .
Donc D° n'est pas une composante du p-diviseur (œ*L ^ des pôles de œ*.

Soit maintenant j/° un point quelconque de pe(W), p-simple sur W. Toutes les
composantes de W° contenant^0 sont alors génériquement p-simples sur W, donc, d'après
ce qui précède, ne sont pas des composantes de (œ*)p^; donc, on a jy°^{^} . Donc,
d'après la proposition 14 du n° 16 du chapitre Ier, œ* est p-morphique enj/°.

Supposons que cp ne soit pas p-morphique en y. Alors, l'ensemble cp^,/), qui est
connexe, et non réduit à un point (chap. Ier, prop. 7), contient au moins une compo-
sante C° de V°. Soit x° un point générique de C° sur A^. D'après la proposition 8 du n° 11
du chapitre Ier, l'application <p'~1 : V—^W est p-morphique en x°, de valeur j/°. D'autre
part, co est p-morphique et non nulle en x°, d'après l'hypothèse. Donc, d'après la propo-
sition 11 du n° 15 du chapitre Ier, co* ne s'annule pas enjA Donc, d'après la proposition 12
du n° 15 du chapitre Ier, (p"1 est p-isomorphique en x°, de valeur^0, ce qui contredit
notre hypothèse.

3. Courbes elliptiques planes»

Considérons, dans le plan projectifPg, une courbe elliptique B sans point multiple,
donc de degré 3, définie sur un corps k (n'admettant pas nécessairement de point
rationnel sur k). Pour tout couple {x, y ) de points de B, il existe un et un seul point ^
de B tel que le cycle Çx) + [ y ) + (^) soit le produit d'intersection de B avec une droite;
on a ^= (Bg(^, j/), où (3g : BxB —^B est un morphisme défini sur k, déterminé par B.
La courbe B admet, comme on sait, une structure d'espace homogène principal abélien,
défini sur k, la loi yg étant définie par la formule YsC^ Jï ^) ^PB^E^? V\ ^)*

Supposons, en particulier k == A, et posons B° = p (B). On a alors le lemme suivant :
Lemme 1. — Soient x ° , j y ° , ^ trois points de pe(B). Supposons que x° et y^ sont simples sur

B°= p(B), et que le cycle {x°) + {f) + (̂ °) est le produit d'intersection de B° avec une droite D°,
dans le plan P^. Alors (B^ est p'morphique en {x°, _/), de valeur °̂, et ^ est simple sur B°.

En effet, z° est simple sur B°, car, sinon, on aurait ^°4=x°, et ^°=t=y$ comme ^°
figurerait avec un coefficient ^2 dans D°.B0, le degré de ce cycle serait ^4, ce qui
est absurde.
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Puisque le point {x°,jy°) est simple sur B°xB0, il nous suffit de montrer que z°
est la seule valeur de (Bg en {x°,jy°). Soit, en effet, ^'° une autre valeur de Pg en {x°,jy°).
Soient x etjy deux points génériques indépendants de B sur Ï. Posons ^ == YaC^ y ) , et soit D
la droite telle que B. D == (x) + { y ) + (^). Alors (^Y, ̂ /0) est une p-spécialisation de {x,y, ^)
sur A;0. On peut Retendre à une p-spécialisation D->D'°, où D70 est une droite de P^.
Cette droite ne peut être une composante de B°. En effet, dans ce cas, elle serait distincte
de D°, et x° serait un composant simple de D°.B°; on aurait donc y^^x0', donc les deux
droites D° et D'°, qui contiennent x° etj^0, coïncideraient, ce qui est contradictoire. Donc
le produit d'intersection B^D'0 est défini, et d'après les propriétés de la réduction d'une
intersection de cycles, on a B^D'^ {x°) + (/) + (^/0). Ceci entraîne D'^D0 (car D°
et D'° coïncident avec la droite qui joint les points x° et jy° si ceux-ci sont distincts, ou
bien avec la tangente en x° à B° s'ils sont confondus), d'où ^'°==^0.

Corollaire. — Supposons B° irréductible (dans ce cas B° est une courbe admettant au plus
un point double). Alors YB est p-morphique en tout triplet {x°,jy0, ^°) composé de points simples sur B°,
et le point w°=^{x°, f, ̂ °) est également simple sur B°. La loi yS définit sur l'ensemble e$^(B°)
des points simples sur B° une structure d^ espace homogène principal algébrique, défini sur k°.

Il suffit en effet d'appliquer le lemme, en remarquant que le cycle D°.B° est défini
pour toute droite D° de P^.

Proposition 2. — Soit B une courbe elliptique plane, définie sur k, et soit co la k-différentielle
sur B, invariante par translation. Alors, on peut normer co de manière que son p-diviseur soit nul
{i.e. de manière que co soit p-morphique et non nulle en tout point de pe(B) p-simple sur B).

Démonstration. — Soit en effet F(X,Y,Z)==o l'équation de B, où F est un
polynôme homogène de degré 3 de l'anneau R[X, Y, Z], irréductible dans cet anneau.
On peut alors prendre pour co la différentielle induite sur B par l'une quelconque
des trois différentielles de degré i

œx=(YrfZ—ZrfY)/(âF/êX), <OY=(ZrfX—XrfZ)/(êF/âY), et ^= (XrfY—YrfX)/(êF/âZ)

sur le plan projectif Pg (en effet, on voit sans peine que o)x, (Oy et Og induisent la même
différentielle sur B, et que celle-ci est dépourvue de pôles et de zéros, donc coïncide avec
la différentielle invariante sur B). Soit u°== {x°,y°, ^°) un point de pe(B), simple sur B°, et
supposons ^°4= o. Alors, si on note/la fonction F/Z3 sur Pg, on trouve que la différentielle
6 == df^ cù^ sur Pg est p-morphique et non nulle en u° et, plus précisément, qu'on a
e^o=(â?(X/Z)Aâ?(Y/Z))^. D'après les définitions du n° 13 du chapitre Ier, œ est bien
p-morphique et non nulle en u°.

Corollaire. — Toute courbe elliptique plane ^-simple est p-minimale.

4. Choix d'un k-modèle de A.

On sait que toute courbe elliptique, définie sur un corps k, et possédant un point
rationnel sur k, est k-isomorphe à une courbe projective plane A de degré 3, ayant une
équation de la forme :
( i ) Y% + XXYZ + piYZ2 = X3 + ocX^ + ?XZ2 + yZ3,
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où les coefficients À, [L, a, (B, y appartiennent à k; si la caractéristique de k est différente
de 2, on peut trouver un tel modèle pour lequel, de plus, on a X=[ji=o; si la caracté-
ristique de k est différente de 2 et 3, on peut trouver un tel modèle pour lequel
X==p.=oc=o, c'est-à-dire un modèle de Weierstrass de A. La courbe définie par (i) passe,
dans tous les cas, par le point b •= (o, i, o) ; plus précisément, b est un point d'inflexion
de A, admettant pour tangente la droite Z = o.

En particulier, on peut supposer, dans le théorème i, que la courbe donnée A est
une courbe plane projective définie par une équation de la forme ( i ) ; on peut supposer
de plus que les coefficients À, (JL, a, (3, y? sont entiers (appartiennent à R).

Le cycle A° réduit (mod. p) de A a alors pour équation
(2) Y^ + X°XYZ + ̂ °YZ2 = X3 + a^Z + p°XZ2 + y°Z3

où À°, [A°, a°, (B°, y° sont les éléments de k° réduits (mod. p) de X, [JL, a, [B, y respectivement.
Ce cycle est toujours irréductible, i.e. admet une composante unique et simple; celle-ci
est une courbe de degré 3, admettant au plus un point double. On le voit, par exemple,
en remarquant que le point b° == (o, i, o) de P^ est simple sur A°, et que A° admet,
en ce point, la droite Z==o comme tangente d'inflexion.

5. Le groupe algébrique y[A°).

Convenons d'identifier l'ouvert Z=t= o de Pg (resp. P^) à l'espace affine Sg (resp. S^)
par l'isomorphisme qui, au point [x,j>,^), fait correspondre (A:/^:,^). Pour tout
triplet q, r, s, d'éléments de 9î, nous noterons ^q^r,s ^e 9î-automorphisme de Pg qui, au
point {x, y, ^), fait correspondre [x + ̂ , y +sx + r^, z). Le plus souvent, y, r et s seront
des éléments de R; l'ensemble des ^ ^g pour lesquels q, r et s appartiennent à R est un
sous-groupe du groupe Aut^Pg des R-automorphismes de Pg; nous le désignerons par H.
Si ^eH, toute équation de la forme (i), à coefficients dans R, est transformée par ^ en
une équation de la même forme, également à coefficients dans R. Le sous-ensemble de H
composé des éléments de la forme <p^==^^ est un sous-groupe de H, que nous noterons
Ho. Les éléments de H^ sont aussi les éléments de Aut^Pg qui induisent sur Sg les translations
à coordonnées dans R« Nous appellerons groupe additif (resp. groupe multiplicatif) sur k0 le
groupe algébrique, défini sur A0, admettant comme variété sous-jacente la droite affine
(resp. la droite affine privée de l'origine), la loi étant l'addition (resp. la multiplication).
Ce groupe sera noté G^ (resp. G^).

Revenons à la courbe elliptique A définie par l'équation (i), à coefficients dans R.
Cette courbe admet une et une seule structure de variété abélienne admettant pour
origine le point b= (o, i, o), la loi de groupe étant définie par oc^,^) =^^{x, b,y).
Il résulte du corollaire du lemme i que a^ est p-morphique en tout couple {x°, jy°) de
points de ^(A°), et que a^ définit sur ^(A°) une structure de groupe algébrique.

Nous allons déterminer la structure de ce groupe ^(A°), en distinguant les trois
cas suivants :

a) A° est sans point multiple.
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b) A° a un point double à tangentes distinctes.
c ) A° a un point de rebroussement.
Dans les deux cas b) et c ) , le point double de A° est rationnel sur k°, puisque k°

est parfait. On peut, en transformant A par un élément (p^ ̂  du groupe H(), se ramener
au cas où ce point double est le point c° = (o, o, i ) de P^; on a alors [L° == [3° == y°. De plus,
dans le cas c ) , la tangente à A° en b° est également rationnelle sur A:0. On peut, en trans-
formant A par un élément ̂  de H, se ramener au cas où cette tangente est la droite
Y==o; on a alors •}o=^o=of)=^ ==^°=o. On ^ dans ces conditions, la proposition
suivante :

Proposition 3. — Le groupe ^(A0) est k^-isomorphe : dans le cas a), à la variété abélienne
admettant pour variété sous-jacente A°, et pour origine b° == p(é) ; dans le cas b ) , au groupe algé-
brique HQ des k°-automorphismes de la droite projective P^ qui laissent invariants chacun des deux
points en lesquels s'annule la forme quadratique Q,(X, Y) =Y2 +X°XY—a°X2 {ceci implique,
en particulier, que e$^(A°) est isomorphe au groupe multiplicatif G^ sur l'extension (quadratique
au plus) k ' 0 de k° engendrée par les racines ̂  et v° de l'équation U2 + À°U — a° == o) ; dans le cas c ) ,
au groupe additif G^.

Démonstration. — Le résultat du cas a) se déduit immédiatement du corollaire
du lemme i du n° 2.

Dans les cas b) et c ) , notons ^ l'application ^(A0)—^ qui, à tout point {x,y, ^)
de ^(A0), fait correspondre le point {x,y). Dans les deux cas, ^ est un P-isomorphisme
de ^(A°) sur un ouvert U° de P?.

Dans le cas b ) , U° est le complémentaire du couple de points défini par l'équation
Q,(X, Y) ==o. Un calcul élémentaire permet de vérifier que l'image par ^ du groupe
des translations sur ^(A0) est bien le groupe HQ défini dans l'énoncé. L'assertion relative
à ce cas s'en déduit aussitôt.

Dans le cas c ) , U° est le complémentaire du point (i, o), donc est isomorphe (pour
la structure de groupe algébrique transportée de celle de ^(A°)) au groupe additif G^.

6. L'invariant de A.

Rappelons qu'on appelle invariant d'une courbe elliptique A, définie sur k, un
certain élément j'(A) du corps k qui ne dépend que de la classe de A module les trans-
formations birationnelles; rappelons que cet invariant a pour valeur, dans le cas d'une
courbe de Weierstrass (X = [L = a = o),(3) ^^-p^
et, plus généralement, dans le cas d'une courbe définie par une équation quelconque
de la forme (i)

(24P-02)3

(4) J (A)=-
8p3+27y2-9apY+a2S
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où l'on pose :
a = 400 + À2

P=2(B+^
Y=4Y+^2

8=—P2+4aY+^2a—Àplp—À2Y

(si la caractéristique de À: est 4=2, on a 8 ==-((?—ov)).
4

En particulier, si A: est de caractéristique 2, on a

À12

(5) ^—r^s-^+\Y+^2+\^+^+\v
Si A; est de caractéristique 3, on a

(a+X2)6

(6) j{A) =-
(-P+À^+^+Ày^-aY-^a+ÀpLp+^ï)'

7. Subdivision du problème. Modèles p-standard.

Lemme 2. — Soit A une courbe elliptique plane, définie par une équation de la forme (i), à coeffi-
cients dans R. Alors, il existe un entier m^, qui ne dépend que de A, tel que, pour tout R-automorphisme
^eH de Pa, les coefficients de l'équation Y^ + X'XYZ + pl'YZ2 = X3 + a'X^ + [3'XZ2 + y'Z3

de la courbe A'=^(A) vérifient l'inégalité

(7) inf^Z^^Y'))^.

Démonstration. — Notons F(X, Y) le polynôme

FÇX^^—Y^XXY—^Y+X^aX^pX+Y.

Si ^=^,,, on a les relations ^ == (âF/âY)(—^ —r'), P'—^'^ (âF/âX)(—^ —r') et
Y '=F(—?,—yQ, en posant r '=r—^.

Or les polynômes F, âF/âX et âF/âY n'admettent aucun zéro commun, puisque A
est sans point multiple. D'après le lemme 2 du n° 17 du chapitre Ier, il existe un entier m^
indépendant de q, r et s, tel qu'on ait

mfW,v^-s^,v{Y)^m,

d'où résulte l'inégalité (7).
Désignons par 8 le A-automorphisme du plan projectif Pg qui, au point {x,y, ̂ ),

fait correspondre le point (t^x, t^y, ^). Observons que la transformée A^==8^(A) de A
par une puissance arbitraire 8^ de 8 a encore une équation de la forme (i), dont les
coefficients appartiennent à k pour tout À, et à R pour Â>O.

Proposition 4. — Pour toute courbe elliptique plane A, définie par (i), il existe un entier A^o,
et un R-automorphisme (peH de Pg tels que les propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) Les coefficients de F équation Y^+X'XYZ+^YZ^X'+a^Z+p'XZ^y'Z3 de
la courbe A' transformée de A par le k-automorphisme 8~'^ sont entiers.
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(iï) La courbe A' vérifie les conditions de l'un des cas a) ou b), ou sinon [c'est-à-dire si A'
vérifie les conditions du cas c)) les coefficients V, pi', a', [3', y' appartiennent à p ( .̂ .yo^ ^
valuation ^ i), ^ vérifient l'une des huit conditions suivantes :

(CI) ^ï')-!

(C 2) y((3') = 1 vÇY) ̂  2

(G3) v^)^2 v{Y)^2 y(ï')=2
(c 4) v{^) ̂  2 ^((3') > 2 y(y') > 3 y(A') = 6
(c 5) y(^) ^ 2 y(a') == i v{y) ^ 3 y(y') ^ 4
(c6) ^([0^2 y«)^2 ^P')^ v(Y) ^4 ^(ï')^
(c 7) y(p(/) ^ 3 ^a') ^ 2 y([3') == 3 y(y') ^ 5
(c 8) y(^) ^ 3 y(a') ^ 2 y(p') ^ 4 y(y') = 5

où l'on pose y' = ̂ /2 + 4ï'

^ A^p'^yY'^aY—iSa'PY—aT2

ÇT' et ^f sont les discriminants respectifs des polynômes Y2+pL /Y—Y' ^ X^a'X^p'X+y').
Remarque. — II résultera de la propriété d'unicité du modèle p-simple p-minimal

de A que les cas a), b), ( c i ) , ..., (c 8) s'excluent mutuellement; en d'autres termes,
pour A donnée, quels que soient h et 4s ^ courbe A' ne peut vérifier les conditions que
d'un seul de ces dix cas. Au n° 8, nous donnerons, dans l'hypothèse où la caractéristique
de k° est différente de 2 et 3, une démonstration directe de cette propriété d'exclusion
mutuelle, résultant d'une caractérisation très simple des cas a ) , b), (c i ) , . . . , (c 8).

Démonstration. — Supposons que la proposition n'est pas vérifiée par A. Montrons
qu'on peut alors trouver un R-automorphisme ^eH de Pg tel que les coefficients de
l'équation de la courbe A[===^{A) vérifient les inégalités

(8) y(^i, ^)^3, ^1)^2, y(P;)^4, ^(ïi)^6.

En effet, notre hypothèse implique que A ne vérifie les conditions d'aucun des
deux cas a) ou b ) . Donc A vérifie les conditions du cas c ) , et on peut, comme on a vu,
se ramener au cas où les coefficients À, [JL, a, p, y sont de valuation ^ i. Comme A ne
vérifie, par hypothèse, aucune des conditions (c i), (c 2) et (03), on a nécessairement
y(P)^2, y (y)^2 et, de plus, en posant ^ = ̂ t~1, ̂  = yr2, puis l^—p^), et Y^=p(y),
l'équation Y^^Y—y^ a une racine double Y^. Celle-ci est nécessairement rationnelle
sur A;0. Soit 7]i un élément de R tel que T^ = p(v]i). En transformant A par le R-automor-
phisme <po^ de Pg, on se ramène au cas où TÎÎ=O, c'est-à-dire où l'on a y([ji)^2,
et y(y)^3-

D'autre part, A ne vérifie pas (c 4). Donc, si on pose a^ = aF'1, pg == (3r~2, ^3 = yF"3,
et si on note o^, (3^, y^ les éléments de k° réduits (mod. p) de ai, pg, ys respective-
ment, l'équation X3 + oc^X2 + (3^X + ys ne peut admettre trois racines distinctes. L'une
de ces racines Ç? est au moins double; celle-ci est nécessairement rationnelle sur k° $
soit ^ un élément de k tel que ÇÎ=p(Çi). En transformant A par le R-automor-
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phisme y^o de Pg, on se ramène au cas où ^==0, c'est-à-dire où ^((3)^3 et y(y)^4.
Comme A ne vérifie pas (c 5)3 on a alors aussi y (oc) ^2. D'autre part A ne vérifie

pas (c 6); donc, si on pose ^=[Lt~2, ^==^r\ et si on note ^, -^ les éléments de k°
réduits (mod. p) de ^3 et ^ respectivement, l'équation Y2+[LO[Y—^ a une racine
double 7]^, qui est rationnelle sur k°. Soit Yjg un élément de R tel que ^S^p^g). En
transformant A par le R-automorphisme (po,^, de Pg, on se ramène au cas où r^=o;
ce qui implique v{[L) ̂  3, &(a) ̂  2, y(j3) ̂  3 et y(y) ^ 5.

Comme A ne vérifie aucune des conditions (07) et (c8), on a alors, en fait,
y ((3) ̂ 4 et y(y)^6; notre assertion est donc démontrée.

La transformée A^S^A^) est alors une courbe de Pg ayant une équation de
la forme (1)5 à coefficients entiers.

En supposant toujours que A ne vérifie pas la proposition, montrons maintenant
qu'il existe, pour tout entier A^o, un élément ^ de H tel que la courbe A/=8~^(A)
de ?2 ait une équation de la forme (i), à coefficients entiers.

Raisonnons en effet par récurrence sur h. Le résultat vient d'être établi pour
A = = i . Soit ^-i^H tel que la courbe A^_^=8~{h~l}^^A) ait une équation de
la forme (i), à coefficients entiers. Puisque A ne vérifie pas la proposition, A^_i ne
la vérifie pas non plus. D'après la première partie de la démonstration, il existe un
élément ^ de H tel que les coefficients de A^==^(A^_i) vérifient les inégalités (8).
La courbe A^S-^A^) =S-1^(A^) =8-1^8-(^l)^_l(A) a alors une équation de la
forme (i), à coefficients entiers. Or si ^=^ est un élément quelconque de H, on a
H =<j/8, avec ^'==^^,, en posant q' = t^q, r ' == t\ et s ' ^ t s . Donc on a SHS-^CH,
ou encore HS'̂ S"1!!. Donc on a bien A^S'^ÇA), avec ^eH.

La courbe A^' == ̂ (A) = S^(AJ a alors une équation de la forme

Y^ + X,XYZ + ̂ YZ2 = X3 + a^Z + [3,XZ2 + Y;Z3,

avec y(X,)^A, v^^^h, y(a^2Â, ̂ )^ ^ïD^6A.
D'après le lemme 2, les inégalités vérifiées par ^(^), y((^) et y(y^) entraînent, pour A

assez grand, une contradiction.
Proposition 5. — Supposons que A vérifie les conditions du cas b), i.e. que A° possède un

point double à tangentes distinctes. Alors on a y(j(A)) =—m<o. Pour tout entier /, on peut
trouver un R-automorphisme (peHç de P^ tel que Inéquation de la courbe A'=9 (A) soit de
la forme

W + ̂ XYZ + (Jl'YZ2 == X3 + aX% + (3'XZ2 + y'Z3,

où tous les coefficients sont entiers^ et avec vÇ^^l, y((3')>Z.

Si on a pris ^>—, on a alors y (y') =m {on dira alors que A' vérifie la condition (é^)).

Démonstration. — On peut, comme dans la proposition 3 du n° 5, supposer qu'on a
^^p^Y0 (Le. que [JL, P et y sont dévaluation ^i). On a alors ~oio=={'>o)2+4.0^^0.

Montrons qu'on peut trouver deux éléments y^, r^ de R, appartenant à une même
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extension k' de k de degré ^2, et tels que la courbe Ao=<p,(A) transformée de A par
le SR-automorphisme (po^Pçoro de ̂  ait une équation de la forme

n + ÀoXYZ = X3 + oc^Z + Y^Z3

(P-o et Pô nuls)- En effet, si la caractéristique de k° est 4=2, l'équation de Aç
est bien de la forme voulue, pourvu que ^ soit l'une des racines du polynôme

P^-GU^X^olU+^-sp, et qu'on ait r^1^-^).

Or le polynôme réduit (mod. p) de P(U) est P°(U) ^GU2-^0^ Puisqu'on a
S°4=o, le polynôme P admet au moins une racine dans R, d'après le lemme de Hensel.
Il suffit de prendre pour ^ cette racine.

Si la caractéristique de k° est 2, on a À°=)=o; il suffit de prendre ^=—pL/X, et
ro=((!Ï+^l^ (et on a alors k ' ==k). Notre assertion est donc bien démontrée dans tous
les cas.

Puisque ^ et 7-0 appartiennent à R, on peut trouver des éléments q et r de R aussi
voisins qu'on veut de ^ et r^ respectivement pour la topologie p-adique. Comme les
coefficients de l'équation de la courbe A' = (p^,(A) dépendent continûment de q et r
pour cette topologie, on peut choisir q et r de manière que (JL' et p' soient aussi voisins
qu'on veut de o et, en particulier, tels que vÇ^)^l et vÇ^^l.

La relation ^(j(A))<o résulte des formules (4), (5) et (6), donnant l'expres-
sion de j. D'après ces mêmes formules, appliquées à la courbe A7, les relations

VU{A))=^j{^f))=—^ ^(P')^ et y(pi')>^ entraînent v^^m.

Proposition 6. — Supposons que la courbe elliptique A, d'équation (i), vérifie la condition (c 5)
de la proposition 4 (y([i)^i, y(a) == i, ^((3)^3, ^(y)^4).

Alors il existe un entier m-^i et un R-automorphisme <peHo de Pg, tels que les coefficients
de V équation

Y^ + XXYZ + [x'YZ2 = X3 + ocX^ + (3'XZ2 + y'Z3

de la courbe A'=9 (A) vérifient la condition suivante

si m==2n—i,

( c ^ } vÇ^)^n+i v{^)^n+2 ^(Y')^2^+2 v(Jf)==2n+2
\~ 3m}

SI m =-- 272,

y((i')^+2 v(^'}^n+2 y(y')^2^-(-3 ^(^^==^+4.

où l'on pose y^^^^' et ^ ̂ [B^—^aY.
Remarque. — II résultera de la propriété d'unicité du théorème i (ou des résultats

du n° 8, dans le cas où la caractéristique de k° est différente de 2 et 3) que l'entier m
est uniquement déterminé par la donnée de A.
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Démonstration. — Appelons (c 5^) la condition obtenue en remplaçant, dans (c 5^),_ /^/
les égalités y ( Y ' ) = = 2 ^ + 2 et y ( 8 ' ) = = 2 7 Z + 4 par les inégalités strictes v(^f)>2n+2 et
y(1?')>2^+4.

Supposons que A ne vérifie pas la proposition, et montrons qu'il existe, pour tout
entier m^ i, un R-automorphisme cp^eHç de Pg tel que la courbe A^==<p^(A) vérifie (05^).

Raisonnons en effet par récurrence sur m. Le résultat est évident pour m = i, car
il suffit alors de prendre Ai==A. Soit 9^_i un élément de Ho tel que la courbe
A^-i=<p^-i(A) vérifie (c5^_i), et notons

Y^ + XXYZ + pL-YZ2 = X3 + aXZ2 + p'X^ + y'Z3

l5 équation de A^ _ ^.
Pour m=2n (d'où w — i = = 2 ^ — i ) , les éléments

„' _,,'/-(n+l) p^ ,/ _.,'/-(2n+2)
^n+l—^1' el 1 2 ^ 1 + 2 — ^

de k appartiennent à R, et, si on pose ^i^^^n+i) et ï^^ï^)? ^ polynôme
Y^IJL^Y—y^+2 a une racine double 7]°. Celle-ci est rationnelle sur k°. Soit 7]eR tel
que ^°==p('yî), et soit
(9) Y^ + XXYZ + {^"YZ2 == X3 + ocXZ2 + (B'̂ Z + y^Z3

l'équation de la courbe A^ transformée de A^_^ par l'élément 9 ^^^ de Hç. Cette
courbe A^ vérifie encore la condition (c 5^_i)5 mais, cette fois, la racine double du
polynôme Y^ [V°iY—Ï2n°+2 est nulle. Autrement dit, on a

y(^/')^+2, et y(ï")^2^+3;

on a aussi y((3")^7z+2, puisque ^ff=y. Puisque A ne vérifie pas la proposition, la
courbe A^ ne vérifie pas (c 5^). Donc, elle vérifie (c 5^).

Pour m==2n—i (d'où m—i==2n—2), les éléments ai==o^~1, ^n+l=^f^{n+l) et

ï^n+i^'^2^ de k appartiennent à R et, si on pose a?=p(ai), (C+i=p(^+i) et
ï^+i=p(ï2n+i). le polynôme a^+lC+iX+y^+i a une racine double Ç°. Celle-ci
est rationnelle sur À;0. Soit Ç un élément de R tel que ^° = p(Ç) ; l'équation de la courbe A^,
transformée de A^_j par l'élément 9ç^o de HO? est encore de la forme (9), et cette
courbe A^ vérifie encore la condition (c 5^_i), mais, cette fois, la racine double du
polynôme a^+Pn^iX+y^i est nulle. Autrement dit, on a ^(p")^^^, et
^(Y^^TZ+S; puisque [ L ^ ^ ^ , on a aussi v{^")^n-\-1. Comme la courbe A^ ne vérifie
pas (c 5j, elle vérifie (c 5^).

Notre assertion concernant l'existence de A^ pour tout m est donc démontrée.
Elle conduit à une contradiction, compte tenu du lemme 2. C.Q..F.D.

Nous dirons qu'une courbe elliptique plane, définie sur k, est p-standard si elle est
représentée par une équation de la forme (i), à coefficients dans R, et si elle vérifie
l'une des conditions a,), b,J, (c i), (c 2), (c 3), (c 4), (c 5^), (c 6), (c 7) ou (c8). Il résulte
des propositions 4, 5 et 6 que toute courbe elliptique définie sur k, et possédant un point
rationnel sur k, admet un ^-modèle p-standard.
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8. Interprétation de la classification précédente lorsque la caractéristique de
k° est différente de 2 et 3.

Considérons deux courbes elliptiques planes A et A', définies sur un même corps k
de caractéristique ==)= 2, et représentées respectivement par les équations de Weierstrass :
( i o) Y^ == X3 + pXZ2 + yZ3

(n) Y^^X^P'XZ^-ï'Z3

On sait que, pour que ces deux courbes soient k-isomorphes, il faut et il suffit
qu'il existe un élément T de k tel qu'on ait (î'^T4^, y'^^ïî A' est alors transformée
de A par le k-automorphisme de Pg qui, au point (x,jy, ^), fait correspondre (r2^, ï3^, ^).

Soient j e t j ' les invariants respectifs de A et A'. Puisque A et A' sont des courbes
elliptiques, les discriminants A=4(33+27Y2 et ^f == ̂ '3-{-2jY2 sont 4=0. Notons k* le
groupe multiplicatif de k. Compte tenu des expressions de j et j ' la condition d'isomor-
phisme précédente est équivalente à la suivante :

(*) j=j/, et A/A' est la puissance douzième d'un élément de k.
Autrement dit, la donnée de la classe de A à un k-isomorphisme près équivaut

à celle des deux invariants suivants de A :j==j'(A), et l'image de A par l'homomorphisme
canonique k^k^k*)12.

Dans le cas où on a (3 4= o et y 4= ° (c'est-à-dire j=t= o, et J+ s^3), la condition (*)
est équivalente à

(**) j=j\ et y/y' est le carré d'un élément de k*.
La donnée de la classe de A à un k-isomorphisme près équivaut alors à celle des

deux invariants suivants : J=J'(A), et l'image de A par l'homomorphisme k*->k*/(k*)2.
Revenons maintenant à la courbe A, définie sur k, du théorème i, et supposons

la caractéristique de k° différente de 2 et 3. On peut alors supposer que A est définie
par une équation de Weierstrass de la forme (10), avec P et y entiers.

Nous allons démontrer, comme il a été annoncé, que les différents cas considérés
dans chacune des propositions 4 et 6 s'excluent mutuellement, et donner une caractéri-
sation simple de chacun d'eux au moyen des invariants que nous venons d'introduire,

Soit en effet (A7, ^) un À-modèle de A vérifiant les conditions de la proposition 4,
et reprenons les notations introduites dans cette dernière. Le R-automorphisme ^i^H

de Pg défini par ^==^^, avec ^ l==- (a / +— ] , r^=— et ^ i=—, transforme A'en
la courbe de Weierstrass A^ d'équation

Y^^X^p^Z+YiZ3

où Pi et YI sont les éléments de R définis par

(12)

xv i / r2}
^=P /+- r -——(a'+-

2 3 \ 4/

ïL•_•L.+^•(,.+w)+2-(..^_y' ï i=r+——, «4 3 \ 4/ V 2 / 27 \ 4/
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Si A' vérifie la condition b), on déduit des relations (12) que pi et YI sont des
éléments inversibles de R. D'après la propriété (**) précédente, Rentier y (y) est pair.
D'autre part, on a vu, dans la proposition 5, qu'on a v{j)<o, c'est-à-dire ^R.

Si A' vérifie la condition (c 5), les relations (12) entraînent que ^ et yi sont 4=0,
et qu'on a ^(Pi)==2, et y(ïi)=3. D'après (**), l'entier y(y) est impair. D'autre part,3

la formule (4) du n° 6, appliquée à A', permet de vérifier qu'on a v(j)<o, et plus préci-
sément que si A' vérifie la condition (c 5^), on a v{j) =—m.

Dans le cas où A' vérifie l'une des conditions a;, (c i), (c 2), (03), (04), (c 6),
(c 7) ou (c 8), on déduit des relations (12) que Ai vérifie aussi cette condition. Or, si on
pose Ai=4^+27y^ les conditions a^, (c i ) , (c 2), (c 3), (04), (c 6), (c 7) et (c 8)
entraînent respectivement ^(Ai) =o, 2, 3, 4, 6, 8, 9 et io (mod. 12)3 d'où l'on déduit
respectivement, compte tenu de (*), z;(A) ==o, 2, 3, 4, 6, 8, 9 et 10 (mod. 12). Chacune
de ces conditions entraîne d'autre part v{j)^o (c'est-à-dire jeR).

Les propriétés obtenues pour A dans chaque cas sont récapitulées dans le tableau
suivant. Ces propriétés s'excluent mutuellement, autrement dit chacune d'elles caractérise
le cas auquel elle correspond.

Cas

Cas

Cas

Cas

Cas

Cas

Cas

Cas

Cas

Cas

(bj

(C 5m)

(a)

(c i)

(C 2)

(c3)

(c4)

(c6)

(c? )

(c8)

<?)=-

<?)=-

vÇj)^o

— o(A)= 2 —

- ^(A)= 3 —

- .(A)= 4 -

— y(A)== 6 —

— o(A)= 8 —

- .(A)= 9 -

— y(A)=io —

m

m

y (y) pair

y (y) impair

^(A) = o (mod. 12)

Remarque. — On peut remplacer les propriétés ^(y) pair et y(y) impair des cas b)
et (05) par y(j'A) =o (mod. 12), et v{j^) =6 (mod. 12) respectivement.

D'après les propositions 5 et 6 du n° 7, et d'après les formules (4), (5) et (6) du n° 6
donnant l'expression dej'(A), on peut trouver des exemples montrant que la condition
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z/(j)<o caractérisant le cas (b) ou (c 5)) n'est plus valable si kQ est de caractéristique 2 ou 3.
En revanche, d'après la proposition 4, la relation v ( ^ j ) ==—m a toujours lieu dans

le cas b^J, quelle que soit la caractéristique de A°.

9. Indications générales concernant la démonstration du théorème i.

Le corps A° est supposé à nouveau de caractéristique quelconque. Nous allons
maintenant aborder la démonstration du théorème i. Il nous suffit, d'après ce qui
précède, de supposer que A est une courbe elliptique plane p-standard, définie sur A;
plus précisément, on peut supposer que A est représentée par une équation de la forme (i),
et qu'elle vérifie l'une des conditions byj, (c i), (es), (03), (04)3 (c 5j, (c6), (07)
ou (c 8); en effet, le résultat est évident dans le cas aj, puisque A est alors elle-même
p-simple p-minimale. Commençons par donner quelques indications générales concernant
la méthode, le mode d'exposition, les notations utilisées.

La construction du A-modèle p-simple p-minimal de A sera toujours réalisée à
partir d'un nombre fini de A-modèles plans (A^, <pJ ( i< î<Â) de A, tels que toutes les
composantes de A^==p(A^) soient génériquement p-simples sur A^; le nombre h de ces
modèles dépendra du cas considéré. On prendra pour (A^, 6) le joint de ces modèles (A^, y,) ;
autrement dit, en désignant par u un point générique de A sur A, et, pour tout i, par ^
le point générique correspondant ^== ̂ (u) de A, sur A, on prendra pour A, le lieu sur k
du point u^ == Q(u) = u^ X .. . X u^ du produit de h facteurs Pg X . . . X Pg • Nous donnerons,
a priori, dans chaque cas, la liste des modèles (A,, q^). Nous ne chercherons pas à justifier
le choix de ces modèles autrement que par la vérification, a posteriori, de la p-simplicité
et (grâce aux propositions i et 2 précédentes) de la p-minimalité de A,. Bornons-nous
à indiquer que la méthode utilisée pour les obtenir a consisté à construire, dans chaque
cas, une suite de A-modèles (B^, ̂  de A tels que chacun d'eux s'obtienne en faisant
« éclater » l'un au moins des points p-multiples du modèle précédent, par une transfor-
mation p-monoïdale (ou R-équivalente à une transformation p-monoïdale) du type
introduit au n° 25 du chapitre Ier.

On désignera toujours par TT^ la projection sur le z'-ième facteur, dans le produit
PgX . . . xPg, et par ^ le A-isomorphisme A^->A, induit par ^. On a ainsi, pour tout i,
.̂ =: (p^o6~1. On commencera par déterminer toutes les composantes du cycle A^ = p(AJ.

Si C° est une telle composante, il existe un i tel que T^(G°) soit de dimension i, et,
par conséquent, soit l'une des composantes CÇ de A?. Soit alors u°, un point générique
de C,° sur l'un de ses corps de définition A,0 contenant A°. D'après le choix des A,, le point u°,
est p-simple sur A,.. L'application ^1 : A^.^A^ est p-morphique en ^°, d'après la
proposition 8 du n° 11 du chapitre Ier, donc est p-isomorphique en ce point, et a pour
valeur un point générique M° de G° sur A°. Donc on a montré que toutes les composantes
de A^ sont toujours génériquement p-simples sur A^, et obtenu en même temps un
procédé permettant de déterminer un point générique de chacune d'elles. De plus, ceci
donne le coefficient de C° dans A^ (égal à celui de G^ dans A?). Dans tous les cas où h^ 2,
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on donnera, dans un tableau, la liste de ces points génériques, chacun d'eux étant défini
par ses projections sur les différents facteurs du produit PgX. . .XPa.

On appellera sommet du cycle A^ tout point commun à plusieurs composantes de A^
(on verra que, si l'on excepte le cas (c 3)3 il passe par tout sommet exactement deux
composantes de A^, dont ce sommet est l'unique point commun). Dans chaque cas, les
sommets pourront être déterminés par simple lecture du tableau donnant les points
génériques des composantes.

Pour vérifier la p-simplicité de A^, on appliquera fréquemment les deux remarques
suivantes :

Remarque 1. — Si la projection u^=^{u°) d'un point u°eA^ est un point p-simple
sur A^ (resp. simple sur A^), et si ^1 est p-finie en u^ alors u° est p-simple sur A^ (resp.
simple sur A^) ; en effet ^:-1 est P-isomorphique en ^, d'après la proposition 7 du
chapitre Ier.

Remarque 2. — Notons, pour tout couple (^,j) , A^ le lieu sur k du point u^XUj,
dans le produit P^xPg? et ^- le A-isomorphisme A^—^A^. induit par T^XTT-; si, de
même, la projection u^ X u^ == ̂ {u°) d'un point u°çA^ est un point p-simple sur A^,
et, si (j^.1 est p-finie en u^Xu° le point u° est p-simple sur A^. La condition de p-finitude
en u^Xu^ est, en particulier, toujours satisfaite lorsque u° est un sommet, par lequel
passent exactement deux composantes C^, Ĉ ° de A^, telles que les projections T^(CÇ)
et ^(C^0) soient de dimension i (donc soient des composantes de A^ et A °̂ respectivement) ;
sinon, en effet, il passerait par u° une troisième composante de A^.

Pour vérifier la p-simplicité du point u^Xu^ sur A^., on introduira alors des coor-
données locales .̂, ^ (resp. Ç- , .̂) de Pg en u^ (resp. ^°), et les fonctions Ç,, ̂  (resp. ^, •^)
qu'elles induisent sur A^.. L'idéal maximal m^rr^X^0, A^) de l'anneau local
O^c^x^0, A .̂) admet pour générateurs Ç,, 73,, ^, 7]y, ^ On explicitera, dans chaque
cas, les relations existant entre ces générateurs (déduites des équations de A^ et A^, et
des formules de passage des coordonnées de ^ à celles de ^) ; on vérifiera que le nombre
des générateurs de m^y peut être réduit à deux.

On vérifiera la p-minimalité de A^ en utilisant la proposition i du n° 2 ou la
proposition 2 du n° 5. On prendra pour œ la différentielle induite sur A par l'une
quelconque des différentielles ^= (YrfZ—ZrfY)/(âF/âX), ^= (ZrfX—Xû?Z)/(âF/aY)
et <0z== (Xû?Y—Yû?X)/(^F/^Z) (cf. démonstration de la prop. 2), où F est le polynôme
Y'Z + XXYZ + piY'Z — (X3 + aX^ + RXZ2 + yZ3). La différentielle sur A, (resp. AJ trans-
posée de co sera désignée par o^ (resp. coj.

Dans tous les cas où certaines des composantes du cycle A^ sont multiples, on
emploiera, pour les désigner, une notation telle que gG°, ou çCy°, l'indice de gauche étant
le coefficient de la composante considérée dans le cycle; on pourra donc écrire
A^=S^^çC^0; dans les mêmes conditions, un sommet qui est l'intersection de deux
composantes de coefficients q et r sera représenté par une notation telle que ^°, ou ^°.

X, pi, a, (3, y étant les coefficients de l'équation (i) définissant A, il sera commode
de poser, pour tout entier j, ^==\t~\ ^=^t~1, ̂ =^t~\ ̂ -=^r\ Y^Y^' et, lorsque
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ces éléments sont entiers (i.e. appartiennent à R), de désigner par X° pi° a° (3°, Y? ̂ es éléments
de k° réduits (mod. p) de Ày, pip ocy, (^, Y, respectivement.

Les points (i, o, o), (o, i, o) et (o, o, i) de P^ sont notés respectivement a°, b°, c°.
Le À-automorphisme de Pg qui, au point (x,jy, ^), fait correspondre {x,y, t^) est noté (T.

ïo. Démonstration du théorème i (cas (b,J).

^(a)=o, ^)>^, ^P)>^ ^ï)-^)

Rappelons que le point c° = (o, o, i ) est l'unique point multiple (double, à tangentes
distinctes) de A°. Pour w = i , comme on a (^F/^)^0) 4= o, c° est p-simple sur A.

FIG. I

Donc A est p-simple; donc A est p-minimale, d'après le corollaire de la proposition 2.
Supposons maintenant m ̂ 2. Posons m==2h^ ou m = = 2 Â + i suivant que m est

pair ou impair. Pour tout entier i (i ^ î^A), la puissance i-ième ^ du A:-automorphisme a
de Pg induit un À-isomorphisme q^ : A->A^ de A sur la courbe A^ ayant pour équation

Y^ + XXYZ + ̂ YZ2 = ̂ X3 + aX^ + ̂ XZ^y^Z3

On prend alors pour (A^, 6) le joint des modèles (A^, y^) de A ( i ^ î ^ A ) .

Pour î < — , le cycle réduit A^ a pour équation

Y^+^XYZ^a^Z

II admet pour composantes les droites Z == o, Y == v°X, Y = v°X, où v° et ^° sont
les racines (distinctes) du polynôme U^+T^U—a°, déjà considérées au n° 5. Le triangle
formé par ces trois droites a pour sommets les points 6'° ===(0,0 , i), a[== (i, v°, o) et
^-(i,v°,o). ^

Pour î = — (ce qui implique z = = A , et m=2h), le cycle réduit A^==A^ a pour
équation

Y^ + ÀXYZ = ̂ X'Z + ï^Z3

/"'W'

II admet pour composantes la droite Z == o, et une conique non dégénérée G .
Les points communs (distincts) à ces deux composantes sont a[ et a^.
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Le tableau suivant donne les composantes de A^, chacune d'elles étant déterminée
par un point générique, comme il a été indiqué plus haut. On note respectivement
w\ v\ 'v° et^° des points génériques, sur k'0 = Â;°(v°), des droites Z == o, Y = v°X, Y ==v°X,

r*^/

et de la conique C°.

Composantes Points génériques

Cg z^x^x^x.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xw°
Cî y° x^x^x. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x^
G^-i v0 Xa^xa0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Xïî

G,0 ^x^x ... x^x^0 xa[ x . . . . . . . . . . x^ x^
C^ ^X^X . . . Xc°X~v°X'aïx . . . . . . . . . . X^XÏ?

(î— i facteurs égaux à c°)

C^_i ^ x ^ x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Xf°xy 0 x^
C^_^i ^ ° x ^x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x^x^xï?

(C^ < : o x ^ x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ^ x y o

(si m=2Â+ i) j ̂  ^^,0^ ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x^x.0

(si m=2Â) q , ° x^X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .X^X^°

Les sommets sont les m points suivants :

^°=ûîx^X. . . . . . . . . . . . . .Xf l î
/.o _—o ̂  -70 ̂  ^770
^w — ̂ ix ̂ ix • • • • • • • • • • • • • x -i

^ = ^ ° X ^ X . . . X ^ X ^ X . . . X û î

^ _ , + i = ^ X ^ X . . . X ^ X ^ X . . . X ^ °

(2^ î^A) ( î—i facteurs égaux à ^°)

et, si m==2h-\-1,
^^^^x^x..............x^0

Chaque sommet appartient à deux composantes, et chaque composante contient
deux sommets; les composantes sont connectées à la façon des côtés d'un polygone (fig. 2).

Tout point de A^ autre qu'un sommet se projette sur l'un des facteurs en un point
simple sur le cycle réduit correspondant; d'après la remarque i du n° 9, un tel point
est donc simple sur A^. De même, les sommets ̂ , ̂  et (si m == 2h + i) s^^ sont p-simples
sur A^; en effet, les points ^, ^ sont p-simples sur A^, et, si m=2h+ i, le point c° est
p-simple sur Aj^.

Il reste à montrer que l'un quelconque des autres sommets, par exemple s^ (2^'<À)
est p-simple sur A^. Pour cela, il suffit, d'après la remarque 2 du n° 9, de montrer que
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le point c°xaï est p-simple sur la courbe A,_^=TT,_^(AJ. L'idéal maximal m, de
l'anneau local ^==o(^X^, A,_^,) est engendré par les fonctions Ç,_i, ^_i, 73,, ̂  t,
où ^-13^-1 sont induites respectivement par les fonctions X,_i/Z,_i et Y,_i/Z,_i
sur le {i — i ) -ième facteur, et où Ç,, ̂  sont induites respectivement par les fonctions Y,/X, — v
et Z,/X, sur le î-ième facteur, v étant un élément de R tel que p(v) = v°.

De la relation ^=CT(^,_i), on tire ^_i==^_i(^+^) et ^Ç,_i^. En portant
ces expressions dans l'équation de A,_i, on obtient une relation de la forme

(2v+^,=r^_i+^ (mod. m,2),

où r, et s, sont des éléments de R. Comme on a 2\>o+XO=^=o, quelle que soit la caracté-
ristique de k°, on en déduit que m, est engendré par Ç,_i et Ç,. Donc o, est régulier,

FIG. 2

i.e. c°xa^ est p-simple sur A,_^. On a donc complètement démontré que A^ est
p-simple.

D'autre part, d'après la proposition 2 du n° 3, appliquée à A,, l'entier v(G^., œ,, A,)
s'annule sur toutes les composantes C .̂ de A^. En remontant à A^, on en déduit que
l'entier v(G,0, co^, AJ s'annule pour tout i. D'après la proposition i du n° 2, A^ est donc
p-minimale.

Déterminons maintenant la structure du groupe ^p(A). D'après la proposition 3
du n° 5, l'ensemble eS^(A0), muni de la loi oc^ réduite (mod. p) de a^, possède une structure
de groupe algébrique, et ce groupe est isomorphe (sur l'extension k ' 0 de k°) au groupe
multiplicatif G^. Or le A-isomorphisme 6 : A-^A, applique p-isomorphiquement ^(A0)
sur la composante de l'élément neutre de ^(A^) (i.e. la composante CÇ, privée des
sommets ̂  et ^). Donc cette dernière est isomorphe à G^, pour la loi o^ réduite (mod. p)
de oc^. Donc la composante de l'origine ^pt^) de ^p(A) est isomorphe à G^. La symétrie
x-^—x fait correspondre G, à G^_, (i ̂ i^m—î). Il en résulte que toute translation
TEe^A) qui applique C°o sur G? applique également C^_ i sur Cg. Comme la translation T
permute les composantes de A^, et respecte la connexion de ces composantes deux à deux,
elle les permute circulairement. Donc le groupe F (A) = ̂ y(A) /^(A) est cyclique d'ordre m.
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il. Démonstration du théorème i (cas (ci), (02), (03)5 (04)).

Cas (c 1) (y (y) == i). — L'unique point multiple c° = (o, o, i) de A° est p-simple
sur A puisqu'on a (âF/â^)^0) + o. Donc A est p-simple. Donc A est p-minimale, d'après
le corollaire à la proposition 2 du n° 3. D'après la proposition 3 du n° 5, le groupe ̂  (A)
est A°-isomorphe à G^,.

/A"

FIG. 3 FIG. 4

Cas (c 2) (z/(j3) == i, y(y) ^2). — On prend pour A^ la courbe A^ = (r(A), et pour 6
le A-isomorphisme A^-A^ induit par (T. L'équation de A^=A^ est :
(13) Y2Z+ ̂ XYZ + {JiiYZ2 = X3 + t^Z + (3iXZ2 + -y^Z3

L'équation du cycle réduit A? est Z(V2+^YZ—^X2—^Z2)=o.

Ce cycle est décomposé en la droite CÇ (Z == o) et une conique non dégénérée
(puisque (3^ 4=0). Ces deux composantes sont tangentes au point a°== (i, o, o) (fig. 4).
D'après l'équation (13), a° est p-simple sur A^. Donc A, est , p-simple. Donc A^ est
p-minimale, d'après le corollaire à la proposition 2 du n° 3.

L'ensemble ^(A°), muni de la loi a^ réduite (mod. p) de a^ est encore isomorphe
à G^ sur le corps k°. Or le À-isomorphisme 9 : A—^A^ applique p-isomorphiquement ̂ (A0)
sur la composante de l'origine de eS^(A^) (la droite CÇ, privée du point a0). Donc ^po(A)
est A:°-isomorphe à G^. Le groupe F(A) = ^p(A)/^po(A) est d'ordre 2.

FIG. 5

Cas (c 3) (^((3)^2, y(Y)^2, y (Y)=2) . —On prend encore A^==Ai. On a alors
(B^==o, et (p'î)2+4Y^=t=o. Donc A^==A^ est décomposée en trois droites distinctes
CÇ (Z=o), C^, C^ concourantes en a°. D'après l'équation (13), le point a° est encore
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p-simple sur Ai. Donc Ai = A^ est p-simple. Donc A, est p-minimale, d'après le corollaire
à la proposition 2 du n° 3.

Le groupe F(A) est d'ordre 3 et, comme dans le cas précédent, ^po(A) est isomorphe
à G, sur k°.

Cas ( c 4 ) (v {[L) ̂ 2, ^((3)^2, y(Y)^3? ^(A)=6). — Notons e le A-automorphisme du
plan projectifPg qui, au point {x,y, ̂ ), fait correspondre {tx,jy, t^). Les Â;-automorphismes s
et <?£ de Pg induisent des A-isomorphismes <pi : A—»-Ai et 92 : A-^Ag de A sur les courbes
planes Ai et Ag respectivement définies par les équations

Ai [ Y^ + ̂ iXYz + ̂ Yz2 == tx3 + t^m + ̂ xz2 + ̂ z3

Ag 1 tW + ̂ iXYZ + ̂ aYZ2 = X3 + a^Z + ̂ XZ2 + y3Z3

On prend pour (A,, 6) le joint de ces deux modèles (Ai, 91) et (Ag, cpg).
Le cycle réduit A^ a pour équation Y^ = o. Il est décomposé en les droites

Y =o (double) et Z=o. Les seuls points p-multiples sont les points ^==(Ç^,o, i),
Çi== i^ 2, 3) où les Ç^o sont les trois racines (distinctes, puisque v (A) ==6) du polynôme
X^a^+^X+T^-o.

Le cycle réduit A^ a pour équation
X3 + a^X^ + P^XZ2 + y^Z3 = o.

Il se compose des trois droites, distinctes et concourantes D^ {i== i, 2, 3) respectivement
définies par les équations X—Ç^Z==o.

Les composantes de A^ sont données par le tableau ci-dessous :

Composantes

r^o
1^0

iC,°(z=i ,2,3)

2C°

Points

w°xb°

<X«?

génériques

v^b0

où v° et w° sont des points génériques sur k° des droites Y= o et Z == o respectivement,
et où ^ est un point générique de D^ sur ^=Â;°(^) (î== i, 2, 3). De plus, les compo-
santes iCÇ (î= i, 2, 3) sont simples, tandis que gC0 est double.

Le cycle A^ admet quatre sommets, qui sont les points :
s^^=a°xb0

^-12^-^xé0 ( ^=1 ,2 ,3 )

En appliquant la remarque i du n° 9, on voit que tout point de pe(AJ =supp A^
autre qu'un sommet est p-simple sur A^; de même, comme a° est p-simple sur Ai, le
sommet ^ est p-simple sur A^.

Il reste à montrer que l'un quelconque des trois sommets ^ (î' == i, 2, 3) est p-simple,

463



io8 A N D R É N É R O N

ou encore que l'anneau local o,=o(j?, AJ est régulier. Or l'idéal maximal m, de cet
anneau est engendré par Ç^, 7^, ̂ , ̂ , ^, où Ç,i, 7^, Çg, ̂  sont les fonctions sur A, respec-
tivement induites par (Xi/Zi)-^, Yi/Zi, Xa/Y^, Z^, en désignant par ̂  un élément
quelconque de 9Î tel que Ç^-P^o)- Compte tenu de A^^Ai), on a les relations
^2 ̂ ^ (^0+^1)3 et ^^i^- En portant dans l'équation de Ai, on voit qu'on a ^lem,2,
donc que m, est engendré par ̂  et Çg. Donc o, est bien régulier. Donc A, est p-simple.

La p-minimalité de A^ s'obtient immédiatement au moyen de la proposition 2
du n° 3, appliquée à Ai et Ag, et du critère de p-minimalité (n° 2, prop. i).

Le A-isomorphisme 6 : A->A^ applique encore p-isomorphiquement y ÇA0)
sur la composante de l'origine de ^(A^) (iCÇ, privée du point ^). Le groupe ^(A)

,c: ,c: ,c: ,c:

,c°

FIG. 6

est donc isomorphe à G^. D'autre part, r==F(A) est fini d'ordre 4. Si on pose
^° = ^(A^) n iC,° (i == i, 2, s) on voit, en appliquant à la courbe A^ le lemme i du n° 3,
que le A-morphisme (î, : A,xA,->A, défini par ^x,y) =—Çx+y) applique 1^X1^
sur i^. Donc les éléments de F respectivement représentés par les trois composantes
i^° {^=ï-> 2, 3) de ^(AS), i.e. les trois éléments non nuls de F, ont pour somme o.
Donc F est non cyclique.

12. Démonstration du théorème i (cas (05^)),

Pour tout entier j>o, on note .̂ le A-automorphisme du plan projectif Pg défini
par (jy==(7' pou r j=2 î—i , et ^.=£(71 pourj=2î. Si u= [ x , y , ^ ) est un point générique
de A sur k, le point Uy=~GyÇx) admet donc pour coordonnées {x,y, t^) ou (tx,y, t^)
suivant qu'on a j = = 2 z — i ou j=2z.

On pose h==m+2. On note Ai, . . .,A^ les transformées de A par ïi, .. .,^ respec-
tivement, et on considère les A-isomorphismes <pi : A->Ai, .... 9^ : A->A^ respectivement
induits par ïi, . . ., c^. On prend pour (A^, 6) le joint des modèles (A^, <pi), .... (A^, <pJ.

Les courbes A^_-^ et Ag^ sont respectivement définies par les équations suivantes,
à coefficients dans R :

A^_ 1 1 Y^ + t^XYZ + pi,YZ2 = ̂ X3 + t^Z + (3,XZ2 + y^Z3

A^.l n^Z + ̂ XYZ + ̂ YZ2 = f- 1X3 + a^X^ + P,- iXZ2 + r^Z3
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L'équation du cycle réduit A^_i est toujours Y^^o, sauf pour i==n+i,
si m==2n—i, auquel cas cette équation est Y^ + ̂ YZ2 = y^Z3. Le cycle
\i-1L==^n+l=^ est alors décomposé en trois droites distinctes, concourantes en
^^C1? o? o), à savoir celles respectivement définies par les équations Z=o, Y=^Z
et Y =7^, où r^ et ^ sont les racines (distinctes, d'après (c 5 )) du polynôme
Q^Y^^Y+Y^.

L'équation du cycle A^ est X^X+^Z) ==o. Pour î>2, l'équation du cycle A^,
est toujours Y^^o, sauf pour î = n + i , si m ==2n, auquel cas cette équation est
Z(aîX2+p^2XZ+Y,0^3Z2)=o. Le cycle A!^=Ai^=A^ est alors décomposé en trois
droites distinctes, concourantes en é°=(o, 1,0), à savoir celles respectivement définies
par les équations Z==o, X=^°Z et X=^Z, où ^ et ^ sont les racines (distinctes
d'après (c 5J) du polynôme P^a^+i^X+r^.

Pour m impair (m=2n+î), les composantes de A^ sont données par le tableau
ci-dessous :

Composantes Points génériques

,C°, woxboxwoxbox........^...xwoxboxwo

,GÎ r?xirîx^x^x.............x<2°x^x^
2C? ^ X ^ X ^ X ^ X . . . . . . . . . . . . . . .X^X^Xû 0

2^ ^x^x^x^x. . . . . . . . . . . . . . . x^x^xû0

(2?—2 facteurs égaux à <:0)
2C^_i ^ X ^ X . . . X ^ X y ( ) X è o X û o X . . . . . . . . x è o X û o

aC^, ^ X ^ X . . . X ^ X ^ X ^ O X a o X . . . . . . . . x é o X a o

(2 î— i facteurs égaux à c0)

2C2n-i ^X^X . . . . . . . . . . . . . . . . . . .X^Wxé°Xû0

2C2, ^X^X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X^X^X^Xû 0

iQ ^X^X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X ^ X ^ X é S x ^

iC^ ,°X^X . .................. X^X^X^X^

dans lequel on désigne respectivement par a°, b°, c°,^, ̂ , ^ les points (i, o, o), (o, 1,0 ),
(o, o, i), (—a?, o, i), (o, ̂ , i), (o, T]S, i) de Pg; par u0, v0, w0 des points génériques sur A0
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des droites X=o,Y=o et Z=o respectivement; par'u^ le point (générique sur À;0)
de la droite X + a^Z = o, défini comme intersection de cette dernière avec celle joignant c°
et w° ; par ̂  et ~v^ des points génériques sur le corps k°{r^), des droites Y == y^Z, et Y = ïj^Z
respectivement.

En supposant toujours m==2n—i, les sommets de A^ sont les points
^=i2^=iC;;n2CÎ =aoxboxaoxbox..... Xa°X^Xa0

^==12^=10^0? ^X^X^X^X. . . . .X^X^Xa0

^^^QnaC^i^X^X^X.. ...... . .Xc°X^Xa°
.^^^C^naC^^X^X^X.. . . . . . . . .Xc°X^Xa 0

et, pour tout i tel que i <Î'^H— i,
^1=2^-1= îcïi-l^2C02i=coXcox...XcoxboXaoxboX...Xa<)xb(>Xa<)

(2!— i facteurs égaux à c°)

4 =^ =2C^n2C^l=c o Xc o X. . .Xc o Xc o Xa o X^X. . .Xa o x6 0 Xa o

(2î facteurs égaux à c°)

Pour m pair {m == zn), les composantes de A^ sont données par le tableau ci-dessous :

Composantes Points génériques

^ a/'X^Xa/'X^Xî^X.. ........ X^Xw°x60

iC? ^OX^XaoXîuoXaoX. ....... .Xw^X^xw0

aC? ^X^X^X^X^X. . ........ . .X^X^Xè 0

aC^ ^XM^^X^X^X.. ......... . X^X^xb0

(2;—2 facteurs égaux à c0)
2^-1 coxcox....xc9xvoxboxaox....xboxaoxb<)

^ c(>xcox....xcoxcoxuoxaox....xboxaoxbo

(2?— i facteurs égaux à c0)

A c ° X c ° X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X^Xtfx^xb0

2^+1 ^X^X. . . . . . . . . . . . . . . . . . . X^X^Xv^xb0

^ c ° X c ° X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XC°XC°X^XMÏ

^ c°Xc°X... ................ Xc°Xc°Xaïxyî
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où les notations a0, é°, c0,^^ z/°, v°, up^u^ ont la même signification que précédemment; où,
de plus, on désigne respectivement par a^ et ~a°, les points (Ç^, o, i) et (Ç^ o, i) ; par u^ et ïï^
des points génériques, sur le corps k°{^) des droites X = E^Z et X = ï^L respectivement.

Les sommets de A^ sont alors les points :

s^^==,C°^C°, =aoxboXaQxboX^ . . . . . . . . . X^Xa^b0

s^=^=^n^ =7? X ^ X ^ X ^ X . . . . . . . . . . X^X^xb0

s^^^^n^^^X^X^X.. . . . . . . . . . . . . . xc° xa°xb°
^^-i^n^^X^X^X ... . . . . . . . . . . . xc0 Xa^xb0

et, pour tout i tel que i^i^n

%-l=224- l = 2C^- l n 2G^ = ^X^X. . .X^Xé o Xa o X& O X. . .x6 0 Xfl o X& o

4 =^4 =^020^1 ̂ ^ x ^ x . - . x ^ x ^ x ^ x ^ x . - . x ^ x ^ x è 0

Quelle que soit la parité de m, les composantes de A^ sont connectées comme
l'indique la figure suivante :

FIG. 7

Les composantes j^CÇ (^== :05 I ? 2? 3) sont simples, tandis que les gC^ (i < j^m+ i)
sont doubles. La remarque i du n° 9 permet de vérifier que tout point de A^ autre qu'un
sommet est p-simple sur A^; de même, le sommet ^ est p-simple sur A^, puisque a° est
p-simple sur A^.

Vérifions la p-simplicité des autres sommets.
^-simplicité de s^. — II suffit de montrer, d'après la remarque 2 du n° 9, que l'anneau

local Oi=o(^xè°, A^) est régulier. Or l'idéal maximal Tîîi de cet anneau est engendré
par ^, y^, ^, ^ et t, où Ç^, T^, Çg, Çg sont les fonctions sur A^ respectivement induites
par (Xi/Z^)—ai, Y^/ZI, Xg/Yg, Zg/Yg. Ces générateurs sont liés par les relations
^==^(ai+Çi) et ^==Y]i^2- En portant dans l'équation de A^, on obtient ^1=^2
(mod. m^). L'idéal nti est donc bien engendré par deux éléments : ̂  et Çg.

p-simplicité de s^ et s^. — Montrons par exemple que s^ est p-simple sur A^. Pour m
impair {m=w—i), il suffit de montrer que l'anneau local 02=o(^Xâ ro , A ^ ^ ^ ^ ^ g ) est
régulier. L'idéal maximal mg de cet anneau est engendré par Ç^ +1, ^^ 4-1 ? ^^ 4- 2 3 ^m + 2et ^ °ù
^n+i^m+i^m+2 et ^+2 sont induites respectivement par X^+i/Z^+i, (Y^+,/Z^+i)—Y),,
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Ym+2/xm+2 et ^m+ïl^m+î (^ étant un élément de 9î tel que ^==p(7îJ). On a les relations
^ïy^^m^^^+^+i) et ^=^+1^+2- En portant dans l'équation de A^g, on obtient
^Sm +1s (2^ + ^n) ̂ m +1^4-2 (î110 .̂ Tît^). Comme on a 2^+^+0, l'idéal m^ admet pour
générateurs 73^ et Ç^.

Pour m pair (m =272), il suffit de montrer que F anneau local 02=o(^xè°,A^^^)
est régulier. L'idéal maximal îîtg de cet anneau est engendré par ^+1, ̂ i, Ç^g,
^4-2 et t, où les quatre premières fonctions sont induites respectivement par
(^-m+i/^+i)—^? ^m+il^m+iï ^,+2/^+2 et ^m+ïl^m+ï (^c étant un élément de SR tel
que Ç2=p(y). On a les relations ̂ = (^+^4-1)^+2. et ^=^,.^. En portant
dans l'équation de A^, on obtient ^+1= (sa^+p^^^^^^^ (mod. nt^). Doncn^
est engendré par Ç^ et ^+3.

^-simplicité de 4_ ^. — II suffit de vérifier que l'anneau local o^ ^ = o (c0 x é°, A^_ ^ 2,)
est régulier. Or l'idéal maximal m^_^ de cet anneau est engendré par t, et par les
fonctions ^-i^-i^^z respectivement induites par Xg^i/Z^.i, Yg^/Z^,
^/^z et ^t/^- Ces fonctions sont liées par les relations ^==^-1^3 et ^=732t-l^-
En portant dans l'équation de A^, on obtient ^_i=^j<-i (mod. ÎT^_J. Donc
m2,_i est engendré par ^_^ et Ç^.

^-simplicité de 4. — II suffit de vérifier que l'anneau local o^=:o(c°xa°, A^+i)
est régulier. Or l'idéal maximal m^ de cet anneau est engendré par t, et par les
fonctions ^^•^+1^+1 respectivement induites par Xg,^, Y^/Zg,, Y^^i/Xg,.^ et
Z2^+l/x2^+l• On a les relations 7^1 =^2^+1 et ^^Ç^+r En portant dans l'équa-
tion de Â2,, on obtient OC^EE Tîj^+i (mod. m^). Donc îïï^ est engendré par 733, et ^,+1.

On a donc complètement démontré que A, est p-simple. En appliquant la propo-
sition 2 du n° 3 à chacune des courbes A,, on voit que l'entier v(C^, co^ Ay) s'annule
pour toute composante C^ de A^. En remontant aux composantes correspondantes de A^,
on en déduit, compte tenu de la proposition 15 du n° 16, que l'entier v s'annule sur toutes
les composantes de A^. Donc, d'après la proposition i du n° 2, A^ est p-minimale.

Comme dans le cas (04), le groupe ^po(A) est Â;°-isomorphe à G^, et le groupe
fini r=F(A) est d'ordre 4. Si on pose ^^y^n^ (î=o, i, 2, 3), on voit, en
appliquant à la courbe A^ = A^ _^. 3, le lemme i du n° 3, que le A-morphisme ^ : A, X A^ ->A^,
défini par (3^,jQ =—{x+y) applique i^?X^ sur ̂  ou sur ̂  suivant que m
est pair ou impair. Pour m pair, les trois éléments non nuls de F ont pour somme o,
donc F est non cyclique. Pour m impair, il existe deux éléments non nuls distincts de F
ayant pour somme o, donc F est cyclique.

13. Démonstration du théorème i (cas(c6)).

(^((1)^2 z/(a)^2 ^((B)^3 ^(ï)^4 ^(ï)^)

On note, comme dans le cas précédent. Ai, Ag et A3 les transformées de A par (TI,
^25 ^35 et Ci, (pg, <p3 les A-isomorphismes A-^A^, A->Ag, A->A3 induits respectivement
par CTI, (jg, (73. Les images u^^(u) [j= 1,2, 3) d'un point générique u de A sur k sont donc
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u! == (^, ^), u^ = [tx,y, t2^) et UQ == {x,jy, t2^). On considère, d'autre part, la courbe A^
lieu sur k du point u^= Çx2, ty^ ^2). On prend pour (A,, 6) le joint des quatre modèles
(Ai, Pi)? (Â2, 92)5 (As, 93)3 (A4, 94). Les équations respectives de A^, Ag, A3, A4 sont :

Ai ] W + ̂ XYZ + ̂ YZ2 = tX3 + t^^Z + t^XZ2 + tW
A^l ^Z+^XYZ+^YZ2 = X^ ̂ X^ ^XZ2^- ^Z3

A, yz + t^XYZ + ^YZ2 = ̂ X3 + t^^Z + t^XZ2 + Y,Z3

A41 (Y2 + ̂ YZ - t^XZ - y^Z2)2 = tX^ (- À^Y + X + PaZ)

Les cycles réduits A^ et A^ ont respectivement pour équations Y^Z == o et X3 = o.
Le cycle réduit A^ a pour équation Z(Y2 + ̂ YZ + y^Z2) = o. Il se décompose en les trois
droites Z=o, Y=^Z, et Y=^Z, où ^ et ^ sont les racines (distinctes, puisque
^(S')^) du polynôme Y^^Y—y^o. Le cycle réduit A^ a pour équation
(Y2+^YZ—YSZ2)2=o. II se décompose en les deux droites (doubles) Y=^Z, et
Y=T^Z. Le tableau suivant donne les composantes de A^.

Composantes

1^0

2^

po
1^1

po
2^1

1^2

2^2

3C°

Points génériques

uPxb^XuPxa0

v^^Xa^xa0

c°xbïxv^xbï

c°X^Xa°Xyî

c°xîîx~uîxî[

^X^X^X^

^XifxaPxa0

où a0, è0, c0, b^ b[ désignent respectivement les points (i, o, o), (o, i, o), (0,0, i), (o, T]^, i),
(o, Y^, i); u0, v0, w0 des points génériques sur k° des droites X==o, Y=o, Z==o respec-
tivement; ^ et ~v^ des points génériques sur k°{r^) des droites Y==^Z et Y=Y^Z
respectivement.

Les sommets sont les points :

^-^-iCo^C^x^x^x^0

s°, = ̂  = iGîn 2C? == c° x bi X a° x é?
^-^-iG^n.C^^X&îx^X^
^ = ̂  = aCgn 3C° = ̂ X b0 X a° X a°
s[° == ̂  = ̂ Cîn 30° == ̂ X b^ X a0 X û°
^o=23^=2^n3GO=,OX^XûoXûo

4($P
15
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Les composantes de A^ sont connectées comme l'indique la figure 8. Conformément
aux conventions du n° 9, chacune d'elles est notée avec un indice de gauche égal à son
coefficient dans A^. D'après la remarque i du n° 9, tout point de l'une des composantes
iCÇ(z=o, i, 2), gC^, 30° autre qu'un sommet de A° est p-simple sur A^; de même,
puisque a° est p-simple sur A^, le point j° est p-simple sur A^.

Montrons qu'un point de l'une des composantes gC0, gCÇ autre qu'un sommet est
p-simple sur A^ (la remarque i du n° 9 ne suffit plus car A^ possède, en général, des
points p-multiples sur A^ autres que û°, b^ ou é^). Soit u^ un tel point. Supposons, par
exemple, qu'on ait z^e^GÇ. Ce point est de la forme u^=cQxb^xaoXvoQ, où v^eP^ et

,< ,<',
f: f\

f,
^

FIG. 8

on a v^= (Çj, 7]o, i) avec Ç^=t= o. Soient Çg et ï]o des éléments de 9î tels que Ç^==p(Ço) et
7^ == p(-y^). Il suffit (n° 9, remarque 2) de vérifier que l'anneau local OQ =o{a°Xv^, A^) est
régulier. Or son idéal maximal rrto est engendré par t, et par les fonctions 7)3, ^33 ^4, T^ res-
pectivement induites par ¥3^3, Z3/X3, {'KJZ^)—Ço, (¥4/24)—7]o. Ces générateurs sont
liés par les relations ^3=^3(^0+^4) et ^^(So+Sé)- En portant dans l'équation de A3, on
obtient une relation de la forme (27]o+^2)7Î4=<2S4+^^3 (mod. m^), avecaet èe9î. Comme
on a 27^ +^+0, l'idéal mo admet pour générateurs ^4 et ^3. Donc Oo est bien régulier.

Il reste à prouver la p-simplicité des points s[, ^, SQ°, s[°, jg0.
p-simplicité de s^ et ^. — Pour montrer, par exemple que ^ est p-simple sur A^,

il suffit de vérifier la régularité de l'anneau local Oi =o{a°xb^, A^). L'idéal maximal mi
de cet anneau est engendré par t, et par les fonctions 7^3, î^, ^4, ̂  induites respec-
tivement par Y3/X3, Z3/X3, ^.Jï^ et (¥4/74)—7]o. Ces générateurs sont liés par les
relations 'yî3==^3('yîo+734) et ^Ç^- ^n portant dans l'équation de A^y on trouve
(27îo+[Jl2)7Î4:== ^3^4 (mod. m8). Comme on a 27^-}-^=t= o, l'idéal rrti est engendré par ^3 et ^4.

p-simplicité de SQ°. — II suffit de vérifier la régularité de l'anneau local
Oo=o(^°xé0, A^g). L'idéal maximal md de cet anneau est engendré par t, et par les
fonctions Ci, 7]i, Çg, Çg respectivement induites par X^/Z^, Y^Z^, Xg/Yg et Zg/Yg. On a
^^Si^î et ^^i^- En portant dans l'équation de Ai, on trouve 7]i =Çg^ (mod. rrîo5).
Donc mo est engendré par ^ et ^3.
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p-simplicité de s[° et 4°- — Pour montrer, par exemple, que s[° est p-simple sur A^,
il suffit de vérifier la régularité de l'anneau local o[ = o(b^xa°, A^). L'idéal maximal m[
de cet anneau est engendré par t et par les fonctions Çg, T^, T]^, ^4 respectivement induites
par Xg/Zg, (Yg/Zg)—^, ¥4^4 et Z4/X4. On a les relations ^=^o+^) et t==^2.
En portant dans l'équation de A^, on obtient Ç^ (2'y3o+ ̂ 2)^2 (mod. TTli3). Donc nti
est engendré par -y^ et ^4.

On a donc démontré la p-simplicité de A,. D'après la proposition 2 du n° 3, et
compte tenu de l'expression de la différentielle invariante co, on voit que œ^ ne s'annule
sur aucune des composantes ^CÇ (i=o, i, 2)3 gG^ et 30° de A^. Il reste à vérifier que œ*
ne s'annule sur aucune des autres composantes. Montrons, par exemple, que co* ne
s'annule pas en ^ (ni, par conséquent, a fortiori, sur iCÇ). Cela revient à montrer que la
différentielle 0034 sur Â34 transposée de co ne s'annule pas en a°xb^. Utilisons les mêmes
paramètres 733, ^3, S^, 734 que dans la démonstration de la p-simplicité de j^, respectivement
induits par 733 = ¥3^3, ^^=Z^X^, ^=XJZ^, ^==(YJZ^—^o. Notons îrti l'idéal
maximal de l'anneau local 04 == o (a° X b^, Pg X Pg). D'après les calculs précédents, parmi les
éléments de Oi qui s'annulent sur Â34 figurent fi=t—^^43^2 == ̂ 3—(^o^-7^)^? et une
fonction de la forme fs=(^rïo~\~[L2)7}4:—^3^4+^35 avec ^eîn^. Les p-différentielles de
f 19/29/3 en ^X^î sont linéairement indépendantes. D'autre part, 0)34 est induite par la
différentielle 0)34=—^^/(^T^^+^i^+^Çj) sur PgXPa. La différentielle

°34 = œ34A ̂ A ̂ A ̂ 3

est de la forme ( /^AâfÏ^AâfT^ArfT^i 4-^)5 avec <?eîTti, donc 634 est p-morphique et
non nulle en a°xb^, il en est donc de même de 0)34, d'après les définitions du n° 13
du chapitre Ier. On a donc bien démontré la p-minimalité de A,.

Le groupe ^po(A) est encore isomorphe à G^ sur le corps k° et le groupe fini F = F (A)
est d'ordre 3.

i4. Démonstration du théorème i (cas (07)).
(y (^3, ^(a)^2, ^((3)-3, ^(ï)^5)

On note respectivement (pi, 93, 93, 94 les A-isomorphismes 9^ : A -> A^, 93 : A—^Ag,
93 : A—^A3, 94 : A-^A4 induits respectivement par cri, ïg, 03, ^4. Les images
M. ==9^) ( j= i ,2 ,3 ,4) d'un point générique ^ de A sur k sont donc ^i== (^5^5 fe),
^= (tx^y, t2^), ^3== (A:,^, ^-s), ^4= (^,j/, ̂ ). On considère d'autre part la courbe A^ lieu
sur k du point ^==95^) == (t^^^x, t^^y). On prend pour (A^, 6) le joint des modèles
(Ai, 91), ..., (Ag, 95). Les équations respectives des courbes A^, Ag, A3, A4, A^ sont
Ai| Y^+^iXYZ+^YZ2^ ^X3+^a?C2Z+^3XZ2+^Z3

Agi ^Z+^iXYZ+^YZ2^ X^ ^X2Z+ ^3XZ2+^2Y5Z3

A3| Y2Z+^lXYZ+ t^YZ2=t2X3+t2^X2Z+ t^XZ2+ t^T?
^\ ̂ Y2Z+^lXYZ+ ^YZ2^ ^X^ ^2X^4- ^XZ2^- y^Z3

As | Y(p3X—Y)3Z4 + ̂ (XY + Y5Z2—XYZ)3 + ̂ XY^o^X— ̂ Z)3—
- 6^XYZ2(a2X-pt3Z)(p3X-Y)(X2+Y5Z2-XlYZ) =o
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Les cycles réduits A?, A°^ A^, A^ et A^ ont respectivement pour équations Y^ =o,
X^o, Y^^o, Z^X+y^^o et Y^X-Y)^4^.

Les composantes de A^ sont données par le tableau suivant.

Composantes

î ii

po
2^0

3^

4C°

2C°

sC?

2^1

iC?

Points génériques

w^x^xw^b0 xb0

u° xb°xa° xb0 xb0

c° xy°Xa0 Xb0 xb0

c0 X(;°Xa0 XZ'0 Xw0

c0 Xc°Xa0 xw°xa0

c0 X ^ X ^ X ^ X ^ 0

c0 Xc°xv0 xb0 Xc0

c0 x^xyxyW

où l'on désigne respectivement par a0, b0, c0, 'a0, les points (i, o, o) (o, i, o), (o, o, i),
(—•y^ o, p^); par u0, y°, w° et %'° des points génériques sur k° des droites X==o, Y==o,
Z===o, et (B^X—Y==o respectivement, et, en notant {x°, o, ^°) les coordonnées de y°,
par ï0 le point (générique sur A;0) de la droite ^X+T^Z==o ayant pour coordonnées
-(W, (iW, (Ps0)2^0.

Les sommets sont les points :

^ = ̂ C°,n ̂ =a° X b° X a° X b° X b°
2^=2CO^^=coxboXaoxboxbo

^=^n4CO=^x^Xaoxéoxéo

^s^^n^C^^X^X^X^Xa0

34^=3Cîn4C()=<;OX^OXûoxéoxTO

^s^^n^C^^X^X^X^Xc0

lA = iCîn ̂ C? = c0 X c0 X^a0 X b0 X c0

où T° est le point (i, (3^, o).
Les composantes de A^ sont connectées comme l'indique la figure ci-contre (fig. 9).
La remarque i du n° 9 permet de voir que tout point de l'une des composantes ^C^,

gCÇ, 30^, 4C°, gC0, gCÇ, yC^ autre qu'un sommet est p-simple sur A^; elle permet de voir
également que les points 12 ,̂ 34 °̂ sont p-simples sur A^.
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Montrons que tout point de ̂  autre que l'un des sommets 34^, 23^ est simple sur A^
(la remarque i ne suffit plus, car la composante (3pC==Y de A^ peut posséder des points
p-multiples sur Ag, autres que c°). Un tel point est de la forme coXcoxaoxbQXw^ où W°Q
est un point de P^ qui est lui-même de la forme ^-(i.P^^ ^ec ^+o. Soit ^e^,
tel que ^=p(^). Il suffit, d'après la remarque 2 du n° 9, de vérifier la régularité de
Panneau local QQ^O^XW^ A^). Or, l'idéal maximal nio de cet anneau est engendré
par t, et par les fonctions ^4, ^ 7]s, ^, induites respectivement par X4/Y4, ZJY^,
(Yg/Xs)—^ et (Zg/Xs)—^. Ces générateurs sont liés par les relations ^==^0+^5),
et ^ == ̂ 4(^3 + ̂ 5) • On en déduit, en portant dans l'équation de A4, ̂  = ̂ 5 (mod. -m^
ce qui montre que irto est engendré par deux éléments : ^4 (ou T^) et ^5.

,c: ,C:

.C: f:

3°;

,c0

c0
^

FIG. 9

Le calcul fait dans le cas (c 6) pour établir la p-simplicité du point 33^ est encore
valable. Il reste à vérifier la p-simplicité des points 34 ,̂ .̂y0, 33^ et igjf.

p-simplicité de 34^. — II suffit de vérifier la régularité de l'anneau local
340o==o(^°xé°, Ag5). L'idéal maximal 34^X0 de cet anneau est engendré par t, et par les
fonctions ^^2^5^55 respectivement induites par Xg/Zg, Yg/Zg, Xg/Yg, Zg/Yg. On a
les relations ^=^1, et t==^^. En portant dans l'équation de Ag, on obtient
^5 ̂ ^2 (mod. 34m^). L'idéal 3411X0 est donc engendré par Çg et 7]g.

p-simplicité de 24^°. — II suffit de vérifier la régularité de l'anneau local
240=o(é()Xûo, Â45). L'idéal maximal 24m de cet anneau est engendré par t, et parles
fonctions ^4,^4, ^5, Çg, respectivement induites par X4/Y4, Z4/Y4, Yg/Xg, Zg/Xg. On a
les relations ^4=^5, et ^=^5^5. En portant dans l'équation de A^, on obtient
tës^Wô (mod. 24W2)- Comme on a (3^=t=o (d'après (c 7)) l'idéal 24^ est engendré
par ^4 et T^.

p-simplicité de 23^. — II suffit de vérifier la régularité de 2301 == o(fl° X ^°, A3g). L'idéal
maximal 2311X1 de cet anneau est engendré par t, et par les fonctions 733, ^3, Çg, T]^, respec-
tivement induites par Y3/X3, Z3/X3, Xg/Zg, YS/ZS. On a T^^', et ^=^3^. En
portant dans l'équation de A^, on obtient T]^' = ^3^5 (mod. 2311 )̂, d'où l'on déduit que 2311X1
est engendré par ^3 et Çg.
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^-simplicité de 12 .̂ — II suffit de vérifier la régularité de ^^==o(^a°xb0, A^).
L'idéal maximal igîrii de cet anneau est engendré par t, et par les fonctions ^3, Y]g, ^4, ^
induites respectivement par (X3/Z3)—Ïo (en posant Ïo =—15/^3) ? YS/ZS, X4/Y4, 24^4./~^>/
On a ^4=^4(^0+^3) et t==rÎ3^^ En portant dans F équation de A3, on obtient
^3== [^3^4 (mod. igTri3). Donc l'idéal i^nii est engendré par ^3 et ^4.

On a donc terminé la démonstration de la p-simplicité de A^. D'après la propo-
sition 2 du n° 3, et compte tenu de l'expression de la différentielle co, on voit que œ* ne
s'annule sur aucune des composantes iC^, gCÇ, 3^, gC0, gCÇ, iCÇ de A^. Pour montrer
que o\. ne s'annule sur aucune des deux autres composantes, il nous suffit de vérifier
que co^ ne s'annule pas en 34^, i.e. que la différentielle 0)5 sur Ag transposée de o est
p-morphique et non nulle au point ^° (i, pg, o).

Or, en posant 7]5= (Ys/Kg)—^, ^^Zg/Xg, et m^m^Pg), on trouve que 0)5
est induite par 0)5 ==0)5/7^5, où 0)5 est un élément de D^T0, Pg) (i.e. une différentielle
sur Pg, p-morphique en T0), tel qu'on ait ^5 ̂  ^(^ûfÇg—^5^5) (mod. mjD1^0, Pg)).
D'après l'équation de Ag, il existe, d'autre part, une fonction y sur Pg, p-morphique
en ^° s'annulant sur Ag de la forme f== ̂ t—^j^(i+.?)? avec g^^. On en tire
^^^^—Pj^735A^5(I 4-^)5 avec Âeîîtg. Donc QQ==UQ/\df est p-morphique et non
nulle en T°. Comme, d'autre part, la p-différentielle de f en ^° n'est pas nulle, 0)5 est
p-morphique et non nulle en ̂ °.

Donc, notre modèle (A,, 6) est bien p-simple p-minimal. Le groupe ^po(A) est
encore isomorphe à G^ sur le corps A0, et le groupe fini r=F(A) est d'ordre 2.

i5. Démonstration du théorème i (cas (c 8)).

(y (^3, y(oc)^2, y(P)>4, ^(ï)=5)

On considère les mêmes modèles (A^, 91)3. . ., (Ag, 95) de A que dans le cas (c 7),
respectivement obtenus en prenant pour Uy == (py (u) (^==1,2,3 ,4 , 5) les points u^ = (x,y, t^)y
u^=(tx,y, ̂ ), ^3= {x,y, ̂ ), u^= {tx,y, t3^), u^= (A^;, f' x, t^y). On considère d'autre
part le A-modèle (Ag, (pg) de A obtenu en prenant pour 9g {ù) le point Mg= (^y^j/3^, ^2^2).
Les équations respectives de A^, Ag, A3, A4, Ag sont :

AJ Y^+^iXYZ+^YZ^X3 +^a2X2Z+^(34XZ2+^Y5Z3

A^l <Y2Z+^lXYZ+^pl3YZ2= X3 + ^X^ + ̂ XZ2 + ̂ Z3

A3| Y2Z+alXYZ+ ^3YZ2=^X3+<2oc2X2Z+^4XZ2+ W
Â4| ^Y2Z+^lXYZ+ ^YZ2^ ^X3+ ^2X2Z+ ^4XZ2+ Ï5Z3

As [ Y^X-Y)^4 + ̂ (XY + YsZ^ÀYZ)3 + ̂ XY2Z2(a2X- ̂ Z)3-
— e^XYZ^agX-- ̂ T} (t^X— Y) (X2 + Y5Z2— XiYZ) == o

On trouve d'autre part que celle de Ag est obtenue en annulant un polynôme P,
homogène et de degré il, de la forme

P(X, Y, Z) =Y6(X—Z)5+^X2Z9+^YPl+^P2
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où Pi et Pg appartiennent à R[X, Y, Z]. (On voit immédiatement, sous cette forme,
que P est irréductible dans R[X, Y, Z]).

Les cycles réduits A^, A^ A^, A^, A^ A^ ont respectivement pour équations Y^ = o,
X^o, Y^^o, Z^o, Y^^o, et Y^X-Z)5^.

Le tableau des composantes de A^ est le suivant :

Composantes

1^0

2^0

3^

,c°

50°

eC°

sC0

4CÎ

po
2^1

Points génériques

uPxb^Xt^xb0 xb0 xb°

v0 Xb°xa0 xb°xb0 xb0

c0 Xu°xa0 xb°xb0 xb0

c0 xc°xa0 Xb0 xw°xb0

c0 xc°xa0 xb0 xa0 XM?

c0 xc°xa0 Xb0 Xa0 xv0

c0 xc°xa0 Xw°Xa0 Xa0

c0 xc°xa0 Xb0 XV0 Xc0

c0 xc^xv0 xb0 xc0 xc0

où l'on désigne respectivement par a0, b0, c0 les points (i, o, o), (o, i, o), (o, o, i) et
par u°, v°, w0, u^ des points génériques sur k° des droites X = o, Y = o, Z = o et X = Z.

Les sommets sont les points :

î ° = iC^n ̂  = a° X b° X a° X b° X b° X b°
^o=3Cgn3CS=coxèoXaoxéox6»xéo

3^° = ̂ n^C0 = c° X c° X a° X b° X b° X b°
^o=,CongCO=cox<•o x^x^xa^xb0

^ = sC^gC0 = c° X c° X a9 X b° X a° X c^
^s0 == yC^sC0 = c° X c° X a° X b° X a° X ff°
49JO=,^CÎnsCO=coXco X ^ X ^ X ^ X c 0

24^° = 2G^4C? = c° X c° x a° X b° X c° X c°

où c^ est le point (i, o, i) de Pg.
Les composantes de A^ sont connectées comme l'indique la figure ci-après.
La remarque i du n° 9 permet de voir que tout point de l'une quelconque des
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composantes iCÇ, ^C°o, 3^, 30°, gG? autre qu'un sommet est p-simple sur A,; elle permet
de voir également que ^so et ss^ sont p-simples.

Considérons un point de ̂  (resp. 4^) autre qu'un sommet. Un tel point est
de la forme ^x^x^X^Xi^Xc 0 ( resp-^x^x^X^X^X^), avec w^= (i, ̂ , o) (resp.
^= ( I » o> %' o" ̂  ("ïsp- Ç!) est un élément non nul de ï°. Soit T)() (resp. Çg) un élément
de 9Î tel que 7^=p(7]o) (resp. î^=p(Çg)). D'après la remarque 2 du n<> 9, il suffit de
montrer que le point b°xw°o (resp. b°xv°) est p-simple sur A^. L'idéal maximal 4^0
(resp. 4-tnî) de l'anneau local de ce point sur A^g est engendré par t, ^4,^4,7)5 (resp. 7)5),
^6 (resp. Çg), où ^4, ^4, 7)5, 7)5, Çg, Çg sont les fonctions sur Â45 induites respectivement par

1e.

^0

^ :̂
5e: y:

c°

.c°
FIG. 10

XJY^ ZJ^ YS/XS, (Ys/X^-Tîo, Z^/Xs, (Zs/Xs)--^. Or on a les relations î:4=%5,
et ^ == ̂ 4^5 === ̂ 5^. En portant dans l'équation de A4, on en tire 735 = Ys^o^ (mod. ^m^)
(resp. ^5=^4 (mod. 4m^). Donc l'idéal 41110 (resp. 4̂ 11) est engendré par ^4 et ^5 (resp. ^4
et ^).

Considérons de même un point de gC0 (resp. gC0) autre qu'un sommet. Ce point
estdelaforme ^X^X^X^X^Xu^ (resp. ^ X ^ X ^ X ^ X ^ X ^ ) ? ^cc ^o"" (^ ^lo? I)
(resp. ^==(1, o, ^)), où '/]îo (resp. ^) est un élément =(= o (resp. 4= o et i) de ï°. Pour
montrer que ce point est p-simple sur A^, il suffit de vérifier la régularité de l'anneau
local 50=o(6°X^o5 ̂ e) (resp. QO=s){b°Xv^ A^)). Soit ^Q (resp. Ço) un élément de 9î
tel qu'on ait 7îîo= P (^lo) (resp. ^==p(^)). L'idéal maximal gm (resp. eîn) de 50 (resp. go)
est engendré par t, ^4, ^ ^ (resp. Yje), et Çg (resp. Q où ^4^4^65 ^^e? ^6 son^ ^s
fonctions sur A4g respectivement induites par X4/Y4, 'ijy^, Ye/^e? (Ye/Xg)—T]^,
(Zg/Xg)—!, (Zg/Xg)—^. On a les relations Ç4=^(i+Çg), ^^Çl^g. En portant dans
l'équation de A4, on obtient une relation de la forme ^lo^e^^ (mod. gm2) (resp.
7^0(^0—i) =^4 (mod. gm2)). Donc l'anneau local gTn (resp. grn) est engendré par ^4
et TÎÇ (resp. ^ et Ce)-

La p-simplicité de 23^° et 34^° résulte des calculs déjà faits dans le cas (c 7). Il reste
à vérifier la p-simplicité des sommets 45^°, ^s°, ^s° et 24^°.
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^-simplicité de 45^°. — II suffit de vérifier la régularité de l'anneau local
45^ ==o{a°xb°, Age). L'idéal maximal 45m de cet anneau admet pour générateurs t, et les
fonctions 735, Çg, Çg, ̂ , respectivement induites sur Agg par Yg/Xg, Zg/Xg, Xg/Yg et Zg/Yg.
On a les relations ^==735^ et ^=73!%. On en déduit, en portant dans l'équation de Ag,
^6=^6 (mod. 45în2). Donc l'idéal 45^1 est engendré par Çg et 735.

^-simplicité de 3^°. — II suffit de vérifier la régularité de l'anneau local
sGO=û{b°Xa0, A^). L'idéal maximal ^m de cet anneau est engendré par t, et par
les fonctions ^4, ^ 7]g, ^, respectivement induites sur A4g par X4/Y4, Z4/Y4, Yç/Xg,
Zg/Xg. On a ^4==^ et ^Ç^g. En portant dans l'équation de A^, on trouve
^^—ïs^e2 (mod. sgm4). Donc 3^ est engendré par ^4 et ^.

^-simplicité de 4^°. — II suffit de vérifier la régularité de l'anneau local
460==o(âroX6:o, Agg). L'idéal maximal 4^0 de cet anneau est engendré par t, et par les
fonctions 735, î:5, Çg, ̂  respectivement induites sur A^ par Yg/Xg, Zg/Xg, Xç/Zg, Yg/Zg.
On a 735=^736, et ^ = ̂ e3^ == ̂ G3^ • En portant dans l'équation de Ag, on trouve
^e^ïô^ (mod. 4em3). Donc 4em est engendré par Çg et ^5.

^-simplicité de 24^°. — II suffit de vérifier la régularité de 340 == o(<z° X c°, A^). L'idéal
maximal g4m de cet anneau est engendré par t, et par les fonctions 733, ^, Çg, 735 respecti-
vement induites sur A^ par Y3/X3, Z3/X3, Xg/Zg, Yg/Zg. On a les relations 733=^735,
et ^=^735. En portant dans l'équation de A3, on obtient 735=^5^5 (mod. 24m3).
Donc 24m est engendré par ^3 et Çg.

On a donc complètement démontré que A^ est p-simple. D'après la proposition 2
du n° 3, et compte tenu de l'expression de œ, on voit immédiatement que co, ne s'annule
sur aucune des composantes iCg, ^C°o, 3^, 30°, ̂ . Pour vérifier que œ, ne s'annule pas
non plus sur les quatre autres composantes, il nous suffit de vérifier que œ^ ne s'annule
en aucun des deux points 45^°, 4^°, ou encore que la différentielle (Ogg transposée de œ
sur Age ne s'annule en aucun des deux points a°xb° et a°Xc°.

Utilisons les mêmes paramètres 735, Çg, Çg, Çg, Çg, 73^ que dans la démonstration de
la p-simplicité de ces deux points; ces paramètres sont induits respectivement par
735=Ys/X5, Ç^Zs/Xs, le^Xg/Ye, ^-Ze/Yg, ̂ ^Xç/Zg, T^Ye/Zg. Introduisons
les anneaux locaux 450 = o (a° X é0, P2 X ?2) et ^Q = o (û° X c0, P2 X ?2) ; soient respecti-
vement 4gm et 46ÎTI leurs idéaux maximaux.

Parmi les éléments de l'anneau 450 qui s'annulent sur Agg figurent /i=?5—^5?6
et des fonctions de la forme f^=^—^i +^) et /3=^—^(i +^3), avec g^m2

et ^s^^- D'autre part (Oge est induite par une différentielle de la forme
^w^—^^e)^^ +g), avec ge^m. La différentielle Q^=^^df^^df^^df^ sur
P2XP2 s'exprime sous la forme d^^d^^d^^d^î +h) avec /^m. Donc 653 est
p-morphique et non nulle en a°xb0. Donc, puisque les p-différentielles def^f^f^ en
ce point sont linéairement indépendantes, et, d'après les définitions du n° 13 du
chapitre Ier, cùgg est p-morphique et non nulle en a°X b°.

Parmi les éléments de l'anneau local 4^0 qui s'annulent sur A^ figurent la
fonction // =735— Ç^g, et deux fonctions /^ f^ qui sont respectivement de la
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forme /2=^-Ï5%(i +^) et f, =t-^W{i +?e+^ avec ̂ m, et ^m2.
D'autre^part, co^ est induite par une différentielle o^ sur PgXPg de la forme
^56 = û?(%)/(ï5I64^(2 —le +<?'))._ave^^' e46în2. La différentielle 6^ = œ^A ̂ / A ̂  A ̂
s'exprime sous la forme e^—^^e^^^e^+A'), avec h'e^m (remarque:
pour le calcul de 6^, on doit examiner à part le cas où k° est de caractéristique 2; ceci
est lié au fait que chacune des deux composantes de A^ passant par le point ^s0 a un coeffi-
cient pair dans A^). Donc ô^ est p-morphique et non nulle en a°Xc°. Puisque les
p-différentielles de //, f^, /g' en a°xc° sont linéairement indépendantes sur P, et d'après
les définitions du n° 13 du chapitre Ier, o^g est p-morphique et non nulle en a°xc°.

Donc notre modèle (A^, 6) est bien p-simple p-minimal. Puisque iCÇ est la seule
composante simple de A^, le groupe ^p(A) est isomorphe à G^ sur k°, tandis que le
groupe r(A) est réduit à un seul élément.

16. Démonstration du théorème 2 (cas d'un corps global).

Nous avons démontré que si A est une courbe elliptique plane, définie sur A,
p-standard (au sens introduit au n° 7), il existe un A-modèle p-simple p-minimal (A^, 6)
de A, tel que 6~1 : A^—^A soit un R-morphisme. De plus, ce modèle a été obtenu à
partir de A, à un R-isomorphisme près, au moyen d'un nombre fini de transformations
p-monoïdales : ceci résulte immédiatement, en effet, des formules qui définissent ce
modèle, dans chacun des cas a), bj, (c i), (c 2), (c 3), (c 4) et (c 5^); pour voir qu'il
en est de même dans les cas (c 6), (c 7), (c 8), on peut, par exemple, remarquer que (A^, 6)
ne diffère que par un R-isomorphisme du modèle (A^, 6') de A obtenu en remplaçant,
dans le cas (c 6), le point u^ = [x2, ty^, ̂ 2) de Pg par le point u[ == (^2, ty^ t3^2,^2) de Pg
et, dans chacun des cas (c 7) et (c 8), les points u^ = (t^x^^y^x, t^^y) et z/g == (t^x^^y^x^ t^y2^)
respectivement par les points

u, = {t^fx, t^y, ̂ 3, ty\ t^} et u, = (t^y\ W, ̂ V, t10^)

de P^
Soit maintenant K un corps global, et soit A une courbe elliptique définie sur K.

Il existe, comme on sait, un sous-ensemble fini QQ de Q= S(K) tel que A soit strictement
non dégénérée (mod. p) (donc tel que A^=pp(A) soit une courbe elliptique sans point
multiple), pour tout pe(5—©o.

D'autre part, pour tout sous-ensemble fini S' de (5, on peut trouver un K-modèle
plan de A qui est p-standard pour tout pe(5'. Il existe, en particulier, un K-modèle
plan (AO, <po) de A qui est p-standard pour tout pe©o.

Soient pi, . . ., p^ les éléments de ©o. D'après ce qui précède, et d'après la propo-
sition 25 du n° 26 du chapitre Ier, on peut, pour tout i (i ̂ i^m), trouver un K-modèle
(A^, 6^) de AQ qui est p^-simple p^-minimal, tel que Q^1 soit un Rp-morphisme, et tel
que 6^ soit un Rq-isomorphisme pour tout qe£> distinct de p^.

Le joint des K-modèles (A^, 6^) est alors un K-modèle (A', y) de Ap qui est p^-simple
p^-minimal pour tout i {i^i^m).
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Soit maintenant QQ un sous-ensemble fini de Q—GQ tel que pp(A')=Ap0 soit
strictement non dégénérée (mod. p) pour tout pe(3—©o—®o- D'après le théorème 2*
du chapitre II, et d'après la proposition 25 du n° 26 du chapitre Ier, il existe un
K-modèle (A,, <^) de A' qui est faiblement p-simple p-minimal pour tout p e GQ , et tel que ̂
soit un Rq-isomorphisme pour tout qe©—GQ.

Montrons que A^ est p-simple p-minimale pour tout pe£>. En effet, pour peSo?
A' est p-simple p-minimale, et ^ est un Rp-isomorphisme. D'autre part, pour peS—£>o,
A^ est faiblement p-simple p-minimale (soit par construction de A,,, si peSo? solt P^^
que A'est strictement non dégénérée (mod. p), si peS—©o—So)- Or, pour pe(3—©o?
A est strictement non dégénérée (mod. p), et le groupe ^p(A) est isomorphe à A° = p(A),
regardée comme une variété abélienne de dimension i. Si on pose A^==p(AJ, le
groupe ^(A^) est également isomorphe à ^p(A). Ceci implique, en particulier que ^(A^)
est une variété complète. Donc ^(A^) coïncide avec l'une des composantes de A^.
Par définition du symbole eS ,̂ elle ne peut rencontrer les autres composantes de A^.
Comme pe(AJ ==supp A^ est connexe, ^(A^) est donc l'unique composante de A^.
Donc A^ est strictement non dégénérée (mod. p). Donc A^ est bien encore p-simple
p-minimale.

Remarque. — La démonstration précédente peut être simplifiée dans le cas où le
corps global considéré K est un corps de nombres algébriques. Dans ce cas, en effet,
on peut choisir le modèle plan (Ag, 99) de manière qu'il soit p-standard pour tout pe£>.
Si alors (A', 9) est le joint des A-modèles (A^, 6^) de A(), construits comme précédemment,
A' est automatiquement p-simple p-minimal pour tout pe®, et la dernière partie de
la construction devient inutile.

17. Tableau récapitulatif.

Nous résumons dans le tableau ci-après les résultats de la discussion intervenant
dans la démonstration du théorème i.

Dans la colonne i sont énumérés les différents cas rencontrés dans cette discussion,
et qui donnent lieu à une réduction dégénérée de A^. Dans la colonne 2, on reproduit
les relations qui caractérisent une courbe elliptique plane p-standard (n° 7, prop. 4, 5 et 6)
dans chacun de ces cas. Rappelons qu'une telle courbe est définie par une équation de
la forme

(i) Y^+XXYZ+tjiYZ^X^aXZ+pXZ'+ïZ3

où X, [L, a, p, y sont des éléments de R; rappelons aussi que dans le cas b) (resp. c)), les
coefficients (JL, P, y (resp. X, (JL, a, p, y) sont de valuation ^i, i.e. appartiennent à p;
comme dans les n08 6 et 7, on pose OL = À2 + 40, Y = (i2 + 4Y? 8 = P2— 4ay, et on note A
le discriminant du polynôme X^aX^pX+Y-

Dans la colonne 3, on indique la caractérisation de chacun des cas considérés
lorsque la caractéristique de k° est différente de 2 et 3, pour une courbe elliptique plane
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quelconque A (non nécessairement p-standard) représentée par une équation de
Weierstrass

(10) Y2Z=X3+PXZ2+ïZ3

(cf. no 8). On pose alors ^==^+^\ et on note j l'invariant de A.
Dans la colonne 4, on reproduit la figure représentant la connection des compo-

santes (et, éventuellement, les points multiples) du cycle A^; les chiffres représentent
les coefficients de ces différentes composantes).

Dans les colonnes 5 et 6 sont indiquées respectivement la structure du groupe
^po(A) (composante de l'origine de ^p(A)), et celle du groupe fini commutatif
F(A)=^(A)/^(A).

Cas (bj

Cas (c i)

Cas (c 2)

Cas (c 3)

Cas (c 4)

Caractéristique
quelconque

z;(a) == o

^)>^ ^)>^

^(y) = m

y(y) == i

y ( ( B ) = i y ( ï ) ^ 2

y((B) ^ 2 y(y) ^ 2

^(ï) = 2

v{^)^2 y ( P ) ^ 2

y(y) ^ 3 y(A) - 6

Caractéristique
41 2 et 3

v[j)=—m

y (y) pair

v(j)^o

y(A) = 2
(mod. 12)

vÇj) ̂  o

.(A) =3
(mod. 12)

v(j)^o

"(A) =4
(mod. 12)

v{j} > o

y(A)=6
(mod. 12)

Cycle Aï

m •== i w quelconque

O/1 f^^ 'W1
(w composantes)

<
•ç>"
,v
A

1 1 1 1

2

Struc-
ture de
^po(A)

G»

^

G,

G.

G»

Ordre
et struc-
ture der(A)

m
(cy-

clique)

1

2

3

4
(non cy-
clique)
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Gas (C 5m)

Cas (c 6)

Cas (c 7)

Cas (c 8)

Caractéristique
quelconque

y(oc) == i ;

si m=2n—i,
v([L)^n+ î z/(p) ^n+2

y(y) ^272+2 y(y) =272+2

si m== 2n,
v(^)^n+2 y ( (3 )^7z+2

/•^
y(y) >2/z+3 y(8)=27z+4

y([ji)^2 y(a) ^2

^(P)^3 ^ï)^4

y(y)=4

y(pi)^3 ^ (a )^2

y(B) — 3 v(v) ̂  ^\i / fj \ \ } \j

^(pO^S ^(oc)^2

^((3)^4 ^(A)=5

Caractéristique
=t= 2 et 3

v{j)==—m

y(y) impair

vU)^o

y(A)=8
(mod. 12)

^')^o

.(A) ==9
(mod. 12)

y( j )^o

y (A) = 10
(mod. 12)

Cycle Aï

î\ X2 //2^ X~V^<X x \

(m+l composantes doubles)

1 î , 4

P~î î \2

1 3 — — — — — —

-^T

[ 2 1 , 2 |

1 4 ^
2

^ 2 1

3 '+ 2

3

Struc-
ture de
^•po(A)

G«

G«

Ga

G,

Ordre
et struc-
ture der(A)

4
(cyclique
pour m
impair,
non cy-
clique

pour m
pair)

3

2

1
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