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INTRODUCTION

Ce travail a pour principal objet la démonstration de ’existence de certains modeéles
privilégiés des variétés abéliennes définies sur un corps de valuation discréte £ (et, en
particulier, sur un corps local, tel qu’un corps p-adique, ou un corps de séries formelles),
ou sur un corps global K (c’est-a-dire sur un corps de nombres ou de fonctions algébriques).
De tels modeles paraissent présenter un intérét particulier pour 1’étude des propriétés
arithmétiques de ces variétés (*); on les définit, dans le cas local (resp. global), par la
propriété d’étre minimaux parmi ceux qui vérifient une condition de « bonne réduction »,
consistant en la non-existence de certaines singularités de leur ensemble réduit (mod. p),
ou p est I'idéal associé a la valuation donnée de £ (resp. a ’'une quelconque des valuations
non triviales de K).

On peut, en particulier, exiger que tous les points de cet ensemble réduit aient un
anneau local régulier, auquel cas les modéles considérés sont dits « p-simples ». C’est
seulement dans le cas des courbes elliptiques définies sur £, et possédant un point rationnel
sur £, que nous obtenons la démonstration d’un théoréme général d’existence des modéles
« p-simples p-minimaux »; nous en déduisons ensuite le théoréme global correspondant
(chap. III, th. 1 et 2). Cette démonstration est laborieuse; elle comporte d’assez longs
calculs, et nécessite ’examen séparé de nombreux cas particuliers; elle présente toutefois
I’avantage de donner une description précise de la situation dans chaque cas, permettant
de généraliser certains des résultats obtenus récemment par Kodaira [7], et qui concernent
les courbes elliptiques définies sur un corps de séries a coefficients complexes.

Dans le cas des variétés abéliennes quelconques, ou plus généralement, des espaces
homogenes principaux abéliens, nous ne considérons que des modeles « faiblement
p-simples », caractérisés par le fait que tout point rationnel p-adique sur un tel modéle
se réduit (mod. p) en un point p-simple. Nous obtenons encore deux théorémes, 'un
local, autre global, affirmant I’existence des modéles « faiblement p-simples p-minimaux »
de ces variétés (chap. II, th. 2 et 3). Le premier de ces deux théorémes permet de munir,
d’une maniére canonique, le groupe des points rationnels p-adiques d’une variété
abélienne quelconque, définie sur k, d’une structure de groupe proalgébrique au sens de
Serre [19], défini sur le corps résiduel £°, et uniquement déterminé, & un 4’-isomorphisme
pres, par la variété de départ.

() En particulier, le présent travail a pour origine la recherche d’une démonstration de certaines pro-
priétés des hauteurs des points rationnels d’une variété abélienne définie sur un corps global, en connexion avec
un résultat annoncé dans [14].

361



6 ANDRE NERON

La démonstration de ces théorémes est préparée par une étude générale, déve-
loppée dans le chapitre I°*, des propriétés des points rationnels ou entiers p-adiques sur
une variété algébrique quelconque.

Il importe de remarquer que les problémes relatifs aux divers types de modéles
minimaux considérés ne sont pas particuliers aux variétés abéliennes, mais se posent aussi
pour les variétés quelconques. Il y aurait lieu, & ce sujet, d’étudier le cas des courbes
algébriques quelconques de genre >1; la version globale du probléme relatif aux modéles
p-simples p-minimaux est alors voisine, en effet, du probléme de I’existence des modéles
minimaux sans point multiple des surfaces, au sens de la Géométrie algébrique classique,
et on sait que ce dernier est complétement résolu, au moins en caractéristique o (voir
Zariski [26]); il est a prévoir que la solution de ce probléme apportera, en méme temps,
une simplification dans le cas des courbes elliptiques, car, pour les courbes de genre > 2,
la possibilité de calculs explicites, analogues a ceux de notre chapitre III, parait exclue;
d’autre part, on peut espérer que I’étude simultanée des modeéles minimaux d’une courbe
et de sa jacobienne permettra de compléter les résultats obtenus par Igusa [6] concernant
les jacobiennes des « fibres dégénérées » d’une famille de courbes algébriques.

La notion de schéma sur un anneau commutatif, au sens de [3], interviendra fréquem-
ment dans ce travail, d’une maniére plus ou moins explicite (dans le cas local, il s’agira
du schéma, sur ’anneau R de la valuation donnée du corps £, attaché a la variété donnée,
ou bien du schéma, sur le corps résiduel £°, réduit du précédent (mod. p)). Nous énon-
cerons, dans le langage des schémas, quelques-uns des principaux résultats. Cependant,
faute d’étre suffisamment accoutumé a ce langage, nous avons estimé plus prudent de
renoncer a son emploi systématique, et d’utiliser le plus souvent un langage dérivé de
celui des Foundations de Weil ([21], cité [F]), ou de celui de Shimura ([17], cité [R]),
laissant les spécialistes se charger de la traduction.

Je tiens & exprimer ma vive reconnaissance a tous ceux qui m’ont apporté leur aide :
a S. Lang et A. Weil, dont les suggestions et les encouragements m’ont été d’un grand
secours, particuliérement dans la phase initiale de ’élaboration de ce travail; aux audi-
teurs d’un séminaire & P'Institut des Hautes Etudes Scientifiques en 1961-62, consacré
4 ce travail, et, parmi eux, 2 J. Dieudonné, A. Grothendieck, J.-P. Serre; & Michael
Artin, qui a bien voulu se charger de revoir les deux premiers chapitres du manuscrit,
et & qui je suis redevable de plusieurs corrections ou améliorations.

Enfin, je ne saurais omettre de souligner combien a été précieux pour moi I’accueil
que j’ai recu a I'Institut des Hautes Etudes Scientifiques, et je tiens A remercier trés
vivement cet Institut d’avoir bien voulu accepter de faire paraitre ce travail dans ses
Publications.
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CHAPITRE PREMIER

POINTS RATIONNELS p-ADIQUES
SUR LES VARIETES ALGEBRIQUES

1. Préliminaires.

On désigne par £ un corps muni d’une valuation discréte v. On désigne respec-
tivement par R et p ’anneau et 1’idéal de valuation correspondants, et par £° le corps
résiduel R/p. On suppose d’autre part que £° est parfait. On note k et R les complétés
respectifs de £ et R relativement & ». On se trouve alors, comme on sait, dans Pun des
deux cas suivants :

a) Les corps k et k° ont méme caractéristique. Alors R est isomorphe 3 Panneau de
séries formelles K°[[t]] sur K.

b) k est de caractéristique o, et k° de caractéristique p=+o. Alors, si v(p) =e est Pordre
de ramification de k relativement 2 v, anneau R est isomorphe & un module libre de
rang e sur ’anneau W (£%) des vecteurs de Wiit a coefficients dans £°; si ¢ est une uniformisante
locale de R (i.e. un élément de R tel que »(¢)=1), ce module admet pour base
(1,8 ..., 1), et t est solution d’une équation d’Eisenstein

Etat ' 4... +a,=0

ou les g; sont des éléments de W(£°), tels qu’on ait o,(g)>1 pour tout 7 (1<i<e), et
v,(a,) =1. Enp particulier, si e=1 (k non ramifié relativement a ), R est isomorphe
a W(k%).

Quant au corps k, il est, dans les deux cas a) et b), isomorphe au corps des
quotients de R.

Le point de vue que nous avons décidé d’adopter (celui des Foundations de
Weil [F]) comporte d’autre part introduction de « domaines universels » pour & et °.
I1 est commode de les choisir comme suit : on introduit d’abord un domaine universel
arbitraire ¥ pour £° c’est-a-dire un corps contenant £°, algébriquement clos, et de degré
de transcendance infini sur £°; on supposera de plus que ¥ posséde une base de trans-
cendance non dénombrable sur £ (car on aura a introduire des extensions de base de
transcendance infinie dénombrable de £°); on désigne par R P'anneau déduit de R
« par extension de £ & ¥ », Clest-a-dire défini par R=1[[¢]] dans le cas a), et
9¥=ﬁ®w(ko)W(f°) dans le cas 4); on note  le corps des quotients de R; ’anneau R
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8 ANDRE NERON

s’identifie naturellement 2 un sous-anneau de ®, et le corps £ & un sous-corps de f;
de plus, R est un anneau de valuation de ; la valuation correspondante est discreéte,
de corps résiduel ¥, et on peut la normer de maniére qu’elle prolonge v (on la désignera
encore par v);ona R=Rnk; les éléments de R sont appelés les entiers de £. On introduit
enfin un domaine universel arbitraire Q pour ¥ (donc aussi a fortiori, pour k). Les corps £°
et k, et les domaines universels ¥ et Q sont regardés comme fixes, dans toute la suite
de ce travail.

Lorsqu’on parlera d’un sous-corps & de £, il sera entendu qu’il s’agit d’un sous-
corps de T tel que ¥ ait une base de transcendance non dénombrable sur £). De méme,
lorsqu’on parlera d’un sous-corps k; de £, il sera entendu qu’il s’agit d’un sous-corps &,
de Q tel que Q soit de degré de transcendance infini sur %,. Lorsqu’on parlera d’une
variété définie sur A (resp. k) il sera entendu qu’il s’agit d’une variété algébrique
« abstraite » au sens de Weil ([F], chap. VII), définie sur ce corps, relativement au
domaine universel ¥ (resp. Q). Les conventions analogues seront valables lorsqu’on
parlera d’un sous-ensemble k3-fermé, £%-ouvert, £-constructible (resp. k;-fermé, k;-ouvert,
k,-constructible), ou d’une sous-ki-variété (resp. d’une sous-k,-variété) d’une telle variété,
ou encore d’un cycle sur une telle variété, rationnel sur £} (resp. sur k).

On adjoindra parfois aux corps ¥ et Q un élément, noté co. Les ensembles U
et Quoo seront notés respectivement I et Q_ . On mettra de méme lindice o
pour désigner la réunion d’un sous-corps quelconque de ¥ ou de Q avec cet élément.
On note p I’homomorphisme canonique R-—>R/p=1*. Il se prolonge d’'une maniére
unique 2 une place £%-valuée p* de E; rappelons qu’une telle place est une application
surjective p*: I, —T, telle qu'on ait p*(a+b) =p*(a) +p*(d), et p*(a.b) =p*(a).p*(b)
toutes les fois que les expressions figurant dans les deux membres de ces relations ont
un sens, et lorsqu’on fait les conventions habituelles © +a=o, et ©.a=0 pour
a+o0. Sik, est un sous-corps quelconque de ¥, 'image p*(%;),, est de la forme (£9),,
ou kY est un sous-corps de . On a aussi k}=p(R;), o R;=Rnk, est Panneau des
entiers de ;. Par abus de notations, on écrira parfois A= (k).

Pour tout sous-corps k) de ¥, on désignera par [£{]*# I’anneau déduit de R par
extension de £° & £}, C’est-a-dire ’anneau de séries entiéres AJ[[¢]] dans le cas a), ou
I’anneau ﬁ@w(ka)W(k‘l’) dans le cas b). Le corps des quotients &, de ’anneau R, = [£]#
s’identifie 2 un sous-corps de f; il est complet relativement a la valuation induite par v;
on a R,=%Rnk, et kK=p(k). Ce corps k sera désigné par la notation (£))*. En
particulier [£°]¥ et (k")* coincident respectivement avec R et .

On remarquera que, pour tout sous-corps 4} de ¥, et pour tout sous-corps k; de f,
tels qu’on ait Ey= (K% (ce qui implique A¢=op(k,)), les corps ¥ et Qsont des domaines
universels relatifs & k) et &, respectivement, vérifiant les mémes conditions que plus haut.
Compte tenu de cette remarque tous les résultats qui, dans la suite, sont énoncés en
prenant (pour fixer les idées) £° et £ comme corps de référence restent valables lorsqu’on
remplace £° et k par k) et k, respectivement.
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MODELES MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES 9

2. Réduction modulo p.

L’image p(a) d’'un élément ¢ de R par ’homomorphisme canonique p: R —¥
sera appelé élément réduit (mod. p) de a. Si P est un polyndéme a coeflicients dans R, le
polyndéme a coefficients dans £° obtenu en appliquant p 4 chacun de ses coefficients est
appelé polynéme réduit (mod. p) de P, et noté po(P).

Si I est un idéal de l'anneau R[X]=R[X,, ..., X,], lidéal o(I) de
P[X]=[X,, ..., X,], image de I par g, est appelé idéal réduit (mod. p) de I. En parti-
culier, soit S un sous-ensemble f-fermé de l'espace affine §,=Q", et prenons pour I
Iidéal #(S) de R[X] composé des polynémes de cet anneau qui s’annulent sur S.
L’ensemble des zéros de I'idéal réduit p(I) est un sous-ensemble fermé de I’espace affine
$!= ()", qu’on appelle ensemble réduit (mod. p) de S, et qu’on note p,(S). Si &, est un
sous-corps de f tel que S soit k-fermé, et si k)=p(k,), 'ensemble p,(S) est kl-fermé.

Si V est une sous-variété de S,, définie sur ¥ (resp. si X est un cycle sur §,, rationnel
sur f), de dimension r, on sait lui associer un cycle positif (resp. un cycle) sur S°, de
dimension r, appelé cycle réduit (mod. p) de V (resp. de X), de maniére que cette opération
de réduction vérifie les propriétés énoncées dans ([F], X, 5); ce cycle sera désigné
par o(V) (resp. (X)). Si £, est un sous-corps de T tel que V soit définie sur &; (resp. tel
que X soit rationnel sur k), alors p(V) (resp. p(X)) est rationnel sur k. Le cycle p(V)
admet pour support I'ensemble réduit p,(V). Pour la construction du cycle p(V), et
pour I’étude de ses propriétés, nous renvoyons a Shimura [R].

3. L’anneau local o(x’ V).

Soit V une variété affine, définie sur f, de dimension r, et soit V°=p(V) son
cycle réduit (mod. p). Soit f une fonction rationnelle sur V, définie sur {, et soit x°
point de ’ensemble réduit p,(V)=supp V°. Alors f est induite par un quotient P/Q
de polyndémes 2 coefficients dans R. Posons P’ =p(P) et Q°=p(Q). Si, pour fet ° donnés,
on peut choisir P et Q) de maniére qu’on ait Q°x°) o0, on dira que la fonction f est
p-morphique en x°; I'expression P°(x°)/Q°(x°) sera dite valeur de f en x°, et sera notée f°(x°);
il est clair que cette valeur ne dépend pas du choix des polynémes P et Q.

L’ensemble des fonctions sur V définies sur ¥ (resp. sur un sous-corps k; de f

un

contenant £, et tel que x° soit rationnel sur &) =p(k,)) qui sont p-morphiques en x° est
un anneau local, appelé anneau local de V en x° (resp. de V en x° relatif a £;), qu’on notera
o(x% V) (resp. o, (x° V)). Il résulte de ([R], n° 1, prop. 7) que ’anneau local o, (% V)
est aussi Pensemble des fonctions sur V qui sont induites par un quotient P;/Q, de
polyndmes @ coefficients dans anneau R, =Rk, desentiers dek,, telsque Q(x°) & 0. L’idéal
maximal de Panneau 0(x°, V) (resp. o, (%, V)) est noté m(x’, V) (resp. my (x°, V)).
Il se compose des fonctions f qui s’annulent en x°, C’est-a-dire telles que, pour un choix
convenable de P et Q, on ait P°(x°) =o, et Q°x% =*o.

Posons, pour simplifier, o =0 (x% V) (resp. o, =0, (%, V)) et,de méme m=m(x’, V)
(resp. my=m, (2%, V)). Le quotient o/m (resp.o;/m;) est isomorphe a f (resp. k).

365
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10 ANDRE NERON

Le quotient m/m? (resp. my/m}) s’identifie & un espace vectoriel sur ¥ (resp. k), de
dimension 7--1, appelé espace tangent de Zariski de V en x° (vesp. de V en x° relatif 4 £;)
et que nous noterons Z(x°, V) (resp. Z, (x°, V)).

Soient maintenant V et W deux variétés affines, définies sur f, et considérons une
application rationnelle ¢ :V—>W, définie sur f. Soit »° un point de p,(V). Soient
2i=9i(*¥) = (%1, .. ., x,) (1< j<m) les formules définissant . Si chacune des fonctions ¢,
(coordonnées de o), est p-morphique en £°, on dira que ¢ est p-morphique en x°. Le point 3°
ayant pour coordonnées les j?=¢}(x°) sera appelé valeur de ¢ en x°, et noté ¢°(x°).
On a )°cp,(W). De plus, ¢ induit un R-homomorphisme de o(3°, W) dans o(+°, V);
cet homomorphisme est local, c’est-a-dire applique m(»°, W) dans m(x°, V) ; par passage
au quotient, on en déduit un homomorphisme canonique ¢% : Z(3°, W) —Z(x% V).
Si V, W et ¢ sont définies sur un méme sous-corps k; de ¥, contenant k, tel que x°
soit rationnel sur £} =op(k,), etsi R;=RnNk, est’anneaudesentiersde k,, ’application ¢
induit, de méme, un R;-homomorphisme local de o, (»°, W) dans o, (%% V), d’ott 'on
déduit, par passage au quotient, un k{-homomorphisme de Z, (»°, W) dans Z, (z°, V).
Dans le cas ou ¢ est une application birationnelle, on dira que ¢ est p-isomorphique en x°
si 7' est p-morphique en °=¢"(x") (ce qui implique x°= (¢~1)°(»%)). Chacun des
homomorphismes que nous venons de considérer est alors un isomorphisme.

Si ¢ : V>W est un ¥-morphisme (resp. un £,-morphisme), et si ¢ est p-morphique
en tout point de p,(V), on dira que ¢ est un R-morphisme (resp. un R;-morphisme).
Si ¢ et ¢~ sont des R-morphismes (resp. des R,-morphismes), on dit que ¢ est un
R-isomorphisme (resp. un R;-isomorphisme). Désignons par JS(V) (resp. Fy (V))
Iidéal de R[X] (resp. R;[X]) composé des polynémes qui s’annulent sur V, et
& (V) (resp. &g (V)) I'anneau de coordonnées R[X]/F (V) (resp. R,[X]/SFg (V)); notons
$x(V), ou simplement S(V) (resp. S (V)) et appelons schéma sur R (resp. sur R,) attaché
a V le schéma affine Spec o/(V) (resp. Spec o7y (V)) (cf. [3], chap. I*", § 1). La donnée
d’un R-morphisme (resp. d’un R,-morphisme) V—->W se traduit par celle d’un
R-morphisme S(V) —S(W) (resp. d’un Rj-morphisme Sy (V) —8g (W)); la donnée de
la classe de V 4 un R-isomorphisme prés (resp. 2 un R;-isomorphisme pres) est équi-
valente a celle de S(V) (resp. S; (V)).

Soit encore ¢ : V—>W une application rationnelle, et supposons V, W et ¢ définies
sur un sous-corps k; de f. Posons k)=p(k,). Soit X° une Al-variété contenue dans p,(V),
et soit ° un point générique de X° sur £). On dira que Papplication ¢ est génériquement
p-morphique sur X° si ¢ est p-morphique en % Cette propriété ne dépend pas,
pour X° donnée, du choix de &, et °. Le point 3°=¢°(x") est générique sur £} d’une £j-
variété Y, contenue dans p,(W), qu’on désignera par )(X°). Si X° est une variété
(au sens absolu), il en est de méme de Y°. Il existe une et une seule application rationnelle
@|X°: XY, définie sur i, et telle que )°= (¢|X°)(x).

Cette application ¢|X° est appelée application rationnelle induite par ¢ sur X°.

Ces définitions s’appliquent, en particulier, au cas ot W est la droite affine S,;
¢ s’identifie alors 4 une fonction f sur V. Si X° est une variété (resp. une kj-variété),
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MODELES MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES 11

I’ensemble des fonctions sur V (resp. des fonctions sur V définies sur £;) qui sont géné-
riquement p-morphiques sur X° est un anneau local, qu’on appelle anneau local de V
en X° (resp. de V en X° relatif 4 %), et qu'on note 0(X° V) (resp. o, (X% V)). Son
idéal maximal, composé des fonctions qui s’annulent sur X° est noté m(X% V)
(resp. m, (X9 V)).

Soient & nouveau V et W deux variétés affines, et soit ¢ : V—>W une application
rationnelle, définies sur . Soit I'=T, le graphe de ¢. Soit E° un sous-ensemble
quelconque de p,(V). L’ensemble des points )°ep, (W) pour lesquels il existe au moins
un 2%ep,(V) tel que (x° 3°)ep,(I") est appelé transformé ensembliste de E° par o, et
noté ¢?(E%). Si E° est un ensemble constructible (intersection d’un ouvert et d’un fermé
de P’espace affine), il en est de méme de ¢2(E?). Si E° est réduit 2 un point x°, ’ensemble
92(x°) sera aussi appelé ensemble des valeurs de ¢ en x°. Si, en particulier, ¢ est p-morphique
en x% on a ¢(x%) ={¢"(x")}.

Les propositions suivantes résultent immédiatement des définitions, et des résultats
de [R] :

Proposition 1. — Soient U, V, W trois variétés affines, définies sur ¥, et soient ¢ : U >V
et §:V—>W des applications rationnelles, définies sur k. Soit O Iapplication rationnelle composée
0=1og : U->W. Soit 2° un point de p,(U).

(1) i ¢ est p-morphique en x°, on a 02(x%) = {2(e°(x?)).

(i) St ¢ est p-morphique en un point Y° de ¢°(x°), et si 2=1{°()°), ona z°€60(x°).

(ili) 87 ¢ est p-morphique en x°, et si § est p-morphique en )° = ¢°(x°), O est p-morphique
en x° et on a 6°(x°) ={°(¢°(x?)).

Proposition 2. — Sotent U, V, W trois variétés affines, définies sur ¥, et sotent ¢ : U >V
et : U —>W des applications rationnelles, définies sur k. Soit © Papplication 0 = X ¢ : U >V X W.
Soit x° un point de o,(U). Alors on a 09(x°) = ¢%(x°) X $°(x°). Pour que 0 soit p-morphique en x°,
il faut et il suffit que ¢ et { le soient, et on a alors 6°(x%) = @®(x°) X {°(x%).

Proposition 3. — Soient U, V, W trois variétés affines, définies sur ¥. Soit ¢ : U —->V
une application rationnelle, définie sur k, et soit § Papplication UXW -V telle qu’on ait
Y(x, 2) =(x), st x et z sont des points génériques indépendants sur k de U et W respectivement.
Soient x° un point de p,(U) et 2° un point de p,(W). Alors on a §°(x°, 2°) = ¢3(x°). Pour que
soit p-morphique en (x°, 2°), il _faut et il suffit que ¢ le soit en x°, et on a alors {°(x°, 2°) = ¢°(x).

4. p-variétés.

Considérons une variété abstraite V={V,; Ty,} au sens de Weil ([F], chap. VII),
définie sur un sous-corps &, de ¥. Pour tout couple («, 8), notons Iy, le graphe de la trans-
formation Tgy,. Nous dirons, avec Shimura que V est une p-variété si, quels que soient
xep,(V,) et xdep,(Vy) tels que (23, x3)ep,(I'g,) (i.e. tels que x3 appartienne 2
I'ensemble des valeurs de T, en x}), Papplication ¢ est p-isomorphique en x) (chez
Shimura, ([R], n° 4), les V, sont remplacés par des f-ouverts U,=V,—F, de variétés
affines V,, et les p,(V,) par des sous-ensembles de la forme p,(V,)—F%, ou, pour tout a,
F? est un sous-ensemble fermé de p,(V,) contenant g, (F,); cette différence n’est cependant
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pas essentielle; on sait en effet que, si V est une variété affine définie sur f, F un sous-
ensemble f-fermé de V, et F° un sous-ensemble fermé de p.(V) contenant p,(F), il existe
un f-modele affine (W, ¢) de V tel que ¢ applique f-isomorphiquement U=V —F
sur W et applique p-isomorphiquement U®=p,(V)—F° sur p,(W); autrement dit tel
que le schéma sur R induit par S(V) sur I'ouvert défini par le couple (U, U soit R-
isomorphe au schéma affine S(W)).

Nous dirons qu’une p-variété est non dégénérée (mod.p) (Shimura emploie ici le
terme p-simple, mais nous avons préféré réserver a ce dernier une autre signification)
s'il existe un « tel que le cycle Vi=p(V,) se réduise & une variété (plus correctement,
admette une composante unique, de coefficient 1). Il en est alors de méme de V§ pour
tout 8. Pour tout couple («, 8), I'application Tj,=T,,|V) induite par T,, sur VY
est une application birationnelle VY —V%. Puisque le graphe I}, de Tj, est une
composante de p,(Tg,), et d’apreés la définition d’une p-variété, T}, est isomorphique
en x, de valeur x}, pour tout couple (x},x)) appartenant a I'j,. Autrement dit le
systtme {V{, T§,} définit une variété abstraite V° dite réduite (mod. p) de V (cf. [R],
n° 4), qu’on notera encore p(V). A tout cycle Z sur V, rationnel sur f, on associe un
cycle Z° sur V°, qu’on appelle cycle réduit (mod. p) de Z, et qu’on note p(Z); pour la
définition de ce cycle, on se raméne au cas des variétés affines; I'opération de réduction,
ainsi généralisée, vérifie encore les conditions de ([F], X, 5). En particulier, on sait
définir le cycle p(W) pour toute sous-variété de W, définie sur f.

Si V est une p-variété sans point multiple, nous dirons qu’elle est strictement non
dégénérée (mod. p) si elle est non dégénérée (mod. p), et si VO=p(V) est une variété sans
point multiple. Nous conviendrons une fois pour toutes d’apporter au sens du mot p-variété
la restriction suivante : lorsque nous parlerons d’une p-variété, il sera entendu qu’il s’agit
d’une sous-p-variété d’une p-variété ambiante V sans point multiple, définie sur f, et
strictement non dégénérée (mod. p). Ainsi, on pourra toujours parler du cycle réduit
V0=5(V).

Toute variété affine ou projective, définie sur ¥, est une p-variété. Toute sous-
variété, définie sur I, d’une p-variété, tout produit de deux p-variétés, au sens ou nous
entendons désormais ce terme, est encore une p-variété. On peut, d’autre part, étendre
d’une maniére évidente la signification des symboles p,(V), 0(x% V), o, (x°, V), 0(X°, V),
Si(V), etc., au cas o V est une p-variété, et conserver la terminologie correspondante
(fonction ou application rationnelle p-morphique en x°, ou génériquement p-morphique
sur X, etc.). Les propositions 1, 2 et 3 s’étendent immédiatement au cas ou U, V, W sont

des p-variétés.

5. p-spécialisations.

Soit k; un sous-corps de f; soit R;=%k,nR l’anneau des entiers de k;; posons
K =p(k), et soit p, I'application canonique p;=p|R;:R;—£?, induite par p. Soient
=, ..., 2% un élément de (f%)", et ¥ un élément de (Q,)". Nous dirons, avec

n
Shimura, que x° est une spécialisation de x sur R, §’il existe une place F-valuée ¢’ de Q,
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prolongeant g, , telle que x)="3"(x;) pour tout i; nous dirons aussi que x est une générali-
sation de x° sur R;. De méme, nous dirons que 2° est une spécialisation de x sur R, ou une
p-spécialisation de x s’il existe une place F-valuée 3’ de Q, prolongeant g, telle que x) =3 (x;)
pour tout ¢; nous dirons aussi que x est une p-généralisation de x°; pour que x° soit une p-spé-
cialisation de x, il faut etil suffit que 2° soit une spécialisation de x sur R; quel que soit R;.

Nous dirons qu’une spécialisation sur R; (resp. une p-spécialisation) x° de x est
Jfinie si les x? sont distincts de oo i.e. si 2°€S) (ce qui implique x€S,). Supposons x°eS?,
et xeS,; pour que x° soit une spécialisation (finie) de x sur R, (resp. une p-spécialisation
(finie) de x), il faut et il suffit que, pour tout polynéme P appartenant & R[X] (resp. R[X])
s’annulant en x, le polyndme réduit P°=po(P) s’annule en x°. Nous dirons que deux spéciali-
sations sur R, (resp. deux p-spécialisations) x° de x et 3° de y sont compatibles si (x°, »°)
est une spécialisation de (x, ») sur R, (resp. une p-spécialisation de (x, »)).

Si V est une variété affine, définie sur £, (resp. ¥), et si x est un point générique de V
sur k; (resp. f), il résulte de ([R], n° 3, th. 7) que ’ensemble p,(V) coincide avec celui de
toutes les spécialisations finies de x sur R, (resp. de toutes les p-spécialisations finies de x).

Soit maintenant V={V,, T;,} une p-variété, définie sur £,. Soient x un point
de V, et ¢’ une place f-valuée de Q prolongeant p (resp. p;). Supposons qu’il existe un «
tel que x soit représenté dans V,, et que x%=T7x,) soit une spécialisation finie de x sur R;.
Alors x) représente un point x° de p,(V), qui ne dépend pas de «. Ce point est noté
x°="g (x), et est appelé une spécialisation finie de x sur Ry (resp. une p-spécialisation finie
de x). Si x est un point générique de V sur £, (resp. f), Pensemble p,(V) coincide avec
celui des spécialisations finies de x sur R; (resp. des p-spécialisations finies) de x.

Si x est un point générique de V sur f, et si §(x) est défini, quelle que soit la
place ¥’ prolongeant p (i.e. si & toute place 4°-valuée 3" de Q prolongeant p correspond
un point de p,(V)), on dit que la variété V est p-compléte (cf. [R], n° 4). En particulier,
toute variété projective définie sur f est p-complete; une sous-p-variété d’une p-variété
p-compléte, ou un produit de deux p-variétés p-complétes, est encore une p-variété
p-complete.

Si ¢ : V>W est une application rationnelle, définie sur f, d’'une p-variété V dans
une p-variété p-compléte W, Pensemble ¢%(x°) des valeurs de ¢ en #° n’est jamais vide.
Si f est une fonction sur une p-variété V, on peut la prolonger en une application ration-
nelle f, de V dans la droite projective P; (dont I’ensemble des points peut étre identifié
4 1). On dira que f est définic en x° si f, est p-morphique en ce point, c’est-a-dire si f
ou 1/f est p-morphique en ce point. Si f est définie, mais non p-morphique en x°, on a
f(x°) =o0. On conviendra alors de dire que f est infinie en 2%, et d’écrire f°(x%) =co.

6. Rappel de quelques propriétés des vecteurs de Witt. Unification des nota-
tions des cas (a) et (b).

Commengons par rappeler quelques-unes des propriétés de I’anneau des vecteurs
de Witt W(), le corps ¥ étant supposé de caractéristique p (pour un exposé plus détaillé,
nous renvoyons a [11], [20], [25]).
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14 ANDRE NERON

On sait qu’il existe un et un seul systéme multiplicatif de représentants de T° dans W (F),
c’est-a-dire une et une seule application injective 0 :E-—->W(f) telle que pon:¥—f soit
Pidentité, et telle qu’on ait 1(a%°) =v(a®)%(8°) pour tout couple (a°, 4°) d’éléments de .

L’anneau W(£°) est complet pour la topologie (dite p-adique) définie par les
puissances de p=(p); tout élément x de W(f) peut étre exprimé, d’une maniére et
d’une seule, sous la forme

(1) k=35 on(x¥)? p

ol les »* sont des éléments de I qu’on appelle les composantes de x. Pour qu’on ait
x=y (mod. p*), il faut et il suffit qu'on ait x¥=3", ... s~V =,e-U P’intérét de
la représentation de x sous la forme (1) (avec I’exposant p~* pour le terme en p*) réside
dans le fait que les composantes de x+p, x—y et xy s’expriment par des polyndémes

en fonction de celles de x et y. Plus précisément, soient 9, ... x® .. les composantes
de x, et O, ..., y%, ... celles de y. Alors les composantes de u=x -y ont pour valeurs
U9 — 0 {50

)= ) 300 4 P (49, 5)
(2) e e

ol les P sont des polynémes universels a coefficients dans le corps premier F,. En parti-

culier, le polynéme P (X,Y) est celui déduit de Qf =—((X+Y)?—XP—Y?) par

5
; . b
réduction (mod. p).

Les formules donnant les composantes de x—3» sont analogues, et se déduisent
des précédentes en remplagant pour tout p, la somme x® 4™ par x®—)® et
les polynémes P} par des polynémes P, également universels, et a coefficients dans F,.
Celles donnant les composantes du produit v =xy sont de la forme

20 — 00

o) = (xO) Py (0 0P L PX (50 50

ou les P sont encore universels, et a coefficients dans F,.
Siona y%=p(y)+o0, ie.siyestinversible, le quotient z==x[y appartient encore
a W(¥), et ses composantes s’expriment rationnellement en fonction de celles de x et y.

Plus précisément, elles sont données par des formules de la forme
(4) = (JO) " +IQ (5O, HO x4 (4> o)

oll, pour tout p>0, Q, est un polyndme universel a coefficients dans F,, et dans lequel x*
et ™ interviennent linéairement.
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Dansle cas ol #(x)>(y) =0, i.e.ott s0=)0= .  =x"V=300"V=0 et y9+o0,
le quotient z=x/y appartient toujours & W(f’), mais ses composantes ne s’expriment
plus rationnellement en fonction de celles de % et y; leur calcul comporte ’extraction
d’une racine p°-itme; on a en effet, pour tout p>o,

( 5) ( z(u))p" — ( _y(o))—(u + I)Qu(x(a)’ ),(c), e ylo+ u-)’ J,(cx + u))

ou les Q, sont les mémes polyndmes que dans la formule (4) (pour déduire (5)
de (4), il suffit de remarquer que, dans le cas ot y=p°, on a (™)’ =x°+¥ pour
tout w>o).

Revenons maintenant & ’anneau R introduit au n° 1. Nous allons, pour représenter
les éléments de R, introduire une notation qui nous permettra de traiter simultanément
les deux cas a) et b) (égales ou inégales caractéristiques). Dans le cas @), R est isomorphe
a 'anneau de séries formelles °[[t]]; tout élément x de R s’écrit donc, d’une maniére
et d’une seule, sous la forme

(6) x=X2_xb

ou les x® appartiennent a .
Dans le cas b), ’anneau R est engendré, comme W (¥’)-module, par les puis-

sances 1, ¢, ..., *~! d’une uniformisante locale ¢. Tout élément x de R peut donc s’écrire,
d’une maniére et d’une seule, sous la forme
(7) xR = (n(a))r T Mty

ou ¢(w) et r(p) désignent respectivement le quotient et le reste de la division de p par e,
et ot les ™ sont des éléments de . Si, en particulier, £ est non ramifié relativement
Ao (i.e.si e=1), anneau R est isomorphe 2 W(f), et les x* sont les composantes de x,
regardé comme vecteur de Witt.

Nous dirons dans le cas a) (resp. 5)) que les éléments x™ de ¥ figurant dans la
formule (6) (resp. (7)) sont les coefficients de x. La donnée de x est toujours équivalente
a celle de la suite de ses coefficients. Nous écrirons, dans les deux cas

x= (20, A0 K@)

On a, dans les deux cas a) et b), xeR si et si seulement x¥ek® pour tout .
On remarquera, d’autre part, qu’on a, dans le cas 5), pour tout u>o,

o(FPpTN =1 (1) +eg(p) = p.

Donc, dans les deux cas a) et b), pour qu’on ait x=_y (mod. p*) il faut et il suffit qu’on
ait x™ =y pour tout v<g.

On désignera par F ’automorphisme de ¥ (pour la structure de corps valué complet),
défini comme suit : dans le cas a), F est Pidentité et, dans le cas b), F fait correspondre
a Pélément x=(x9, ..., x®, .. ) de R Pélément x = ((x")?, ..., (x™)7, ...) de R

obtenu en appliquant & chaque coefficient de x I’automorphisme de Frobenius F° de £°.
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16 ANDRE NERON

Pour tout polynéme P (resp. pour toute fraction rationnelle f), & coefficients dans f,
on note P (resp. f) le polynéme (resp. la fraction rationnelle) qui s’en déduit par appli-
cation de F a chacun de ses coefficients.

Il résulte des propriétés des séries formelles, et de celles des vecteurs de Witt
rappelées plus haut (formules (2) et (3)) que, si x et y sont deux éléments de R, les
coefficients d’indice u de x4, x—», . » s’expriment par des polynémes en fonction
de ceux d’indice <y de x et y, dans lesquels #® et »™ interviennent linéairement.
Dans le cas a) et, dans le cas 4), si £ est non ramifié, ces polynémes sont universels, et &
coefficients dans le corps premier; si dans le cas b), £ est ramifié, ces polynémes sont a
coefficients dans A%, et dépendent du choix de l’uniformisante ¢.

Enongons d’autre part une régle (facilement déduite de la formule (5) précédente)
qui concerne les expressions des coefficients du quotient de deux éléments de R. Soient
=0 ., 0, =09 ...,9% ...) deux éléments de R tels qu’on ait
o(x)2v(y) =0, Cest-a-dire x¥=)"=_.. .. =x"Y=y"V=0 et y9+0. Alors le
quotient z==x[y est entier (i.e. appartient a R), et ses coefficients z* sont donnés par
des formules de la forme

(8) FO (W) = (o) =W+ 0Q 1 (50, Hlo), .| zlo ) ylo+e))

N

ot Q; est un polynéme a coefficients, dans £°, et ott F) désigne I’automorphisme de £°
défini comme suit : danslecasa), F? est'identité; danslecasb), F? estla puissance ¢*(c)-iéme
de 'automorphisme de Frobenius F° ol ¢*(c) est le plus petit entier >c/e. De plus,
x°+¥W et »°T¥ interviennent linéairement dans le polynéme Q.

On aura besoin également d’une formule analogue a la formule de Taylor, pour
les fractions rationnelles & coefficients dans f.

Soit x°=(x%, ..., ) un point de I’espace affine S)= ()", et soit f=f(X) un
élément de ’anneau local o =p(x’, S,), c’est-a-dire une fraction rationnelle représentable
sous la forme P/Q , ou P et Q appartiennent & R[X]=R[X,, ..., X,] avec Q°(x°)=*o.
Dans le cas a), 'idéal maximal m=m(x", §,) de 'anneau o admet pour générateurs

Xi—a, ..., X,—x0 et t; le symbole de dérivation 5 & Um sens, et on a la formule

(0 00— =2 ((Z) @)+ (L) @ mod.we
Dans le cas b), I'idéal m admet pour générateurs X;—n()), ..., X,—=(x)) et ¢;

nous allons montrer qu’on a, dans ce cas, la formule

o) SOl =21mi(n( (L) ) (Xima() +1( ) (mod. )

ou h est la fraction rationnelle (qui appartient nécessairement a o) définie par
_ :
hX) =~ (f (X7) = (F(X))")-
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Vérifions d’abord cette formule dans le cas ou la fonction f est une constante a.

La fonction £ est alors la constante 5 =£t (@—a?). On a de plus m=p=(t), et

a=n(a®) +n(a?)t (mod. p?)
r Iy . 5 \ L1 hrm
avec e=1 ou ; suivant que k est ramifié ou non relativement &4 ». D’ou, par élévation

a la puissance p, a?=7(a?)? (mod. p?) et on en déduit aussitot
1
S (@—n(a)) =" (mod. p?)

d’ov, puisque 7(8°) =b (mod. p), la relation & démontrer
(11) a—n(a®) = (n(89)) "1 (mod. p?)
Supposons maintenant f quelconque, et remarquons que le premier membre
de (10) s’écrit :
SX)=n(f*(x")) =f(X) —f (2(+")) +S (n 1(f°(+)
On a :

=10 = 5L () (Ko n(e) = 2o (L) <x))( ) (mod. w)

’3X1 X,

D’autre part, en appliquant la formule (11), avec a=f(n(x")) et en remarquant
qu'on a

o(f(n(x))) =f(n(x"))" =f*(x),

on obtient

S(F ) —n(f20)) = hn ()

;( ‘(h"( x°)))Yr (mod. m)

a 0
La formule (10) est donc bien vérifiée. Nous poserons dans la suite £°(x°) = (_31: ) (x%).
La formule (10) prend ainsi la forme *

G SO0l =5(a(2) () ) +a((Z) )¢ (moct. we)

En utilisant cette formule, ou bien en se servant de I’expression de %, on vérifie

0\° .
que le symbole (a_t) posséde les propriétés suivantes :

*

(2]
| (a(fa_:—g)) (Z) +(6t) si k est r;).miﬁé
" \ (a({';_g))o: (%)0 +(%gi) +(PF (S 80) si k est non ramifié
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Pour unifier complétement les notations des cas a) et b), on étendra la signification

0
de la notation 7 en convenant que 7 est I’identité dans le cas a), et celle de la notation (l)

a\° of\°
en posantdanslecasa), (a—‘];) (x°) = (Ef;) (x%). La formule (12) ci-dessus est alors valable
dans les deux cas. *

7. p-différentielle d’une fonction en un point.

Soit V une p-variété de dimension 7, et soit x° un point de p,(V).

Pour toute fonction f sur V, appartenant & p=0p(x°, V) (i.e. p-morphique en 1°),
la fonction f—u(f°(x°)) appartient & I'idéal maximal m=m(x% V) de o. Sa classe
(mod. m?) est un élément de I'espace tangent de Zariski Z =Z(x% V), que nous appelle-
rons p-différentielle de f en x°, et que nous noterons (df)%.

Si, en particulier, on prend pour V Pespace affine S,=Q", I’espace Z est engendré
par les p-différentielles (dX;)% des fonctions coordonnées, et par (dt)%. On a alors, pour
toute fonction fep(x’, S,), la formule

0 0
(15) == ((Z) ) axiz+((Z) @) @
qu’on déduit de la formule (12) du numéro précédent.

Soit maintenant V une variété affine quelconque (contenue dans S,), définie
sur f; soit »° un point de p,(V), et soit f un élément de O =0p(x% S,). Alors la fonction
induite f|V est définie, et appartient & o(x°, V). Plus précisément, on a un homomor-
phisme surjectif « : O =0(x% S,) - 0=0(x", V), défini par «(f)=f|V. Cet homomor-
phisme applique M=m(x% S,) sur m=m(x% V), et on en déduit, par passage au
quotient, un ¥-homomorphisme d’espaces vectoriels {° : Z(x% 8,) — Z(x°, V), tel qu’on
ait

(16) $((df )) = (d(f|V))ze
pour toute fe®. De la formule (15), on déduit :
(1) a1z ==( () @) acxvie+((Z) w)aervie

8. Points entiers et points rationnels p-adiques.

Pour toute variété (resp. pour toute variété affine) V, définie sur f, les points de V
a coordonnées dans f (resp. R) sont appelés les points rationnels (resp. entiers) p-adiques
de V. L’ensemble de ces points est noté V; (resp. Vg). Pour tout sous-corps k; de f
(resp. pour tout sous-anneau R, de R), on emploiera de méme la notation V, (resp. V)
pour désigner ’ensemble des points de V a coordonnées dans £, (resp. R,).

Soient V et W deux variétés affines, définies sur ¥, et soit ¢ : V—>W une appli-
cation rationnelle, définie sur f; si ¢ est p-morphique en un point xep,(V), et
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si x est un point de Vg tel que x*=p(x), on a y=¢(x)eWy, et °=p(p) =¢°x").

Donc si V={V,, T} est une p-variété, et si, pour un point xeV,, il existe «
tel que x soit représenté dans V, par un point x,e(V,)y, on a aussi x5e(Vy)y, pour
tout B tel que x soit représenté dans Vg. On dit alors que x est un point entier p-adique
de V. L’ensemble de ces points est encore noté V. Si k; est un corps de définition de V,
contenu dans I, et si R;=%Rnk; est 'anneau des entiers de £, la relation x,e(V,)g,
entraine de méme x3e(Vy)g, pour tout B tel que x soit représenté dans V. L’ensemble
des x vérifiant cette condition est noté Vg .

Lorsque V est p-complete (et, en particulier, lorsque V est projective), ona Vg =V,
et Vg =V, , ie. les notions de point entier et de point rationnel p-adique coincident.

9. Métrique p-adique de Vg.

Soient x= (%, ..., %,) et y=(p1, ...,,) deux points quelconques de (S,)y=R";
on pose (x,),=inf;0(x,—,), et d,(x,y)=exp(—(x,),). Alors d,(x,y) définit une
métrique sur R", dite métrique p-adique de R".

Soient V et W deux variétés affines, définies sur I, et soit ¢ : VW une appli-
cation rationnelle, définie sur . Soient x et y deux points de Vy tels que ¢ soit p-morphique
en 2°=p(x) eten »°=p(»). En vertu de la définition d’une application p-morphique,
et d’aprés la formule de Taylor, on a (o(x), ¢(»)),>(x,),. Si ¢ est birationnelle, et
p-isomorphique en chacun des points x° et 3°, on a (¢(x), @()),=(%,7),-

Donc, si V={V,, Tg,} est une p-variété, et si (x,) est un couple de points
de V représentés dans une méme V,, lentier (x,,,), ne dépend pas de «. On peut
encore désigner cet entier par (x,),, et poser a nouveau d,(x,) =exp(— (%,),)-
Si, en outre, on convient de poser (x,%),=o0, et d,(x,y) =1 lorsqu’il n’existe aucun «
tel que x et y soient tous les deux représentés dans V,, on voit que le symbole d, définit
encore une métrique, dite métrique p-adique de V. Cette métrique est invariante par tout
R-isomorphisme.

Nous introduirons d’autre part la notation suivante; soit x un point de (§,)y =R",
et soit E un sous-ensemble f-fermé quelconque de S,; notons £ (E) l'idéal de
R[X]=R[X,, ..., X,] composé des polyndmes qui s’annulent sur E; nous poserons
(%, E), =infp . smv(P(x)). Il est clair que cette notation généralise la notation (x,),
du cas affine introduite plus haut. Si {F,} (1<«a<g¢) est un syst¢tme de générateurs de
J(E),ona (x, E),=inf,p(F,(x)). La relation (x, E),=c équivaut a xeE.

10. p-simplicité.

Soit V une p-variété de dimension 7, et soit ° un point de p,(V). On dira que V
est p-simple en x°, ou que x° est p-simple sur V, si anneau local o=n0(x, V) est régulier.
Puisque la dimension de cet anneau local est r--1, il revient au méme de dire que
l'idéal m=m(+%, V) admet un systtme de 741 générateurs, ou que ’espace tangent
de Zariski Z=7Z(x°, V) est de dimension 741.
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Soit k; un corps de définition de V, contenu dans £, et posons k%=p(k;). Si X°
est une kj-variété contenue dans p,(V)=supp V°, on dira que X° est génériquement
p-simple sur V si 'anneau local 0(X% V) est régulier. Puisque la dimension de cet anneau
local est r+1—¢ (en posant g¢g=dim X°, il revient au méme de dire que l’idéal
m=m(X% V) admet r+1—g générateurs, ou que I’espace tangent de Zariski Z(X°, V)
est de dimension r+41—g¢. Si 2% est un point générique de X° sur k9, il faut et il suffit,
pour que X° soit génériquement p-simple sur V, que 2° soit p-simple sur V.

Cas particulier. — Supposons que k soit un corps de fonctions algébriques d’une
variable sur un corps de base k, algébriquement clos, c’est-a-dire un corps de la forme (),
ol u est un point générique sur k, d’une courbe U, définie sur £, (qu’on peut supposer
sans point multiple, et plongée dans un espace affine S,) et que v est une valuation
non triviale de £ s’annulant sur &,. A cette valuation, il correspond une place de £, donc
un point ¥’ de U, et on a k*=k,(u’). Supposons V affine, plongée dans S,. Soit x un
point générique de V sur k=£ky(u), et soit ¥V la sous-variété de dimension r+1 de
S, ..,=8,x8,, lieude Vxu surk, (i.e.lelieude (x,u) surk)).Ona V =pr1(v (8, xu)),
et Vi= prl(v .(S,xu%). Autrement dit, on peut regarder la variété V comme « fibrée »
par une famille de sous-variétés de dimension r de S, (certaines de ces « fibres » pouvant
étre dégénérées), de telle fagon que V et VO soient les fibres ayant respectivement comme
paramétres u et #’. Pour x°ep,(V), Panneau local o(x°, V) est alors isomorphe &
Panneau local de V au point (x° u°). Donc, dans ce cas, pour que le point x° soit p-simple

sur V, il faut et il suffit que (x°, u°) soit simple sur V.
Proposition 4 (critére jacobien de p-simplicité). — Soit 'V une variété affine (VCS,),

de dimension r, définie sur ¥. Soit {F,} (1<a<q) un systtme de générateurs de Pidéal F(V)
de R[X]=R[X,, ..., X,] composé des polynémes qui s’annulent sur V. Soit x° un point de p,(V).

Alors la matrice
EFl)0 0 ( 8F1)° 0 (8F1)° 0
('a—)(—l (x ) ..... aX" (x ) E *(x )

oF \° (BF )0 (6F )0
1 0 _a 0 e 0
(8X1) (€20 IR iX. € Py *(x )
est de rang > n—r. Pour que x° soit p-simple sur V, il faut et il suffit qu’elle soit exactement de
rang n—r.

Démonstration. — Posons en effet
D:'J(xo: sn): ﬂn:m(xo: Sn)s ozo(xo, V)’ m=m<x0> V)

Considérons ’homomorphisme canonique {¢°: Z(x% S,) — Z(x% V) introduit au n° 7.
Montrons que le noyau N de {° coincide avec 'ensemble des p-différentielles (dk)2, ou A
parcourt I'idéal i(V, % 8S,)=S(V)nO de I’'anneau O.
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En effet, si kei(V,4%8,), ona h|V=o0, donc, d’aprés la formule (16) du n° 7,
$((dh)z) =o.

Inversement, tout élément de N est de la forme (df)3, avec feI et f|Vem?
Puisque ’homomorphisme canonique «:O —p applique M sur m (donc M? sur m?),
il existe geIM® telle que « f—g) =o0, autrement dit, telle que (f—g)|V =0, ouencore
que h=f—gei(V,x%8,). Puisqu’'on a (dg)%=o0, on a aussi (df)%=(dh)%, et notre
assertion est démontrée.

Donc N est le f-espace vectoriel engendré par les (dF,)%. Or, on a, d’aprés la
formule (17) du n° 7, pour tout «,

ar=x( () @) @xiz+((G) o) ane

Puisqu’on a dim Z(x%, V)>r+1, et dimZ(x" S,)=n+1, on a dim N>n—r,
donc la matrice M est de rang >n—r. Pour que x° soit p-simple sur V, il faut et il suffit
qu'on ait dim Z(x% V) =r—+1, c’est-a-dire dim N=nr—r, donc que la matrice M soit
de rang n—r. C.Q.F.D.

Si X est un cycle positif sur une variété quelconque, et x un point du support de X,
nous dirons que x est simple sur X s’il n’appartient qu’a une seule composante X, de X,
si celle-ci est simple, i.e. a pour coefficient 1 dans X, et si, de plus, x est simple sur X,.
L’ensemble des points de supp X qui sont simples sur X est noté & (X). Si k est un corps
sur lequel X est rationnel, et si Y est une k-variété contenue dans supp X, nous dirons
que Y est génériquement simple sur X si un point (donc tout point) générique de Y sur k
est simple sur X.

Nous ne rappellerons pas la démonstration de la proposition suivante, qui est une
forme du lemme de Hensel.

Proposition 5. — Soit V une p-variété et posons V°=p(V). Alors ona & (V°)Cp(Vg),
et Fu(V°)Co(Vi)-

Autrement dit : tout point x° simple sur V® peut se relever & un point entier
p-adique x sur V, et si #° est rationnel sur £°, on peut prendre x & coordonnées dans R.

Proposition 6. — Soit V une p-variété et soit x° un point de o,(V). Alors les trois propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1)  «° est simple sur V° (i.e. x°eF(V?)).

(i) ° est p-simple sur V, et on a t¢(m(x% V))>2

(iii) A° est p-simple sur V, et appartient @ o(Vy).

Démonstration. — La question étant locale, on peut supposer V affine, contenue
dans S,=Q" Soit, comme dans la proposition 4, {F,} (1<a<¢) un systtme de géné-
rateurs de 'idéal £ (V). On sait (cf. Shimura [R], n° 3, p. 155), que, pour que x° soit

oF,\° .
simple sur VY, il faut et il suffit que la matrice ((Wg) (x°)) soit de rang n—r; ceci
revient a4 dire que la matrice M de la proposition 4 est de rang n—r (i.e. que x° est
p-simple sur V) et que (df)

z°

n’appartient pas au f’-espace vectoriel N engendré par
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les (dF,) (i.e. d’aprésla démonstration de la proposition 4, que £¢ni(xy, V)2). Donc (i)
équivaut a (ii).

D’autre part (i) entraine, d’apres la proposition 5 (lemme de Hensel), x°cp(Vg);
donc (i) entraine (iii).

Inversement, supposons la condition (iii) satisfaite, et soit xeVy tel que #°=p(x).
Puisque xeV, on a F,(x)=o0 pour tout a. Or d’aprés la formule (17) dun® 7, on a

%) =3 (52) 00) ec—nn) +0((52) ) (moa. )

ou 'on pose M=m(x’S,). En substituant x & X, on obtient

o (52) 00) Gsmntot) 0 (52) ) =0 (mod. #)

Comme on a, pour tout 7, x,—n(x))=o0 (mod.?), on en déduit, en simplifiant
. . . oF )\
par t la formule précédente, puis en réduisant mod. p (i.e. mod. ), que (5f) (x)

0
) (x°), a coefficients dans £°, ne

o

s’exprime par une combinaison linéaire des (
i

dépendant pas de «. Donc on a (d¢)%eN, et la condition (ii) est satisfaite.
C.Q.F.D.

Remarque. — Dans le cas particulier considéré au début de ce numéro, la condition
t¢ m(x°, V)? signifie que la variété linéaire tangente a Vau point (x°, u°) n’est pas contenue
dans S, xu’.

On dira dans la suite qu’un point xeVy, est simple (mod. p) sur V si le point 1°=p(x)
est p-simple sur V, ou ce qui est équivalent, d’aprés la proposition 6, si x° est simple
sur V% Une p-variété V sans point multiple, telle que tous les points de Vg soient
simples (mod. p) sur V, i.e. telle qu’on ait p(Vy) = F(V°), sera dite faiblement p-simple.
Il en est ainsi en particulier lorsque tous les points de p,(V) sont p-simples; on dira alors
que V est p-simple.

11. p-normalité.

Soient V et W deux p-variétés, et soit ¢ : V—>W une application rationnelle,
définie sur . Soit x° un point de ensemble réduit p,(V). On dira que ¢ est p-finie en 1°,
si ’ensemble ¢?(x°) des valeurs de ¢ en ° est fini (rappelons que cet ensemble n’est jamais
vide si W est compléte et, en particulier, si ¢ est une fonction, auquel cas W est la droite
projective).

On dira qu’une p-variété V est p-normale en un point x°cp,(V), ou encore que le
point x° est p-normal sur V, sil’anneau local o(x°, V) est intégralement clos. En particulier,
tout point p-simple sur V est aussi p-normal sur V ([16], chap. II, n° 5, ¢)). Ondira que V
est p-normale si elle est p-normale en tout point de p,(V). Soit k; un corps de définition
de V, contenu dans f, et posons k2 =p(k,); si X° est une ki-variété, contenue dans p,(V),
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on dira que X° est génériquement p-normale sur V si Panneau local o(X’% V) est
intégralement clos, ou, ce qui revient au méme, si tout point générique de X° sur A?
est p-normal sur V.

Enongons maintenant quelques-unes des propriétés, par ailleurs bien connues,
de cette notion de p-normalité.

Proposition 7 (théoréme de connexion de Zariski). — Soient V et W deux p-variétés et soit
@ : V>W une application rationnelle définie sur ¥. Soit x° un point de supp V° qui est p-normal
sur V. Alors

(i) Lensemble ¢3(x°) est connexe.

(i) En particulier, si Pune des composantes de ¢°(x°) est un point )°, on a nécessairement
02(x%) ={»"}. Dans ce cas, ¢ est p-morphique en x°, et on a )° =¢°(x°).

Comme conséquence immédiate de I’assertion (ii), si ¢ est p-finie en un point
x°ep,(V) p-normal sur V, ¢ est p-morphique en x°.

Proposition 8. — Soit V une p-variété p-normale, et posons V°= (V). Alors, pour qu’une
composante C° de V° soit génériquement p-simple sur 'V, il faut et il suffit qu’elle soit génériquement
p-normale sur V. Toute fonction f sur V, définie sur ¥, est génériquement p-morphique sur une telle
composante.

La premiére partie de ’énoncé est ’analogue de la proposition exprimant la
simplicité de toute sous-variété de codimension 1 d’une variété normale.

La seconde partie résulte de la proposition 7. En effet, en un point générique x°
de C°, I'ensemble f9(x°) est de dimension o (sinon I’ensemble algébrique réduit p,(T)
du graphe de f aurait une composante de dimension r-+1, ce qui est absurde, puisque
dim I';=r). Donc fest p-finie et, par suite, p-morphique en x°.

Proposition 9. — Soient V et W deux p-variétés, et soit ¢ : V—>W une application
birationnelle, définie sur . Soient x° un point de o,(V), p-simple sur V, et y° un point de o, (W),
p-simple sur W, tels que ¢ soit p-morphique en x°, et que )°="(x°). Alors pour que ¢ soit
p-isomorphique en x°, il faut et il suffit que I’homomorphisme canonique % : Z(x°, W) —Z(x°, V)
soit surjectif.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que si ¢ est surjectif, ¢ est p-isomorphique
en x9. Pour cela, supposons que ¢ ne soit pas p-isomorphique en x°. D’aprés la proposi-
tion 7, et puisque le point j° est p-simple, donc p-normal sur W, 'une des composantes X°,
contenant #°, de Pensemble (¢71)%(3°) n’est pas réduite & un point, i.e. est de dimension
¢>o. Posons r=dim V. Soit k; un corps de définition pour V, W et ¢, tel que £} = (k)
soit un corps de définition pour X° x° et 3°. Soit x° un point générique de X sur 4.
Puisque Papplication ¢ est p-morphique en #°, elle Pest a fortiori en x°, et on a y° =¢°(x?).
Puisque #° est p-simple sur V, il en est de méme de x°, et puisque I’homomorphisme ¢J
est surjectif, il en est de méme a fortiori de 'homomorphisme ¢% : Z()°, W) -Z(x° V).
Orl’image de m(»°, W) par Papplication canonique m()°, W) ->m(x° V) est composée
de fonctions s’annulant sur X i.e. est contenue dans I’idéal

m =1(X, °, V) =m(X°, V) nO(z°, V).
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Cet idéal m’ s’envoie par ’homomorphisme canonique m(x°, V) —=Z(x% V) sur un
sous-espace Z' de Z=Z(x°, V); puisque x° est simple sur X° Z’ est de dimension
r—g-+1. D’autre part, I'image de ¢% est contenue dans Z’. Puisque ¢2 est surjectif,
on a donc Z'=7Z. Puisque dim Z=r+1, ceci implique ¢g=o0, d’ou contradiction.

12, p-diviseur d’une fonction.

Soit V une variété (relativement au domaine universel Q). Si f est une fonction
sur V, de graphe T, et si ¢ est une constante (élément de Q, ), on note, comme dans ([F],
chap. VIII), (f), le diviseur sur V défini par (f),=pry(I};.(V X¢)). En particulier (f),
et (f), sont appelés respectivement diviseur des zéros, et diviseur des péles de f. Le diviseur ( f)
de festdéfinipar (f) = (f)o— (f ). Onsait que, pour toute sous-variété C de codimension 1
de V, simple sur V, ’anneau local de C sur V est un anneau de valuation discréte, et que
le coefficient v(C, f) de G dans ( f) est égal ala valeur en f dela valuation correspondante
(normée de maniére que I’ensemble de ses valeurs soit Z). Le diviseur (f) estdonc aussi
donné par la formule (f)=2:v(C, f)C oulasomme est étendue a toutes les sous-variétés
de codimension 1 de V, simples sur V.

Supposons maintenant que V est une p-variété, et soit f une fonction sur V, définie
sur ¥, de graphe I';. Soit C° une composante de V°=p(V), génériquement p-simple
sur V. L’anneau local p(C? V) étant de dimension 1, et régulier, son idéal maximal
m(C? V) est principal. Donc o(C’ V) est un anneau de valuation discréte du corps des
fonctions sur V, définies sur f. Nous désignerons la valeur en f de la valuation corres-
pondante (normée de maniére que ’ensemble de ses valeurssoit Z), parv(C®, f). Supposons
en particulier que C° est une composante simple (i.e. de coefficient 1) de V°. Alors, on
a t¢ (m(C° V))?, d’aprés la proposition 6. Donc 'idéal m(C? V) n’est autre que I'idéal
principal (¢). Dans ce cas, v=v(C% f) est ’'unique entier tel que la fonction fi™ soit
un élément inversible de o(C° V), autrement dit tel que la fonction fi™ soit généri-
quement p-morphique et non nulle sur C°.

On appelle p-diviseur de f, et on désigne par ( f),, le cycle de dimension r=dim V
défini par (f),=32uv(C’ f)C’ ol lasomme est étendue a toutes les composantes de V°
qui sont génériquement p-simples sur V. Posant v (C’ f)=sup(o, v(C’ f)), et
v_(C° f)=sup(o,—v(C% f)), on appelle p-diviseur des zéros, et p-diviseur des péles de f,
les cycles positifs (f), o €t (f)po respectivement définis par (f), o=Zev,(C%, f)C°
et (f)po=2cv_(C% f)C”. On a ainsi (f),=(f)po—(f)p«- Les composantes
de (f)po (resp. (f)pw) sont aussi celles sur lesquelles f induit la constante o
(resp. o).

Dans le cas particulier considéré au n° 10, on peut caractériser comme suit le
p-diviseur (f), de f : désignons par7 la fonction sur V, définie sur k,, et obtenue par

extension de f a V, C’est-a-dire telle que ?(x, u) =f(x), pour x générique de V sur

k=ky(u); alors (f),xu’ est la contribution des composantes de VOxu’=V.(S, xu°)
dans le diviseur (T) de 7
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Proposition 10. — Soit 'V une p-variété et soit f une fonction sur V, définie sur ¥. Soit x°
un point de supp V° tel que toutes les composantes C) de V° contenant x° soient génériquement
p-simples sur V. Soit ¢ un élément de ¥, , et posons ®=p(c). Alors, pour que ¢® appartienne &
Pensemble fO(x°) des valeurs de f en x°, il faut et il suffit que une des deux propriétés suivantes soit
satisfaite : on a x°cp,(supp(f),), ou bien f induit la constante ¢ sur Pune au moins des C.

Démonstration. — La question étant locale, on peut supposer V affine, contenue
dans S,. Posons r=dim V. Notons I} le graphe de f; la propriété °cf9(x°) équivaut
a (a0 ®)ep,(Ty).

Montrons d’abord que la condition est suffisante. On a, en effet, supp(f),xcel},
donc x%cp,(supp(f),) entraine bien (x°, ¢%)ep,(I;). D’autre part, si f induit ¢* sur C?,
on a Cixc"Cp,(T}), donc on a bien encore (x°, ¢®)ep,(T).

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Notons que, d’apres la
proposition 8, f est génériquement p-morphique sur chacune des CJ. Donc, si f n’induit
la constante ¢° sur aucune des C, on a, pour tout j, C?Xc’¢,(I',). Donc les composantes
de Pintersection (p,(V)X¢%)np,(T}), c’est-a-dire de 'intersection (87X %) np,(T}), qui
contiennent (1%, ¢°), sont de dimension <r—1; elles sont en fait exactement de
dimension r—1 (d’apres [F], VI, 1, th. 1, cor. 2), et ce sont des composantes propres
de (8)xc%)np,(Ty) dans le produit SIxP?. D’aprés ([R], n° 3, th. 11) on a alors
(2% ) €p,((8,x¢)nTy), autrement dit (%, ¢*)ep,((VXe¢)nT}). De plus, si Zxc¢ est une
f-composante de (Vxc)nT}, telle que (x°, ") ep,(Z), Z est simple sur V (puisque x,
est p-simple sur V). Donc on a x°cp,(supp(f),). C.Q.F.D.

Il sera commode de poser, pour toute fonction f sur V, définie sur {

{/}p.0 = (suPP(f)y,0) Y (p.(supp(f)o)
{f}o,0 = (suPP(f)5,) U (po(suPP(/ )wn)
et {Fh ={e9{/ e = (supp(S)p) Ve, (supp(f))-

Corollaire (critére pour qu’une fonction soit p-morphique en un point). — Soit V une
p-variété ; soit x° un point de o0,(V), p-normal sur V. Soit f une fonction sur V, définie sur ¥. Alors,
pour que f soit p-morphique (resp. p-morphique et non nulle, resp. définie) en x°, il faut et il suffit
quon ait x°¢{ [}, o (resp. K¢ { [}y, resp. ¢ { [ }p00{Sf }o.00)-

Il suffit de vérifier le critére pour que f soit p-morphique. Les deux autres s’en
déduisent en effet en remplacant f par 1/f. Puisque x° est p-normal sur V, toutes les
composantes de p,(V) contenant x° sont génériquement p-normales, donc (n° 11, prop. 8)
génériquement p-simples sur V; il faut et il suffit, pour que f soit p-morphique en 2°,
que o n’appartienne pas a ’ensemble f9(x°) des valeurs de f en 2°, ou encore, d’apres
la proposition 10, qu’on ait 2°¢p,(supp(f)e), €t que f n’induise pas la constante oo
sur 'une des composantes de V° qui contiennent x°, autrement dit que x°¢supp(f),, -

13. Différentielles sur V. Etude en un point p-simple.

Soit V une p-variété, et notons (V) le corps des fonctions sur V, définies sur f.
Pour tout entier ¢>o0, 'ensemble des différentielles de degré ¢ du corps ¥(V) (qu’on
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appellera aussi f-différentielles de degré g sur V), est un espace vectoriel sur ¥(V), que
nous désignerons par D?(V). Si W est une sous-p-variété simple de V, les éléments de D(V)
qui sont génériquement morphiques sur W forment un module sur Panneau local o(W, V),
que nous désignerons par DYW, V). Nous désignerons par DY(W, V), le sous-module
de DYW, V) composé des différentielles qui s’annulent sur W, ie. défini par
DYW, V)o=m(W, V).DW, V). En particulier, si ¥ est un point de V;, le o(x, V)-
module D%(x, V) (resp. DY(x, V),) se compose des f-différentielles de degré ¢ qui sont
morphiques en x (resp. qui s’annulent en x). Pour toute différentielle weD(W, V), on
peut parler de la différentielle induite par w sur W, qu’on note o|W. Pour feo(W, V),
on a dfeDY(W, V), et df|W=d(f|W). Si o s’annule sur W, on a «|W =0, mais
la réciproque n’est pas exacte (par exemple «|W est toujours nulle si W est un point).
Si &, est un sous-corps de f sur lequel V est définie, on notera de méme £,(V) le corps
des fonctions sur V, définies sur £, et D (V) I’espace vectoriel sur £, (V) des £;-différentielles
sur V. Si W est une sous-p-variété simple de V, définie sur £, les éléments de DY(W, V)
(resp. DY(W, V),) qui sont définis sur &, forment un module sur o, (W, V), qu’on note
D (W, V) (resp. Di(W, V)).

Nous allons définir des notions analogues, mais faisant intervenir, au lieu d’un
point ou d’une sous-variété de V, un point ou une sous-variété de I’ensemble réduit p,(V).

Commengons par considérer une différentielle weD?(S,) sur I’espace affine S,;
elle s’écrit sous la forme

©= E(i)g(i)dXil/\ e /\Xm-q

ou (i) parcourt ’ensemble des multi-indices (¢)==(4;, ..., ;) tels qu’on ait

1<4<.. .<zq

<n,
et ou les g, sont des fonctions sur S,, définies sur .

Soit #° un point de I’espace affine réduit S?. Soit X° une sous-variété de S?. On
dira que o est p-morphique en x° (resp. génériquement p-morphique sur X°) si chacune des g
est p-morphique en x° (resp. génériquement p-morphique sur X°. On dira que  s’annule
en x° (resp. sur X°) si les g, s’annulent en &° (resp. sur X°). Soit £, un sous-corps de f
sur lequel V et o sont définies, et tel que X° soit définie sur £} =p(k;); pour que w soit
génériquement p-morphique (resp. s’annule) sur X° il faut et il suffit que o soit
p-morphique (resp. s’annule) en un point générique x° de X° sur £}. L’ensemble des
différentielles weD!(S,) qui sont p-morphiques en x° (resp. génériquement p-morphiques
sur X° est un module sur ’anneau local (2’ S,) (resp. 0(X% S,)), que nous noterons
D?(x, 8,) (resp. DY(X% S,)). L’ensemble de celles qui s’annulent en x° (resp. sur X9
en est un sous-module, que nous noterons D?(x’, S,), (resp. DY(X" 8,),).

Soit k; un sous-corps de ¥ sur lequel V est définie, et posons k)=op(k). Si X°est
une sous-k{-variété de 8¢, on définit de méme les sous-modules Df (X, 8,) et D (X" 8,),
du module D{(S,) des différentielles d’ordre ¢ définies sur £;.

Soit maintenant V une variété affine dans S,, de dimension r, définie sur ¥, et soit x°

un point de p,(V), p-simple sur V. Notons (V) =1i(V, % S,) I'idéal m(V, S,)no(x", S,)
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de l’anneau 0=0(x"S,) (composé des fonctions sur S,, p-morphiques en x°, et qui
s’annulent sur V). Cet idéal i(V) est contenu dans m(x% S,). Désignons par fi, ..., f,_,
un syst¢tme d’éléments de (V) tels que les p-différentielles (df;),. soient linéairement
indépendantes (i.e. un syst¢tme minimal de générateurs), et posons O,=dfiA...Adf,_,.
Montrons que, pour tout entier ¢>o0, et pour weDY(V,§)), lesrelations w|V =o,
et wAbeD"T?7"(V,§,), sont équivalentes. On remarque en effet qu'on peut trouver
des fonctions u;, ...,u, sur S, telles que (dfy, ..., df,_,,du,, ..., du,) soit une base
du module D'(x%, S,) (puisque ce dernier est de dimension 7). La différenticlle  est
alors de la forme
o =2 18, H Y- Ay ndu A ndug,
ou ((7), (j)) parcourt tous les couples de multi-indices de la forme (1) =(¢, ..., ) et
(J)=(J1> --->01), tels que h--l=gq, et avec g, ,eo(V,S,). Or,ona df,|V=o0 pour
tout 7. Donc, pour que «|V=o0, il faut et il suffit que les coefficients des produits
extérieurs de la forme du; A .. ./\dul-q dans l'expression de , s’annulent sur V, ou
encore, qu’on ait g, |V =o0 pour tout couple ((%), (j)) tel que =0 et /=g. Compte
tenu des expressions de o et 0, cette condition est bien équivalentea wA0,eD"T177(V, §,),.

Nous dirons qu’une f-différentielle w, de degré ¢, sur V, est p-morphique en x°

§’il
existe une différentielle D"~ 7(x% §,) (différentielle sur §,, p-morphique en %) et
une différentielle weD!(V, S,) (différentielle sur S,, génériquement p-morphique sur V),

telle que |V =0, vérifiant la condition

(18) 0=wA0, (mod. D"T4=7(V,S§,),)
Cette condition est indépendante du choix de 0,, c’est-a-dire du systeme
(fis -« sfi,). En effet, soit (f;,...,f,_,) un autre systtme analogue. Alors, si

Op=df(A...Adf,_,, ona 0;==56,, ol b est un élément inversible de o(x% S,); il suffit
de remarquer que, pour que 0 et o vérifient la relation (18), il faut et il suffit que 0" =050
et o vérifient la relation 0'=wA0; (mod. D*"*2=7(V, §,),).

D’autre part, en vertu de ce qui précede, si la relation (18) est vérifiée par 6 et w,
elle est aussi par 0 et o', pour toute différentielle w'eD"(V,S,) telle que o'|V=o0.

L’ensemble des différentielles d’ordre ¢ sur V qui sont p-morphiques en x° est
un module sur ’anneau local 0(x%, V). On le notera D?(x°, V). On dira que weD?(x% V)
s’annule en x° si la différentielle 6 intervenant dans la définition précédente s’annule en x°
(cette propriété ne dépend pas, comme on le voit immédiatement, du choix de 6, 6 et ).
Les éléments de D%(x° V) qui s’annulent en 1° forment un sous-module de D?(x%, V),
qu’on note D?(x% V),. Si X° est une variété contenue dans p,(V), génériquement p-simple
sur V, on définit de méme les modules D?(X°, V) et DY(X°, V), sur ’anneau local 0(X’, V),
respectivement composés des différentielles génériquement p-morphiques sur X°, et de celles
qui s’annulent sur X°; on remplace, pour cela, les f; par un systtme minimal de générateurs

de I'idéal i(V, X% S,)=m(V,S,)no(X’S,) delanneau 0(X’ S,), et la condition

>n

eD" 1720, S,)
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par 6eD"*177(X% S ); soit £, un sous-corps de T sur lequel V et w sont définies, et tel
que X° soit définie sur £} =p(k,); pour que & soit génériquement p-morphique (resp.
s’annule) sur XY il faut et il suffit qu’elle soit p-morphique (resp. qu’elle s’annule) en
un point générique x° de X° sur £}.

Soit £ CE un corps de définition de V, et posons k)=p(k,); si X° est une sous-43-
variété de V°, on définit de méme les symboles D (X°, V) et DE (X, V),.

Cas particulier. — Supposons que le point x° soit simple sur V°. Soit C° la composante
de V°=p(V) contenant x°. On peut trouver des fonctions v, ...,s, sur V définies
sur f, p-morphiques en 2% et telles que les fonctions induites ;|C® forment un systéme
de générateurs de 'idéal m(x% C° de Panneau local o(x°, C°) ou, ce qui revient au
méme, telles que les p-différentielles (dy,)% (1<i<r) soient indépendantes. De telles
fonctions vy, ...,v, sont appelées paraméires uniformisants de V en x°. Les fonctions
1, ..., 0, sont algébriquement indépendantes, et on peut donc écrire » sous la forme
o =Zyhydv; A ... Ad”iq: ou (i) parcourt 'ensemble des multi-indices (i) =(iy, ..., ¢)
tels que 1<, <...<¢,<n, etol les A, sont des fonctions sur V définies sur f. Pour que o
soit p-morphique en # il est alors nécessaire et suffisant que les ki soient p-morphiques
en x°. En effet, soient v,, ..., v, des éléments de o(x%, 8,) tels que 2;=7,|V (1<i<r),
et considérons a nouveau la différentielle 6,=df;A...Adf,_, introduite plus haut.
D’apréesle choix des f;, les fonctions vy, ..., v,, fi,...,/,_,,t forment une base de I'idéal
maximal m(x% S,) de 0(x% S,); donc la différentielle dvA...AdV AdAA...Adf,_,
sur S, est p-morphique et non nulle en x°. .

Si les h; sont p-morphiques en #°, on peut, pour tout (i), trouver une fonction
h(iyeo(x’, 8p), telle que h(;)|V=h(;. Posant alors w=2X(;h(;dv;A...Adv;, on a
0|V=u0, etla différentielle 6 =wA0, est p-morphique en 1°; en vertu de la définition
précédente, o est également p-morphique en x°.

Inversement, supposons que « est p-morphique en #°. Soient weD!(V,§,) telle que
0|V=0, et 0eD" 17 "(x" S ), vérifiant la relation (18). On peut écrire 6 sous la forme

0=S0), ko, (14T4h - - ANy A - A

ou ((#), (j)) parcourt tous les couples de multi-indices ((¢) = (¢y, ..., %), (J) =15 - - -5J1))
tels qu'on ait 1<5,<... << 1< <. .. <ji<n—r, et h+l=n+qg—r, etou les Z(*i),m
appartiennent & o(x°, S,). D’aprés la relation (18), tous les coefficients des termes du
second membre qui ne contiennent pas en facteur 6,=df;A...Adf,_, s’annulent sur V
et, de plus, si o= E(i)-iz-(i)diil/\ ...Adv;, on a nécessairement, pour tout (),
hy= ki (mod. m(V, 8,)), en posant hy=~hy o ,_,. Ona donc hy=~h;|V, pour
tout (i), donc les A sont bien p-morphiques en x°.

De méme, pour que » s’annule en 2%, il faut et il suffit que chacune des 4 s’annule
en %

Soit £; un corps de définition de V et de w, contenu dans f, et posons k) =p(k;);
soit X° une Ad-variété contenue dans p,(V), et génériquement simple sur V°=p(V). On

peut, comme plus haut, introduire un systéme de parameétres uniformisants v, ..., 7,
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de V en 2% et exprimer  sous la forme o=k dvA...Ady,, ol les h; sont définies
sur £;. On trouve encore que o est génériquement p-morphique (resp. s’annule) sur X°,
si et si seulement Ay est génériquement p-morphique (resp. s’annule) sur X° pour tout (3).
On définit alors la différentielle induite »|X° par o sur X° en posant

0| X0 =Sy (hy| X)d(® | XA . . . Ad(0,]| X).

Si o s’annule sur X’ on a o|X’=o0, mais la réciproque n’est pas exacte (en particulier,
o|X°® est toujours nulle si X° est un point).

14. Symbole (wadt)d.

Pour tout point °eS, et pour toute différentielle 6eD?(x°, S,), de la forme
0 =2k ;dX; A ./\a’Xiq, on désignera par 02, 1’élément

8% = 2 i (¥ (X, Dot - - A (4%, )0

de la puissance extérieure A'Z(x% S,) de Pespace tangent de Zariski Z(x% S,); pour
que 0 s’annule en % il faut et il suffit qu’on ait 0% =o.

Revenons au cas ot #° est un point p-simple quelconque sur une sous-variété V
de S,. Soit @ une différentielle sur V, de degré maximum (¢=r=dim V), p-morphique
en x°. Soit encore (fy, ..., f,_,) unebasedelidéal i(V,x° S,) del’anneaulocal o(’, §,),
et posons, comme plus haut, 0,=4df{r...Adf,_,. Soit ® un élément de D"(V, §,) tel
que o|V=uw. Il existe alors, par définition d’une différentielle p-morphique en un
point, un élément 6 de D*(x% S,), tel que la relation (18) soit satisfaite. D’aprés le choix
des f;,ona (By)%=+ 0. Puisque I’espace tangent de Zariski Z(x’, S,) est de dimension n+-1,
on peut trouver un élément oy de ATT1Z(x% S,) tel que 0% (dt)%=wIA (65)%.

Soit w) ’élément de A"+'Z(x°, V) image de ] par la puissance extérieure A"*1{°
de 'homomorphisme canonique {¢°:Z(x% S,) ->Z(x%, V).

Montrons que cet élément ) ne dépend que de V, o et 1°, mais non du choix
de 0% 0, et ).

En effet, on voit d’abord que, pour 6, fixé, &) ne dépend pas du choix du couple
(8, w3); si w, correspond & un autre couple (0’, w;’) vérifiant les mémes conditions, on a :

(0—0")%A (d1)% = (&5 — @y°) A (86)%

et comme 6—6'eD*(V, S,),nD"(x’, §,) CD"(x’, S,)y, le premier membre de cette relation
est nul; donc wj—w,’ est une combinaison de termes de la forme (df)%A 0}, ol les ]
sont des éléments de A"Z(x% S,); donc on a bien )= w,’. D’autre part, ) ne dépend
pas du choix de 6, : en effet, pour V et x° donnés, 0, est, comme on a vu, déterminée
au produit prés par un élément inversible de 0(x°, S,); or, si b est un tel élément, toutes
les conditions de la définition précédente restent satisfaites lorsqu’on remplace 6, par
0,=00,, et 6’ par 6’'=450, sans modifier .

Nous désignerons I’élément ) de AT+1(x% V) ainsi défini par la notation
(wadt)l. L’écriture wadt est purement symbolique : le signe A ne représente pas
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un produit extérieur, pas plus que df ne représente la différentielle de ¢ (non définie
dans le cas d’inégales caractéristiques). On peut la justifier en remarquant qu'on a
(ondt)h = (0hAdt)s lorsque » est un élément de D"(x% S,) et que, d’autre part, dans
le cas particulier considéré au n° 10, (wAdt)) s’identifie & ’élément de la puissance
(r+ 1)-i¢me de Pespace tangent de Zariski 2 la variété V au point (x°, «°) induit en ce point
par @Adt, ol @ est la différentielle sur v transposée de .

On a un homomorphisme canonique :

3:D(x% V) > A"T1Z(x% V), pour la structure de o(x° V)-module, défini par
3(w) = (wAdt)%. Le noyau de cet homomorphisme est D7(x%, V),.

15. Transposée d’une différentielle par une application p-morphique.

Proposition 11. — Soient V et V* deux variétés affines, définies sur k, de méme dimension r,
et soit ¢ :V*—>V une application rationnelle, définie sur ¥, génériquement surjective. Soit
une ¥-différentielle de degré q sur V, et soit o* sa transposée sur V*. Soient x*° un point de p,(V*),
p-simple sur V*, et x° un point de o,(V), p-simple sur V, tels que ¢ soit p-morphique en x*°, de
valeur x°. Alors, si  est p-morphique (resp. s’annule) en x°, w* est p-morphique (resp. s’annule)
en x°. De plus, si q=r, (0*Adt)% coincide avec Pimage de (wndt) par la puissance
extérieure /\" "1l de Ihomomorphisme canonique % : Z(x°, V) —=Z(x*, V*).

Démonstration. — Par passage au graphe, on peut se borner a considérer le cas ou
Pon a V*CS§,,VCS, (m>n), et ol ¢ est induite par la projection = :8,, -8, qui, au
point (¥, ..., %,), fait correspondre (x,,...,%,); il suffit de vérifier la proposition
dans ce cas, et de montrer de plus que si, dans ce cas, ¢ est p-isomorphique en x*, la
différentielle »* est p-morphique en x* si et si seulement o est en x°

Soit, comme au n° 13, (fi, ..., f,_, un systtme d’éléments de I'idéali(V, x° §,)
de l’anneau local o(x%, S,), tels que les (df;),. soient linéairement indépendantes. Notons
S oo fi_, les fonctions sur S, transposées des f;. Ce sont la des éléments de
=1V, %" S,), tels que les p-différentielles (df*),,. soient linéairement indépendantes;
on peut trouver des éléments g, ..., g,_, de i* tels que les p-différentielles en x™ de
I s Srers 815 - - +5 &n—n SOient linéairement indépendantes. Posons 0, =dfin ... Adf,_,,
0 =dfgn...ndf;_,, et Nﬁlgzeg/\dgl/\ R’/ S

Soit © un élément de D!V,S,) tel que w|V=w. Le transposé¢ o* de cet
élément appartient 2 DY(V*,S)), et on a *|V*=w". Si o est p-morphique en x°
il existe 0eD"t?77(x%, S)) telle qu'on ait 0=wA0® (mod. D*"*?="(V,§,),). Donc, en
posant 0°=0"Adg,A...Adg,_,, ona 0°=+a"A 0% (mod. D"+1=7(V* S ),). Comme 0*
est p-morphique en x*, w* I’est également. Le méme raisonnement montre que, si @
*0

)

s’annule en x° alors »* s’annule en x*,
En conservant les mémes notations, mais avec ¢=r, posons )= (wAdt)%. Par

définition de ce symbole, il existe un élément ) de A'T1Z(x" S,) tel qu’on ait :
(19) 00n (dt)g = &g (6p).

0
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et wg=(A"{’)(wf), ol ¢’ est ’homomorphisme canonique Z(x%, 8,) —Z (2% V). Soit n%,
Phomomorphisme canonique : Z(x% 8,) >Z(x*, §,). En appliquant aux deux membres
de (19) ’homomorphisme A’*!rl,, on obtient la relation (6%)%A (df)% = A (02)%,
ou l'on pose

(20) of = (A" rga) (@)

On en déduit (0%)% (@)% = 0;°(03)%, d’ot, en désignant par ¢* ’homomor-
phisme canonique Z(x*,S,)—Z(x*, V*),
(21) (0" AdE)g0 = (A""1) (07)

Comme on a (¢pk)od’=1{*%onl,, les relations (20) et (21) entrainent bien

(AT* @) (@) = (@A dE).

Il reste a vérifier que, ¢ étant de nouveau quelconque, si ¢ est p-isomorphique en x*,
et si w* est p-morphique en x*, & est p-morphique en x°. Soit (%, ..., ¥,) un point géné-
rique de V* sur £. Puisque ¢~ est p-morphique en x°, on a des relations de la forme

Entj™= n+7‘(‘§la sy .97”) (I <j<m-—n),

ou les h,,; sont des fonctions sur V, p-morphiques en x°%. On peut donc, dans

ce cas, prendre g=X, ., —h,  ;(1<j<m—n). Puisque «* est p-morphique en x%, il

existe F{eD’"”"(x“o, S,.), telle que
= " ANO =G ABAAX, A . . . AdX,, (mod. D™= (V, S, ),).
On peut trouver 0,eD"*4=7(x" S ), telle qu'on ait

0r=0;adX, (A ... dX,, (mod. D"+1=7(V*, S,),),

en notant 0] la transposée de 6; sur V*. On a alors
(0 — (0*A03))AdX, A ... AdX, =0 (mod. D"T1=7(V*, S ))).

Ceciimplique 6;— (wA0,) =0 (mod. D*"*1~7(V, §,),). Donc w est bien p-morphique en °.
C.Q.F.D.

Proposition 12. — Sotent V*, V, ¢, 2, 2%, o et o* comme dans la proposition précédente.
Supposons de plus que ¢ est birationnelle, et que o est de degré maximum q=r, p-morphique et non
nulle en x°. Alors, pour que ¢ soit p-isomorphique en x*°, il faut et il suffit que o* soit non nulle en x*.

Démonstration. — Le fait que cette condition est nécessaire résulte de la proposition
précédente.

Supposons donc que et «* sont p-morphiques et non nulles en 2° et x*
respectivement. Avec les notations de la démonstration de la proposition précédente,
les différentielles 6 et 0*=6*A dgiA . .. Adg, _, sont p-morphiques et non nulles en x°
et ' respectivement. Ceci entraine que la fonction

(XA e AdX ) (AKX A oo AdX Adgy A o Adg,, )
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sur S,, est p-morphique et non nulle en x** (i.e. est un élément inversible de ’anneau
local o(x*, S,). Donc la réunion des (dX)% (1<i<n) et des (dg)h (1<j<m—n) est
une base du *-espace vectoriel Z(x*, S,). Donc les d(X;|V*)% (1<i<n) forment une
base du f’-espace vectoriel Z(x*, V*) et, par suite, ’homomorphisme canonique
0% 1 Z(2% V) >Z(x*, V*) est surjectif. D’aprés la proposition g du n° 11, ¢ est donc
p-isomorphique en x*, C.Q.F.D.

La proposition 11 permet d’étendre, d’une maniére évidente, la signification de
la notion de différentielle p-morphique en un point au cas ol V est une p-variété, ainsi
que celle de toutes les notations introduites (D(x% V), D(x% V),, (0Adf)%, etc.). Les
propositions 11 et 12 sont encore valables lorsque V et V* sont des p-variétés.

16. p-diviseur d’une différentielle.

Soit & nouveau V une p-variété affine de dimension r. Commencons par transformer
la condition, donnée comme définition au n° 13, pour qu’une ¥-différentielle  de degré ¢
sur V soit p-morphique en un point x%ecp,(V), p-simple sur V. Si u;, ..., u, sont des
fonctions sur V, telles que les du; forment une base de D'(V), on peut exprimer « sous
la forme o = Z(i)gmduil/\ ces Aduiq, ou (7) parcourt I’ensemble des multi-indices (7;, ..., i)
tels que 1<4<...<g<r.

Soit encore (fi, ...,f,_,) un systtme d’éléments de l’idéal i(V, 1% S,), tels que
les (df;),» soient indépendantes, et posons 6,=df;A...Adf,_,. Soit, pour tout (i), g, un
élément de o(x%, S,) tel qu'on ait g,|V=g,; soient de méme u, ..., u, des
éléments de o(V, S,) tels qu’on ait u;|V =u; pour tout i. La différentielle » est induite
sur V par o=2X;g;du; A...Adu; .

Pour que o soit p-morphique en 9, il faut et il suffit, par définition, qu’il existe
GeD 17 7(x% S,) telle qu’on ait 8=wA6H, (mod. D**1=7(V, S,),). On peut écrire wAb,
sous la forme wAO=2ZpkpdX, A... AXmn+q—r ou (/) parcourt tous les multi-indices
=, eslyiq,) tels que 1<4<... <[, ,<n, etol, pour tout (), on pose :

)

};(l) =Z(i)§(i)D(Ell’ o s ey il_iq,fl, ) .,fn__r)/D(Xll, .oy Xl

n+q—r
D’autre part, tout élément 6 de D"T?="(x% S,) est de la forme

0 =S hyydX, A .. ndX, |

ot les k) appartiennent & 0(x°, S,). Donc, pour que « soit p-morphique en x°, il faut et il
suffit qu’il existe, pour tout (), un élément ky de o(x°, S,) tel que (hy—hy)|V =o0;
en d’autres termes, si, pour tout (I), on pose k) |V =hy, il faut et il suffit que, pour tout (1),
la fonction hyy sur V soit p-morphique en x°. Le méme raisonnement montre que, pour que o
s’annule en 2%, il faut et il suffit que, pour tout (I), la fonction kj s’annule en x°.
Supposons de plus o et V définies sur k. Les fonctions %y, ..., %, f1, ... fa_,
peuvent étre choisies définies sur k. Comme les g, sont alors définies sur £, on peut

aussi prendre g, définie sur & pour tout i. La fonction A, donc aussi A, est alors
définie sur £ pour tout (/). On déduit de 14 la proposition suivante :
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Proposition 13. — Soit V une p-variété, définie sur k, et soit x° un point de o,(V),
p-simple sur V. Alors, si y°ep,(V) est une généralisation de ° sur k°, on a D(°, V) CDY(x°, V)
(autrement dit, si weDJ(V), Pensemble des points p-simples sur V en lesquels o n'est pas
p-morphique, est K-fermé, relativement & DPensemble de tous les points p-simples sur V), et
Di(x% V), €D V)nDI(H° V),. St xeV  est une généralisation de x° sur R, on a
D(x%, V) cD¥x, V) et D’ V),CcD¥x’ V)nD(x, V),.

Démonstration. — On se ramene en effet immédiatement au cas d’une variété affine.
Il suffit alors d’utiliser le critére précédent en remarquant que, pour «weDi(x% V), on
peut choisir les fonctions u,, f;, g, de maniére qu’elles soient définies sur k; puisque
les (df;),» sont linéairement indépendantes, il en est de méme des (df;),.; d’autre part
les fonctions A sont définies sur k; donc si les A sont p-morphiques (resp. s’annulent)
en %% elles sont p-morphiques (resp. s’annulent) en »°. Ceci prouve la premiére assertion;
la seconde se traite d’une maniére analogue.

Le critere précédent se simplifie dans le cas ol o est de degré maximum (¢=r=dim V).
On a alors en effet w=gduA...Adu,, et il n’y a qu’une fonction A; celle-ci
est définie par h=gJ, ol g est une fonction sur S, telle que g|V=g, et ou
J=D(uy, -y 4y f1s -+ o5 for ) /DXy, - - -5 X,). Il 0’y a donc qu’une fonction £, définie
par h=g], en posant J=J|V. Dans ce cas, pour que e soit p-morphique (resp. s’ annule)
en x°, il faut et il suffit que h soit p-morphique (resp. s’annule) en x°. Comme J ne dépend pas
de ©, on voit en méme temps que wh™! est p-morphique et non nulle en 1°, et que,
si o et ' sont deux f-différentielles d’ordre r sur V, p-morphiques et non nulles en x°
leur quotient w/w’ est une fonction p-morphique et non nulle en °.

Dans toute la suite de ce numéro, on suppose o de degré maximum 7. On dira
que « est définie (resp. est infinie) en x° si h est p-définie (resp. infinie) en x°. D’aprés ce
qui précede, cette propriété ne dépend que de V, w, et 2%, mais non de la facon dont
on a choisi 4. De méme, si %, est un sous-corps de ¥ sur lequel V et o sont définies, et si,
en posant k}=p(k;), X est une Al-variété contenue dans p,(V), et génériquement
p-simple sur V, pour que o soit génériquement p-morphique (resp. s’annule) sur X,
il faut et il suffit qu’il en soit de méme de %; on dira que « est définie (resp. infinie)
sur X° ¢’il en est de méme de 4.

Dans le cas particulier oi X° est une Aj-composante C° de ’ensemble ¢,(V) (i.e. du
cycle V0=0(V)), génériquement p-simple sur V, Pentier v(C’, %) (cf. n® 12) ne dépend
que de V, C° et », mais non de 4. On le désignera par v(C’, ). Le symbole v(C’, o)
posseéde les propriétés suivantes :

v(C, fo) =v(C" f)+v(C’, w)
V(CO’ o + "“‘2)<inf(v(coy o), V(CO’ (*)2))

Dans le cas particulier oit C® est une composante simple de V°, on a, comme on
a vy, v(Ct)=1, et v(C% w) est alors 'unique entier tel que la différentielle wt™"
soit p-morphique et non nulle sur C°
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Nous appellerons p-diviseur de o le cycle (w),, de dimension r, défini par
(0),=2uv(C’ w)C® ol la somme est étendue & toutes les composantes C° de V°
qui sont génériquement p-simples sur V. Posant v, (C° w)=sup(o, v(C’, w)), et
v_(C’, ) =sup(o, —v(C’ w)), on appelle p-diviseur des zéros, et p-diviseur des poéles
de o les cycles (w),, et (w),, respectivement définis par (w), =T, (C’, 0)C’,
et (0)yo=23uv_(C% ©)C% Onaainsi (0),=(®), —(®), .. Ilsera commode, d’autre
part, de désigner par {o},,,{©},» et {o}, les sous-ensembles de p,(V) respective-
ment définis par

{o},0 = (supp(©);,0) Up.(supp(w),)
{0} o= SUPP("))p, )Up,(supp(®),)
{“)}p = {w}p Ou{w}p » = (supp() p) V. (supp(w))

ou I’on désigne par (), (resp. (®),), (resp. (w)) le diviseur des zéros (resp. le diviseur
des poéles, resp. le diviseur) de «» au sens habituel.

Proposition 14 (critére pour qu’une différentielle de degré maximum r soit p-morphique en
un point). — Soit V une p-variété, de dimension r, et soit x° un point de o,(V), p-simple sur V.
Soit « une Y-différentielle de degré r sur V. Alors, pour que o soit p-morphique (resp. p-morphique
et non nulle, resp. définie) en x°, il faut et il sufit quon ait °¢{w}, . (resp. x°¢{w},,
resp. "¢ {w}, 0w}, ).

Démonstration. — Commencons par montrer que, si o est p-morphique et non nulle
en 2% on a x'¢{w},.

En effet, d’apres la proposition 13, o est génériquement p-morphique et non nulle
sur toute composante de p,(V) contenant x°. On a donc x°¢supp(w),. D’autre part,
toujours d’aprés la proposition 13, si X est une sous-f-variété de V telle que 2°¢p,(X),
o est morphique et non nulle sur X; donc X ne peut étre une f-composante de (o).
Autrement dit, on a x°¢p,(supp(w)). On a donc bien x°¢{w},.

Soit maintenant « une différentielle quelconque de degré r sur V, définie sur f.
On a vu qu’il existe une fonction 4 sur V définie sur §, telle que w,=wh™! soit
p-morphique et non nulle en x°. D’aprés ce que nous venons de montrer, on a 2°¢{w},.
Donc, les composantes de (w),, et (k),, (et, de méme, celles de (w),, et (A), )
qui contiennent x° sont les mémes. D’autre part, comme on a vu, pour que « soit
p-morphique (resp. p-morphique et non nulle, resp. définie) en x°, il faut et il suffit que 4
le soit. Donc notre proposition résulte du corollaire de la proposition 10 du n° 12.

Introduisons encore une notation. Soit ° un point de p,(V) simple sur V°. D’aprés
la proposition précédente, pour qu’il existe un entier v tel que w¢™ soit p-morphique
et non nulle en %% il faut et il suffit qu’on ait x°¢p,(supp(w)), et cet entier v est alors
égal 3 v(C’, ), en désignant par C® 'unique composante de V° qui contient x°. Nous
désignerons alors cet entier par v(x’, w).

Proposition 15. — Sotent V et V* deux p-variétés de méme dimension r, et soit ¢ : V* >V
une application rationnelle, définie sur ¥, génériquement surjective. Soit o une ¥-différentielle sur V,
et soit w* la différentielle sur V* transposée de . Soient x° un point de o,(V), simple sur V°=p(V)
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et x** un point de o,(V*), simple sur V= =o(V*), tels que © soit p-morphique en x*°, de valeur x°.
Alors, si le symbole v(x°, ») est défini, le symbole v(x*°, *) Uest également, et on a
v(x% @) <v (a0, w*).

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer la proposition 11 & la différentielle wt™,
en posant v=v(x’, o).

17. Introduction des entiers (x, V), [,(V).

Pour tout point xe@R", c’est-a-dire pour tout point entier p-adique de S,, de
coordonnées x;= (x, &, ..., x®, ...) (1<i<n), on notera K°(x) le corps engendré
sur k° par tous les coefficients #™ (1<i<n, p>o0).

Soit V une variété affine (VCS,), de dimension 7, définie sur . Soit & nouveau
I=.7(V) lidéal de ’anneau R[X] composé des polyndémes de cet anneau qui s’annulent
sur V. Soit #={F,} (1<«<g) un systtme de générateurs de I.

. . oF, . .
Soit M = M, la matrice (—) sur ’anneau R[X]. A tout point xeVy, associons
I’entier 0%,

I =inf»(D(x))

ou D parcourt tous les déterminants d’ordre n—r de la matrice M.

Posons x°=p(x). Considérons 'idéal i(V,2% S,)=1Io0(x%, S,)=m(V, S,)no(+’, S,) de
I'anneau local p(x’ S,), composé des fonctions p-morphiques en x° qui s’annulent sur V.
Si F=(g,...,8,_, estunsysttmede n—r élémentsde cetidéal,etsi (z) = (i, ...,%,_,)
est un systtme de n—r entiers tels que 1<, <...<i,_,<n, le déterminant

Dy (&, %) =(D(gy -+ -» & p) DX 5 o o5 Xin_r))(x)
est une combinaison linéaire, a4 coefficients dans R, des déterminants D(x) précédents.
On a donc

I=infy ;0(Dy (S, %))

Ceci montre que ’entier [ ne dépend que de V et x, mais non de #. Nous le dési-
gnerons par [(x), ou par [(x, V). D’apres les critéres jacobiens de simplicité, pour que
xeVg soit simple sur V, il faut et il suffit que [(x) soit fini. Pour que xeVy soit simple
(mod. p) sur V, il faut et il suffit que /(x)=o.

Supposons toujours que x est un point de V. Considérons I’anneau o(x, S,) des
fonctions sur S, morphiques en x, son idéal maximal m(x, S,) et ’espace tangent de
Zariski Z(x,S,). Soit ¢ Papplication canonique m(x, S,) —>Z(x, S,). Pour toute fem(x, S,),
Pimage {(f) est appelée différentielle de f en x, et est notée (df),. On a

o

(@)=

(%) (dX3),-

Considérons d’autre part I'idéal i(x) =i(x, 2% S,) =m(x, S,)no(x°, S,) de ’anneau local
0(x% S,), composé des fonctions p-morphiques en x° qui s’annulent en x. L’image de i(x)
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par ¢ est le R-module D(x,S,), isomorphe & R", engendré par les (dX,),. L’image
par ¢ de I'idéal i(V)==i(V, x% S,) considéré plus haut est le sous-R-module D(V, x, S,)

du précédent engendré par les (dF,),. La matrice des (dF,), par rapport aux (dX,),
oF,
est M(x)= (E) ().

Supposons en particulier que x est simple sur V. Alors le ®-module D(V, %, S))
est de dimension n-—r. D’apres les propriétés des modules sur les anneaux principaux
([1], chap. VII, § 4, th. 1), il existe une R-base & de D(V, x,S,) qui est de la forme
{t™Bpg} (1<B<n—r) ol les my sont des entiers >0 (on supposera les indices ordonnés
de maniére qu'on ait m;<...<m,_,), et ou les ¢, sont des éléments R-indépendants
de D(x,8,). Une telle base # sera appelée une base standard du R-module D(V, «, S,).
Il existe des éléments gzei(V) tels qu'on ait (dgy), =1 Pps. On dira que ces éléments
induisent la base standard #. On peut toujours prendre pour fonctions g des polynémes, i.e.

0

des éléments de I=(V). On a, pour tout B, @z=Zb,(dX;),, d’ou 5‘% (%) =tm3b3i
pour tout couple (B, ¢), ol les bg; sont des éléments de R tels que, en posant 5= p(bg,),
la matrice (63;) soit de rang n—r. L’entier /(x) =I(x, V) est alors donné par I(x) =Xm;.

Proposition 16 (invariance de [(x, V)). — Soient V et W deux variétés affines, définies
sur ¥, et soit @ : V—>W une application rationnelle, définie sur ¥. Soit x€Vg tel que ¢ soit
p-isomorphique en x°=p(x), et posons y=o(x). Alors on a yeWg, et I(x, V)=I(y, W).

Démonstration. — L’appartenance ye Wy est immédiate, et on a °=p(y) = ¢°(x°).

Par passage au graphe, on se raméne au cas ou ¢ est induite par la projection
n:8,,—8, (m>n) qui, au point ¥=(x, ..., x,) fait correspondre y=(x, ..., x,).

oy My *Y *n

On a alors un R-monomorphisme =*: D(W, »,S,)>D(V, %, S,) canoniquement
déduit de w; le R-module D(V,x,S,) est engendré par 'image de =*, et par
(dX, 1)z - -5 (dX,),. Le résultat s’en déduit aussitot. .

D’apreés cette proposition, la définition de I’entier /(x) s’étend d’une maniére naturelle
au cas ou V est une p-variété quelconque.

Lemme 1. — Soient P; (1<j<q) des polyndmes appartenant a R[X,, ..., X,], e
n’admettant aucun zéro commun sur S,. Alors il existe un entier a, qui ne dépend que des P;, tel qu’on
ait info(P;(x))<a pour tout point x€(S,)q=R". (Ce lemme est un cas particulier de ([23],
chap. Ier, n° 7, th. 3).)

Démonstration. — D’apres le théoreme des zéros de Hilbert, il existe des polynémes Q7,
a coefficients dans f, tels qu'on ait XP,Qj=1. En chassant les dénominateurs des
coefficients des polynémes Q3, on en déduit qu’il existe des polyndmes Q; (1<j<gq) 2
coefficients dans R, et un entier g, tels qu'on ait X,P,Q . =¢". En substituant aux indé-
terminées les coordonnées de x, on voit qu’on a bien infy(P;(x))<a.

Corollaire. — Soient E, (1<a<q) des sous-ensembles ¥-fermés de S, n’admettant aucun
point commun. Alors il existe un entier a, qui ne dépend que des B, tel qu’on ait infp(x, E,),<a,
pour tout point xe(8S,)x=R"
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En effet, si, pour tout j, {P,}(1<j<h,) est un systtme de générateurs de
idéal J(E,), il suffit d’appliquer le lemme précédent a I’ensemble des polynémes P,
obtenus pour tous les couples («,j) possibles (1<a<g, 1<j<Ah,).

Proposition 17. — Soit V une p-variété sans point multiple. Alors, pour xeVy, Uentier I(x, V)
admet une borne supérieure qui ne dépend que de V.

Démonstration. — Soit {F,} (1<a<g¢) un systtme de générateurs de l'idéal # (V).
oF,
X,
commun sur V. Autrement dit, les polynémes F, et D; (obtenus pour toutes les valeurs
possibles de « et de j) n’admettent aucun zéro commun sur S,. Il suffit de leur appliquer
le lemme 1.

Les déterminants D]. d’ordre n—r de la matrice M= ( ) n’admettent aucun zéro

La borne supérieure (majorant minimum) de Pentier /(x) sera désignée par [(V).

18. Introduction des entiers m(x, V), m (V).

Pour xeR", et pour tout entier w>o0, notons ¢, le f-automorphisme de espace
affine S, qui, au point u=(u,, ..., u,), fait correspondre le point «'= (u, ..., u,) défini
par u =t ®*Y(u,—x) pour tout i. En particulier, le transformé x' de x est
Porigine (o, ..., o).

Proposition 18. — Soit V une variété affine (VCS,), définie sur k, et soit xeVg. A tout
entier w>o, associons la variété V,=¢,,(V), et le cycle réduit V), =0o(V,,).

11 existe un plus petit entier m=m(x) =m(x, V) tel que I’origine soit un point simple sur V.
On a m(x)<I(x). De plus, pour p>m(x), le cycle V|, admet une composante unique et simple,
qui est une variété linéaire. Cette variété linéaire Ly(x) ne dépend pas de p.

Démonstration. — Posons r=dim V. Soit {Gg} (1<p<n—r) un systtme de
polynémes de (V) induisant une base standard du R-module D(V,x, S,). Pour
tout p>o0, les polyndmes Gy(X)=Ggy(x+ *'X) (1<B<n—r), s'annulent sur V.
D’apreés la formule de Taylor, on a, dans ’anneau R[X] =R[X,, ..., X,], la congruence

oG
Gy(X)=tvrizy_ P
X,

Onadonc Gy(X) =" T "8%.b6:X; (mod. £#7%) " avec les notations introduites au
numéro précédent. Donc, si on a pris p>I(x) =Zgms, on a, a fortiori, pour tout (3,
w41>my d’olt w4 14my<2p.+4-2; pour tout B, le polyndme Gj= Gét—(”“L L+me)

N

alors a coefficients entiers (donc appartient a l'idéal #(V,,)), et admet pour polyndéme
réduit Gj(X) =3,%X;. Comme la matrice (b%;) est de rang n—r, les équations

(%)X, (mod. £ 1?)

est

Gy (X)=o (1<B<n—7r) représentent une variété linéaire de dimension r. Comme cette
variété linéaire Ly(x) contient p,(V,,), et comme ce dernier ensemble n’est pas vide
(puisqu’il contient lorigine), on a p,(V,,)=Ly(x). L’indépendance linéaire des
p-différentielles (dG})% implique en outre que Porigine est simple sur le cycle V;,, donc
que Ly(x) est une composante simple de ce cycle.
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Pour achever la démonstration, il suffit de vérifier que, si w est un entier tel que
Porigine soit simple sur Vj,, et si v est un entier >o, le cycle VS, . admet pour
composante unique et simple une variété linéaire (qui coincide alors nécessairement

avec Ly(x)). Or, ceci résulte du fait que V,,,, se déduit de V,, par ’homothétie
u—>t""u de §

-

Remarque. — L’entier m est majoré par m’=supgm,. Mais il peut arriver qu’il
soit strictement inférieur & m’. Par exemple, si V est la courbe *X-+Y®=o0, et x
Porigine (0, 0), on a n—r=1, et m'=m; =2, mais cependant m=1.

Proposition 19 (Invariance de m(x)). — Sotent V et W deux variétés affines, définies sur ¥,
et soit @ une application rationnelle ¢ : V—>W, définie sur . Soit xeVy, tel que ¢ soit
p-isomorphique en x°=p(x). Alors, on a yeWy et m(x, V) =m(y, W).

Démonstration. —— Supposons VCS, , WCS, . Posons x=(x;,...,%,) et
=1 -.+»%). On a, comme dans la proposition 16, yeWy, et )’=p(y)=1q¢"x").

Soit ¥ = (x4, ..., %,,) unpointgénérique de V surf;lepoint y = (x) == (7, ...,,)
est alors générique de W sur f. Pour tout entier p>o0, posons ¥x,=q,(x), et
Du=¢,(»). Les coordonnées de x et y vérifient des relations de la forme
9i—)i=21 18i(x)(x;—x;) (j=1, ..., n) oules g, sont des fonctions sur V, p-morphiques
en x’. On en déduit que, pour tout p, les coordonnées y,; de y, s'expriment par des
fonctions p-morphiques a lorigine au moyen de celles x, de x,. L’application
¢n: Vy,—~W,,, définie par ¢, =q¢, 0900, est donc p-isomorphique a Iorigine. La
p-simplicité de l'origine est conservée par ¢, d’ol la proposition.

Cette proposition permet immédiatement d’étendre la définition de ’entier m(x)
au cas d’une p-variété quelconque. Puisqu’on a toujours m(x, V) <I(x, V), Pentier m(x, V)
est majoré par [,(V). On désignera sa borne supérieure par my(V). On a my(V)</y(V).

19. Condition pour qu’un point entier p-adique soit congru (mod.p*) a un
point entier p-adique de V.

Proposition 20. — Soit 'V une variété affine (VCS,), de dimension r, définie sur ¥, sans
point multiple. 11 existe un plus petit entier sy=s,(V) vérifiant la condition suivante : pour tout
entier .25y, et pour tout xeR" tel qu'on ait (x, V), >wu+s,, il existe yeVy tel que (x,),>p.
(i.e. y=x (mod. p*)).

Démonstration. — Posons r=dim V. Soit {F,}(1<a<g) un systtme de géné-
rateurs de lidéal #(V). Pour tout systtme (a)= (2, ...,%,_,) de n—r entiers
tels que 1<u<...<a,_,<g, désignons par S, lintersection des hypersurfaces
Fai(X)=o (1<j<n—r), par S}, la f-adhérence du complémentaire de V dans S;
par M, la matrice (a;z’) sur Panneau R[X]=R[X,, ..., X,]; par S/, I'ensemble

i

des zéros communs des déterminants D(a),(i)zD(Fal, cey F“n—r) /D(Xi1 cey X,-"_T)

d’ordre n—r de M,; par T, la réunion Sj,uS,. Pour tout xeR", posons
l(a) (%)= lnf(i)v (D(a),(i) (x)).
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On a (NyTy)nV=0. En effet, si xeV, il existe un («) tel que M (x) soit

de rang n—r; pour un tel «, les hypersurfaces F, (X)=o0 se coupent transversalement
)

en x; par suite V est la seule composante de leur intersection contenant x, et on a x¢'T,.

Il existe donc, d’aprés le corollaire du lemme 1 du n° 17, un entier s, tel qu’on ait,
pour tout xeR”, la relation

(22) inf(o:)((x: T(a))p) (x’ V)p) <sl

Nous allons montrer que la condition de I’énoncé est vérifiée par ’entier s; 4+ 1.
Pour cela, il nous suffit de prouver I’assertion suivante : pour tout triplet (x, p, («))
composé d’un point xeR", d’un entier p>s;+1, et d’un systtme d’indices («) de la
forme considérée plus haut, tels qu’on ait les relations

(23) info(F, () >5 -+
et
(24) (%, Tyy) <51,

il existe un zeR" tel qu’on ait les relations
(25) (2, x)v> W
(26) infa(F, (2)) 25+ 0+ 1.

En effet, puisquon a p>s;, les relations (24) et (25) entrainent (z, T,),<s;.
Donc, en supposant exacte Dlassertion précédente, on peut, pour xeR" tel que
(x, V),>p+s; 41, trouver (en tenant compte de (22)) un entier («) tel que (x, T,), <5y,
puis, par récurrence sur v, construire une suite (¥y==x, %y, ..., %,, ...) de points de R"
telle qu’on ait, pour tout v>o, les inégalités (x,, %, ,),>u+v, infiv(Fai(xv)) =5 +wtv
et (x,, Ty)<s;. La premiére de ces trois inégalités entraine que la suite x, converge
p-adiquement, et que, si y est sa limite, on a (x, y),>u; la seconde entraine F, (y)=o

7
pour tout j (1<j<n—r), d’ott yeS,: latroisitme entraine (y, T(,)<s;, cequiimplique
2¢T,; on adonc y¢Sp,, dou yeV, d’ol yeVy.

On remarque d’autre part, en faisant le changement de variable z=ux 4 t*u, que,
pour x, p. et («) vérifiant les conditions (23) et (24), la condition de Iexistence d’un £
vérifiant (25) et (26) équivaut a celle de ’existence d’'un ueR" tel qu’on ait, pour tout
Ja<gysn—r)

(27) o(F, (x+%4)) 35+ 1.
Or, on peut exhiber un tel u. Il suffit de prendre pour z une solution entiére
(4;eR pour tout i) du systéme linéaire

7 o
(28) o 00+ 00, (o) (9%e=o (r<j<n—r)
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Une telle solution existe puisqu’on a infp(F, (x))>s;+p et puisque la relation
(x, Tiy) <5, implique (x, Si))<s;, d’out [, (x)<s;; d’autre part, on a, pour tout
J (1<j<n—r), d’apres la formule de Taylor, la congruence
8Faj

3X,-' (%)X, (mod. %)

Fa,.(x + tl’-X) EFaj(x) + tu2?=1

dans ’anneau R[X]. En prenant pour « une solution entiére de (28) et en substituant u
a X dans la relation ci-dessus, on obtient »(F, (x4 t*u))>2p. Cette inégalité entraine
bien (27), puisqu’on a u>s,+1, d’ou 2p.>s1]+p.—|— 1.

Donc, on a bien montré que ’entier s;+ 1 vérifie la condition de I’énoncé. D’autre
part, il est clair que si un entier >o0 vérifie cette condition, il en est de méme de tout
entier plus grand; donc, il existe bien un plus petit entier s, vérifiant cette condition.

20. Provariétés.

Nous appellerons provariété la limite projective X d’une suite

X X« XP e .
0° o or

ou les X" sont des variétés (relativement au domaine universel £°) et les 6* des morphismes,
que nous supposerons toujours génériquement surjectifs. Soit k) un sous-corps de ¥;
nous dirons que X est définie sur k2 si X" et 6* sont définis sur £} pour tout .

Un point x de X est une snite (2% «%, ..., 4% ...) avec x*eX* et ax*=0*(a*T1)
pour tout w. On note AJ(x) le corps A(x% ', ...,4% ...). L’application X X"
qui, au point x, fait correspondre x*, est notée p*. L’ensemble p*(X) admet pour
adhérence X", mais est, en général, distinct de X*. La variété X" sera également désignée
par la notation p*(X).

Une sous-provariété Y de X est une provariété définie par une suite

Yo Yl ..« Y ...
@° ¢! [t

ou, pour tout p, Y* est une sous-variété de X*, et ot le morphisme ¢* est induit par 6“.

Supposons X définie sur £, et soient x et y deux points de X. On dit que y est une
spécialisation de x sur kY ou que x est une généralisation de y sur ki, si, pour tout yu, y* est une
spécialisation de x* sur k3.

21. Structure des ensembles Vi .

Pour tout point xeR"=(S,)n, de coordonnées x= (¥, xM, ..., aM ...), et
pour tout entier p>o0, on notera x* le point de I’espace affine 8J,,, ayant pour
coordonnées A, ..., &0, ..., 4, ..., 4% On notera g¢* lapplication R*—S,, .,
définie par x*=o"(x); en particulier ¢° s’identifie 4 p. On notera d’autre part % appli-
cation R"—>R" qui, au point x, fait correspondre le point x%¥ de coordonnées
a=(x0 ... 4% o,...,0,...), Cest-a-dire le point obtenu en tronquant & 'ordre
les suites des coefficients de chacune des coordonnées de x. On a, pour tout w, une
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application injective £ :8), ) —>R" telle que p¥==E"0op", Clest-a-dire que x*=p#(x*).
La donnée du point #*=p"*(x), ou celle du point x%=%(x) =E*(x*) équivaut a celle
de la classe de x (mod. ).

Pour tout couple d’entiers (p, u') tels que o<p'<y, on notera 6“* la projection
Spui1y—>Syw+y définie par la restriction aux n(w +1) premiéres coordonnées. La
projection 6%**! sera également notée 6*. On a, quels que soient w et p’, x* = O6%¥(x),
et xt=0%(x* 11,

On peut munir, d’'une maniére naturelle, ’ensemble R” des points entiers p-adiques
de S, d’une structure de provariété : celle définie par la suite

0 0 0
S,,%;Sz,ﬁe—x <—Sn(u+1)$ .
le point xeR" étant identifié a la suite 2% x%, ..., &% ..., ou x*=p"(x) pour tout y.

Cette provariété est définie sur le sous-corps premier de £°. On remarquera que, pour
x€R", toute spécialisation de x sur £° est aussi une spécialisation de x sur %.

Pour toute sous-variété V de S,, définie sur £, on posera Vi = ¢*(Vy). L’application
induite par " (resp. 0%, resp. 6**) sur Vg (resp. V%, resp. V&) sera notée ot
(resp. 0%, 6%™).

Proposition 21. — Soit 'V une variété affine, définie sur k, et soit x* un point de V' vérifiant
la condition suivante : il existe x€Vg, simple sur V, tel gw’on ait x*=o"(x), et m(x)<p.
Alors Pensemble (0%)~(x*) est une variété linaire 1*(x*), de dimension r, et qui est rationnelle
sur K'(x*). La condition précédente est, en particulier, vérifiée pour tout x*eV% si 'V est sans
point multiple, et st on a w>my(V).

Démonstration. — Puisqu’on a p>m(x), et d’apres la définition de m(x) (cf. n° 18,
prop. 18), le cycle V{, ., réduit (mod p) de la variété V, =9, ., (V) admet
pour composante unique et simple une variété linéaire Lgy(x), passant par l’origine,
et ne dépendant pas de u. Considérons le point y=p%(x), obtenu en tronquant aI’ordre u
ies suites de coefficients qui définissent les coordonnées de x, et remplacons x par y.
L’application t=g¢,,, ,00;};,:8,—8, est la translation définie par le point
p=(x—2)t~®*Y de R", donc est un R-automorphisme de §,. Le cycle V. _, = réduit
(mod p) de V, .y ,=¢p,:+1,(V) admet encore pour composante unique et simple une
variété linéaire Ly (x*), déterminée par x*, et définie sur £°(p) =£i(x*). Or si z et 2’

sont deux points de R" tels quon ait z'=q, ., ,(2), les relations ze(g}) (), et
2’€(V,11,,)n sont équivalentes; de plus, lorsque ces relations sont satisfaites, on a,
pour tout 7, z#*TY=(F%)**1(z). Or, 'automorphisme F° laisse invariante la variété
L¥(x*). Donc l’ensemble (6%)~*(x*) est la variété linéaire L*(x*)=x™ x L¥(x*) dans
Pespace affine §,,,,=S8,, ,)X8,. Puisque L§(x*) est définie sur £°(x*), il en est de
méme de L*(x*).

Pour tout entier v>o, on désignera par Z#,(V) l’ensemble des points xeR",
tels qu’on ait (x, V),>v, c’est-a-dire tels qu’on ait »(P(x))>v pour tout Pef(V).
L’ensemble Vi =VnR" coincide avec l'intersection N, %,(V). Pour tout couple (u, v)
d’entiers positifs, on posera F¥=F¥V)=p"(F,(V)).
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Proposition 22. — Soit V une sous-variété de S,, définie sur k. Alors :

(i) pour tout couple d’entiers positifs (p,v), .97{,‘(V) est un sous-ensemble k°-constructible
de Uespace affine Sy, . ,); de plus, pour w=v, ce sous-ensemble est k'-fermé.

(ii) Pour tout entier positif ., Vi est un sous-ensemble constructible de S, , .

Démonstration. — Notons JR(V) Iidéal de ’anneau R[X,, ..., X,] composé des
polynémes de cet anneau qui s’annulent sur V. Soit {F,}(1<a<g) une base de cet
idéal Fz(V) (donc aussi de S (V)). Pour xeR", la relation xeZ (V) équivaut a :
o(F (x))=v pour tout a. Or si x=(x" ...,4M ...) sont les coordonnées de
x (1<i<n), cette relation équivaut elle-méme 4 un nombre fini de relations algébriques,
a coefficients dans £°, entre les #) (0<v'<v, 1<i<n), C’est-a-dire entre les coordonnées
du point x*. Donc, pour p>v, Pensemble F¥=p“(%,(V)) est un sous-ensemble £’-fermé
de S,.,. De plus, F¥ est un sous-ensemble A’-constructible de 8J,,,, pour tout
couple (p,v) (puisqu’on a, pour p'<p, F¥ =0"*(F4).

D’autre part, pour w>so=s50(V) (cf. n° 19), on a V=% (V). En effet,
Pinclusion V§CF!, (V) est triviale, tandis que 'inclusion F},  (V)CVE est une
traduction de 1’énoncé de la proposition 20 du n° 19. Donc V§; est bien un sous-ensemble
constructible de S8, . ;). Il en est de méme de V§; pour p’'<s,, puisqu’on a, pour p'<

VE = W (V). C.Q.F.D.

Remarque. — 11 serait souhaitable de s’affranchir de I’hypothése (probablement
superflue) que V est sans point multiple, dans la derniére partie de I’énoncé.

22. (V, p)-provariétés.

Soit toujours V une sous-variété de S,, définie sur £, de dimension r. Soit £} un
sous-corps de ¥, contenant £°. On appellera (V, p)-provariété définie sur &} (resp. (V, p, k})-
provariété) toute sous-provariété X, définie sur £} (resp. toute sous-k{-provariété X) de la
provariété R", vérifiant les deux conditions suivantes :

(*) Tout point générique x de X sur k) appartient & V, et est simple sur V.

(**) Si x est un point générique de V sur k), il existe un voisinage p-adique de x
dans Vg qui est contenu dans X.

Remarques. — a) Toute spécialisation sur £° d’un point de Vg est un point de Vg;
donc, on a X CV. Mais on n’a pas nécessairement X"==p"*(X)CV§.

b) D’aprés leur définition, les entiers /(x) et m(x) ne dépendent que de X. Nous
les désignerons respectivement par ((X)=1[(X, V) et m(X)=m(X, V).

¢) La condition (**) équivaut a ’existence d’une boule p-adique de Vg, de centre x,
contenue dans X. Autrement dit, cette condition équivaut a l’existence d’un entier y,
tel que, en posant x*=g*(x), on ait (g§) '(x*)CX.

Si p, est un tel entier, et si, de plus, on a p,=>m(X), on dira que X est d’indice p,
(noter que, si X est d’indice pg, X est aussi d’indice ), pour tout pg> ).

I1 résulte des définitions que X est la limite projective de la suite

X0 Xl =XV ...
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ou, pour tout p, X*=7p"*(X) est la variété, définie sur i} (resp. la -variété) lieu du
point x*=p"(x) sur £{, et ou les fleches représentent les morphismes induits par les
projections 6%

La condition (**) signifie encore que, si x=(x, ..., x®, ...) (1<i<n) sont
les coordonnées de x, les coefficients s obtenus pour tous les couples d’indices (i, w)
possibles (1<i<n, p>0) ne sont liés que par un nombre fini de relations algébriques
coefficients dans £, outre celles exprimant appartenance xeV (& savoir les relations
exprimant I'appartenance x*eX"),

d) La condition (**) implique la suivante :

(***) Il existe un entier p, tel que, pour tout p>p,, et pour x* générique de X*
sur &7, on ait (O%)~'(a*)CX®*1,

On peut, en effet, prendre pour p, le méme entier que dans ¢). En particulier,
si X est d’indice p,, la variété linéaire L“*(x*) est contenue dans X"*! pour tout
©>po. On en déduit que, pour qu’un point x**! soit générique de X**+* sur k), il faut
et il suffit que le point x* = 0*(x**!) soit générique de X* sur k) et que x* ™! soit générique
de L*(x*) sur A(x*). Donc X**! est déterminée par X*; par récurrence sur y, on
en déduit que X est déterminée par X*.

Nous montrerons, au numéro suivant (prop. 23) qu’on peut inversement « relever »
une sous-kj-variété X* de S,,.,), génériquement contenue dans Vi, a une (V, p, £°)-
provariété, pourvu que le symbole L*(x*) soit défini en un point générique x* de X*
sur £). Nous montrerons, en méme temps, qu’on peut substituer la condition (¥**) a
la condition (**) dans la définition précédente.

¢) Tout point générique sur k) d’une (V, p, k})-provariété X est aussi un point
générique de V sur k, = (k9)¥. En effet, supposons X d’indice y, et soit . un entier >p,.
On peut trouver deux points génériques x et y de X sur £}, tels que x*=3", etque y**!
soit un point générique de la variété linéaire L*(a*) sur k'°=4kj(x). Considérons le
point z=¢,(), ol g, est la transformation de S, introduite au n® 18. On a zeVy,
et 2°=p(z) est générique sur £’° d’une variété linéaire de dimension 7. Donc le degré
de transcendance de £°(z°) sur £ est r. Donc, si on pose k'= (k)% le degré de
transcendance de k'(z)=#k'(y) sur k' est >r (donc est égal a 7). Donc y est générique
de V sur &’ et, a fortiori, sur k,. Ceci prouve notre assertion, compte tenu de la remarque a).

Nous dirons qu’une (V, p, k})-provariété X est simple lorsqu’un point (donc tout
point) générique x de X sur £} est simple (mod. p) sur V ou, ce qui revient au méme,
lorsque la Ad-variété réduite X°=7p(X) est génériquement simple sur V°=(V). Pour
que X soit simple, il faut et il suffit qu’on ait {(X)=o0, ou encore qu’on ait m(X) =o.

23. (V, p)-ensembles.

Soient encore V une variété affine (CS,), définie sur £, de dimension 7, et £{ un
sous-corps de ¥, contenant £°. Nous appellerons (V, p)-ensemble (resp. (V, p, kY)-ensemble)
tout sous-ensemble S de Vy; de la forme S = (p%)~*(S*™) ol S* est un sous-ensemble
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constructible (resp. {-constructible) quelconque de I’espace affine S), .. Nous dirons
de plus que S est d’indice y,, et que S est le (V, p)-ensemble (resp. le (V, p, })-ensemble)
obtenu en relevant S*. Nous poserons S=(S*)¥. 1l est clair que tout (V, p)-ensemble
d’indice y, est aussi d’indice pg, pour tout entier w;> .

Une autre forme de la définition d’un (V, p, £%)-ensemble est la suivante : un tel
ensemble est ’ensemble des points xe Vg, de coordonnées x,= (x9, ..., &%, ...) (1<i<n),
tels que les x}* obtenus pour toutes les valeurs possibles du couple (i, ) (1<i<n, u>0)
vérifient un nombre fini de relations de 'une des formes P,(...)=o0 ou Qg(...)*o,
ou les P, et les Q 4 sont des polynémes a coefficients dans £].

Dans le cas particulier ot V est sans point multiple, on a montré (n° 20, prop. 22)
que, pour tout p>o0, Pensemble Vi =p*(Vy) est constructible. Soit S = (p¥)~!(S*)
un (V, p)-ensemble. Alors, pour tout pzo0 lensemble S*=g*(S) est constructible. En effet,
on a, pour p<y,, S*=0"(S*A Vi), et, pour u>py, S*= ((0**)"1(S*AVE))n V.

On dira qu’un (V, p)-ensemble (resp. un (V, p, £°)-ensemble) est irréductible
(resp. k’-irréductible) si, pour tout w>o0, S* est un ensemble constructible irréductible
(resp. K'-irréductible), c’est-a-dire si S* est un ouvert (resp. un A°-ouvert) d’une sous-
variété (resp. d’une sous-k{-variété) X* de I’espace 89, ;. Dans ce cas, la suite (X*)
définit une provariété (resp. une k’-provariété) X, qu’on appellera adhérence de S, et
qu'on notera adhS.

En vue de ’énoncé qui suit, introduisons encore une notation. Soit #* un point
de V§=0o"(Vg) vérifiant la condition de la proposition 21, i.e. un point de la forme g*(x),
avec xeVg, simple sur V, et m(x)<u; alors, pour tout autre point x'eVy tel que
x*=o*(x"), le point p, .4 ,(x") est entier, et simple (mod. p); donc « est simple sur V, et on
a m(x’) =m(x). L’entier m(x) ne dépend donc que de x*. Nous le désignerons par m"(x*).

Proposition 23. — Soit V une variété affine, définie sur k, et soit p. un entier >o0. Soit X*
une sous-k’-variété de S, . 1, génériquement contenue dans Vi, i.e. telle quun point générique x*
de X* sur k° appartienne a V. Supposons que le symbole m*(x*) est défini (ceci est toujours le cas,
en particulier, si 'V est sans point multiple, et si on a pris p>my(V)). Alors :

() Il existe une et une seule (V, p, k°)-provariété X d’indice v, telle que X*=7p*(X).
On a m(X)=m=m"(x*).

(ii) 11 existe un K'-ouvert S* de X*, contenu dans V', tel que le (V, p, k°)-ensemble S = (S*)*
soit trréductible, d’adhérence X, contenu dans Uensemble (V) des points simples sur V, et tel
qu'on ait m(u)<p pour tout ueS.

Démonstration. — D’aprés la proposition 21, Pensemble L*(x*) = (6%)~1(x*) est
une variété linéaire, de dimension r=dim V, définie sur £°(x*). Si x**! est un point
générique de L*(x*) sur £°(x*), ce point appartient a V§*'; on a a*=0*(x**1),
et m*(x*) =m**T1(x**1). Par récurrence sur v (v=>u) , on peut donc construire une suite
(x%, a* T . x% . ..), avec x'eVy, de fagon que, pour tout v>p, le point x'*! soit
générique sur £°(x") de la variété linéaire L'(x"). Pour p'<p, posons d’autre part
M =0""(x*), et notons X la sous-k’-provariété de R lieu sur £° du point x défini
par la suite #% ...,4" ... Toute (V,p,°)-provariété qui vérifie la condition (i)
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de la proposition coincide nécessairement avec X, d’aprés la remarque d) du no 22.

Il nous suffit de montrer Pexistence d’un -ouvert S* de X* tel que S = (S*)*
ait pour adhérence X, et vérifie les conditions énumérées dans (ii). Ceci entrainera
en méme temps que X vérifie la condition (**) du n° 22, donc que X est une
(V, p)-provariété.

On a, d’apres ’hypothése, w>m(x). Donc l'origine est un point simple sur le
cycle Vi, réduit (mod. p) de la variété V,,=q, (V). Considérons le point y=*(x),
obtenu en tronquant a 'ordre u les suites de coeflicients qui définissent chacune des
coordonnées de x. I.’application ¢, 09, " étant une translation & coordonnées dans R,
donc un R-isomorphisme de S,, 'origine est aussi un point simple sur le cycle réduit
(mod. p) de V,, =4¢,, (V). De plus la variété V, est définie sur k().

On peut trouver des polynémes G; (1<j<n—r7), a coefficients dans I’anneau
R,=Rnk(y) des entiers de £(»), qui s’annulent sur V, , et tels que les p-différentielles
a lorigine (dG,)), ..., (dG,_,)), (df)} soient linéairement indépendantes. Ecrivons ces
polynomes sous la forme
Gi(X) = 4o+ D 1a;‘iXi+ Z#:la;hMjh (1<j<n—r)

7

ou les My, sont des mondmes de degré >2, et ot les a; (0<i<n), aj (1<h<m) appar-
tiennent & R . Si, pour tout couple (7,7), on pose aj=p(a;), on a alors aj=o0 pour
0

tout j, et la matrice () est de rang (n—r).

Puisque les a;, a, appartiennent 2 R, ils sont de la forme a;=P;(»)/Q(y) et
ap =P,(9)/Q(»), ou Py, P;, Q sont des polynémes a coefficients dans R, tels que,
en posant v(Q (y)) =0, on ait o(Py(»))>0, et »(Py(y))>c quels que soient i, j, k.
De plus, 'un des déterminants D( y) de la matrice (a;) = (P;;(»)/Q(»)) est un élément
inversible de R (i.e. tel que v(D(y)) =o0).

Or les coordonnées de y sont y,=(x%, ..., 2 o, ...,0,...). Les coefficients
de chacun des éléments Q ( »), P;;( ), Pj,(») de Rs’expriment (cf. n® 6) par des polynémes
4 coefficients dans k£° en fonction des ) (1<i<n, o<p’<y) i.e. en fonction des
coordonnées de x*. On peut donc trouver un ouvert S* de X*, tel que, pour tout point
w*eS*, et en désignant par z le point correspondant z=£&"(w") de R", on ait encore
2(Q (2)) =0, et vy(D(z))=o0. Puisque z est une spécialisation de y sur £°, on a, d’autre
part, v(P;(z))>0, et v(Py(2))>0 quels que soient 1, j, h.

Donc les éléments b;=P;(2)/Q (z), et bj=P;(2)/Q(z) du corps k(z) appar-
tiennent a anneau R,=Rnk(z) des entiers de ce corps. Les polynémes

H(X) = b,y + 20, X, + 2,05, M,

i
sannulent sur V,,=¢,.(V), et sont tels que les p-différentielles a 'origine (dH,)g, ...,
(dH,_ )5, (dt)y soient linéairement indépendantes : en posant

b =p(b;) (0<i<n, 1< j<n—r),

on a, en effet, bj,=o0 pour tout j, et la matrice (b)) est de rang n—r. Donc l'origine est

7
un point simple sur V{,=p(V,,); donc on a w*eVk, et m*(w")<p.
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Si on pose S=(S*)%, on a de plus SCH(V), et m(u)<p pour tout z€S. Nous
allons montrer, par récurrence sur p’, que, pour tout entier p’'>p, S* =" (S) est un
ouvert de X*,

Cette propriété est vraie pour p'=p; supposons-la vérifiée pour y’, et montrons
qu’elle I’est pour p’'+ 1. Soit en effet »* un point de S* tel que 6**(w*)=w", ol w*
est le point de S* considéré plus haut. Posons z'=E&*(w*). D’apiés I’hypothése de
récurrence, on a w*'eX* =p*(X). Puisqu’on a w*eV%, et w'>u>m(x), le cycle
réduit V9, , . dela variété ¢, , (V) est une variété linéaire. Si Z’ est le point de R"
tel quon ait z'=z-+#**'%’, les polynémes Hj(X)=H;z +*~*X) sannulent sur
Vi 41,2+ Soit v le plus grand entier tel que le polynéme H;(X) =Hj(X)#™" soit & coeffi-
cients dans R. Le polynéme réduit ﬁ?———p(ﬁj) s’annule sur Vp,,; .. On ne peut
avoir v<p'—u, car, dans ce cas, H} serait une constante non nulle. On a donc
v_(_Hj(E'))%p.’——u. Puisque la matric_e (b)) est de rang n—r, on a donc v=p'—uy, et
HY(X) =85, + Z_,68X;, oul’onnote 6}, I'élément de ¥ réduit (mod. p) de ;= H,(z')t*~+.

Donc la variété linéaire VJ, =L (w*) est définie par le systtme d’équations

b+ biX,=o0 (1<j<n—r)

De méme, si on pose ' =g (x) =E*(x*), et si y’ est le point de R" défini par
¥ =y+t**T1y’, on a, pour tout j, a;,=G;(y")t* *eR", et, en posant aj=p(a,), la
variété linéaire LY (x*) est définie par le systtme d’équations

aj+ZF_ @i X =0 (1<j<n—r)

En comparant les expressions des coefficients b, b;; (1<i<n) a celles de a, a;
respectivement, on en déduit que la variété linéaire L*(w*) est ’unique spécialisation
de la variété L*(x*) compatible avec la spécialisation w* de x*. Autrement dit
L¥ (™) = (6%)~*(w*) coincide avec I'image inverse de " par le morphisme 6*|X* *!
induit par 6. Puisque S* est un ouvert de X*,S* 1= (¥)"(S*) est un ouvert

de X¥+1, C.Q.F.D.

On dira que la (V, p, £°)-provariété X vérifiant la condition (i) de la proposition
est la (V, p, k%)-provariété obtenue en relevant génériquement X*; on la désignera par (X*)%.

Remarques. — a) Soit X une sous-k{-provariété de R", vérifiant les conditions (*)
et (¥**) (cf. n° 22, remarque d)). D’aprés la construction utilisée dans la démonstration
précédente, on a, pour p,>sup(py, m(X)), X= (X“‘)ﬁ, et, par suite, X est une (V, p, £9)-
provariété d’indice p,. On peut donc bien, comme on I’a annoncé, substituer (**¥)
a (**) dans la définition des (V, p)-provariétés.

b) Soit X une (V, p, k%)-provariété, et exprimons-la sous la forme X=(X*)%,
Soient X les composantes irréductibles (au sens absolu) de X*. Alors X est la réunion
des (V, p)-provariétés X, = (X®)#. Ces provariétés ne dépendent pas du choix de p,
et sont mutuellement conjuguées sur £°. On les appellera les composantes de X.

¢) Dans le cas particulier o A=p =0, Clest-a-dire o X’ est une sous-variété
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de p,(V), génériquement simple sur V°, le raisonnement précédent montre qu’on peut

prendre pour S° n’importe quel ouvert de X° contenu dans I’ensemble & (V°) des points
simples sur V°.

24. Image d’une (V, p)-provariété, ou d’un (V, p)-ensemble, par un f-morphisme.

Pour tout entier o>0, rappelons qu’on a désigné, au n° 6, par F) ’automorphisme
de £° ainsi défini : FY est D'identité dans le cas d’égales caractéristiques, et est la
puissance ¢*(c)-iéme de automorphisme de Frobenius de £° (ou ¢*(s) est le plus petit
entier >¢fe) dans le cas d’inégales caractéristiques.

Proposition 24. — Soient V et W deux variétés affines, définies sur k (VCS,,, WCS)),
et soit @ : V—>W une application rationnelle, définie sur k. Soit X une (V, p, k°)-provariété
d’indice w, et soit x un point générique de X sur k0. Soient P; (1<j<n) et Q des éléments de
R[X,, .... X,] tels que les coordonnées @; de ¢ soient induites respectivement par les quotients P;/Q ,
et gw’on ait Q(x)+ 0. Posons v(Q(x)) =oc. Supposons que le point y= o (x) appartient @ W
Soit Y la sous-k'-provariété de R" lieu de y sur k°. Alors

(1) Pour tout v=o, lepoint y* =’ (p) est uniquement déterminé par le point x° T = p° "V (x),
et le point p* =F°(y") est rationnel sur kK°(x°*V) (on a donc le diagramme commutatif suivant
(T’applications rationnelles, définies sur k°, génériquement surjectives :

X o« XoFl ., <« XOPY
l?OG \l/cpl,o-i—l \chv,c-f—v
Y0 «— Y! “— ... <Y <«

ot, pour tout v=o, on note Y le lieu de y’ sur k°, et " °t lapplication rationnelle X°+¥—>Y"
telle que 9 ="V (x° V).

(1) 1U existe un (V, p, k°)-ensemble S, irréductible, d’adhérence X, contenu dans & (V),
d’indice p,=sup(py, 6), tel que ¢ soit morphique en tout point de S, et que, pour tout v=o,
@ °*Y  soit morphique en tout point de Pouvert S°t =0p°*¥(S) de X°™ (on a donc un
diagramme commutatif de morphismes, définis sur k°, déduit du précédent en remplagant X°+Y
par S°tY et "°tY par sa restriction @ S°tY; on a aussi, pour tout ueS, la relation
(6 () = o (e (0(w)))-

Démonstration. — On a y=P;(x)/Q(x), avec v(Q(x)) =0. Puisqu’on suppose

€Wy, on a, pour tout j, »(P;(x))>oc. Si on pose

Qx) =@, ..., 0™ ...)

P(x) =@ ...,o", ...) (1gy<n),
on a donc o' =wu")=o0 pour tout v'<s, et w”+o0. D’aprés la formule 8 du n° 6,
on a donc, pour tout v>o, une relation de la forme

FO(5) =5 = (@)= 0 0Q, (o), ', ..., o+, i),

ol Q, est un polyndéme a coefficients dans £°.
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D’autre part, ¥, etles 2° " (1<j<n) s’expriment en fonction des coordonnées
de x°"Y par des polynomes a coefficients dans £°. Donc, on a, pour tout v3o,

~

(29) I = (Ro(x7)) = IR (o) (1<y<n)

ol Ry et les RY sont des polyndmes a coefficients dans £°. L’assertion (i) est donc
démontrée.

De plus, d’apres la formule (29), pour v>o, I’application ¢"“°*> est morphique
en tout point de X°*¥ qui appartient au A%ouvert U°*¥ de' X°"¥ défini par
Ry(8%°*¥(x°*¥)) + 0. Donc, si on pose y, ==sup(y,, 6), on peut, d’aprés la proposition 23,
et puisqu’on a ;> pe=m(X), trouver un A%-ouvert S** de X*, contenu dans VinU*,
tel que le (V,p, £°)-ensemble S = (S*™)¥ soit irréductible, d’adhérence X, contenu
dans & (V). L’application ¢ est bien alors morphique en tout point de S; de plus, on a,
pour tout v>o0,S°TY=p°*¥(S)CU°*Y, et ¢"°*"” est donc bien morphique en tout
point de S°*Y,

Toutes les fois qu’un entier ¢, une application ¢ : V—-W et une (V, p)-provariété X
(resp. un (V, p, £°)-ensemble irréductible S) vérifient les propriétés énoncées dans la
proposition précédente, nous dirons que ¢ est génériquement promorphique d’indice ¢ sur X
(resp. promorphique d’indice ¢ sur S). La sous-provariété Y de R” sera notée Y = ¢, (X).

Dans le cas ou ¢ est génériquement p-morphique sur X°=75(X) (i.e. p-morphique
en x°=p(x)), on peut prendre o=o0. L’application ¢" : X*—Y" est alors p-morphique
en tout point #'eX’ tel que ¢ soit p-morphique en u®=6"(x"). Lorsque ¢ est un
R-morphisme, ¢” est un morphisme pour tout v. Si, de plus, ¢ est génériquement
p-isomorphique sur X il résulte de la proposition précédente que la provariété Y = ¢, (X)
est une (W, p, £°)-provariété, de méme indice que X : on le voit en effet en remarquant
que, pour x générique de X sur £°, et pour x’ €Vy quelconque, ona (¢(x), ¢(*)), = (%, x),-

De méme, si, avec les notations de la proposition 24, ¢ est p-morphique en tout
point de I’ensemble S°=p(S), P’application ¢** est un morphisme pour tout u>o.
Si, de plus, ¢ est p-isomorphique en tout point de S° Papplication ¢** est un isomor-
phisme pour tout p, et Pimage T=0¢(S) est un (W, p, £°)-ensemble de méme indice
que S.

Ces propriétés seront généralisées un peu plus loin (th. 1 et 2); elles sont suffi-
santes pour permettre dés maintenant d’étendre aux p-variétés quelconques les résultats
déja obtenus et la terminologie relatifs au cas des variétés affines.

Soit V={V,, T,,} une p-variété abstraite quelconque, définie sur %, et, pour
Pun des indices «, considérons une (V,, p)-provariété X, définie sur un sous-corps k{
de f contenant £°. Soit x, un point générique de X sur 43, et soit x le point de Vg représenté
par x,. Comme x, est un point générique de V, sur k£ (cf. n° 22, remarque ¢)), x est
représenté dans V pour tout 8, et on a x5 =Ty, (%,). D’aprés ce qui précede, Ty, induit,
pour tout p>o0, une application birationnelle T4% : X% XY, définie sur kY, et, pour
tout couple (u}, uf) appartenant a son graphe, cette application est isomorphique en u},
de valeur u. Donc I’ensemble {X%, T4} définit, pour tout yu, une variété X*, sur le
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corps £]. On peut étendre les A{-morphismes 6%:X%*! X" 3 des A{-morphismes
O* : X+ »>X" génériquement surjectifs. On a ainsi une suite :

X0 X1 o |« XM .
9o o1 o

a laquelle est associée une provariété X. Nous dirons que X est une (V, p)-provariété,
et, plus précisément, que X est la (V, p)-provariété représentée par les X,. Nous dirons
aussi que X est la (V, p)-provariété lieu de x sur kY, et que x est un point générique de X sur k.
On peut de méme, plus généralement, définir la notion de (V, p, k))-provariété. Toute
(V, p, k))-provariété est une sous-k}-provariété de Vg, ou V est la variété strictement non
dégénérée (mod. p) dans laquelle on a plongé V (cf. les conventions adoptées au n° 4,
et la remarque ¢) du n° 23).

La terminologie et les notations relatives au cas des variétés affines, introduites
dans ce numéro et dans les deux précédents ((V, p)-ensemble, symbole ¢,, application
promorphique d’indice o, etc.) s’étendent d’une maniére naturelle au cas des p-variétés
abstraites; les propositions 23 et 24 sont encore valables pour de telles variétés (on pourrait
également utiliser ici les résultats récemment obtenus par Greenberg [5], qui a traité
de facon systématique les problémes analogues relatifs a des préschémas sur ’anneau R
d’un type plus général).

Remarque. — Les coordonnées x°*" d’indice supérieur maximum du point x°*¥
interviennent linéairement dans le second membre de la formule (29) de la démonstration
précédente. Plus précisément, les termes qui les contiennent sont de la forme gi(x%)x{° ),
ou les g sont des fractions rationnelles & coefficients dans £°. Donc, si ¢ -v>y,, pour
utveS°tY, et en posant ¢’ =¢"° "V (u°*+"), lapplication ¢’ *»°*¥*! induit une appli-
cation linéaire affine ¢*°*: Le*¥(u°*¥) -L*(s"); cette application linéaire est déter-
minée, & une translation pres, par le point «°=0%°*"(u°*"); en particulier, son rang
ne dépend que de u°.

Théoréme 1. — Soient V et W deux p-variéiés, et soit ¢ : V—~W une application rationnelle,
définie sur k, génériquement surjective et séparable. Soit X une (V, p, k°)-provariété, et soit x un
point générique de X sur k°. Supposons que ¢ est définie en x, et que y=(x) appartient @ Wg.
Alors Y =q,(X) est une (W, p, k°)-provariété. Supposons de plus que X et Y sont d’indices
respectifs w. et v, et que ¢ est génériquement promorphique d’indice ¢ sur X; posons p, == sup(w, 6 +v)
et vy=yp,—c=sup(p-—o,v). dlors il existe un (V, p, k°)-ensemble irréductible S d’adhé-
rence X, contenu dans F(V), d’indice ., tel que ¢ soit promorphique d’indice o sur S, et
que T=0o(S) soit un (W, p, k°)-ensemble irréductible, d’adhérence X, d’indice v,, contenu
dans S (W).

Démonstration. — Nous allons commencer par démontrer Pexistence d’un (V, p)-
ensemble S;, d’adhérence X, tel que Ty=¢(S,) soit un (W, p)-ensemble.

On se raméne immédiatement au cas o V et W sont deux variétés affines, définies
sur k. Supposons VCS, , et WCS . Posons r=dim V, s=dim W. Soient Fy, ..., F,_,
des polynémes de I’anneau R[X], s’annulant sur V, et tels que les hypersurfaces F (X)=o0
se coupent transversalement suivant V, i.e. tels que 'un des déterminants d’ordre m—r
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de la matrice M= (:]}%), par exemple D=D(F,, ..., F,_)/D(X;, ..., X,,_,) ne

s’annule pas sur V. Soient, de méme, Gy, ..., G,_, des polynémes de ’anneau R[Y],
s’annulant sur W, et tels que le déterminant E=D(G,, ..., G,_,)/D(Y,, ..., Y,_,) ne
s’annule pas sur W. Si, alors, on désigne par f;=P,/Q des fonctions sur S, induisant sur V
les coordonnées o, de ¢, la matrice M'= (aF“ %

poser, par exemple, que le déterminant 0X; 0X

D' =D(Fy, - s Fp o fir - n f)DXKey ooy X, )

ne s’annule pas sur V.

) est de rang m—r-+s. On peut sup-

7

On désignera par V' Pintersection des hypersurfaces F (X)=o0 (1<as<m—r) et
par V* la f-adhérence du complémentaire de V relativement & V’'. De méme, on désignera
par W’ lintersection des hypersurfaces Gy(Y) =0 (1<B8<n—s) et par W* la f-adhérence
du complémentaire de W relativement & W',

A tout point ¥e®R™, associons les entiers (plus précisément, les éléments de
N, =Nuw) a(%) =2(D(¥)), a' (%) = (%, V*),, et ¢(¥)=0(D'(¥)). Deméme, 2 tout
point yeR", associons les entiers b(7)=2(E(F)) et 5 (3)=(3, W*),. Posons
a(¥) =sup(a(F), @(F), @'(F)) et by(3)=sup(6(3), b'(3))-

Soit x un point générique de X sur £°. Alors (cf. n° 22, remarque ¢)), x est aussi un
point générique de V sur £. Son image y=¢(x), qui est un point générique de Y sur £°,
est aussi un point générique de W sur k. Donc a(x), a*(x), a’(x), b(), b*(») sont finis.
Désignons ces entiers respectivement par a, a*, a’, b, b*; posons a,= a,(x) =sup(a, a*, a’) et
by=sup(b, b*). Supposons que X est d’indice y, et que ¢ est génériquement promorphique
d’indice o sur X. Posons pq=sup(u,, ag, by+ ) €t vo=po— o =sup(po—0, 4y— 0, by).
Considérons les points a* =" (x), et »*=0"(y); ces points sont génériques sur £° des
variétés X' =7p*(X) et Y’=p"(Y) respectivement. D’aprés la proposition 24, le
point 7y, =F3(y") est rationnel sur £°(x*+); notons encore ¢"* 'application rationnelle,
définie sur £°, telle que Ty =g’ (x*). Considérons le point xto = pbs(x) = E"(x")
(resp. yrr=pl(y) =E8"(»")) obtenu en tronquant a l'ordre p, (resp.v,) les suites de
coefficients définissant les coordonnées de x (resp.y). D’aprés le choix de y,, on a
ay(x™) = ag(x) = a,, et by(x*) =by(x) =b,. On peut trouver un ’-ouvert S§° de X*,
contenu dans V¥, tel que, pour tout u’eS}°, et en posant ul*==E"(4*), on ait encore
ay(ut) =a,. De méme, on peut trouver un k’-ouvert Ty de Y* tel que, pour 2"€Ty;,
et en posant °=£&"(s"), on ait encore b,(s)°) =by; en outre, on peut choisir ces
ouverts de maniére que S soit k’-irréductible, d’adhérence X, que ¢"* soit p-morphique
en tout point de Sk, et que q"o(S*) =F(T™).

Posons S,= (S¥)¥, et T,=(Ty)*. D’aprés le choix de Sy et Ty, on a a,(uy) =a,
pour tout u,eS, et, de méme, by(v,) =b, pour tout 2,eT,. Ceci implique, en parti-
culier S;c#(V) et T,CF(W). D’autre part, il est clair quon a ¢(S,)CT,. Nous
allons montrer qu’on a, en fait, ¢(S,)=T,, autrement dit que, pour tout point
=1, -.-,,) deT,, il existe un point x = (%, ..., %,) de Sy, tel que y =o(x).
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Nous allons commencer par montrer qu’il nous suffit de prouver I’assertion A)
suivante :

A) Pour tout couple (u, #'), composé d’un entier p>p,+1 et d’un point
x'=(x(, ..., %,) de R", tels qu’on ait *(x’)eSY, vérifiant les inégalités

(30) o(Fy(#)) > g+ (1<a<m—r)
(31) o(fi(¥) =) >+ (n—s—+1<j<n)
il existe un x"’eR™ tel qu’on ait x""*=p"(x"")eSk, et tel qu'on ait les inégalités

(32) o(Fu(5))> b+t 1 (1<a<m—r)
(33) o(fi(x") =) Zpe+ 1 (r—s+1<j<n)
(34) (", %)p>

En effet, supposons exacte I’assertion A). Soit x§* un point de S}, tel qu’on ait
@"Po(xbe) =F2(™), etsoitx,un point de S, tel que xf° = p*(x,). On voit immédiatement,

par récurrence sur v, qu’on peut, en partant de x,, construire une suite (X, %y, ..., %, ...)
de points de R™, tels qu’on ait, pour tout v>o, les inégalités

(35) o(F, (1)) > o+ o+ (1<a<m—r)
(36) o(fi(%) =) Zpo+p+v (n—s+1<j<n)

(37) (x\ﬁx\r+1)l)>p‘_{_v

Cette derniére inégalité entraine que la suite x, converge p-adiquement, et que
sa limite est un point xeR™ tel qu'on ait (x,, x),>u. Les inégalités (35) entrainent
F,(x)=o0 (1<asm—r) d’ot xeV'. Les relations ay(xy) =ao<po<g, et (%, ¥),>p
entrainent qy(x) =q,. En particulier, on a ¢,(x)<a,, ce qui implique x¢V*, d’ou
xeV, d’oi xeVy. Comme on a xf=x* ona xeS,.

Soit "= (D, ...,7,) le point »'=¢(x). Les inégalités (36) entrainent

Jix) =2;=0;

pour n—s+1<j<n. De plus, puisqu’on a xeS;, on a y»'eT, et, puisque (%4, X)>p,,
on a (9,%')>v,. Nous allons montrer qu’on a »'=7y. Supposons, en effet, y'=+7y,
et posons (,7'),=v'; on a alors y'=y 41"z, ol Z=(21, -..,2,_4 0, ..., 0) est
un point de S, tel que le point réduit z°=p(z) = (2, ..., 20_,, 0, ..., 0) soit distinct de
Porigine. Puisque »'eW, on a Gg(3') =Gy(y +"z) =0 (1<p<n). D’apres la formule

oGy . _
de Taylor, on en déduit Z;";f"é_)'(f( D)%
1<j<n—s, 0(g;) <V’ —b(y); comme on a, d’autre part, b(y)=5b>vy, et v'>v;>b, ona
v(z;)>0, d’olt zj=o0 pour tout j (1<j<n), ce qui est contradictoire. On a donc bien
F=7 =o().

Démontrons maintenant l’assertion A). En faisant le changement de variable

o (mod. ') (1<p<n—s). On en déduit, pour
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x""=x"+1t"u, on voit que la condition de I’existence d’un x"’ vérifiant (32), (33) et (34)
est équivalente a celle de Iexistence d’'un ue®R™ tel qu’on ait les inégalités
(38) o(Fola' + t*u)) 2o+ + 1 (1<agsm—r)
o(fi(x' + 1) — ) S+t 1 (n—s+1<j<n)
Or, on peut exhiber un tel ». Il suffit de prendre pour u une solution entiére du
systéme linéaire

oF
Fy) + By (#) X, =0 (1<a<m—1)
(39) '
%;

{ Aoy + 2, 2

Une telle solution u existe, d’aprés les relations (30) et (31), et puisqu’on a
p> g2 ag(x') 2a’(x'); en appliquant la formule de Taylor, on voit qu’on a, pour un tel « :

(*)X;=o0 (n—s+1<5<n)

o(F (2" + t*u)) = 2p (1<asm—r)
o( fi(x' +t'u)—y)>2u (n—s+1<j<n)

d’ou résultent a fortiori les relations (38), puisqu’on a pris w> g+ 1.

On a donc bien montré que Ty = ¢(S,). Ceci entraine, en particulier, (p)~'(1") CY;
autrement dit Y vérifie la condition (**) relativement &4 W et, par suite, Y est une
(W, p, £%)-provariété. On peut trouver, d’aprés la proposition 24, un (V, p, £°)-ensemble
irréductible S, d’indice 1, d’adhérence X, contenu dans S, tel que ¢ soit promorphique
d’indice o sur Sj. Posons Tj=¢(S;). D’apres ce qui précede, T est encore un (W, p)-
ensemble d’indice v,. On peut trouver un sous-ensemble £’-constructible irréductible T
de (T)"==0"(T") tel que T=(T")* soit un sous-(W, p, £°)-ensemble A’-irréductible
de T;, d’adhérence Y; si alors on pose S* = (¢"*)~}(T%), et S=(S™)¥ S est encore
un (V, p, £%)-ensemble irréductible d’adhérence X, et on a T=4¢(S); puisqu’on a
S,CF (V) et T,CHF (W), on a aussi a fortiori SCF(V) et TCH(W); ceci termine
la démonstration du théoréme 1.

Remarque. — Dans le cas particulier ou ¢ est birationnelle (ce cas est d’ailleurs le
seul dont nous aurons besoin dans la suite), la démonstration précédente se simplifie
considérablement. On voit alors directement que Y est une (W, p, £%)-provariété en
remarquant que, si x est un point générique de X sur £, et si y=1¢(x), ¢ est bicontinue
en (x, ) pour la topologie p-adique. Il suffit ensuite d’appliquer la proposition 24 aux

—1 simultanément.

deux applications ¢ et ¢
On remarquera que la condition yeWy de la proposition 24 et du théoréme 1
est toujours vérifiée lorsque W est p-compléte, et on en déduit le corollaire suivant du
théoréme 1, exprimant le caractere intrinséque de la notion de (V, p)-provariété, lorsque V
est p-compléte, relativement aux isomorphismes sur ¥ (et pas seulement sur ‘R).
Corollaire. — Soient V et W deux p-variétés p-complétes, définies sur k, et svit ¢ : V—>W
un k-isomorphisme. Alors ¢, est une bijection de Uensemble des (V, p)-provariétés (resp. des (V, p, °)-

provariétés) sur celui des (W, p)-provariétés (resp. des (W, p, k°)-provariétés).
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Il importe de remarquer que ’application ¢, ne respecte pas 'inclusion. Par exemple,
prenons pour V la droite projective P, et pour ¢ I'application V—V qui, au point (x, y)
ait correspondre (¥, ty). Prenons pour X la provariété obtenue en relevant le point (o, 1),
et pour Y la provariété maximale Vg=V,;, composée de tous les points rationnels
p-adiques de V. Alors on a ¢ (X)=Y tandis que ¢,(Y) estla (V, p)-provariété obtenue
en relevant le point (1,0). On a donc XCY, tandis que ¢, (X)2¢,(Y) (et ces deux
inclusions sont strictes!).

Lemme 2. — Soit 'V une variété définie sur un corps k. Soit S un sous-ensemble k-constructible
de V, et supposons qu’a toute sous-k-variété X de V, génériquement contenue dans S, on ait associé
un k-ouvert non vide U(X) de X, contenu dans S. Alors il existe une partition finie de S, composée
d’ensembles de la forme U(X,).

Démonstration. — On peut, par récurrence sur «, construire une suite X;, ..., X , ...
de sous-k-variétés de V, génériquement contenues dans S, telles que les #(X,) soient
disjoints, et vérifiant en outre les conditions suivantes : si X, est 'adhérence du complé-
mentaire, relativement a S, de la réunion U, % (X,), la suite (X)) est décroissante
et, de plus, X, est strictement contenue dans X, a moins que X, ne soit vide. Il
suffit en effet, pour tout «, de prendre pour X, 'une des k-composantes de X _,.
L’ensemble k-fermé X/ est alors vide a partir d’un certain «, d’oll le lemme.

Théoréme 2. — Sotent V et W deux p-variétés sans point multiple, définies sur k, et soit
o : V>W un k-morphisme génériquement surjectif et séparable, défini sur k. Soit S un (V, p, £°)-
ensemble, tel que T = o(S) soit contenu dans W Alors T =¢(S) est un (W, p, k°)-ensemble. De
plus, il existe un entier oy =co(V, W, @), quine dépend pas de S, et une partition finie {S,} (1< a<h)
de S, composée de (V, p, k°)-ensembles irréductibles S,, tel que ¢ soit promorphique d’indice o,
sur chacun des S, et que, pour tout o, T, =¢(S,) soit un (W, p, k°)-ensemble irréductible.

Démonstration. — 11 résulte de la proposition 24 que, si la propriété de I’énoncé est
vraie pour un (V, p, £°)-ensemble S, elle I’est aussi pour tout sous-(V, p, £°)-ensemble de S,
et que si elle Pest pour deux (V, p, £°)-ensembles S et T, elle I'est aussi pour leur réunion.

Ceci permet de se ramener au cas ou V est une variété affine (VCS,). Commen-
cons par examiner le cas ot W est aussi une variété affine (WCS,). D’apres ([F], VII,
2, th. 2, cor. 2), il existe des polyndomes P; (1< j<n) appartenantal’anneau £[X,, ..., X, ]
tels que, pour tout j, la j-itme coordonnée ¢; de ¢ soit induite par P;. Soit 6, un entier
tel que tous les polynémes ¢>P; soient a coefficients dans R. Soit p un entier
> sup(my(V), my(W) +a,), et posons S*=p*(S). A toute sous-k*-variété X* de S, .,
génériquement contenue dans S*, on peut, d’aprés le théoreme 1, faire correspondre
un ouvert U*=#(X") de X*, tel que le (V, p, £°)-ensemble U = (U*)* soit £’-irréduc-
tible, que ¢ soit promorphique d’indice o, sur U, et que I'image ¢(U) soit un (W, p, £°)-
ensemble A%irréductible. Il suffit alors d’appliquer le lemme 2 au sous-ensemble
K'-constructible S* de 8], ,,), et a la famille des ensembles #(X") (. fixe, X* variable).

Examinons maintenant le cas général, ot W =(W,, Ty,) (1<a<h, 1<B<h) est
une p-variété quelconque. Supposons qu’on a, pour tout o, W,CS, , et soit ¢, appli-
cation rationnelle ¢, :V —>W,_ qui représente ¢. On se rameéne immédiatement au cas
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suivant : pour tout «, il existe des polynémes P, (1<i<n,), et Q,, tels que les
coordonnées ¢,; de ¢, soient respectivement induites par les P,/Q .. Raisonnons par
récurrence sur £ : le résultat a été prouvé pour k=1; supposons-le vrai pour A—1,
et montrons qu’il ’est pour #.

Les polynémes Q,(1<a<hk) n’ont pas de zéro commun. D’aprés le lemme 1
du n° 17, il existe un entier o tel qu'on ait inf,p(Q ,(x))<c pour tout point xeVy.
Pour tout «, notons T, le (V, p, £°)-ensemble, d’indice o, défini par 2(Q ,(x)) <o. Puisque
les T, recouvrent Vg, les S,=SnT, recouvrent S. Il suffit donc de prouver que la
propriété de I’énoncé est vérifiée par I'un quelconque des (V, p, £°)-ensembles S, .

Pour tout «, notons S, le sous-ensemble de S, composé des xeS, tels qu’on ait
inf; 9(P;(x)) >0(Q (%)) (i.e. @ (x)e(W,)g). Ce sous-ensemble S est en fait un sous-
(V, p, k)-ensemble de S,. Pour tout «, notons U, 'ouvert de définition de ¢, (défini
par xeU, si et seulement si ¢, est morphique en x). On a S,CS,CU,, et ¢, (S,)CVj.
D’aprés le résultat de la premiére partie de la démonstration, appliqué au morphisme
U, —W, induit par ¢,, la propriété de I’énoncé est vérifiée par le (V, p, £°)-ensemble S.

Considérons maintenant le complémentaire S, de S/, relativement & S,. Posons
U,=U,,,U,, et notons W, 'ouvert de W composé des points qui sont représentés
dans 'un au moins des W, (B+«). Pour xeS,, on a ¢,(x)¢(W,)s; donc, puisque
0,(S) CWg, il existe un B+ a tel que ¢4 soit morphique en x, et telqu’on ait ¢g(x) €(Wp)g-
Autrement dit, on a S,cU’,, et ¢(S.)C(W.)g. D’aprés I’hypothése de récurrence,
appliquée au morphisme ¢, : U, —-W,_ induit par ¢, la propriété de 1’énoncé est vérifiée
par S.. Elle P’est donc bien aussi par S,=S,uS..

Dans le cas particulier ot W est p-compléte et sans point multiple, la condition
TCWy, imposée dans I’énoncé est toujours vérifiée. On en déduit le corollaire suivant
du théoréme 2, exprimant le caractére intrinséque de la notion de (V, p)-ensemble, au
weéme sens que plus haut, lorsque V est p-compléte et sans point multiple.

Corollaire. — Soient V et W deux p-variétés p-complétes, sans point multiple, définies sur k,
et soit @ : V—>W un k-isomorphisme. Alors ¢ induit une bijection de I’ensemble des (V, p)-ensembles
(resp. des (V, p, k°)-ensembles) sur celui des (W, p)-ensembles (resp. des (W, p, k°)-ensembles).

Remarque. — 11 résulte de la démonstration que, si ¢ : V—>W est un morphisme
d’une p-variété quelconque V dans une p-variété W, 'application ¢|Vg induite par ¢
sur Vg est uniformément continue pour la topologie p-adigque. Plus précisément, il existe un
entier o, possédant la propriété suivante : pour tout couple (x, x') d’éléments de Vg tels
qu’on ait (¥, x"),>0,-+ . et tels que les points y=¢(x), ' =¢(x’) appartiennent a Wy,
ona (3 ¥)p>e

25. Transformations p-monoidales.

Fixons-nous un entier n>o. Pour tout entier s>o, nous noterons L, 'espace
vectoriel sur £ composé des polyndmes homogeénes et de degré sdel’anneau R[X,, ..., X, ],

et M, le R-module composé des éléments de L, qui sont a coefficients entiers (c’est-a-dire
dans R).
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Considérons d’abord un sous-R-module J de M,. Pour tout systéme de générateurs
B={Py, ..., P,} de J, notons n*=mu(%#,]) lapplication rationnelle »*:P,—>P,,
définie sur £, qui, & tout point générique x de P, sur f, fait correspondre le point
y*=(g, ---» 0 de P, ayant pour coordonnées les J;=P;(x). Désignons par W* la
sous-variété de P, lieu de y* sur k, et par £ =E£}(%, J) application réduite & : P, ~W*
de v". Notons d’autre part n I'application rationnelle % :P,—P,xP,, définie sur £,
telle qu’on ait %(¥) =xX»*=%xX7*(x); notons W la sous-variété de P,xP, lieu de
y=mn(x) sur k (i.e. le graphe de ) et £=E£,(%,]) lapplication réduite £ :P, W
de n. On remarquera que I'application inverse £~! est toujours un R-morphisme et,
de plus, que & et £ sont déterminés, & un R-isomorphisme prés, par la donnée de J.
L’ensemble des transformations &*=E&:(4, J) (resp. £=E£,%, ])) ainsi associées (pour J
fixe et # variable) au sous-R-module J de M, sera désigné par #%(J, P,) (resp. # (], P,)).

Soit maintenant I un idéal homogeéne de I’anneau R[X,, ..., X,]. Supposons
que I'ensemble Z(I) des zéros de I dans P, est vide, et notons Z°(I) ’ensemble de ses
zéros dans I’espace réduit P, i.e. ensemble des points x°eP? tels qu’on ait P°(x°) =o,
en posant P°=p(P), pour tout Pel. Pour tout entier s>o0, lensemble I .=InM,
est un sous-R-module de M,. Il existe un entier s,=s4(I) tel que I soit engendré, comme
R-module, par les I.(s'<s,). Pour s>s,, les éléments de I, n’admettent alors aucun
zéro commun dans P,, et leurs seuls zéros communs dans P? sont alors les points de Z°(I).
Donc, pour un tel s, tout élément & de # (I,,P,) est un k-isomorphisme.

D’autre part, toujours pour s>s,, l’application & est déterminée, & un R-isomor-
phisme prés, par la seule donnée de I. Nous dirons que & est une transformation p-monoidale
de P, attachée a I’idéal 1. L’ensemble de ces transformations (i.e. la réunion des (I, P,)
obtenus pour s variable >s5,) sera désigné par # (I, P,).

Soit en particulier S° un sous-ensemble £’-fermé quelconque de Vespace projectif Py,
et considérons I’idéal I=.#,(S°), composé des polynémes homogénes PeR[X,, ..., X,]
tels que P°=p(P) s’annule sur X° Cet idéal I vérifie la condition Z(I)=@ imposée
plus haut. Nous écrirons #(S% P,) au lieu de #(FR(S°),P,), et les éléments de cet
ensemble seront appelés transformations p-monoidales de centre S°.

26. Cas d’un corps global.

Nous appellerons corps global un corps K qui est, ou bien

a) Un corps de nombres algébriques, de degré fini sur le corps des rationnels Q ,
ou bien

b) Un corps de fonctions algébriques d’une variable sur un corps de base parfait K.

On note ©=@&(K) l’ensemble de tous les p respectivement associés, dans le cas a),
aux valuations non triviales de K et, dans le cas 4), aux valuations non triviales de K
s’annulant sur K,.

Dans le cas a), les éléments de & correspondent biunivoquement aux idéaux
premiers de ’'anneau Z des entiers de K. Dans le cas b), K est de la forme Kq(u), ol u
est un point générique, sur K,, d’une courbe U compléte, sans point multiple, définie
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sur Ky; les éléments de S correspondent biunivoquement aux diviseurs sur U qui sont
rationnels et premiers sur K,.

On suppose maintenant, dans la suite de ce numéro, et tout en conservant les
notations introduites au n° 1, que £ est un corps global, et que p appartient 3 &= G(k).
Pour tout qeS, on notera y, la valuation, et R, 'anneau de valuation correspondant.
On a, en particulier, v=u1,,et R=R,.

Proposition 26. — Supposons que k est un corps global, et que peS=GS(k). Soit I un
idéal homogéne de Panneau R[X,, ..., X)), tel qi’on ait Z(1)=0. Alors, il existe une
transformation p-monoidale & :P,—~W attachée a 1 (i.e. apparienant & M (1, P,)), et qui est
un R -isomorphisme pour tout qeS distinct de p.

(On dira alors que £ est une transformation sirictement p-monoidale de P, attachée
a L)

Démonstration. — On peut, d’aprés le théoréme des zéros de Hilbert, trouver deux
entiers & et s(s>s50=350(1)), tels qu’on ait p"XiCI, d’ou p"X:iCI,=InM, pour tout
i (1<i<n).

Dans le cas a), introduisons Fanneau # des entiers (au sens absolu) de £. Le
Z-module J,=I,nZ[X] est de type fini, puisque #[X] est noethérien. Ona I,=R]J,;
en effet, il est clair qu’on a R]J,CI;; inversement pour Pel, il existe acZ tel que
v(a) =v,(a) =0, et aPeZ[X], dout aPe]J,, d’ou Pea 'J,CR]J,. D’autre part, pour
tout qeS distinct de p, les éléments de R,J, n’admettent aucun zéro commun dans
Pespace (P,) réduit de P, (mod. q); en effet, il suffit de montrer que les X} appar-
tiennent & R, J,; or, on peut trouver un élément u de £ tel que v(u) =0v,(u) =5, et tel
que 7,(u)=0; on a alors uXfel,, d’out uX}e], pour tout i, ot Xfeu 'J,CR,J,.
Donc, si £ est un systéme de générateurs du Z-module J,, les polynémes réduits (mod. q)
des éléments de # n’admettent aucun zéro commun, pour qe& distinct de p. L’appli-
cation £=E (4, ],) : P,—~W vérifie alors les conditions de la proposition.

Dans le cas b), le corps £ est de la forme ky(x), ou &, est un corps parfait, et o u
est un point générique, sur k,, d’'une courbe U, compléte et sans point multiple, définie
sur ky. A tout qeS correspond un diviseur g, sur U, rationnel et premier sur £,. Intro-
duisons un nombre fini d’éléments ¢, (1<v<v,) de £, tels qu'on ait inf,(t,) =4h, et
inf,y,(¢,) <o pour tout qe& distinct de p. Posons de plus, pour q=+ p, m,=—inf,y,(2,),
et désignons par m le diviseur positif X m.a, de U, ol la somme est étendue a tous les
qeS—{p}. On a aussi m=—inf(o, 1)), ou (%) estle diviseur de ¢, et ou le signe inf
est relatif 4 la relation d’ordre habituelle sur le groupe des diviseurs sur U.

Soit & le sous-anneau de £ composé des fonctions f sur U définies sur %, et dont
tous les poles appartiennent a supp(m). Pour tout entier />0, désignons par %, espace
vectoriel sur k, composé des feZ telles que (f)>—Im. Ce kjy-espace vectoriel £,
est, pour tout />0, de dimension finie, et on a #Z=UZ%,. Le #-module J,=I1nZ[X]
est de type fini. En effet, Z est noethérien, donc aussi Z[X], et J, est contenu dans le
Z-module de type fini M;nZ[X]. 1 existe donc un entier /, tel que J, soit engendré,
comme #-module, par J, =I.n%, [X]. De plus J, est un ks-espace vectoriel de
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dimension finie : en effet, il est contenu dans M, =M,n%,[X], et comme %, est un
ko-espace vectoriel de dimension finie, il en est de méme de M, .

On a RJ; =1,. En effet, il est clair qu’on a RJ, CI,. D’autre part, pour Pel_,
il existe fek tel que vy(f)==0, et fPeZ[X]. Onadonc fPel,nZ[X]=],=Z],, , d’ou
Pef~'%],,CR]g,.

D’autre part, pour qe@ distinct de p, on peut trouver un entier v =v, (1<v<y,), tel
que 7,(%,) = —m,. Pour v ainsi choisi, on a £ "J,, CR[X]. Montrons que les polynémes
de £ "J; n’admettent aucun zéro commun dans ’espace projectif réduit (P,)J. Il suffit,
pour cela, de montrer qu’ona #*X?eJ, pourtouti.Or,ona [,>1, et vp(%,) =h; onadonc
tvXiel,. On a, d’autre part, fre,, d'ou {Xje#,[X]. Donc on a bien #Xfe], .

Donc tout systeme de générateurs & du ky-espace vectoriel J; est aussi un systéme
de générateurs du R-module I, et est tel que, pour tout qe@ distinct de p, ’ensemble
t “% se compose de polynémes n’ayant aucun zéro commun dans (P,)?. L’application
£E=E£,4,]4,) : P,—~>W vérifie les conditions de la proposition.

27. Désingularisation et éclatement d’une (V, p)-provariété.

Soit V une p-variété définie sur k. Par k-modéle de V, on entendra toujours un
couple (W, ¢), composé d’une variété W définie sur £, et d’un A-isomorphisme ¢ : VW,

Théoréme 3 (désingularisation d’une (V, p)-provariété). — Soit 'V une variété projective,
définie sur k, de dimension r, et soit X une (V, p, k°)-provariété. Posons r=1({X, V). Alors,
il existe un k-modéle projectif (W, @) de V vérifiant les conditions sutvantes

(i) ¢~ ' est un R-morphisme.

(il) o est p-isomorphique en tout point de ensemble réduit o,(V) qui n’appartient pas
a X°=7(X).

(i) La (W, p, &°)-provariété Y =q,(X) est simple.

(iv) ¢ est génériquement promorphique d’indice \ sur X. '

Par récurrence sur 2, il nous suffira de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3*. — Soient V (CP,), X, X° et N comme dans le théoréme 3. Supposons de
plus 2>o. Alors toute transformation p-monoidale £ de centre X° de espace projectif P, induit
un k-isomorphisme ¢ : V—>W vérifiant les propriétés suivantes

(iii*) 8 Y=¢,(X), on a I(Y)=I(Y, W)

(iv*) @ est génériquement promorphique d’indice 1 sur X.

En effet, les conditions (i) et (ii) sont automatiquement vérifiées par un tel modéle,
d’aprés les propriétés des transformations p-monoidales.

Il résultera en méme temps du théoréme 3* que la désingularisation de X est réalisable
par le produit d’un nombre fini (<)) de transformations p-monoidales.

Démonstration du théoréme 3*. — Posons en effet I=3(X°. La transformation
p-monoidale & est de la forme {=¢,(Z,1,), ou s est un entier >s54(I), o I, est le

R-module InM,, et ot #=(P,, ..., P,) estun systtme de générateurs de I,. (Cf. les
notations du n° 25.)
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Soit u= (g, ..., u,) un point générique de X sur £°. On peut supposer qu’on a
weR pour tout ¢, et info(y;) =o, soit, par exemple, v(uy) =o0. Le point réduit u®=p(u),
générique de X° sur £°, a pour systéme de coordonnées (4, ..., u), ol ul=p(x) pour
tout i, avec ud* o.

Soit # un point générique de V sur f. La variété W =E(V) est, par définition
de &, le lieu sur £ du point 2 =#Xw, ou w est le point de P, ayant pour coordonnées
les w;=P;(u) (1<j<m). Puisquon a «’eX’ on a »(Pj(u))>0 pour tout j. Puisque
tM,CI,, on a infy(P;(u))=1. On peut supposer qu'on a, par exemple, v(Py(u))=1.

La variété V admet pour représentant affine au point u la sous-variété V, de S,
lieu du point x ayant pour coordonnées les x;=u,fu, (1<i<n). Soit X, la (V,, p, £°)-
provariété qui représente X dans V,, c’est-a-dire le lieu sur £° du point x de R, ayant
pour coordonnées les x;=u;/u,. Notons, pour tout j (0<j<m), Q;le polynéme défini
par Q Uy, ..., U)=P(1,U, ..., U,). Posons X(=7(X,).

Puisque les P; forment un systtme de générateurs de I, les Q ; forment un systéme
de générateurs de I'idéal maximal m=m(XJ, S,) de anneau local 0=0(XJ, S,). La
dimension de o est n—g -1, en posant ¢=dim XJ=dim X’ On peut supposer qu’on
a mis les indices de fagon que Q,, ..., Q,_, forment un systéme minimal de générateurs
de m.

Soient z et z les points de S, , ayant respectivement pour coordonnées les
2j=Q,(x)/Qq(x), et les 2;=Q;(x)/Qo(x) (1<j<n—g); posons 2'=p(z). Soit W, la
variété lieu sur k du point y =% Xz, dans I'espace affine S,, ,=8,xS,_, et soit ¢,
lapplication rationnelle ¢, : Vy—W,, définie sur £, telle que y =¢y(x). Notons y le
point y=q,(x) =xxz de (Wj)g; d’apres le théoréme 1, Y,=1loc,y=(¢,),(X,) est une
(W, b, ko)-provariété; cette provariété Y, est celle qui représente Y dans W,.

Puisque Q,, ..., Q,_, forment un systtme de générateurs de m, l'application
0: W,—>W, telle que 6(»)=7v est p-isomorphique au point »°=p(y) = (1", 2%). Ceci
nous permet de remplacer W par W,,. Il nous suffit de montrer que les conditions (iii*) et
(iv*) sont vérifiées par le k-modele affine (W, ¢,) de V,, relativement a la (V,, p, £°)-
provariété X,. Or, la relation »(Py(u)) =1 entraine »(Qq(x)) =1, et (iv*) s’en déduit
aussitot. Il reste a démontrer (iii*).

Introduisons pour cela un syst¢tme de polynémes Gy(X) appartenant a S (V,),
tels que les (dGy), forment une base standard du R-module D(Vy, 1, 8,) (cf. n° 17).
Il existe donc des entiers m; tels que Zgmg=2», et que les ¢z=1¢""8(dGy), soient des
éléments linéairement indépendants du R-module D(x, S,). Pour tout $, notons d’autre
part s la « p-multiplicité » de X§ sur hypersurface G4(X)=o0 de §,, c’est-a-dire le
plus petit entier qui vérifie la condition Ggzem’®. Remarquons que, pour tout @ tel
que mg>1, on a aussi sg>2; en effet, pour un tel 8, le point x° est multiple sur ’hyper-
surface réduite G}(X)=o0; donc, d’aprés la proposition 6 du n° 10, x° est p-multiple
sur I'hypersurface Gg(X) =o.

Considérons I'idéal #(W,) de Panneau R[X, Z]=R[X,, ..., X, Z;, ..., Z,_,].
Cet idéal contient les polynémes Gj (1<pP<n—r1) et Qi=QZ,—Q, (1<j<n—q¢).
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D’autre part, Gy appartient ala puissance sg-iemede m= (Q,, ..., Q,_,). Onadonc, pour
tout B, dans ’anneau R[X, Z], une congruence de la forme

HBGB = QZQGEB (mOd' Q,is A Q;z-—l)’
ou les G sont des éléments de #(W), et ol les Hy sont des éléments de R[X,, ..., X,],
tels que o(Hg(x)) =o (1<p<n—r).

Le R-module D(W,, », S,,_,) est un sous-module libre, de rang 2n—r—y¢q, du
R-module M=D'(y,S,,_,) (puisque y est simple sur W). Ce module M contient les
(dQ;), et les (dGj), (en convenant d’identifier canoniquement D'(x, S,) 4 un sous-R-
module de M=D'(»,8,,_,)). On déduit des relations précédentes
(dQj), = Q,o(%)(dZ;),— (dQ;), (1<ysn—yq)
(dGg), = (Qo(x)) ™ ®H,(x) (dGy),  (mod. M) (1<B<n—7)

ou M’ est le sous-R-module de M engendré par les (dQ7),. Puisque les

(40)

pg=1""#(dGy), (1<p<sn—r)

sont des éléments indépendants du R-module D'(x, S,), et puisqu’il en est de méme
des (dQ),, (les (dQ ;) étant k’-indépendants), on peut trouver une R-base #,de D'(x, S,)
contenant les ¢, (1<B<n—r), et r—gq éléments pris parmi les (dQ;),. La réunion %,
de %, et des (dZ;), est alors une R-base de M. D’apres les relations (40), I'un des

déterminants d’ordre 2n—r—g¢ de la matrice des éléments (dQ/),, (dGg), de M rela-
tivement a la base %, a pour valeur

a=ere (@)L Loty 0
avec e==£1,a=2ymz=A, et b =n—r—3g5,. Comme on a (Q 4(x)) =1, et v(Hy(x)) =0
pour tout 8, on a
v(A) =A+n—r—Zgsg =21+ Zg(1—sp).

Comme on a supposé A=Zgm,;>0, I'un au moins des m, est >o. Donc, d’apres
la remarque précédente, I'un au moins des entiers positifs s;—1 est >o. Donc on a
v(A)<h, d’out (Y, W) =I(y, W)<), ce qui montre bien que notre modele (W,, ¢,)
vérifie la condition (iii*). C.Q.F.D.

Théoréme 4. — Soit V une variété projective définie sur k, et soit X une (V, p, k°)-provariété.
Alors il existe un k-modéle projectif (W, @) de V vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii) du
théoréme 3, et, de plus, la condition suivante

(iv') La k*-variété Y°=0(Y) réduite de Y =, (X) est de dimension r=dim V (i.e. est
une composante du cycle W°=p(W)).

On se rameéne, d’aprés le théoréme 3, au cas ou X est simple. Il suffit alors de
démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4*. — Soit V une variété projective (V CP,), définie sur k, de dimension r, et
soit X une (V, p, k°)-provariété simple, d’indice p.. Posons X°=p(X), et ¢=dim X°. Supposons
de plus q<<r. Soit & une transformation p-monoidale de centre X°de P,, et soit ¢ : VW
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le k-isomorphisme induit par €. Alors la (W, p, k°)-provariété Y = ¢ (X) est simple, d’indice y.,
et, si on pose X" =p*(X), Y*=p*(Y), on a dim Y*>dim X"

En effet, le théoréme 4 en résultera immédiatement, par récurrence sur ’entier
dim X",

Nous dirons qu’un modé¢le (W, ¢) de V vérifiant les conditions du théoréme 4
est obtenu en faisant éclater X. Il résultera du théoréme 4* qu’un tel modeéle peut encore
étre obtenu en appliquant & V le produit d’un nombre fini de transformations
p-monoidales.

Démonstration du théoréme 4*. — On peut reprendre toutes les notations de la démons-
tration du théoréme 3 et, en particulier, considérer & nouveau les variétés affines V,
et Wy, ainsi que les provariétés X, et Y,. Si on pose Xi=p"(X,), et Yy=0p"*(Y,), il
nous suffit de montrer qu’on a dim Y§j>dim X}.

Or ¢ est génériquement promorphique d’indice 1 sur X, et on a donc une appli-
cation rationnelle ¢*~%*:X* >Y*~!  canoniquement déduite de ¢, qui induit une
application linéaire affine ¢* : L*(x*) -L*~*(»*~1) (cf. n® 24, remarque faisant suite
a la proposition 24). D’autre part, on a vu que la variété linéaire L*(s*) (resp. L*(3*))
est, pour tout w>o, delaforme a*XxLi(x*) (resp.y*xL§(»*)) ot Li(x*) (resp. L§(1*))
est une sous-variété linéaire de dimension r de 8 (resp. de 8),_ ) déduite de Ly(x)
(resp. Ly(»)) par une translation rationnelle sur £y(x*) (cf. n° 21, démonstration de la
proposition 21). Comme on a m(x) =m(y) =o0, les variétés Ly(x) et Ly(») coincident
respectivement avec les variétés linéaires tangentes (réduites a lorigine) a V{ en 2° et
a2 W{ en j°. En appliquant la formule de Taylor aux expressions des coordonnées de ,
on trouve que 'application ¢, : Ly(¥) —Ly(»), transposée de ¥, est celle qui, au point
(dX,, ..., dX)), fait correspondre le point (dX,, ...,dX,,dZ,, ...,dZ,_ ) défini par

o\ ° o .
dezﬁi((g)%) (x")) dX;, oulonpose f;=1Q;/Q,(1<j<n—¢q). Or fo=4f1, .., /iy
sont des générateurs de m=m(X’ V). Il en résulte que le noyau de ¢, est la variété
linéaire tangente (réduite a l’origine) 4 X° en 1% Ce noyau est donc de dimension
g=dim X° Donc, les applications linéaires ¢, et {* sont de rang r—g¢. Comme on
a K(x*) CRO( ) CA'(x* 1), le degré de transcendance de A°(x**!) sur A°()*) est égal
ag.Orceluide £°(x**1) sur £°(x*) estégalar. Donc celuide °(y*) sur £°(x*) est r—gq.
Autrement dit, on a :

(41) dim Y*=dim X*+r—¢q

d’ot dim Y*>dim X" C.Q.F.D.

Remarques. — a) Les théorémes g et 4 sont applicables aussi a toute sous-variété
d’une variété projective et, en particulier, & toute variété affine. Ils restent valables
pour une p-variété quelconque lorsqu’on supprime, dans chacun d’eux, la condition (iii).

b) Dans le cas particulier oir X est simple, d’indice o, la relation (41) devient
dim Y’=dim X°+7r—g¢, autrement dit dim Y’=r. Donc, on obtient le modele (W, ¢)
du théoréme 4 au moyen d’une seule transformation p-monoidale, de centre X°
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¢) On peut trouver un mod¢le de V vérifiant les conditions de I'un quelconque
des deux théorémes 3 ou 4, et qui, de plus, est R-normal, c’est-a-dire tel que les anneaux
locaux de tous les points de V et de p,(V) soient intégralement clos. Il suffit, en effet,
de « p-normaliser » le modele (W, ¢) de V, de la maniére habituelle. Nous n’aurons
pas a utiliser cette remarque dans la suite.

Corollaire. — Soit 'V une variété projective, définie sur k, et soient X, (1<i<h) des
(V, p, k%)-provariétés en nombre fini h. Alors il existe un k-modele (W, @) de V, vérifiant, pour cha-
cune des X;, les conditions (i), (ii) et (iv') du théoréme 4, et vérifiant en outre la condition suivante :

(iii") o est p-isomorphique en tout point de supp V° n’appartenant pas d la réunion des
X;=p(X).

Ce corollaire s’obtient par récurrence sur A. Considérons en effet un
k-modele (W, _,, ¢,_,) de V vérifiant les conditions précédentes relativement aux
provariétés X, ..., X,_,. Posons, pour 1<i<h, Y;=(¢,_,),(X;), et Y{=p(Y;). On
peut construire un k-modele (W, {,) de W,_, vérifiant les conditions du théoré¢me 4,
relativement & la (W, _,, p)-provariété Y,. Posons ¢,=1{,09,_,, et montrons que le
k-modéle (W,, ¢,) vérifie les conditions voulues relativement & X, ..., X,. En effet,
la condition (i) est satisfaite, ainsi que les conditions (ii) et (iv’) relatives a X,. On
peut supposer que Y, n’est pas simple, ou bien qu’elle est simple, mais telle que
dim Y°<r=dim V. Dans ces conditions, Yy ne peut contenir aucune des Y} (1<i<h—1)
et, puisque le modele (W,, {,) vérifie (iii), ¢, est génériquement p-isomorphique sur
Y:, ..., Y,_,. Donc le modele (W,, ¢,) vérifie les conditions (ii) et (iv’) relativement
a Xy,...,X,_,. Enfin, soit x° un point de supp V° n’appartenant & aucune des
variétés X?=p(X,). Alors, puisque le modele (W, _,, ¢,_,) de V vérifie (iii") relativement
A Xy, ..., X, 4, sy €st p-isomorphique en x°; comme x°¢ X!, le point )°= ¢} _,(x%)
n’appartient pas a 'image (¢,_;)%X}). Donc on a 3°¢Y;. Donc ¢, est p-isomorphique
en °, donc ¢, ={,0q,_, est p-isomorphique en x°. Donc, le modeéle (W,, ¢,) vérifie (iii’).

C.Q.F.D.

Théoréeme 5. — Supposons que k est un corps global, et que peS(k). Les modéles (W, o)
de V construits dans les théorémes 3 et 4, et dans le corollaire au théoréme 4, peuvent étre choisis tels
que o soit un R -isomorphisme pour tout qe€S distinct de p.

Démonstration. — La construction du modéle (W, ¢) s’effectue, dans chaque cas,
au moyen d’un nombre fini de transformations p-monoidales. A chaque étape de la
construction (cf. théorémes 3* et 4*), la transformation peut étre choisie arbitrairement
parmi toutes celles de centre X° il suffit de choisir une transformation strictement
p-monoidale (ce qui est possible, d’apres la proposition 25).

Théoréme 6. — Soit V une variété projective sans point multiple, de dimension r, définie
sur k. Alors, il existe un ensemble fini de k-modéles (W,, @;) de V et pour tout i, un (V, p, £°)-
ensemble S;, tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Les S; recouvrent Vg =V;.

(ii) Les (W,, p)-ensembles T, =;(S;) ne contiennent que des points simples (mod. p).
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Démonstration. — Supposons VCP,. Soit u un entier >/,(V). Commengons par
considérer une sous-£’-variété arbitraire X* de (P,)%=p"(P,), génériquement contenue
dans Vi=p"(Vy), et la (V,p, &’)-provariété X = (X*)*¥ obtenue en relevant géné-
riquement X*. On peut associer a X" un modéle (W, ¢) vérifiant, relativement a V
et X, les conditions du théoréme 3. Alors Y =¢,(X) est une (W, p, £°)-provariété simple,
et ¢ est génériquement promorphique d’indice w sur S. On peut, d’aprés la proposition 24
du n° 24, trouver un £%-ouvert S*=%(X*) de X", tel que S=(S*)* soit un (V, p, £°)-
ensemble £*-irréductible, d’adhérence X, et que ¢ soit promorphique d’indice p sur S.
L’application rationnelle ¢ : X* —Y° canoniquement déduite de o, est alors, en parti-
culier, morphique en tout point de S*. Comme Y est génériquement simple sur W = o(W),
on peut, en remplagant éventuellement S* par un ouvert plus petit de X*, supposer
que @™(S*)=T° est contenu dans I’ensemble #(W°) des points simples sur W°. Le
(W, p, £°)-ensemble T =¢(S) ne contient alors que des points simples (mod. p). 1l
suffit, pour obtenir le théoréme, d’appliquer le lemme 2 du n° 24 au sous-ensemble
k’-constructible V§, de (P,), et a la famille #/(X").

Remarque. — Le théoréme 6 est valable également pour les sous-variétés des variétés
projectives, et, en particulier, pour les variétés affines.

28. Symbole v(X, o).

Soit V une p-variété de dimension 7, définie sur £, et considérons une £-différentielle
de degré r sur V. Soit £} un sous-corps de ¥, contenant £°, et posons k, = (k})¥; soit X
une (V, p, k))-provariété. D’apreés le théoréme 4, il existe un k;-modeéle (W, ¢) de V tel
que la (W, p, &f)-provariété Y =¢,(X) soit simple, et que Y°='p(Y) soit une composante
(nécessairement simple) de W°. Considérons alors 'entier v(Y° ) (cf. n® 16). Cet
entier ne dépend pas du choix du modele (W, ¢), mais seulement de V, X, et . En effet,
soit (W', ¢’) un autre modeéle vérifiant les mémes conditions. Soit x un point générique
de X sur kY, et considérons les points y=¢(x) et ) =¢’(x); ces points sont génériques
sur k) de Y=¢,(X) et Y =¢,(X) respectivement. Posons x’=p(x), 3°=p(y), et
9"°=p(y"). Considérons I'application rationnelle, définie sur k; : =g 0™ : W>W",
Puisque le couple (, »') appartient au graphe I'y de ¢, le couple (J°, »'°) appartient
a p,(Ty), ie.ona »°ed)()°). D’autre part, )’ (resp. ») est, par construction, générique
sur k2 d’une composante simple Y° (resp. Y'°) de W= (W) (resp. W'°=p(W’)). D’apres
la proposition 8 du n° 11, ¢ est donc p-isomorphique en 3°, de valeur »°. On a donc,
d’apres la proposition 15 du n° 16, v(Y’ o) =v(Y"’, o). Autrement dit, entier v(Y°, )
ne dépend que de V, o et X. Nous le désignerons par v(X, w), ou v(X, w, V).

D’aprés cette définition, si ¢ : V—>V’ est un k-isomorphisme, et si X'=¢q,(X),
on a v(X, o) =v(X’, ®). On remarquera aussi qu'on a v(X, o) =v(X;, ) si X est
Pune quelconque des composantes absolument irréductibles de X.

Proposition 26. — Soit V une p-variété, définie sur k, de dimension r, et soit ¢« une
k-différentielle de degré r sur V. Soit X une (V, p, k°)-provariété simple, et soit C° la composante

418



MODELES MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES 63

simple de V° qui contient X°="5(X). Supposons que X° n'est pas contenue dans o,((w),). Alors,
en posant ¢=dim X° on a v(X, )>v(C’, w) +r—q.

Démonstration. — En effet, soit (W, ¢) un k-modéle de V qui vérifie, relativement
a V et X, les conditions du théoréme 4. Soit x un point générique de X sur £°. Posons
I=0(x), et Y=0,(X)=loc,y. Les points x"=p(x) et 3°=p(y) sont génériques sur £°
de X°=7p(X) et Y°=7(Y) respectivement, et on a, par construction, dim Y’=r.
Puisque ¢~' est un R-morphisme, ¢~* induit un &’-morphisme ¢°:Y®->X° tel qu’on
ait 2°=4¢%»°). Soient (u, ..., 4,) (resp. (v, ...,,)) des fonctions sur V (resp. W)
définies sur £°, induisant des paramétres uniformisants de C° en 2° (resp. de Y° en »°).

0
Puisqu’on a dimY’=r, et dim X°=g4, la matrice ( (?) ( y°)) est de rang gq.
v.

Donc le déterminant D=D(y,, ..., %,)/D(v;, ..., 0,), regardé comme fonction
sur W, est tel que

(42) o(D(y)zr—¢

Notons * la différentielle sur W transposée de o par ¢ et soient f et g des fonctions
sur V et W respectivement, telles qu’on ait o =fdu,A ... du,, et o*=gdoA...Ad,.
Alors on a

(43) 2(0) =f(x)D(y)

Orona v=y(C’ ) =v(C’ f). Puisque 1°¢p,((»),) onaaussi 2°¢p,((f).), d’apres
la proposition 14 du n® 16, et, en posant f'=fi"", on a x°¢{f'}, ,, donc f’ est
p-morphique en x°. Donc on a »(f(x))>v. D’autre part, puisque 3° est générique, sur £°,
de la £°-composante Y° de W°=p(W), on a v(Y’, w)=v(Y’ g) =v(g(»)). D’apres les
relations (42) et (43), on a donc bien

(Y% 0)>v(C° w) +r—gq

29. Provariétés «w-maximales.

Théoréme 7. — Soit V une p-variéié de dimension r, sans point multiple, définie sur k, et
soit o une k-différentielle de degré r sur V, telle que (©), =0, c’est-a-dire n’admettant aucun
péle. A tout ¥-modele (W, @) de 'V, et a toute composante simple C* de W°=p(W), associons
Pentier v(C° w, W). Cet entier admet une borne inférieure vy=vy(w, V), qui ne dépend que
de V et ©, mais non du modéle (W, @), ni de la composante C°.

Pour V et o fixées, associons d’autre part a toute (V, p)-provariété X Uentier v(X, o, V).
Cet entier admet également pour borne inférieure v,.

Démonstration. — Considérons un recouvrement fini de Vg par des (V, p, £°)-
ensembles S;, et, pour tout 7, un k-modéle (W;, ¢,), tels que les conditions du théoré¢me 6
soient satisfaites. Appelons v, le plus petit des entiers v(C}, w, W;) obtenus pour tous
les couples (i,j) possibles, en notant, pour chaque i, C}; (1<j<m) les composantes
simples de 'W? = (W,).

Montrons d’abord que lentier v(X, v)=v(X, 0, V) admet v, comme borne
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inférieure. En effet, soit £} un corps sur lequel X est définie, et soit x un point générique
de X sur £{. Le point x appartient 4 'un des S;, et le point y,=¢,(x) de (W,)y est simple
(mod. p). Donc la (W, p)-provariété Y;= (¢,),(X) =loc,, y; est simple. Si Cj; est la
composante de W} =p(W,) contenant Y{=7(Y;), on a donc, d’apreés la proposition 26,
v(X, @, V) =v(Y;, 0, W) >v(C}, o, W;). On adoncbien v(X, », V)>v,. Ceminoranty,
est atteint si on prend pour X la provariété obtenue en relevant 'une des composantes C
pour lesquelles on a v(Cy, @, W;) =v,.

La premiére partie de I’énoncé en résulte aussitot, puisqu’on a v(C% o, W) =v(Y, ),
ou Y est la (W, p)-provariété obtenue en relevant C°.

Soit V une variété définie sur £, de dimension 7, et soit » une k-différentielle sur V,
dépourvue de pdles. Soit £? un sous-corps de I contenant £° et soit C° une A{-composante
de V. On dira que C° est w-maximale si on a v(C’, o, V) =vy(w, V). Soit »° un point
de ¢,(V), simple sur V?=p(V), et n’appartenant pasa p,((®)) =p,((w),); ondira que x°
est w-maximal si 'unique composante C° de V° contenant x° est w-maximale ou, ce qui
est équivalent, si on a v(x%, w)=v,, ol v(x’ w) est le symbole introduit au n°® 16.
Si un k-isomorphisme ¢ :V—>W est génériquement p-isomorphique sur C° (resp.
p-isomorphique en 1°), la composante ¢)(C?) de W? (resp. le point j°=¢°(x°)) est encore
w-maximale (resp. w-maximal). Pour que C?soit w-maximale, il faut et il suffit que chacune
de ses composantes irréductibles (au sens absolu) soit w-maximale. Un point xeVy
simple (mod. p), et n’appartenant pas & supp(w)=supp(w), sera dit w-maximal (mod. p)
si le point 2®=p(x) est w-maximal.

Proposition 27. — Soit 'V une p-variété, définie sur k, de dimension r, sans point multiple,
et soit o une k-différentielle de degré r sur V, dépourvue de péles. Soit kY un sous-corps de ¥° contenant k°.
Soit X une (V, p, k)-provariété simple, maximale au sens de Uinclusion (i.e. de la forme (X°)¥,
ot X° est une k3-composante simple de V° = (V)), et telle, de plus, qu’on ait v(X, o, V) =vy(w, V).
Soit (W, @) un k-modéle de V tel que la (W, p, k)-provariété Y = ¢,(X) soit simple. Alors Y
est également maximale au sens de Uinclusion, et ¢ est génériquement p-isomorphique sur X° =7 (X),
de valeur Y°=7(Y).

Démonstration. — En effet, d’aprés la proposition 26, et la définition du symbole
v(Y, ®), on a nécessairement dim Y°=r. De plus, soient x un point générique de X
sur £, et » un point générique de Y sur £, tels qu’on ait y=¢(x). Les points x°=p(x)
et »°=p(y) sont génériques sur £° de X° et Y’ respectivement. D’aprés la proposition 8
du n° 11, ¢ est donc p-isomorphique en x°, de valeur )°. Puisqu’on a X = (X%#%, ona

g

aussi Y= (Y)¥. C.Q.F.D.

Soient encore V une p-variété, définie sur £, de dimension 7, sans point multiple,
et o une k-différentielle de degré r sur V, dépourvue de poéles. On dit qu’une (V, p)-
provariété X est w-maximale sion a v(X, o, V) =vy(w, V), ets’il existe unk-modele (W, ¢)
de V tel que Y =¢,(X) soit simple, et soit maximale au sens de 'inclusion. D’apreés la
proposition précédente, il en est de méme pour tout autre modele (W', ¢’) de V tel
que Y'=¢,(X) soit simple.
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On remarquera que, pour qu’une kj-composante simple C° de V°=p(V) soit
w-maximale, il faut et il suffit que la (V, p, £9)-provariété (C°)¥ soit w-maximale.

Théoréme 8. — Soit V une variété projective, définie sur k, de dimension r, sans point multiple,
et soit o une k-différentielle de degré r sur V, dépourvue de poles. Alors il n’existe qu’un nombre fini
de (V, p)-provariétés «-maximales.

Démonstration. — Considérons & nouveau un recouvrement de Vg=V, par des
(V, p)-ensembles S;, et, pour tout 7, un k-modele (W, ¢;), tels que les conditions du
théoréme 6 soient satisfaites. Soit X une (V, p)-provariété w-maximale. Alors X est
génériquement contenue dans I'un des §;, et la (W;, p)-provariété Y;=(¢,),(X) est
simple. D’apres la proposition 27 elle est maximale au sens de I'inclusion, i.e. coincide
avec la (W;, p)-provariété obtenue en relevant génériquement I'une des composantes
de W!=p(W,), d’ou le théoréme.

Théoréme 9. — Soit 'V une variété projective, définie sur k, de dimension r, sans point
multiple, et soit  une k-différentielle de degré r sur V, dépourvue de piles. Alors, il existe un k-modeéle
projectif (W, @) de 'V tel que toutes les (V, p)-provariétés w-maximales soient simples (ces provariétés
sont alors toutes celles de la forme (C9)¥, o les Cf sont les composantes simples w-maximales de
Ve=p(V)).

Démonstration. — 11 suffit en effet d’appliquer le corollaire du théoréme 4 a
I’ensemble (fini, d’aprés le théoréme 8) des (V, p, £°)-provariétés w-maximales.

En outre, dans le cas particulier ou £ est un corps global, et ot peS(k), on peut
choisir ce modéle de maniére que ¢ soit un R -isomorphisme pour tout qe&S(k) distinct
de p. On en déduit :

Théoréme 10. — Soit V une variété projective, de dimension r, sans point multiple, détinie
sur un corps global K, et soit « une K-différentielle de degré r sur V, dépourvue de piles. Alors,
il existe un K-modéle (W, @) de V qui vérific la condition du théoréme précédent pour tout
peG =3(K).

Démonstration. — En effet, on sait qu’il existe un sous-ensemble fini S, de S tel
que V soit strictement non dégénérée (mod. p) pour tout p¢S,. Pouruntelp,la condition
du théoréme est satisfaite : en effet, d’apres la proposition 26, V n’admet qu’une seule
provariété w-maximale, celle obtenue en relevant la variété réduite V3, et qui coincide
avec I’ensemble Vmp . VKp de tous les points rationnels p-adiques de V. Soient py, ..., p,,
les éléments de S,. On peut trouver, d’aprés ce qui précéde, des K-modeles (V;, ¢;)
de V (1<i<m) tels que, pour tout 7, V; soit R -isomorphe & V,;_, pour qe& distinct
de p;, et que la condition du théoréme soit vérifiée par le couple (V;, p;). Le dernier
modele (V,,, ¢,,) de la suite ainsi construite vérifie alors cette condition pour tout peS.
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CHAPITRE 11

MODELES FAIBLEMENT p-SIMPLES »-MINIMAUX
DES ESPACES HOMOGENES PRINCIPAUX ABELIENS

1. Espaces homogénes principaux.

Il parait commode, a certains égards, d’introduire la notion d’espace homogéne
principal indépendamment de la donnée a priori d’un groupe structural.

Nous appellerons espace homogéne principal (commutatif) un ensemble H muni
d’une loi ternaire y=vy: HXHXH —>H vérifiant les axiomes suivants :

(EHP 1). Si py=+(, #1, %3), on a aussi
=%, %, ) (fig. 1)
(EHP 2) (commutativité)
Y( D15 %15 %a) =y (%35 X1, 21)
(EHP 3) (axiome du « prisme »)
Y( D15 %15 %) =v( 015 215 (215 %15 %)) (fig. 2)

¥y %
X, Yy
Zp
Y, X,
X2 Y,
Fic. 1 FiG. 2

Comme conséquence de (EHP 1) et (EHP 3), on a v(xy, %5, &) =y (s, X3, ¥;) =X;.
Soit, d’autre part, I'=TY; le graphe de y, dans le produit H x HxH x H. Notons g,
la permutation de ce produit qui, 3 un élément quelconque, fait correspondre celui
obtenu en échangeant ses composantes de rangiet j (1<i<4, 1<j<4). On voitimmédia-
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tement qu’on peut remplacer, dans la définition précédente, le couple d’axiomes (EHP 1)
et (EHP 2) par

(EHP'1). T' est invariant par le groupe (commutatif) de permutations, a huit
éléments, engendré par ¢ et ¢;,0¢,,.

Soient x; et x, deux €éléments de H. La permutation ==, , : H—>H définie
par t(x) =vyy(x, x;, %,) est appelée une translation sur H. On écrira fréquemment x_, E.
(E étant un sous-ensemble de H) au lieu de (), t(E). Il résulte des axiomes précédents
que les translations sur H forment un groupe commutatif Hy. Ce groupe opére transitivement
sur H, par la loi (x, ) >x,, et defacon que x,=x entraine t=o0. On retrouve ainsi
la définition habituelle, avec H, comme groupe structural.

On remarquera que tout groupe commutatif admet une structure naturelle d’espace
homogéne principal, obtenue en,prenant vy( y, x;, %) =; —%; + %,. Inversement, si H
est un espace homogeéne principal, et si x, est un élément arbitraire de H, on définit
sur H une structure de groupe commutatif, avec x, pour origine, en munissant H de
la loi vy, définie par vy, (%, ») =vu(*x, %, 9).

Soient my, ..., m,, ny, ..., n, des entiers, et soient Xy, ..., %,, ¥y, ..., des
éléments de H. Si on a Z;m;=Zn, la relation
(

1) zmx, = Ejn,. D

au sens de la loi de groupe vy ,,, a une signification indépendante de l'origine x, choisie.
On conviendra d’employer ’écriture (1) sans préciser cette origine. On pourra, par
exemple, avec cette convention, écrire, dans tous les cas, yy( Py, %1, ¥p) =1 — ¥; + %s.
Si H est une variété algébrique compléte, définie sur un corps k, et si yy est un
k-morphisme, nous dirons que H est un espace homogéne principal abélien, défini sur k.
Pour tout point xyeH, la loi yq , définit alors sur H une structure de variété abélienne,
définie sur k(x,) (ce qui montre en méme temps que H est sans point multiple). Une
translation t=r, , est toujours un k(x;, x;)-automorphisme de H. En utilisant les
méthodes usuelles de descente du corps de base ([24], ou [10], chap. I¢r, § 3), on voit
qu’on peut mettre sur Hy une structure de variété abélienne, définie sur k, et que H est un
espace homogene principal sur Hy, au sens habituel (cf. [18], chap. V, § 4, n° 21).
Dans le cas ou H est une réunion finie de sous-variétés algébriques disjointes (qu’on
appelle composantes de H) d’une variété ambiante V,, et, oli, pour tout triplet (H{, H,, H,)
de telles composantes, vy induit un morphisme : HixH, xH, -~H, (Hj étant encore
une composante de H), nous dirons que H est un espace homogéne principal algébrique. Si,
en outre, V, est définie sur k, si H est un sous-k-ensemble algébrique de V,, et si vy
induit une k-application rationnelle sur toute k-composante de Hx HxH, nous dirons
que Pespace homogeéne principal algébrique H est défini sur k. Pour tout point x,eH,
la loi vy ,, définit alors sur H une structure de groupe algébrique, défini sur k(x)). Une
translation t=r, , est encore un k(x;, x,)-automorphisme de H, et on peut définir
sur H,, une structure de groupe algébrique défini sur k; ceci permet de retrouver la définition
habituelle d’un espace homogene principal sur un groupe algébrique ([15], ou [18], loc. cit.).
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2. Espaces homogénes principaux abéliens. Notations et conventions.

Reprenons maintenant les notations introduites dans le chapitre Ier (k, £°, R, v,
p, %1 R, Q).

Nous désignerons par A une variété abélienne ou, plus généralement, un espace
homogene principal abélien, défini sur &. Par £-modeéle de A, nous désignons un couple (B, o)
composé d’un espace homogeéne principal abélien B, et d’un k-isomorphisme ¢ : A —B,
pour la structure d’espace homogéne principal abélien (il suffit d’ailleurs que ce soit
un isomorphisme pour la structure de variété algébrique ; il suffit méme que ce soit
une application birationnelle (cf. [22], III, n° 20, th. 9)). Nous convenons, d’autre part,
une fois pour toutes, de ne considérer que des espaces homogénes principaux abéliens
projectifs. Ceci ne restreindra pas la portée des résultats de ce chapitre, puisqu’on sait
que tout espace homogene principal abélien défini sur £ peut étre plongé k-isomorphi-
quement dans un espace projectif [2].

Les translations sur A qui sont définies sur f forment un groupe (isomorphe au
groupe (A,); des points du groupe structural A, qui sont rationnels sur f). Ce groupe
sera noté 7 (A). Les éléments de J (A) qui sont rationnels sur un sous-corps k&, de ¥,
contenant &, forment un sous-groupe de J (A) qu’on note J (A), . Pour tout cycle X
sur A, et pour teZ (A), le cycle translaté de X par < est noté X..

On désignera par o une k-différentielle sur A, définie sur £, de degré r=dim A,
et invariante par translation. On sait que o existe, et est unique, au produit prés par
une constante non nulle (i.e. par un élément de £*). On sait aussi quon a (w)=o0,
C’est-a-dire que » n’admet ni zéros, ni pdles. Ceci permettra, en particulier, d’utiliser
les théorémes 7, 8 et g du chapitre Ier. Les notions de (A, p, £°)-provariété w-maximale,
celle de point simple w-maximal sur A°=p(A), celle de composante simple w-maximale
de A’ ont ici une signification intrinséque, en ce sens qu’elles ne dépendent pas en fait
de la facon dont on a normé o.

On dira que A est pseudo-p-simple si toutes les (A, p)-provariétés w-maximales
(en nombre fini d’apres le théoréme 8 du chap. IeT) sont simples. Ces provariétés sont alors
celles obtenues en relevant génériquement les composantes simples w-maximales de A°.
En vertu du théoréme g du chap. Ier, tout espace homogéne principal abélien défini
sur k£ possede un k-modele pseudo-p-simple.

3. L’espace homogéne principal fini commutatif I'(A).

Proposition 1. — Soit A un espace homogéne principal abélien (resp. une variété abélienne)
défini sur k. Soient Y, X,, X, trois (A, p)-provariétés w-maximales, définies sur k°. Alors
Yo=(v4),(Y1, Xy, Xo) est une (A, p)-provariété o-maximale. Si x, et x, sont deux poinis
génériques indépendants de X, et X, respectivement sur K, et si on pose t==, ., on a aussi
Y,=1,(X;). L'ensemble T'(A) des (A, p)-provariétés «-maximales, muni de la loi (yg),
(resp. (vao),) est un espace homogéne principal (vesp. un groupe) fini commutatif.
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Démonstration. — On peut, d’aprés les résultats du chapitre Ier (corollaire du th. 2,
et th. 9), se ramener au cas ol A est pseudo-p-simple. Soient y;, x;, x, trois points
génériques indépendants, sur £°, de Y;, X, et X, respectivement. Par définition du
symbole (y,),, Y, est le lieu sur £° du point y,=1v,(J;, %1, %) de A;. Or, on a auss
»2=1(y1), en posant t=rt, .. Si on pose k' = (k)% la translation © est un
k’-automorphisme de A. Donc Y, =loc,, y,=1,(Y;) estune (A, p)-provariété w-maximale.
Puisque A est pseudo-p-simple, Y, est maximale au sens de linclusion (chap. Ier,
n° 29, prop. 27). Comme on a Y,2Y;, on a donc Y,=Y,, donc Y, est bien une
(A, p)-provariété w-maximale, définie sur £°.

De plus, nous venons de montrer que y, est générique de Y, sur £ =£"(x;, x,),
donc que #,, %,, et ¥, sont des points génériques indépendants de X,, X, et Y, respec-
tivement sur £%. Comme on a y;=v,(%;, %, ), on voit, en échangeant les réles des
quatre points, qu’on a aussi Y;=(y,),(X;, X, Y,). Laloi (y,), sur 'ensemble I'(A)
vérifie donc 'axiome (EHP 1). Elle vérifie aussi les deux autres axiomes, comme on le
voit en appliquant les propriétés de y, & des points génériques indépendants des
provariétés qui interviennent dans les relations correspondantes. C.Q.F.D.

A étant a nouveau un espace homogeéne principal abélien quelconque, défini sur £,
considérons une (A, p)-provariété X, et un élément arbitraire v de J (A). Puisque =
est un f-automorphisme de A, Y =1, (X) est encore une (A, p)-provariété, et si X est
w-maximale, il en est de méme deY. On a, d’autre part (7; 4 75),(X) = (71),((72),(X)).
Donc, par la loi (7, x) —>7,(x), le groupe J (A) opére sur I'(A). De plus, ce groupe opére
transitivement sur I'(A) : en effet, soient X et Y deux (A, p)-provariétés w-maximales;
soit £? un corps de définition pour X et Y, contenant £°; soient x et » deux points
génériques indépendants de X et Y respectivement sur k], et posons t=r=,; alors,
d’apres la proposition 1, on a 7,(X) =v,(X, X, Y), d’ot 7,(X)=Y. Enfin, on a, quels
que soient X et YeI'(A), et €7 (A), la formule

(2) 7(Y) =va(7,(X), X, Y)

En effet, soit £? un corps de définition de X, Y et 1, contenant £°. Soient x, y et x’
trois points génériques indépendants de X, Y et 7,(X) respectivement sur £J; la (A, p)-
provariété v, (v,(X), X, Y) est le lieu, sur £}, du point y'=+,(x’, %,); d’autre part,
x=1(x) et y=x(y) sont des points génériques indépendants, sur £}, des (A, p)-
provariétés 7,(X) et 7,(Y) respectivement; puisqu’on a kY(x, ) =kJ)(x, y), le point x’
est générique de X' sur K(x, x); or, on a y'=v,(x’, ¥, y); donc le lieu de ' sur &
coincide avec la (A, p)-provariété (y,),(t,(X), 7,(X), 7,(Y)) =7,(Y), ce qui démontre
la formule (2).

Il résulte de 12 que ’ensemble des éléments de Z (A) qui laissent invariante une
(A, p)-provariété w-maximale X est un sous-groupe de 7 (A), qui ne dépend pas de X.
Nous désignerons ce sous-groupe par J4(A). Le groupe quotient I'y(A) =7 (A)[T4(A)
est un groupe abélien fini, canoniquement isomorphe au groupe structural de I'(A).
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Corollaire. — Soit A un espace homogéne principal abélien défini sur k, pseudo-p-simple,
et soient Y7, X{, X trois composantes simples w-maximales de A° = p(A), définies sur k. Soient
I, 40, &3 des points génériques indépendants sur k° de Y?, X, X3 respectivement. Alors v, est
p-morphique en ( 3], x3, x3).

St, de plus, 33 est simple sur A°, il est générique sur k° d’une composante simple w-maximale Y
de A’ et on a ko(y(;’ Ay, Xp) = K°(x7, 3, Do) =k (x3, Jb, ) =k 93, )5 x); cette condition est,
en particulier, toujours vérifiée dans les deux cas suivants

a) A est pseudo-p-simple.

b) X$=1X; dans ce dernier cas on a aussi Y3=Y?.

En effet, le point ()9, &}, x3) est générique sur £° d’une composante simple de
A’x A°x A’%; donc v, est bien p-morphique en ce point, d’aprés la proposition 8 du n° 11
du chapitre Ier. Considérons les (A, p)-provariétés Y, = (Y])¥, X, = (X)¥, et X,= (X})*
obtenues en relevant génériquement Y}, X? et X) respectivement. D’aprés la proposition 1,
Yo=(v4),(Y1, Xy, X;) est une (A, p)-provariété w-maximale. On peut trouver des
points y;, x;, %, génériques indépendants sur £° des (A, p)-provariétés Y,, X, et X, respec-
tivement, et tels qu’on ait )} =p(y,), 2] =p(x,) et x3=p(x,). Le point y, =1, (1, X1, %)
est alors générique de Y, sur £°; on a d’autre part ) =p( ).

Pour que la provariété Y, soit simple, il faut et il suffit que jJ soit simple sur A’;
dans ce cas Yy=7(Y,) =loc,y, est une composante simple w-maximale de A’; d’autre
part, il résulte de la démonstration précédente que x;, y;, ¥, sont des points génériques
indépendants sur £° de X, Y,, Y, respectivement; donc %, »?, 53 sont génériques indé-
pendants sur £ de X¢, Y?, Y? respectivement. On en déduit 39 = (v,)°(+?, 5!, »5), d’ou
KN, &), x3) =k°(x, x5, »3), et les autres relations analogues, par permutation circulaire.

Dans chacun des deux cas a) et ), Y, est simple (par définition d’'un modéle
pseudo-p-simple, dans le cas a), et puisqu'on a Y,=Y,; (dou Y;=Y]), d’apres la
proposition 1, dans le cas 4)), donc la condition « »} simple sur A’ » est bien satisfaite.

Proposition 2. — Soit A un espace homogéne principal abélien, défini sur k, et soient X°
et Y° deux composantes simples w-maximales de A°=p(A), définies sur k°. Soient x° et )° des
points génériques (non nécessairement indépendants) sur k° de X° et Y° respectivement. Alors
est p-morphique en (x°, x°, »°), de valeur °.

Démonstration. — Supposons d’abord que 2° et )° sont des points génériques indé-
pendants de X° et Y° respectivement sur £°. Soit x} un point générique de X° sur £°(°, »°).
D’apreés le corollaire de la proposition 1 (cas b)), v, est p-morphique en (17, 2°, )°) et le
point 30 =+v3(+2, x°, »°) est générique de YOsur £°; de plus,ona £°(x?, 2°, 3°) =£°(x°, a7, 1),
ce qui implique que v, est p-morphique en (%, 9, »?), de valeur )°. Donc, d’aprés ’axiome
du prisme (EHP 3), et d’aprés les propositions 1, 2 et 3§ du n° g du chapitre Ier, v, est
p-morphique en (2%, 2°, )°) et on a

Yg(xo) x03 -yO) = Yg(xo, xg: Yg(‘xga xO’ y())),

ce qui donne bien +}(x% 1% »°) =)".
Supposons maintenant que #° et 3° sont des points génériques quelconques (non
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nécessairement indépendants) de X° et Y° respectivement sur £°. Soit z° un point
générique, sur £°(x’, »°), d’'une composante simple w-maximale Z° de A’ (on peut, par
exemple, prendre Z°=X° ou Z°=Y"). D’aprés la premiére partie de la démonstration,
Y, est p-morphique en ()°, 2°, 2°) et en (2°, 2%, 1°) et prend respectivement en ces points
les valeurs »° et z°. Donc, toujours en appliquant 1’axiome au prisme (EHP 3), et les propo-
sitions 1, 2 et 3 du n° 3 du chapitre Ier, on voit que vy, est p-morphique en (x°, 2%, °) et
que  YR(2% 2% %) =v4 (0% 2% &%) =v2 (U, &% 2 (2% 2% 2°)), ce qui donne bien encore
Ya (2% 2% %) ="

4. Une propriété essentielle des points simples w-maximaux sur A°,

Le résultat qui suit s’apparente a la propriété fondamentale bien connue des
variétés abéliennes, d’aprés laquelle toute application rationnelle V—-A d’une variété
quelconque V dans une variété abélienne est morphique en tout point simple de V
(cf. [22], § 11, th. 6).

Théoréme 1. — Soit A un espace homogéne principal abélien, défini sur k; soit V une
p-variété quelconque, définie sur k, et soit ¢ : V—>A une application rationnelle, définie sur k.
Posons A’=p(A), et V'=p(V). Soit (2°, x°) un couple composé d’un point 7’cp,(V)=supp V°,
simple sur V°, et d’un point x°ep,(A) =supp A’, simple et w-maximal sur A°, tels que x°
appartienne & Pensemble ¢°(2°) des valeurs de ¢ en 2°. Alors ¢ est p-morphique en 2° (et on a donc
= ¢(").

Démonstration. — On peut supposer que A est pseudo-p-simple; sinon, en effet,
on remarque qu’il existe (d’aprés le corollaire au th. g, et le th. 9 du chap. IeTr), un
k-modeéle pseudo-p-simple (B, ¢) de A, tel que ¢ soit p-isomorphique en x°. Il suffit
alors de remplacer A par B.

Soit &) un sous-corps de ¥, contenant £°(2’, x°), et sur lequel toutes les compo-
santes de V° et de A’ sont définies. Soit Y une (A, p)-provariété w-maximale quel-
conque. Alors Y est définie sur Y. Soient y et »' deux points génériques indépendants
de Y sur ). Considérons la translation t=r,, sur A, et P’application rationnelle
p=10¢p: VA,

Soit, d’autre part, z un point générique sur £3( », ») de la (V, p)-provariété (zo)ﬁ
obtenue en relevant génériquement le point z°. D’aprés le n® 20 du chapitre Ier
(remarque ¢)), z est un point générique de V sur £,(,)’), enposant k; = (k})¥. Donc ¢
et ¢ sont morphiques en z. Posons x,=¢(2), et ¥ =¢(2) =1(x,) =v,(x,, », »'). D’apres
le choix de z, les points y et »’ sont génériques indépendants de Y sur £{(z), donc aussi
sur kJ(x,). Le point x est donc générique sur k) d’une (A, p)-provariété w-maximale,
a savoir la provariété (z,),(Y), ot 'on pose 7,=7, (on le voit en procédant comme
dans la démonstration de la proposition 1). Donc le point x°=p(x) est générique sur £}
d’une composante simple w-maximale de A’. De plus, puisque x¥=¢(z), ce point x°
appartient 4 Pensemble 9°(z°) des valeurs de ¢ en 2°.

Nous allons montrer, en utilisant les propositions 1 et 2 précédentes, par une
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méthode analogue a celle qu’emploie Weil dans [22] pour la démonstration du théoréme
cité plus haut, que 9 est p-morphique en 2° (donc de valeur x°).

Soient z; et 2z, deux points génériques indépendants de V sur f, et considérons
Papplication rationnelle § : VXV —A, définie sur k(x), telle que

(3) $(215 22) =0 (%, 9(21), 2(22))

D’aprés la proposition 2, y, est p-morphique en (x° %° %°), de valeur *°.
Puisque *°e¢l(2%), et d’aprés les propositions 1 & 3 du n® g du chapitre I¢r, on a donc
€2 2°).

Soit d’autre part Z° la composante simple de A° contenant 2°, et soit 2’ un point
générique sur £} de la (V, p)-provariété Z = (Z°)¥, obtenue en relevant génériquement Z°,
sur kY(y,7'). Posons x,=¢(z'), et *' =¢(2') =7(x]) =v,(x., »,»"). Le pointx’ est encore
générique sur k) d’une (A, p)-provariété w-maximale. Donc x est générique sur k2
d’une composante simple w-maximale de A°’. D’autre part, le point 2%=p(z') est
générique de Z° sur £3(y,y’). Donc, d’apres la proposition 8 du n° 11 du chapitre Ier,
¢ est p-morphique en z° Puisqu’on a ¥'=79(z’), on a aussi x°=79°(z"). D’apres
la proposition 2, y, est p-morphique en (x° %° %), de valeur x”. D’aprés la
formule (3) définissant §, et d’apres les propositions 1 & g du chapitre Ier, on a donc
T, 2°).

Supposons que ¢ ne soit pas p-morphique en Z’, et montrons que ¢ n’est pas
p-morphique en (2%, 2°). En effet, si { était p-morphique en (2% 2%, ¢ serait, a fortiori,
p-morphique en 2% 2, et on aurait donc x"°={%(2’, z°). Or, d’aprés la proposition 2,
v, est p-morphique en (x°, %%, x'°), de valeur x°; d’autre part, d’aprés la formule (1),
et les propriétés de y,, on a :

?(22) =74 (%, $(22, 2)> ?(22))-

A

En appliquant & nouveau les propositions 1 & g du chapitre Ier, on en déduirait
que ¢ est p-morphique en z°, contrairement a4 ce qu’on a supposé.

Soient maintenant J;=1;(z;, 2,) les coordonnées du point y ={(z;, z;) relati-
vement 3 un modéle affine U d’un ouvert de A contenant x°. En supposant toujours
que ¢ n’est pas p-morphique en x°, 'une au moins des fonctions §; n’est pas p-morphique
en (2, 2°). D’autre part, d’aprés la relation (1) et la proposition 2, ¢ est p-morphique
en (2% 2", de valeur x°. Donc {; est génériquement p-morphique sur Z°xZ’. Or,
(2% 2°) est p-simple sur VXV, et Z°XxZ" est 'unique composante de VOXxXV°=(VxV)
qui le contient. Donc, d’aprés le corollaire de la proposition 10 du n° 12, on a
(2%, 2" ep,(supp({;)s ). Donc il existe une f-composante T de ({;),, tclle que (2, 2°) ep,(T).
Comme { est p-morphique en (2, 2%, on a (2, 2’°) ¢p,(T). Donc, puisque T est de
codimension 1 dans VXV, toute composante de p,(T) contenant (2°, 2°) coupe propre-
ment la diagonale A, dans le produit Z°xZ° D’aprés ([R], n° g, th. 11), il existe
une f-composante X, de dimension 7—1 (si r=dim V), de l'intersection AynT, telle
qu'on ait (2% 2% ep,(X). Cette composante X est nécessairement de la forme X =Ay,
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ou W est une sous-f-variété de codimension 1 de V, simple sur V, telle que 2°cp,(W).
Soit @ un point générique de W sur f. On a (w,w)eT, donc, puisque T est une
f-composante de ({;),, ¢ n’est pas morphique en (w, w). Ceci est contradictoire, puisque
(w, w) est simple sur VxV.

On a donc bien démontré que ¢ est p-morphique en Z°, de valeur x°. Puisque,
par hypothése, on a x°€¢2(z%), on a aussi, d’apreés la proposition 1 du n° 3 du chapitre Ier,
%%e7}(x%). D’autre part, en appliquant ce qui précéde au cas particulier ot ¢ est Pappli-
cation identique A—>A, on voit que 7 est p-morphique en x° de valeur x°. Puisque x°
et x° sont tous les deux simples et w-maximaux, la différentielle wt=" (ou vy =v,(», V))
ne s’annule en aucun de ces deux points. Donc, d’aprés la proposition 12 du n° 15 du
chapitre Ier, © est p-isomorphique en 2°. Donc ¢=1"'og est p-morphique en 2°.

C.Q.F.D.

Corollaire 1. — Soit A un espace homogéne principal abélien, défini sur k, et soient 3, x3, 37, 93
quatre points de p,(A), simples sur A°, tels que )3 soit w-maximal, et appartienne & Iensemble
YR, 2%, x3). Alors v, est p-morphique en (3}, 23, x3) (et on a donc »3=+()%, 3, 23)). En
particulier, si x° est un point simple, et y° un point simple w-maximal, sur A% vy, est p-morphique
en (9% 2% 2°), de valeur »°.

Ce corollaire est une amélioration de la proposition 2 précédente (dans laquelle
n’intervenaient que des points génériques). Il s’obtient en appliquant le théoréme &
Yy AXAXA—A, et enremarquant que (39, », x3) est simple sur

A'XA'XA"=p(AXAXA)

Corollaire 2. — Soit A un espace homogéne principal abélien, défini sur k, strictement non
dégénéré (mod. p) (Cest-a-dire tel que A°=p(A) soit une variété sans point multiple). Alors v,
est p-morphique en tout triplet (97, 13, x3) de points de A°, et la lot réduite v définit sur A° une
structure d’espace homogéne principal abélien, défini sur k°.

En effet, puisque A’ n’a qu’une composante, et puisque celle-ci est simple,
(A% =Ay=A,; est I'unique (A, p)-provariété w-maximale, d’aprés la proposition 25
du n° 28 du chapitre Ier. Donc A° est w-maximale, donc tous les points de A’ sont
w-maximaux, et il suffit d’appliquer le corollaire précédent.

En particulier, si A est une variété abélienne, strictement non dégénérée (mod. p)
(without defect for p, avec la terminologie de [8] et [9]), A” est aussi une variété abélienne
pour la loi réduite. On retrouve la un résultat de Koizumi ([8], th. 3).

5. Recouvrement de A; par des translatés de (V, p)-ensembles simples et
w-maximaux (mod. p).

Proposition 3. — Soit A un espace homogéne principal abélien, pseudo-p-simple, défini sur k.
Alors on peut recouvrir Ay par un nombre fini de (V, p)-ensembles S, vérifiant la condition suivante :
pour tout o, il existe une translation ©,€T o(A) telle que les (V, p)-ensembles T,= (S,)
et T,=(S,)_., ne contiennent que des points simples et w-maximaux (mod. p).

Ta’

429
10



74 ANDRE NERON

Démonstration. — On peut se borner a considérer au lieu de A;, un (A, p)-ensemble S
vérifiant la condition suivante

(*) il existe un f-modele (B, ¢) de A, tel que le (B, p)-ensemble T=0¢(S) ne
contienne que des points simples (mod. p).

Il nous suffit de montrer qu’un tel ensemble S peut étre recouvert par un nombre
fini de (A, p)-ensembles vérifiant la condition de 1’énoncé : en effet, d’apres le théoréme 6
du n° 27 du chapitre I°f, I’ensemble A; peut lui-méme étre recouvert par un nombre
fini de (A, p)-ensembles S; vérifiant la condition (*). On peut en outre supposer (en
agrandissant S et T, s’il y a lieu) que T est de la forme p~(T% = (T%¥, ou T° est un
ouvert d’une composante Y° de B’=(B).

Considérons d’abord un point quelconque z de T, et associons-lui le point x = ¢™'(z)
de A;. On peut trouver une translation t€J(A) telle que les deux points y==x, et
¥ =4x_, soient simples et w-maximaux (mod. p). Il suffit, par exemple, si £} est un corps
de définition pour toutes les composantes simples de A’ de prendre 7 de la forme 7,
ou u et ' sont deux points génériques indépendants, sur £}, d’'une méme (A, p)-provariété
o-maximale X, car alors y et ' sont deux points génériques (non nécessairement
indépendants) sur £ de la (A, p)-provariété w-maximale Y = (z,,),(X) = (t,,),(X).

La variété Y°=p(Y) est alors une composante simple w-maximale de A°, admettant
' =p(y) et y°=p(y) comme points génériques (non nécessairement indépendants)
sur £. D’aprés la proposition 13 du n® 16 du chapitre Ier, on peut trouver un A-ouvert U’
de Y’ dont tous les points sont simples et w-maximaux sur A’ Considérons le £-isomor-
phisme ¢ =7o¢™* (resp ¢'=(—1)op™) :B—>A. Ona y=1{(2) (resp.y’ =¢(z")), donc)y®
(resp. »’’) appartient & I’ensemble des valeurs de ¢ (resp. ¢’) en 2°. Puisque z€T, le
point z° est simple sur B°. Donc, d’aprés le théoréme 1, ¢ (resp. ¢’) est p-morphique en 2°,
de valeur »° (resp. »). Soit Z° la composante simple de B’ qui contient z°. On peut
trouver un ouvert U’=%"(z) de Z° contenant z°, contenu dans T° tel que ¢ et ¢’
soient p-morphiques en tout point de U’ et tel que les images ¢°(U°%) et ¢’°(U% soient

contenues dans U Si alors on pose U= (U%*, S=¢~}(U), U= (U, les (A, p)-
ensembles S_==¢(U) et S__={¢’(U) sont contenus dans U, donc ne contiennent que
des points simples et w-maximaux (mod. p).

Notre assertion concernant I’existence d’un recouvrement fini de S s’obtient alors

en remarquant qu’il existe un recouvrement fini de T° par des ouverts de la forme %°(z).

6. Le groupe Z,(A).

Soit A un espace homogéne principal abélien, défini sur £ (plus généralement,
les définitions qui suivent pourraient s’appliquer au cas d’une variété V sans point
multiple, de dimension 7, munie d’une différentielle w de degré 7, telle que (w),=0).

Nous noterons Z(A) le groupe des diviseurs sur A qui sont rationnels sur f, et
2,(A) le sous-groupe des éléments linéairement équivalents a zéro de Z(A). Si £, est
un sous-corps de ¥ sur lequel A est définie, le sous-groupe des éléments rationnels sur £,
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de Z(A) (resp. Z,(A)) est noté Z(A),, (resp. Z,(A),). D’apres ([F], chap. IX-4, th. 8,
cor. 2), on sait que si DeZ;(A) (resp. si DeZ;(A), ), il existe une fonction f sur V,
définie sur f (resp. k), telle qu’on ait (f)=D.

D’autre part, on sait que si DeZ,(A), etsi t et ©’ sont deux éléments de 7 (A),
ona D, .—D.,—D.+Deg(A).

Supposons maintenant que A est pseudo-p-simple. Considérons les diviseurs
De%,(A) qui vérifient la condition supplémentaire suivante :

(*) 1l existe une fonction f sur A, définie sur §, telle que (f)=D, qui est géné-
riquement p-morphique et non nulle sur toutes les composantes simples w-maximales
de A°.

Il revient au méme de dire qu’il existe une fonction f* sur A, définie sur f, telle
que Ventier v(C}, f’) prenne une valeur constante v sur toutes les composantes simples
w-maximales C) de A’ (en effet on peut alors prendre f=f't"").

L’ensemble des diviseurs De%,(A) qui vérifient la condition (*) est un sous-
groupe de Z,(A), que nous noterons Z;(A). Le sous-groupe des éléments rationnels
sur k£, de Z;(A) sera noté Z;(A), .

Si (B, ¢) est un k-modele pseudo-p-simple de A, et si DeZ;(A), I'image ¢(D)
de D sur B appartient a 2;(B). En effet, ¢ est génériquement p-isomorphique sur toute
composante simple w-maximale de A° (chap. I€T, n° 29, prop. 27). Donc le groupe 2, (A)
ne dépend, pour A pseudo-p-simple, que de la classe de A & un k-isomorphisme pres.

Proposition 4. — Pour DeZ,(A), et ©€T o(A), on a D.—DeZ;(A).

Démonstration. — Puisque DeD,(A), il existe, en effet, une fonction f sur A, définie
sur §, telle que (f) =D. Soit X’ une composante simple w-maximale de A®. Soit { un corps
de définition de X° contenant £°, et soit »° un point générique de X° sur £j. Puisque
Papplication t appartient & 7 4(A), elle laisse invariante la (A, p)-provariété w-maximale
X =(X%¥. Donc © est génériquement p-isomorphique sur X’, et on a (X" =X".
Donc, on a, en posant f'= for~ !, larelation v(X’, f)=v(X° f’) d’ou v(X° f'|f)=0o0,
quelle que soit X’ Or on a (f’)=D,, dou (f’/f)=D.—D. On a donc bien
D.—DeZ,(A).

Proposition 6. — Pour DeD(A), 16T 4(A) et 1€T (A) on a

D, ..—D,—D.+DeZ(A).
Démonstration. — = étant regardé comme fixe, posons, pour ceJ 4(A),

E(O‘) =DU+T—-D0_'D1:+D’

et commencons par montrer que la classe du diviseur E(o) (mod. Z;(A)) dépend
linéairement de ¢. On a, en effet, E(c)eZ,(A), d’apres ([18], VIII, n° 57, th. 3o, cor. 2).
Donc, d’aprés la proposition précédente, pour ¢'€74(A), on a (E(s)),—E(c)eZ;(A),
d’ou lon tire E(c+6’)—E(c)—E(c¢")eZ;(A), ce qui prouve notre assertion.

Soit maintenant £ un corps de définition, contenant 4°, de toutes les composantes
simples w-maximales de A’ tel que les translations 7, et t soient définies sur k; = (k})*.
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Soit X une (A, p)-provariété w-maximale quelconque, et soient x et x deux points
génériques indépendants de X sur £]. Alors x et x''=x, sont également deux points
génériques indépendants de X sur £{. Il existe un k{-automorphisme o de ¥ tel que, si «
est le £;-automorphisme de f obtenu « en relevant o’ » (i.e. le k;-automorphisme qui,
a xef, fait correspondre I’élément x* de f déduit de x par application de «° & chacun
de ses coefficients), on ait x*=wx, et (x')*=x«"". Posons ty=1,, et 1) =1,,. D’aprés
([22], VIII, no 57, th. g0, cor. 2) on peut trouver une fonction f sur A, rationnelle
sur §, telle qu'on ait (f)=E(r)). On a alors (f*) =E(z;). Si, de plus, Y° est une
composante simple w-maximale quelconque de A% on a (Y)* =Y’ puisque Y° est
rationnelle sur ). On a donc v(Y°, f) =v((Y)*, f*) =v(Y°, f%), ot v(Y°, (f*f))=o,
d’ou (f*/f)=E(zy)—E(x)e2;(A). Or 1, et t;’ sont des éléments de T (A), et on a
Ty =7o+17;. On a donc E(7y) =E(7)") —E(t))(mod. &;(A)), d’apres la premiére partie
de la démonstration, d’ot E(7,) €2, (A).

7. Espaces homogénes principaux abéliens faiblement p-simples p-minimaux.

Rappelons (chap. Ier, n° 10), qu'une p-variété V, sans point multiple, est dite
Saiblement p-simple si tout point de Vg est simple (mod. p) sur V ou encore, ce qui est
équivalent, si on a p(Vg) =L (V?); si, en particulier V est p-simple, c’est-a-dire si tous
les points de p,(V) =supp V° sont p-simples sur V, elle est a fortiori faiblement p-simple,
mais la réciproque est inexacte.

Exemple. — Prenons pour V la courbe plane affine d’équation Y?=X3-+. Le
point (o, o) est le seul point de p,(V) qui est p-multiple sur V, mais on voit facilement
qu’il n’appartient pas & Vi =p(Vy); donc V est faiblement p-simple, mais n’est pas
p-simple.

Il résulte des définitions que tout espace homogene principal abélien faiblement
p-simple est aussi pseudo-p-simple.

Nous dirons qu’une p-variété est faiblement p-simple p-minimale si V est faiblement
p-simple et si, pour toute p-variété W et tout f-isomorphisme ¢:W-—>V, ¢ est
p-morphique en tout point de & (W?).

Si V est une p-variété sans point multiple, ’existence d’un f-modele faiblement
p-simple p-minimal (V,, 0) de V implique pour ce dernier certaines propriétés d’unicité.
En effet, si (V,,0) est un autre f-modéle faiblement p-simple p-minimal de V, le
f-isomorphisme ¢ : 60671 : V, >V, est p-isomorphique en tout point de & (V?). En parti-
culier, (V9 et &(V° ont le méme nombre de composantes, et on peut associer
biunivoquement les composantes de & (V?) et celles de &(V?), de maniére que, si CO
est associée & C?, ¢ induise, pour tout 4, un isomorphisme CJ—CY.

On peut aussi exprimer ceci d’'une maniére simple avec le langage des schémas.
Pour toute p-variété V, notons 8'(V) le schéma simple sur R déduit de S(V) par restriction
au couple (V, £ (V) (cf. chap. Ier, no 4); soit S§;(V)=S8(V)®y¥ le schéma sur f attaché
a V. La propriété précédente se traduit par 'existence d’un R-isomorphisme canonique
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$'(V,)—>8'(V,). Autrement dit, le schéma S'(V,) est uniquement déterminé, & un R-isomorphisme
prés, par la donnée de V; plus précisément, 8'(V,) est déterminé, & un R-isomorphisme
pres, par la donnée de V & un f-isomorphisme pres, i.e. par la donnée de S,(V). Si,
de plus, V et 0 sont définis sur £, le schéma S;(V,) déduit de S'(V,) par restriction de R
a R, est déterminé a un R-isomorphisme pres, par la donnée du schéma S, (V).

Il existe des p-variétés n’admettant pas de modele faiblement p-simple p-minimal.
En particulier :

Proposition 6. — L’espace affine S,,, et Uespace projectif P, (n>1) n’admettent pas de modele
Saiblement p-simple p-minimal.

Démonstration. — Supposons en effet qu’il existe un f-isomorphisme ¢ :S§,->V
(resp. P,—V), ou V est faiblement p-simple p-minimale. Soit Y° une composante simple
de V°=p(V?). Soit ) un corps de définition de Y°, et soit y un point générique sur !
de la (V,p)-provariété Y= (Y°)¥ obtenue en relevant génériquement Y°. Posons
x=9¢7(y), etsoit (%1, ...,x) (resp. (%o, %1, ..., %,) avec % =+0) un systtme de coor-
données (resp. de coordonnées homogénes) de «. Il existe un entier % tel que les i*x; (resp.
les #*x,/x,) soient entiers. Notons ¢, I’homothétie x—t"*'x de S, (resp. le f-automor-
phisme de P, qui, au point x= (%,, x,, ..., %,) fait correspondre (x,, " *'x;, ..., "T1x)).
Alors l'application ¢’ =go{; !, : §,—>V (resp. P,—V) est un f-isomorphisme. Si on
pose x' =, (%) =(9")"*(»), le point réduit x°=p(x’) est I'origine (o, ...,0) de S
(resp. le point (1,0, ...,0) de PY). L’ensemble (¢')%(x°) des valeurs de ¢’ en x”
contient le lieu Y° du point »°=p(y) sur £{. Ce lieu étant de dimension >1, Iappli-
cation ¢’ n’est pas p-morphique en x"°. Compte tenu de la p-minimalité de V, ceci conduit
a une contradiction. '

Proposition 7. — Soit A un espace homogéne principal abélien faiblement p-simple, défini
sur ¥, et posons A’=p(A). Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est p-minimal.

(ii) Pour toute application rationnelle ¢ : V—A, définie sur k, d’une p-variété quelconque V
dans A, et en posant V°=0(V), ¢ est p-morphique en tout point x° de F(V°) (et on a alors
() e S(A).

(iii) Tous les points de p(A))= F(A%) sont w-maximaux.

(iv) La métrique p-adique de Ay est invariante par toute translation teJ (A).

Démonstration :

(i) entraine trivialement (i).

(iii) entraine (ii). En effet, soit 1’ #(V°). D’aprés le lemme de Hensel, il existe
xeVytel que »*=p(x). On a alors y=¢(x)eA;. Le point )°=p(y) est simple sur A’,
puisque A est faiblement p-simple. Il est donc w-maximal, d’aprés ’hypothése. Donc,
d’aprés le théoréme 1, ¢ est p-morphique en °, de valeur )°.

(i) entraine (iv). En effet, soit €7 (A), et soient x et y deux points de A;. En
appliquant (i) aux deux translations * e¢ —=t, on voit que 7 est p-isomorphique en
x°=p(x), de valeur »’=p(y). Donc on a (x,%),=(7(x), 7(»)),-

(iv) entraine (iii). En effet, on peut supposer A; non vide. Il existe au moins un
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point 3° de & (A°) qui est w-maximal, car A, étant faiblement p-simple, est pseudo-
p-simple. Soit »° un point quelconque de F(A%. D’apres le lemme de Hensel, il existe
des points x et y de Ay tels qu’on ait 2°=p(x) et »°=p(y). La translation = =1, sur A
est p-morphique en x°, de valeur )°, d’aprés le théoréme 1.

D’aprées la proposition 11 du n° 15 du chapitre I€r, il nous suffit de montrer que <
est p-isomorphique en x°. Or, s’il n’en était pas ainsi, ’ensemble (—1)%()°), ne pouvant
admettre x° comme composant isolé (d’apres la prop. 8 du n° 11 du chap. I¢r), contien-
drait un point x’°, distinct de x° et simple sur A’

D’aprés le lemme de Hensel, il existerait x'eA; tel que x°=p(x'). D’aprés le
théoréme 1, 7 serait p-morphique en x’°, de valeur )°. Donc, en posant )’ ==(x'), on
aurait (¥, 9),>0, tandis que (x’,)'),=o0, ce qui contredit (iv).

Remarque. — L’implication (i) = (iii), d’ou I’équivalence des conditions (i), (ii)
et (iii), se démontre plus rapidement, sans passer par (iv), en utilisant la translation <,
précédente.

Supposons toujours que A est un espace homogene principal abélien faiblement
p-simple p-minimal, défini sur £; nous pouvons maintenant préciser la structure de
I’espace homogeéne principal Agz=A; des points rationnels p-adiques de A.

D’aprés (ii), la loi vy, est p-morphique en tout triplet y{, 17, x3 composé de points
de A= F(A"), etsa valeur 33=+5(99, x{, 23) est encore un point de F(A°. On voit
immédiatement que la loi y9 ainsi définie sur S (A°) vérifie les axiomes des espaces
homogenes principaux. Pour tout triplet (Y7, XJ, X3) de composantes simples de A,
la loi v, induit d’autre part une application rationnelle ¢°: Y] X X! x XJ—>YJ, ol Y} est
une composante simple de A’ Si, de plus, on désigne par S, T? (i=1, 2) les ouverts
=X F (A" et T{=Y)nF(A" de X} et Y] respectivement, cette application {° est,
d’apres ce qui précéde, morphique en tout point de T} X S{xSJ. Enfin, comme y, induit
une application A’-rationnelle sur toute A’-composante simple de A°XA°xA°’ on voit
que la loi v} définit sur F(A%) =A} une structure d’espace homogeéne principal algé-
brique, défini sur £°.

Plus généralement nous allons définir pour tout w>o0, une structure analogue sur
Pensemble AY =p"(A,).

Remarquons d’abord que, si S° est une composante quelconque de & (A”), d’adhé-
rence X’ le (A, p)-ensemble S = (S°)¥ est irréductible (chap. Ier, n° 23, remarque ¢))
et, de plus, coincide avec la (A, p)-provariété w-maximale X =adh S = (X"¥. En effet,
on a SCX; inversement, si x€X, on a aussi x€A;, donc x est simple (mod. p) sur A,
puisque A est faiblement p-simple, et le point réduit x°=p(x) appartienta F(A)nX"=S,
ce qui implique xeS; on a donc XCS, d’oi X=S. On en déduit, en méme temps,
que les (A, p)-provariétés w-maximales sont deux a deux disjointes, et que A; est leur
réunion. Nous les appellerons aussi les composantes de A;. Pour tout entier u>o0, on peut,
a toute composante X de Ay, faire correspondre le sous-ensemble S*=p"(X) de Af;
ce sous-ensemble est un ouvert de la variété X*=0p"(X); on a, inversement,
X = (S*)* = (X*)¥, et Papplication qui, pour p fixé, fait correspondre a la composante X
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de A;le sous-ensemble S* de Af est bijective. Pour p. fixé, les S* sont deux & deux disjoints,
et leur réunion est Af; nous dirons que ce sont les composantes de A}.

Pour tout triplet (Y;, X;, X;) de (A, p)-provariétés w-maximales (i.e., dans le cas
particulier considéré, de composantes de A;), on a vu (prop. 1 du n° 3) que
Y, = (v4),(Y1, Xy, X;) est encore une (A, p)-provariété w-maximale. De plus (chap. Ier,
n 24, prop. 24 et remarque a)), ¢ est promorphique (et non pas seulement « générique-
ment promorphique ») d’indice o sur (Y,, X;, X,). Autrement dit, si pour tout p>o,
on pose SP=p*(X;) et T¢=p*(Y,) (i=1,2), on a, pour tout p, un morphisme
P TEx SEx Sy—TY tel qu’on ait :

(4) (" (1) - " (%1) - 0*(%2)) = 0" (4 (D1, ¥1, %2))

quels que soient x;€X;, x,eX, et »;€Y,;. En réunissant les applications ¢* respecti-
vement associées aux différents triplets (Y;, X;, X,), on définit une loi ternaire v} sur
I’ensemble A}; tenant compte de la relation (4), on voit que cette loi vérifie les axiomes
des espaces homogénes principaux. Enfin, on remarque que vy, induit une application
k’-rationnelle sur toute A°-composante de A¥x A¥xA¥. Donc la loi v{ définit sur A}
une structure d’espace homogéne principal algébrique, défini sur &°.

L’espace homogene principal A; est la limite projective de la suite

(5) Af<Al< . < A¥< ...

ou les fleches (induites par les morphismes 0*), sont des homomorphismes surjectifs,
pour la structure d’espace homogene principal algébrique. Nous traduirons cette propriété
en disant que Ay est un espace homogéne principal proalgébrique, défini sur £°.

Si, en particulier, A est une variété abélienne, définie sur £°, la loi de groupe v, ,
induit sur chacun des A¥ une structure de groupe algébrique, défini sur £°. Le groupe A,
limite projective de la suite (4), est alors un groupe proalgébrique au sens de Serre [19] (*).
La proposition 21 du chapitre Ier entraine que, pour tout p, A}y*' est une extension
de A} par ()" (puissance r-iéme du groupe additif sur ).

8. Existence d’un k-modéle faiblement p-simple p-minimal de A.

Théoréme 2. — Tout espace homogéne principal abélien A, défini sur k, admet un k-modéle
(A,, 0) faiblement p-simple p-minimal.

Nous allons, plus précisément, donner plus loin, dans le théoréme 2*, un procédé
de construction d’un tel modéle, en supposant que A est pseudo-p-simple (on a vu,
par ailleurs, que tout espace homogéne principal abélien défini sur £ admet un £-modele
pseudo-p-simple).

Introduisons au préalable quelques notations. Comme au n° 25 du chapitre Ier,
désignons, pour tout entier s>o, par M, le R-module composé des polynémes homogénes

(1) Voir aussi [4], ou est utilisée également I’expression de Ay comme limite de la suite (5), dans le cas

particulier d’une réduction strictement non dégénérée. Pour une étude locale de Ay dans le cas d’un modéle
quelconque, voir [12] et [13].
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et de degré s de anneau R[X]; désignons de méme par M, le R-module composé des
polynémes homogenes et de degré s de I’anneau R[X]. Considérons une variété projective
quelconque V, définie sur £ (VCP,). Soit X’ un cycle de la forme Z,u,CS, ol les CO
sont des composantes de V°=p(V), et les uu, des entiers >o0. On peut trouver un entier s
tel qu’il existe un polynéme PyeM, ne s’annulant sur aucune des variétés CJ. A tout
polynéme PeIN,, associons alors la fonction f sur V induite par P/P,. Nous désignerons
par J,(X% (resp. J,(X’)) le sous-R-module de M; (resp. le sous-R-module de M,) composé
des polynémes P tels quon ait X°< (f),, o (f), est le p-diviseur de f (ou, ce qui revient
au méme, tels que, pour tout vy, la fonction f¢~ ", induite sur V par ¢ “YP/P,, soit
génériquement p-morphique sur C).

Proposition 8. — Le R-module J,(X°) est engendré par J,(X°) (donc J,(X°) est isomorphe
@ J,(X°)®R).

Démonstration. — Soit PeJ,(X°); exprimons-le sous la forme P=2% a M, (X),
ot les M, sont des mondmes distincts de degré s, et ou les a, appartiennent a R.

Soit w un entier >o0. On peut (comme il résulte, par exemple, d’un raisonnement
par récurrence trés simple) trouver un nombre fini d’éléments b, (1<i<h) de R
(dépendant de ), tels que les b =p(4;) soient linéairement indépendants sur £°, et tels
qu’on ait, pour tout «, dans ’anneau R, une congruence de la forme

a, =200, (mod. t*),

ALY
ou les ¢,; appartiennent a R.
Posons, comme plus haut, X°=3 u C}, et appliquons la propriété précédente,
en prenant u=sup,p,. On obtient, dans 'anneau R[X], la congruence
P=3,P, (mod. %),

en posant, pour I1<i<A2,
P=2,,M,.

Or, d’apres ([F], II-4, prop. 19), on peut trouver des £°-automorphismes of, ..., o
de ¥, en nombre £, tels que le déterminant D° de la matrice (o}(4;)) soit non nul. Pour
tout j, notons o; le R-automorphisme de R obtenu en relevant o, c’est-a-dire I’auto-
morphisme qui fait correspondre a ’élément x= (x%, ..., 2™, ...) de R celui obtenu
par application de of & chacun des #¥; notons P, le polynéme déduit de P par application
de o; & chacun de ses coefficients. On a, pour tout j,

]
P;=X.0,(5)P; (mod. t*).
On en déduit une relation de la forme

(6) DP,=%¢P,  (mod. ),

7

ol D est le déterminant det(s;(;)), et ol les ¢; sont des éléments de R. Or D est un
élément inversible de R, puisqu’on a D°=p(D) + 0. Puisque P appartient 4 J,(X°), il en
est de méme de chacun des P;. Compte tenu du choix de g, et d’aprés la relation (6), il en
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est de méme également de chacun des P;. Comme on a P,eR[X], on a aussi P,eJ,(X?),
pour tout z; donc P appartient bien au R-module engendré par J,(X°).

Théoreme 2'. — Soit A un espace homogéne principal abélien pseudo-p-simple, contenu
dans Uespace projectif P,, et notons X° le cycle X.C3, somme de toutes les composantes simples
w-maximales CS de A’=p(A). On peut trouver deux entiers positifs s et p., tels que toute transfor-
mation EcMy(J,(uX°), P,) induise un k-isomorphisme 0 : A—A,, o A, est un espace homogéne
principal abélien faiblement p-simple p-minimal.

Démonstration. — Pour tout entier u>o, notons L, le systéme linéaire des sections
de A par les hypersurfaces de degré u. On peut trouver un entier positif s, vérifiant les
conditions suivantes :

(i) Il existe un polynéme Qq,eM, ne s’annulant sur aucune des composantes
simples w-maximales CJ.

(ii) En posant s=2s5,, le syst¢éme linéaire L, est complet.

Soit alors #, I’espace vectoriel sur ¥ composé des fonctions sur A induites par
les quotients de la forme Q [Q,, ou Qe¥[X,, ..., X,] est homogéne et de degré s,.
Choisissons des polynémes Q eI, (1<i<r) de fagon que les fonctions ¢, sur A respec-
tivement induites par les QQ,;/Q, forment un systéme de générateurs de Z,, et que les
polyndémes réduits Q?=p(Q,) n’admettent aucun zéro commun non trivial. Notons D,
le diviseur positif section de A par I’hypersurface Q ((X)=o. Le systéme linéaire L, se
compose des diviseurs de la forme Dy+ (f), avec feZ,; en particulier, pour tout i, nous
noterons D; I’élément de L, défini par D;=Dy4- (¢;). Comme le syst¢éme L, est ample,
Papplication rationnelle P,—P, admettant pour coordonnées homogénes les fonctions
Po=1,%, - .., ¢, induitun f-isomorphisme ¢ :A—>A’ de A sur une sous-variété A’ de P,.

Introduisons maintenant un recouvrement fini {S,} (1<a<g¢) de A, et, pour tout «,
une translation 7, sur A, rationnelle sur ¥, tels que les conditions de la proposition 3
soient satisfaites. Pour tout triplet d’entiers (3, j, «) (0<i<r, 0<j<1, 1<a<g), le diviseur
D, = (D), + (D;)-.,—D;—D; appartient au groupe 2;(A), d’apres les propositions 4
sur A, définie sur {, telle que ({;;,) =D;

sjod

ijo
et qui est génériquement p-morphique et non nulle sur chacune des composantes simples
w-maximales CJ de A’ La fonction {,, sur A définie par ¢, =d;,0¢; est donc

génériquement p-morphique sur chacune des C3. Or ona ({,) = (D;)., + (D;)_.,—2D,.

et 5 du n° 6; il existe donc une fonction ¢,

Comme le systéme linéaire L, est complet, il existe un polynéme Q,, appartenant a
Xy, .- .» X,], homogene et de degré s, tel que y;, soit induite sur A par Q,/QF.
Nous allons prendre pour p un entier tel que tous les polyndmes Q.. =Q ..t* soient
A coefficients dans R. Ces polynémes sont alors des éléments de J,(#X").

Les entiers s et p étant ainsi choisis, soit #={P,, ..., P,} un systtme de géné-
rateurs arbitraire du R-module J,(4¢X°. D’aprés la proposition 8, c’est aussi un systéme
de générateurs du R-module ,(uX°). Considérons la transformation Ee}(J, (X", P,)
attachée a ce systéme, et le k-isomorphisme 0 :A—A, induit par & Soit ¥ un point

générique de A sur k, de coordonnées homogénes ¥, ..., %,. Par construction, la

ne
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variété A, est le lieu sur £ du point x,=§(x) =0(x), ayant pour coordonnées homogénes
les #x,,=P,(x) (o<h<m).

Il nous suffit de démontrer que A, vérifie la condition (ii) de la proposition 7 du n° ¥,
autrement dit que si x, est un point quelconque de (A));, le point réduit x%=p(x,) est
simple w-maximal sur A’. Pour un tel point x,, considérons le point x=0"1(x,) de A;.
Il existe un « tel que les deux points y=x_. et y'=x, soient simples et w-maximaux
(mod. p). Notons Tﬂ; le f-isomorphisme F“=Bo‘ra :A—A,. Comme on a x, =f6;( s
le point x)=p(x,) appartient a ’ensemble des valeurs de

est simple w-maximal sur A’ il nous suffit de montrer que

B, en »*=p(»). Comme »°
3; est p-isomorphique en )°.

Pour o<i<m, notons 0, la fonction induite sur A par ¢ *P,/Q?2. Choisissons un 4,
tel que QP ()°)+o0, dou j°¢p,(D;), et un j, tel que QP (y°)*o0, dotr y°¢p,(D;);
posons My, =0,/Y;. .. Les w,(x) constituent (pour « fixé, et pour o<kh<m) un systéme
de coordonnées homogénes du point x,. Posons, quels que soient £ et o, M= Mua0Tas
de sorte que 7, (%) ="y(¥;,). Le diviseur de la fonction v, est de la forme
D,',w(Din)Ta~—(Dh)_Ta, ou D; est un diviseur positif de A, rationnel sur f. Celui de la
fonction 7, est donc (Di)<<,—Di,— (D;,) _a:,. D’aprésle théoréme 1, la translation —2x,
est p-isomorphique en °, de valeur . Puisqu’on a y°¢p,(D;), ona aussi °¢p,(D;)_s: -
Comme on a, d’autre part, 3°¢p,(D;), on a )°¢{7,.}p - Donc, d’aprés le corollaire
de la proposition 10 du n° 12 du chapitre Ier, 7}, est p-morphique en »°. De plus, v, est
induite sur A par le quotient P,/Q,.,. Puisque Q,,,eJ,(uX’), le R-module engendré
(pour « fixé) par les 7,, contient 1. Il en est donc de méme de celui engendré par les .
Donc les 7, ne s’annulent pas toutes en »°. Donc Fu est p-morphique en )° (et nécessai-
rement de valeur x?).

Posons maintenant, pour 0<i<7, Ay =i o/Yiie> PUIS Ry = hiy0T,, €t remarquons
qu'on a (%a)zDi-D@,; on a donc des relations de la forme Tia= @i @iy OU
les a;, sont des constantes (i.e. des éléments de k). D’aprés le choix des ¢, les a;
sont de plus des éléments inversibles de R. D’autre part, on a, pour tout ¢, Qmae&(pX‘));
donc 2, appartient au R-module engendré par les =, et, par suite, N)\Ji“ appartient
au R-module engendré par les 7,,; autrement dit, on a des relations de la forme
ZFE;":O i nes OU les b, sont des éléments de R. En faisant i=i,, on obtient, en
particulier, 1=3"_ b ,. Or les x,=",(») (resp. les x%,=",5%()")) forment un
systtme de coordonnées homogénes du point x, (resp. 22); les relations précédentes
entrainent a,¢,(7) /¢, (7) = (Sybpxa) [ (Znbig.,) (0<i<r) et LbYxd = 1. Donc les fonc-
tions (¢;/p; )00 sur A, sont p-morphiques en x). Les ¢;(7)/¢; () sont, d’autre part,
un systéme de coordonnées homogeénes du point »'=¢(») de A’, ot (A’, 9) estle f-modele
de A considéré au début de la démonstration. L’application cp;choﬁ;‘ tA,—>A" est
donc p-morphique en #°. Comme ¢ : A—A’ est un R-isomorphisme, il en résulte aussitot,
par application de la proposition 1 du chapitre I¢r, que 6;'=¢ o, est p-morphique
en x? (et nécessairement de valeur j°). C.Q.F.D.
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9. Propriétés fonctorielles des modéles faiblement p-simples p-minimaux.

Soient A et B deux espaces homogenes principaux abéliens (resp. deux variétés
abéliennes), définis sur £, et soit ¢ : A—>B un k-morphisme. Soient (A,, «) et (B,, f)
des k-modeles faiblement p-simples p-minimaux de A et B respectivement. Alors, d’apres
le théoréme 1, 'application ¢, =Bogox™': A ,—B, est p-morphique en tout point de
&L (AY) = (A,){. On déduit de ¢,, par réduction (mod. p), une application ¢?: (A,)? —(B,)?,
qui est nécessairement un ’-morphisme pour la structure d’espace homogéne principal
algébrique (resp. de groupe algébrique) introduite au n° 7. De plus, ¢ est promorphique
d’indice o sur chaque composante de (A,);. On en déduit, compte tenu de la proposi-
tion 24 du chapitre I°T, qu’on a, pour tout w>o, une application o : (A,)¥—(B,)¥
qui est encore un A’-morphisme pour la méme structure que plus haut, telle qu’on ait

¥ (p*(x,)) =e"(o%(x,)) pour tout x,e(A));. On a le diagramme commutatif

(A <— (A)f <— ... «— (AD¥ <— ...
l@i’ lcpl o

v
B)f <— B < ... <= B «—

L’application (¢,); : (A,)y— (B,); induite par ¢ (et qui est évidlemment un homo-
morphisme pour la structure d’espace homogene principal (resp. de groupe)) peut donc
étre qualifiée de k’-morphisme pour la structure d’espace homogeéne principal proalgébrique
(resp. de groupe proalgébrique) considérée au n° 7.

En particulier, si ¢ : A—B est un k-isomorphisme, les >-morphismes ¢, ..., ¢%, ...,
et (¢,); sont des i’-isomorphismes. Autrement dit, les espaces homogénes prin-
cipaux algébriques (resp. les groupes algébriques) (A,), ..., (A)¥, ..., et leur limite
projective (A,); sont uniquement déterminés, a un k°-isomorphisme prés, par la donnée de A,
et, plus précisément, par celle du schéma S,(A); ils sont méme déterminés par la donnée
du corps k(A) des fonctions sur A rationnelles sur k, puisqu’on sait que toute application
birationnelle A—>B, définie sur £ (ot A et B sont des espaces homogénes principaux
abéliens) est nécessairement un k-isomorphisme. Nous désignerons parfois I’espace homo-
géne principal algébrique (resp. le groupe algébrique) (A,);=%(AJ) par %,(A). Dans
le cas ott A est une variété abélienne, la composante de I’origine de %,(A) sera désignée
par ng(A); le groupe quotient QP(A)/QW(A) est isomorphe au groupe I'(A) introduit
au n° 3.

On remarquera que si A, B, C sont trois espaces homogénes principaux abéliens,
si 9:A—>B et ¢:B—->C sont des k-morphismes, et si (A,, «), (B,, 8) et (C,, v) sont
trois modeles faiblement p-simples p-minimaux de A, B et C respectivement, on a les
formules (Yog)t={iogl (u=0) et ((Yog))r= (b (P

D’autre part, si C=AXxB, etsi (A,, «) et (B,, B) sont des modeles faiblement
p-simples p-minimaux de A et B respectivement, le couple (C,, y), composé de C,=A, xB,,
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etdu k-isomorphisme y : C—C*, définipar y(x, y) =o(x) XB(»), est un modéle faiblement
p-simple p-minimal de C.

Il peut arriver (et ceci quelles que soient les caractéristiques de £ et de £°) que le
k-morphisme ¢ : A—>B soit surjectif sans qu’il en soit de méme de (¢,);: (A,)—> (B,);
(Cest-a-dire de ¢ : A;->B;) ni de 2= (A,)?—(B,)!.

On verra par exemple, au chapitre III, que si A est la courbe plane elliptique
ayant pour équation Y?Z +AXYZ =3X3+ aX?Z ++vyZ3 dans le plan projectif P,, ou 2,
a, v sont des éléments de R tels qu’on ait »(X*+ 4a) =0, et v(y) =—m (m>0), le groupe
Z,(A)=(A,)}= (A} est une extension du groupe multiplicatif sur £° par un groupe
cyclique fini d’ordre m. Considérons I'application ¢ : A—A, définie par ¢(x)=mx.
L’image de lapplication ¢? correspondante est la composante de lorigine de % (A9).
Si m>1, elle est donc distincte de F(A°), et les A’-morphismes ¢? et (¢,); ne sont pas
surjectifs.

I1 existe cependant un cas ol ces morphismes sont toujours surjectifs : celui ou A
est strictement non dégénérée (mod. p) (without defect for p). En effet, ¢ est nécessai-
rement partout p-morphique, et applique &(A?) sur & (BY?), d’apres le théoréme 1. Ceci
implique de plus que & (B?) est une variété abélienne. En particulier, &(BY) est une
variété compléte, i.e. est une composante de B?, donc ne rencontre pas les autres compo-
santes de BY. Puisque p,(B,) =supp B! est connexe, &(B!) est I'unique composante
de BY. Donc B, est non dégénérée (mod. p); on retrouve la un résultat de Koizumi et
Shimura ([g], § 6, th. 4).

Si ¢ :B—>A est injectif, le E’-morphisme (9,);: (B,);—(A,); est injectif. Nous
allons montrer que, si £ est de caractéristique nulle, les A>-morphismes ¢* (.>0) sont
aussi injectifs. Nous allons, pour cela, démontrer préalablement deux lemmes.

Lemme 1. — Soient U et V deux variétés algébriques sans point multiple, et soit f: U—>V
un morphisme surjectif. Soient U’ une sous-variété de U sans point multiple, et supposons que le
morphisme f': U’'—V, obtenu par restriction de f a U’, est surjectif. Soit X une sous-variété de V
telle que le symbole (f)~*(X) (au sens de [F], VIII-4) soit défini. Alors le symbole f~*(X)
DPest également et on a (f)~H(X)=(f"4X)).U".

Démonstration. — En effet, soit I' le graphe de f. Puisque f est un morphisme, I'inter-
section I'n (U’ X V) admet une composante unique I/, nécessairement simple sur U’ XV,
et qui est le graphe de f’. Par définition du symbole (f')~%(X), ona

Y= (f)4(X) =pry 2,

avec Z' ={I". (U’ X X) }y- xv. L’intersection I'n (U’ xX) =I'n (Ux X)n(U’ X V) n’ayant
que des composantes propres dans U XV, il en est de méme de I'a (U XxX) ([F], VI-
2, th. 5). Par suite, le produit d’intersection Z=T'.(UxX) est défini. Donc le cycle
Y=f"%X) est défini, et on a Y=f"4X)=pryZ.

D’aprés ([F], VIII-4, th. 10), on a Z'={I".(U'XX)}y ,y={I". (UXxX)}yv-
D’aprés ’associativité des produits d’intersection ([F], VI-2, th. 5), on a donc, dans
le produit UxV, Z'=(T".(U’'xV)) . (UxX)=(I".(UxX)).(U'xV)=Z.(U'xV). La
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projection sur U induit un isomorphisme I'>U, puisque ¢ est un morphisme. Puisque U
est sans point multiple, il en est donc de méme de I'. En appliquant & nouveau ([F], VIII-
4, th. 10) on obtient Z'={Z.(U’'XV)};,y={Z.I"};, d’ou, en projetant sur U,
Y'={Y.U}y. C.Q.F.D.

Avant d’énoncer le second lemme, introduisons encore une notation. Si H est
un espace homogéne principal, a un élément de H, et m un entier, nous désignerons
par O(a, m, H) Papplication H—H qui, & xeH, fait correspondre yeH défini par
y—a=m(x—a). Si H=A est un espace homogene principal abélien, une telle appli-
cation est toujours un homomorphisme. Nous conviendrons, d’autre part, toutes les fois
que C est une composante d’un cycle X, de noter u(C, X) le coefficient de C dans X.

Lemme 2. — Soit A un espace homogéne principal abélien, faiblement p-simple p-minimal,
défini sur k. Soient a et b deux points de Ay, et soit m un entier >o0, non multiple de la
caractéristique de K°; posons 0= @(a, m, A). Posons d’autre part a°=op(a), 8®=p(b), et
0°=0(a®, m, L(A"). Considérons le cycle positif, de dimension o, a=0-1(b), et le cycle réduit
a’=p(a). Pour qu'un point x°e F(A) soit un composant du cycle o°, il faut et il suffit qu’on
ait 0°(x%) =% le point x° est alors un composant simple de o°, et il existe un composant x de a
(nécessairement unique) appartenant & A, tel que x»°=p(x).

Démonstration. — En effet, 6° est I’application induite par 0 sur A= %(A%. Donc,
si x° est un composant de a’, on a 6°(x°) =#°. Inversement, soit x° un point de (A,
tel que 6°(x°) =2°. Puisque m est premier avec la caractéristique de &°, et d’aprés une
propriété connue des groupes algébriques, le cycle (8°)71(5°) est de dimension o, et tous
ses composants, parmi lesquels %%, ont pour coefficient 1.

Soit I le graphe de 0, et posons I'°=p(T"). Soit X°la composante de A’ contenant °,
et soit {° I’application induite 6|X°=10°X° Soit & un corps de définition de X°
contenant £°, et soit x° un point générique de X° sur £}. Posons »°={’(x") =6°(x"), et
soit Y° la composante de A’ qui contient »° (nécessairement celle qui contient 4°). Le
graphe I';, est la seule composante de I'” contenant le point x°x»°. Montrons que cette
composante a pour coefficient 1. En effet, le point x°x3° est une composante propre,
de coefficient 1, de intersection I',n (X°x)°) dans X°xY° Soit ¥ un point générique
de A sur f, et posons y=0(x). D’aprés le théoréme sur la réduction d’un produit
d’intersection ([R], n° 3, th. 11), on a la relation

(T, T)i((x°X ), T (X YY) 5 (XIX YY) =i((x X ), T. (x X A); (AXA)),

ou le symbole i représente la multiplicité d’intersection, au sens de ([F], chap. VI).
Le second membre étant égal a 1, chacun des deux facteurs du premier membre est égal
a 1. En particulier, on a (T, I'Y) =1, ce qui prouve notre assertion.

Le point (x°, °) est un composant propre, de multiplicité 1, du cycle T'.(X°x5°)
dans X°x Y’ Appliquant & nouveau ([R], n° g, th. 11), on voit qu’il existe un et un seul
composant (x, ) de I'.(Axb)=axb, tel que x° soit une p-spécialisation de x. D’apres
le lemme de Hensel, x est rationnel sur f.
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Théoréme 3. — Soit A une variété abélienne définie sur ¥, faiblement p-simple p-minimale,
et sott B une sous-variété abélienne de A, définie sur ¥. Supposons qu’il existe une sous-variété D de A,
telle que DB soit de dimension o, et que le degré m du cycle D . B ne soit pas multiple de la carac-
téristique de k°. Alors B est faiblement p-simple p-minimale. On a, de plus BY=p,(B)nA?. Si A
est strictement non dégénérée (mod. p) (without defect for p) il en est de méme de B.

Démonstration. — Nous allons d’abord démontrer la relation B =p,(B)nA{. L’inclu-
sion B{Cp,(B)nA? est évidente. Inversement, soit a” un point de p,(B)nA¢; nous
allons montrer qu’il appartient a BY.

D’apres ([22], VII, prop. 25), et compte tenu de notre hypothése concernant D,
on peut trouver un k-morphisme ¢ : A—>A, admettant pour image B, et induisant sur B
un f-morphisme de la forme 8 =0(b,, m, B), avec b,eB;. Soit acA;, tel que a’=p(a).
Posons b=1{(a), b°=p(b), et b2=p(b,). Considéronsles cycles C={~(h) et c=p(b).
D’aprés le lemme 1, on a ¢=C.B. D’autre part, ¢ est un cycle positif de dimension o
sur B, dont tous les composants ont pour multiplicité 1 (d’apres [22], IX, n° 65, th. 33,
cor. 1).

Montrons que ’ensemble E°=,(B)np,(C)nA? est fini. En effet, soit ¢"cE°.
Puisque A est faiblement p-simple p-minimale, et puisque "eA}=F(A", ¢ est
p-morphique en ¢’. Puisqu’on a ¢"ep,(C), ona b°e?(c’), d’ou 8°={°(c%). D’autre part,
posons o= 0(b,, m, A). Les deux k-morphismes « et ¢ prennent la méme valeur en tout
point de B. Or « et ¢ sont p-morphiques en ¢°; puisque ’ep,(B), on a «®(c°) =¢°(c").
Si on pose a’=@(H, m, F(A%), on a aussi a’(") =«"("). On en déduit 5°=u’(c").
On a donc E°C(«®)7(3°). Ce dernier ensemble étant fini, comme on ’a déja remarqué
dans le lemme 2, il en est de méme de E°.

Le point A est donc un composant, et par suite, un composant propre (de la bonne
dimension) de ,(B)np,(C) sur la composante X° de A° contenant 4. Donc, si on pose
®=p(c), on a, d’apres le théoréme déja cité de [R], relatif a la réduction d’un produit
d’intersection :

(6) w(a®, ) =2, u(B}, B)u(Cj, Ci(a’, By, Gj; X°)

ol la somme est étendue & toutes les composantes B} (resp. Cf) de p,(B) (resp. ¢,(C))
contenant a’. Comme, d’autre part, ona ¢<a, onaaussi ’<a’=p(a). Comme on a
w(a’, a®) =1, d’aprés le lemme 2, on a aussi p(d’, ¢*) =1.

D’apres la relation (6), ceci entraine, en particulier, qu’il passe par A’ une et une
seule composante de p,(B), et que a° est simple sur cette composante. Autrement dit,
a® est simple sur B%. Donc, d’aprés le lemme de Hensel, il appartient & p(B;) =B{, comme
on ’a annoncé.

Il en résulte, en méme temps, que tout point de p(B,) est simple sur B, c’est-a-dire
que B est faiblement p-simple. De plus puisque A vérifie (ii) de la proposition 7 du n° 7,
il en est de méme de B. Donc B est p-minimale.

Enfin, supposons que A soit strictement non dégénérée (mod. p). Alors (n° 4,
cor. 2 du th. 1), p(A) =A}=A" est une variété abélienne définie sur £°; donc on a
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¢.(B) =B{. De plus, p,(B) est connexe, et B} est un sous-groupe de A?. Donc p,(B) est
une sous-variété abélienne B! de A’. Le cycle B’=p(B) est donc un multiple de BY.
Puisque tout point de B? est simple sur B’ on a nécessairement B°=B?.

C.Q .F.D.

Le résultat du cas strictement non dégénéré (mod. p) (derniére assertion du théoréme)
est dit & Koizumi et Shimura ([g], § 6, remarque, p. 204).

Corollaire. — Soient A et B deux variétés abéliennes, définies sur k, et soit ¢ : B—~A un
k-morphisme. Sovent (A,, «) et (B,, B) des k-modeéles faiblement p-simples p-minimaux de A et B
respectivement. Alors si K est de caractéristique nulle, et si ¢ est injectif, les k>-morphismes canoniques
ot = (B)¥—(A)} sont injectifs.

En effet, I’application ¢, =ao@oP~!:B,—~A, est injective. D’aprés le théoréme
précédent, son image est une variété abélienne faiblement p-simple p-minimale B,. Donc
I'application réduite B,—B, est un R-isomorphisme, et le résultat s’en déduit aussitot.

Un exemple, donné par Koizumi et Shimura (loc. ¢it., p. 205), relatif au cas
strictement non dégénéré (mod. p), montre que ce corollaire n’est pas valable si £° est
de caractéristique non nulle.

Remarque. — 11 est indifférent de prendre pour A et B, dans I’énoncé du théoréme 3,
des variétés abéliennes ou des espaces homogenes principaux abéliens. En effet, dans
le cas des espaces homogeénes principaux, on peut supposer B} non vide (sinon 1’énoncé
est trivial) et se ramener au cas des variétés abéliennes en prenant un point de B comme
origine.

10, Cas d’un corps global,

Théoréme 4. — Soit K un corps global, et soit A un espace homogéne principal abélien, défini
sur K. Alors il existe un K-modéle (A,, o) de A qui est faiblement p-simple p-minimal pour tout
peS=G6(K).

Démonstration. — En confrontant le théoréeme 2%, et la proposition 25 du n° 26
du chapitre Ier, on voit qu’il existe, pour tout peS, et pour tout espace homogéne
principal abélien B défini sur K, un K-modele (B,, g) de B tel que B, soit faiblement
p-simple p-minimal et que, pour tout qe& distinct de p, P'application $ soit un
R -isomorphisme.

D’autre part, on sait qu’il existe un sous-ensemble fini S, de & tel que, pour tout
pe©—G&,, A soit strictement non dégénéré (mod. p); pour un tel p, p,(A) =A) est une
variété sans point multiple (et, par conséquent, un espace homogéne principal abélien,
d’apres le cor. 2 du th. 1), donc A est faiblement p-simple p-minimal.

Soient p;, ..., p, les éléments de S,. On peut, d’apres ce qui préceéde, construire,
par récurrence sur ¢ (1<i<m) une suite de K-mode¢les (A;, ¢;) de A tels que, pour tout ¢,
A; soit Rj-isomorphe a A;_; si q#+p;, et soit faiblement p-simple p,-minimal. Le
dernier modele (B, ¢) = (A, ¢,,) de la suite est alors faiblement p-simple p-minimal
pour tout pe@.
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CHAPITRE III

MODELES p-SIMPLES p-MINIMAUX
DES COURBES ELLIPTIQUES

1. Enoncé des résultats essentiels.

Soit V une p-variété p-simple, c’est-a-dire (chap. Ier, n° 10) telle que tous les
points de I’ensemble réduit p,(V) soient p-simples sur V. Nous dirons que V est p-simple
p-minimale si, pour toute p-variété W, et pour tout f-isomorphisme ¢ : W—V, o est
p-morphique en tout point de p,(W) qui est p-simple sur W.

Si (V., 6) et (V,,0) sont deux k-modéles p-simples p-minimaux d’une méme
p-variété V, Papplication 60671 :V,—V, est nécessairement un R-isomorphisme. Autre-
ment dit, si V posséde un f-modele p-simple p-minimal, le schéma S(V,) =8x(V,) sur
Panneau R est uniquement déterminé, a un R-isomorphisme prées, par la donnée de V.
Plus précisément, il est uniquement déterminé par la donnée de V a un f-isomorphisme
pres, i.e. par la donnée du schéma 8,(V) =8(V)®g¥f sur f associé a V. Si, de plus, V est
définie sur k, et si (V,, 0) est un k-modele de V, le schéma Sg(V,) sur R est, de méme,
déterminé, a un R-isomorphisme prées, par la donnée du schéma S,(V).

11 est clair que toute p-variété, définie sur £, qui est p-simple et p-minimale, est aussi
faiblement p-simple p-minimale.

L’exemple de l’espace affine S,, et celui de I’espace projectif P, (chap. II, n° 7,
prop. 6) montrent qu’il existe des variétés définies sur %, et n’admettant pas de modéle
p-simple p-minimal. L’objet essentiel de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1. — Soit A une courbe elliptique, définie sur k, et possédant un point rationnel
sur k (ou, ce qui est équivalent, une variété abélienne de dimension 1, définie sur k). Alors il existe
un k-modéle (A,, 0) p-simple p-minimal de A.

Comme on sait que toute application birationnelle A—A’, définie sur £, est
un k-isomorphisme, il en résultera que le schéma S;(A,) sur R associé & A est déterminé,
a un R-isomorphisme prés, par la seule donnée du corps £(A) des fonctions sur A, définies
sur k. Il y a également unicité du schéma sur le corps résiduel £° déduit du précédent
par réduction (mod. p); ceci entraine, en particulier, que le nombre des composantes
du cycle Al=p(A,), leurs coefficients respectifs dans ce cycle, et leurs multiplicités
d’intersection deux & deux sont déterminés par la donnée du corps k(A).

On démontrera d’autre part le théoréme suivant, relatif au cas d’un corps global.
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Théoréme 2. — Soit K un corps global et soit A une courbe elliptique, définie sur K, et possé-
dant un point rationnel sur K. Alors il existe un K-modele (A,, 0) de A qui est p-simple p-minimal
pour tout peS(K).

Il en résultera que, si K est un corps de nombres (resp. un corps de fonctions d’une
variable sur un corps parfait K;), le schéma sur ’anneau # des entiers de K (resp. le
schéma sur K,) associé a A, est déterminé par la connaissance du corps de fonctions K(A).

On peut, dans le second cas, celui ot K est un corps de fonctions d’une variable
sur K, et en supposant K, algébriquement clos, donner une interprétation « géométrique»
simple de ce résultat.

Supposons A projective, plongée dans P,, et introduisons la surface K, déja consi-
dérée dans le cas particulier étudié au n° 10 du chapitre Ier.

Rappelons qu’on peut écrire K sous la forme K(x), ol u est un point générique
sur K, d’une courbe U non singuli¢re, définie sur K, et que si x est un point générique

de A sur K=K\(u), on a pris pour A la surface lieu du point (x, ) sur K,, dans le

produit P,xU. Cette surface A peut étre regardée comme « fibrée » par une famille
de courbes paramétrée par U, la fibre générique étant A Xu, et celle associée au point
u,=p,(u) étant A, Xu,, avec A,=p,(A).

N

Notons 'K‘ la surface analogue, construite a partir de A,, et considérons I’appli-
cation rationnelle 0 : A—A,, définie sur K,, telle qu’on ait 0 (x, u) = (6(x), u). Alors
la condition pour A, d’étre p-simple pour tout p équivaut, d’aprés ce qu’on a vu au n° 10
du chapitre Ier, & celle pour la surface K‘ d’étre sans point multiple; la condition de
p-minimalité pour tout p entraine que, pour tout modéle analogue (A;, 6’) de A vérifiant
la condition précédente (X; sans point multiple), ’application Bo ('6”)‘1 :X,’,—;K est un
morphisme.

Cette propriété est analogue 2a celle caractérisant les modéles minimaux
non singuliers des surfaces, au sens classique. Elle en différe cependant par le fait que
la condition précédente ne fait intervenir que les modeles « fibrés » de base U, et les

morphismes compatibles avec la fibration. On peut montrer, par des exemples simples,
que A, n’est pas toujours un modele minimal de A au sens classique; il peut arriver,
en particulier, que A soit une surface rationnelle (birationnellement équivalente au plan),

~y
auquel cas il n’existe pas de modéle minimal de A au sens classique.

2, Critére de p-minimalité.

Proposition 1. — Soit 'V une courbe projective, sans point multiple, définie sur k, p-simple.
Supposons qu’il existe une k-différentielle o sur V, dépourvue de piles, et telle quw’on ait (w),=o,
(i.e. v(C% w)=0 pour toute composante C° de V°=0(V)). Alors V est p-simple p-minimale.

La méthode que nous emploierons pour démontrer le théoréme 1 consistera a
construire, pour toute courbe elliptique A définie sur %k, un k-modéle p-simple de A
auquel ce critére soit applicable, o étant la différentielle invariante sur A, convenablement
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normée. On obtiendra donc, dans le cas particulier des courbes elliptiques, la réciproque
suivante de la proposition 1 :

Proposition 1'. — Si A est une courbe elliptique p-simple p-minimale, définie sur k, on peut
normer la différentielle invariante o sur A de maniére qu’elle soit définie sur k, et qu’on ait (w),=o.

Démonstration de la proposition 1. — Soit ¢ : W—V un k-isomorphisme. Soit £} un
corps de définition de toutes les composantes de W°=p(W) etde V°=p(V). Commengons
par considérer une composante D’ de W?, génériquement p-simple sur W, et un point »°
générique de D° sur £{. Ce point »° est p-simple sur W, et ¢ est p-morphique en 3°
d’aprés la proposition 8 du n® 11 du chapitre I¢r. Posons x°=¢°(3°). D’aprés I’hypo-
thése, o est p-morphique en x°. Donc, d’aprés la proposition 11 du n° 15 du chapitre Ier, la
différentielle w* sur W transposée de w par ¢ est p-morphique en 3°. Donc, ona »°¢{w*}, ., .
Donc D° n’est pas une composante du p-diviseur (w*), . des poles de .

Soit maintenant )° un point quelconque de p,(W), p-simple sur W. Toutes les
composantes de W° contenant )° sont alors génériquement p-simples sur W, donc, d’aprés
ce qui précéde, ne sont pas des composantes de (w*), ,,; donc, on a y’¢{w'}, . Donc,
d’aprés la proposition 14 du n° 16 du chapitre Ier, o* est p-morphique en j°.

Supposons que ¢ ne soit pas p-morphique en )°. Alors, ’ensemble ¢?(°), qui est
connexe, et non réduit a2 un point (chap. Ier, prop. 7), contient au moins une compo-
sante C° de V. Soit +° un point générique de C° sur £?. D’apreés la proposition 8 du n° 11
du chapitre Ier, Iapplication ¢~': V—W est p-morphique en x° de valeur )°. D’autre
part, » est p-morphique et non nulle en 1%, d’aprés ’hypothése. Donc, d’apres la propo-
sition 11 du n° 15 du chapitre I¢r, »* ne s’annule pas en )°. Donc, d’aprés la proposition 12
du n° 15 du chapitre Ier, ¢~! est p-isomorphique en x°, de valeur 3°, ce qui contredit
notre hypothese.

3. Courbes elliptiques planes.

Considérons, dans le plan projectif P,, une courbe elliptique B sans point multiple,
donc de degré g, définie sur un corps k (n’admettant pas nécessairement de point
rationnel sur k). Pour tout couple (x, ) de points de B, il existe un et un seul point z
de B tel que le cycle (x) 4 ()4 (z) soit le produit d’intersection de B avec une droite;
on a z=08g(x, »), ou By :BxB-—>B est un morphisme défini sur k, déterminé par B.
La courbe B admet, comme on sait, une structure d’espace homogéne principal abélien,
défini sur k, la loi vy étant définie par la formule yg(x, 9, 2) =Pg(RBs(x, ¥), 2).

Supposons, en particulier k=#, et posons B’=p(B). On a alorslelemme suivant :

Lemme 1. — Soient x°, 3°, 2° trois points de o,(B). Supposons que x° et 3° sont simples sur
B°=p(B), et que le cycle (x°) + (") + (2°) est le produit d’intersection de B® avec une droite D°,
dans le plan P2. Alors Ry est p-morphique en (x°, 1°), de valeur 2°, et 2° est simple sur B°.

En effet, 2° est simple sur B’ car, sinon, on aurait z°#+x° et 2°+)°; comme 2°
figurerait avec un coefficient >2 dans D°.B’ le degré de ce cycle serait >4, ce qui
est absurde.
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Puisque le point (x°,3°) est simple sur B°xB° il nous suffit de montrer que z°
est la seule valeur de 85 en (1%, 3°). Soit, en effet, z’° une autre valeur de By en (x°, )°).
Soient x et y deux points génériques indépendants de B sur f. Posons z=yy(x, »), etsoit D
la droite telle que B.D =(x)+( ) + (2). Alors (2°, 3°, 2'°) est une p-spécialisation de (x, 3, z)
sur £°. On peut I’étendre & une p-spécialisation DD, ot D’ est une droite de PY.
Cette droite ne peut étre une composante de B°. En effet, dans ce cas, elle serait distincte
de DY et x° serait un composant simple de D°.B’; on aurait donc j°+ x°; donc les deux
droites D° et D°, qui contiennent x° et j°, coincideraient, ce qui est contradictoire. Donc
le produit d’intersection B®. D" est défini, et d’apres les propriétés de la réduction d’une
intersection de cycles, on a B°.D""= (x°) 4+ (»°) + (2’°). Ceci entraine D*=D° (car D°
et D’ coincident avec la droite qui joint les points x° et )° si ceux-ci sont distincts, ou
bien avec la tangente en x° & B’ §’ils sont confondus), d’ou 2= 2’.

Corollaire. — Supposons B° irréductible (dans ce cas B° est une courbe admettant au plus
un point double). Alors vy est p-morphique en tout triplet (x°, y°, z°) composé de points simples sur B,
et le point w®=5(x°, 3°, 2°) est également simple sur B°. La loi v définit sur ensemble & (B°)
des points simples sur B® une structure d’espace homogéne principal algébrique, défini sur K.

11 suffit en effet d’appliquer le lemme, en remarquant que le cycle D°.B® est défini
pour toute droite D° de Pj.

Proposition 2. — Soit B une courbe elliptique plane, définie sur k, et soit o la k-différentielle
sur B, invariante par translation. Alors, on peut normer o de maniére que son p-diviseur soit nul
(i.e. de maniére que « soit p-morphique et non nulle en tout point de o,(B) p-simple sur B).

Démonstration. — Soit en effet F(X,Y,Z)=o0 Iéquation de B, ou F est un
polynéme homogeéne de degré g de Panneau R[X, Y, Z], irréductible dans cet anneau.
On peut alors prendre pour o la différentielle induite sur B par I'une quelconque
des trois différentielles de degré 1

ox = (YdZ—ZdY)|(0F [6X), oy =(ZdX —XdZ)|(6F[5Y), et o= (XdY—YdX)/(oF[6Z)

sur le plan projectif P, (en effet, on voit sans peine que wy, wy et w, induisent la méme
différentielle sur B, et que celle-ci est dépourvue de poles et de zéros, donc coincide avec
la différentielle invariante sur B). Soit «°= (2, 5, z°) un point de p,(B), simple sur B, et
supposons z°#+ o. Alors, si on note f la fonction F/Z? sur P,, on trouve que la différentielle
0 =dfrnw,; sur P, est p-morphique et non nulle en u° et, plus précisément, qu'on a
00, = (d(X/Z)Ad(Y]Z))%. D’aprés les définitions du n° 13 du chapitre IeT, o est bien
p-morphique et non nulle en °.
Corollaire. — Toute courbe elliptique plane p-simple est p-minimale.

4. Choix d’un k-modéle de A.

On sait que toute courbe elliptique, définie sur un corps k, et possédant un point
rationnel sur k, est k-isomorphe & une courbe projective plane A de degré 3, ayant une
équation de la forme :

(1) YZ +0XYZ + pYZ2 = X* + «X*Z + BXZ2 + v Z,
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ou les coefficients A, p, o, B, vy appartiennent a k; si la caractéristique de k est différente
de 2, on peut trouver un tel modele pour lequel, de plus, on a A=p=o0; si la caracté-
ristique de k est différente de 2 et 3, on peut trouver un tel modele pour lequel
A=u=a=o0, Cest-a-dire un modéle de Weierstrass de A. La courbe définie par (1) passe,
dans tous les cas, par le point b= (o, 1, 0); plus précisément,  est un point d’inflexion
de A, admettant pour tangente la droite Z=o.

En particulier, on peut supposer, dans le théoréme 1, que la courbe donnée A est
une courbe plane projective définie par une équation de la forme (1); on peut supposer
de plus que les coefficients 2, p, «, 8, v, sont entiers (appartiennent a R).

Le cycle A” réduit (mod. p) de A a alors pour équation

(2) Y2Z 4 20XYZ 4 0¥ Z? = XP 4 a¥X°Z + B'X 72 + y'Z°

ou A% pf, o, B v° sont les éléments de £° réduits (mod. p) de A, y, «, B, v respectivement.
Ce cycle est toujours irréductible, i.e. admet une composante unique et simple; celle-ci
est une courbe de degré g, admettant au plus un point double. On le voit, par exemple,
en remarquant que le point 4°= (0, 1,0) de P est simple sur A%, et que A’ admet,
en ce point, la droite Z=o0 comme tangente d’inflexion.

5. Le groupe algébrique #(A?),

Convenons d’identifier Pouvert Z+ o de P, (resp. PJ) a P’espace affine S, (resp. S9)
par lisomorphisme qui, au point (%, y, 2), fait correspondre (x/z, y/z). Pour tout
triplet ¢, 7, s, d’éléments de R, nous noterons ¢, , ; le R-automorphisme de P, qui, au
point (x, y, z), fait correspondre (x -+ g¢z, y+sx+rz, z). Le plus souvent, ¢, r et s seront
des éléments de R; Pensemble des ¢, , , pour lesquels ¢, et s appartiennent a R est un
sous-groupe du groupe AutzP, des R-automorphismes de P,; nous le désignerons par H.
Si ¢eH, toute équation de la forme (1), a coefficients dans R, est transformée par ¢ en
une équation de la méme forme, également a coefficients dans R. Le sous-ensemble de H
composé des éléments dela forme ¢, ,=1{, , , est un sous-groupe de H, que nous noterons
H,. Les éléments de H sont aussi les éléments de AutyP, qui induisent sur S, les translations
a coordonnées dans R. Nous appellerons groupe additif (resp. groupe multiplicatif) sur k° le
groupe algébrique, défini sur £°, admettant comme variété sous-jacente la droite affine
(resp. la droite affine privée de I’origine), la loi étant I’addition (resp. la multiplication).
Ce groupe sera noté G, (resp. G,,).

Revenons a la courbe elliptique A définie par ’équation (1), a coefficients dans R.
Cette courbe admet une et une seule structure de variété abélienne admettant pour
origine le point b= (o, 1, 0), la loi de groupe étant définie par «,(x, ) =v,(*, b, »).
Il résulte du corollaire du lemme 1 que «, est p-morphique en tout couple (x°, »°) de
points de F (A%, et que oy définit sur F(A°) une structure de groupe algébrique.

Nous allons déterminer la structure de ce groupe (A%, en distinguant les trois
cas suivants :

a) A° est sans point multiple.

448



MODELES MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES 93

b) A’ a un point double & tangentes distinctes.

¢) A’ a un point de rebroussement.

Dans les deux cas b) et ¢), le point double de A° est rationnel sur %%, puisque £°
est parfait. On peut, en transformant A par un élément ¢, , du groupe Hj, se ramener
au cas ot ce point double est le point ¢*= (0, 0, 1) dePJ;onaalors p’=p"=+". De plus,
dans le cas ¢), la tangente & A’ en #° est également rationnelle sur £°. On peut, en trans-
formant A par un élément ¢,,, de H, se ramener au cas ol cette tangente est la droite
Y=o0; onaalors ’=p’=a’=p"=+"=0. On a, dans ces conditions, la proposition
suivante :

Proposition 3. — Le groupe & (A°) est k>-isomorphe : dans le cas a), @ la variété abélienne
admettant pour variété sous-jacente A°, et pour origine b°=p(b); dans le cas b), au groupe algé-
brique Yy des k*-automorphismes de la droite projective P qui laissent invariants chacun des deux
points en lesquels s’annule la forme quadratique Q (X, Y)=Y2-++1 XY —a'X? (cect implique,
en particulier, que & (A°) est isomorphe au groupe multiplicatif G,, sur Dextension (quadratique
au plus) k'° de k° engendrée par les racines V° et ¥° de I’équation U2 +2°U—ao”=0) ; danslecasc),
au groupe additif G,.

Démonstration. — Le résultat du cas a) se déduit immédiatement du corollaire
du lemme 1 du n° 2. ,

Dans les cas &) et ¢), notons ¢ 'application & (A% —P{ qui, & tout point (x, », z)
de F(A°), fait correspondre le point (x, »). Dans les deux cas, ¢ est un -isomorphisme
de & (A" sur un ouvert U® de Py.

Dans le cas b), U° est le complémentaire du couple de points défini par I’équation
Q(X,Y)=o0. Un calcul élémentaire permet de vérifier que 'image par ¢ du groupe
des translations sur &% (A°) est bien le groupe H,, défini dans I’énoncé. L’assertion relative
a ce cas s’en déduit aussitot.

Dans le cas ¢), U° est le complémentaire du point (1, 0), donc est isomorphe (pour
la structure de groupe algébrique transportée de celle de ¥ (A°)) au groupe additif G,.

6. L’invariant de A.

Rappelons qu’on appelle invariant d’une courbe elliptique A, définie sur %, un
certain élément j(A) du corps £ qui ne dépend que de la classe de A modulo les trans-
formations birationnelles; rappelons que cet invariant a pour valeur, dans le cas d’une
courbe de Weierstrass (A=p=a=0),

48
A) =2 ——
(8) =28 gy
et, plus généralement, dans le cas d’une courbe définie par une équation quelconque
de la forme (1)
_ (24 —a)’
88° 4 277 —gafy + %

(4) J(A
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ou 'on pose :

o =40+

B=2B+rp

Y =47+

§ = — B+ gay + pla—huB— Ny

(si la caractéristique de k est +2, on a §=£(E2——oc—y)).

En particulier, si k¥ est de caractéristique 2, on a
7\12
_p.4_’_)\3“3_'_;\462_'_)\4“2“_1_7\5“5_{_)\GY'

(5) J(A)

Si £ est de caractéristique 3, on a

; (o +2%)®
6 A) = )
(©) 7A) (— B+ 2 + (x4 W)*(B2— ay — o+ A 4 A%y)

7. Subdivision du probléeme. Modéles p-standard.

Lemme 2. — Soit A une courbe elliptique plane, définie par une équation de la forme (1), a coeffi-
cients dans R. Alors, il existe un entier m,, qui ne dépend que de A, tel que, pour tout R-automorphisme
YeH de P, les coefficients de Uéquation Y?Z +NXYZ + p'YZ2 =X3+ o' X?*Z + p'X7Z2 +y'Z?
de la courbe A’'={(A) uvérifient Uinégalité

(7) inf(o(w), 0(8"), v(v)) <m.
Démonstration. — Notons F(X,Y) le polynéme
FX,Y)=—Y?— 2 XY —uY + X2+ oaX?+ X +v.

Si ¢=1,,, ona lesrelations p' = (9F[9Y)(—¢q, —1'), p'—sp' = (F[0X)(—g, —1') et
v'=F(—g¢q, —1'), en posant r' =r—gs.

Or les polynomes F, oF/0X et 0F/dY n’admettent aucun zéro commun, puisque A
est sans point multiple. D’aprés le lemme 2 du n° 17 du chapitre I€T, il existe un entier m,,
indépendant de ¢, r et s, tel qu'on ait

inf(o(w"), 2(B'—su), 0(y")) <my

d’ou résulte I’inégalité (7).

Désignons par 3 le k-automorphisme du plan projectif P, qui, au point (x,y, z),
fait correspondre le point (#2x, £y, z). Observons que la transformée A,=3"(A) de A
par une puissance arbitraire & de § a encore une équation de la forme (1), dont les
coefficients appartiennent & £ pour tout %, et & R pour A>o.

Proposition 4. — Pour toute courbe elliptique plane A, définie par (1), il existeun entier h>o,
et un R-automorphisme YeH de P, tels que les propriéiés suivantes soient satisfaites :

(i) Les coefficients de I’équation Y°Z +NXYZ +p/ Y22 =X>+ o' X?*Z + 3'XZ2+y'Z? de
la courbe A’ transformée de A par le k-automorphisme 8™y sont entiers.
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(i1) La courbe A’ vérifie les conditions de Pun des cas a) ou b), ou sinon (cest-a-dire si A’
vérifie les conditions du cas c)) les coefficients X', p', o', B’, v’ appartiennent & p (i.e. sont de
valuation >1), et vérifient Pune des huit conditions suivantes :

(c1) o(y) =1

(c2) v(f) =1 oY) =2

(c3) v(p’) > 2 o(y) =22 o(Y') =2

(c4) o(p) > 2 v(p’) =2 o(y') >3 »(A") =6

(c5) o(p') >2 v(a) =1 o) >3 o(Y) >4

(c6) o(p') =2 v(a) > 2 () >3 oY) >4 o(v') =4
(c7) o(p) >3 v(a') =2 v(B') =3 o(Y') =25

(c8) o(p) >3 o(a') > 2 o(P’) >4 o(Y') =5

o Lon pose Y =p'>+ 4y
et A/ — 4313 _I_ 27Y/2 _|_ 4:a'lel__ ISM'@’Y'—G'ZBm

(v' et A’ sont les discriminants respectifs des polyndmes Y? + pu'Y —vy' et X3+ /X2 B'X +v').

Remarque. — 11 résultera de la propriété d’unicité du modele p-simple p-minimal
de A que les cas a), b), (c1), ..., (c8) s’excluent mutuellement; en d’autres termes,
pour A donnée, quels que soient £ et ¢, la courbe A’ ne peut vérifier les conditions que
d’un seul de ces dix cas. Au n° 8, nous donnerons, dans I’hypothése ou la caractéristique
de £° est différente de 2 et 3, une démonstration directe de cette propriété d’exclusion
mutuelle, résultant d’une caractérisation tres simple des casa), b), (c 1), ..., (c 8).

Démonstration. — Supposons que la proposition n’est pas vérifiée par A. Montrons
qu’on peut alors trouver un R-automorphisme {,eH de P, tel que les coefficients de
Iéquation de la courbe Aj={,(A) vérifient les inégalités

(8) o(M) =1, o(p1) >3 v(%)>2, o(B1) > 4 o(y1) >6.

En effet, notre hypothése implique que A ne vérifie les conditions d’aucun des
deux cas a) ou b). Donc A vérifie les conditions du cas ¢/, et on peut, comme on a vu,
se ramener au cas ou les coefficients 2, p, «, B, v sont de valuation >1. Comme A ne
vérifie, par hypothése, aucune des conditions (c 1), (c 2) et (c g), on a nécessairement
2(B)>2,v(y)>2 et, de plus, en posant p=pi™", Y, =v¢7% puis pj=op(), et vz=p(Y),
Péquation Y2+ pJY—+3 a une racine double 7j. Celle-ci est nécessairement rationnelle
sur £°. Soit v, un élément de R tel que ) =p(n;). En transformant A par le R-automor-
phisme ¢, de P,, on se raméne au cas ou 7/ =o0, C'est-a-dire ol I'on a 2(u)>2,
et u(y)=3.

D’autre part, A ne vérifie pas (c 4). Donc, si on pose ay=at™", By=Bt"% y,=vi"3,
et si on note o, By, v les éléments de A° réduits (mod. p) de a4, By, y; respective-
ment, ’équation X3®+4 «dX2?+ BIX +v2 ne peut admettre trois racines distinctes. L’une
de ces racines £} est au moins double; celle-ci est nécessairement rationnelle sur £°;
soit £; un élément de k tel que & =p(§;). En transformant A par le R-automor-
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phisme ¢, , de P,, on se raméne au cas ol £)=o0, C’est-a-dire ot v(B)>3 et v(y)>4.

Comme A ne vérifie pas (c 5), on a alors aussi v(«)>2. D’autre part A ne vérifie
pas (c 6); donc, si on pose w,=ut"% y,=yi"*% et si on note pI, v} les éléments de £°
réduits (mod. p) de p, et vy, respectivement, ’équation Y®+4 pJY—+? a une racine
double 73, qui est rationnelle sur £°. Soit 7, un élément de R tel que 73=op(7,). En
transformant A par le R-automorphisme ¢, s, de P,, on se raméne au cas o 73=o0;
ce qui implique o(p) =3, v(x)>2, v(B)=3 et v(y)=5.

Comme A ne vérifie aucune des conditions (c7) et (c 8), on a alors, en fait,
v(B)=4 et v(y)=6; notre assertion est donc démontrée.

La transformée A,=293"'(A]) est alors une courbe de P, ayant une équation de
la forme (1), a coefficients entiers.

En supposant toujours que A ne vérifie pas la proposition, montrons maintenant
qu’il existe, pour tout entier £>o0, un élément ¢, de H tel que la courbe A, =38""¢,(A)
de P, ait une équation de la forme (1), a coefficients entiers.

Raisonnons en effet par récurrence sur k. Le résultat vient d’étre établi pour
h=1. Soit {¢,_,;€H tel que la courbe A,_, =38 ®=3, (A) ait une équation de
la forme (1), & coefficients entiers. Puisque A ne vérifie pas la proposition, A,_; ne
la vérifie pas non plus. D’apres la premiére partie de la démonstration, il existe un
élément ¢, de H tel que les coefficients de A;=1{;(A,_;) vérifient les inégalités (8).
La courbe A,=3"1(A;) =871, (A,_y) =818~ *~1¢, _ (A) a alors une équation de la
forme (1), a coefficients entiers. Or si ¢ ={,,, est un élément quelconque de H, on a
3 =¢'3, avec ¢'=¢,,,, en posant ¢'=t?¢, 7' =1, et s'=ts. Donc ona SH3 'CH,
ou encore H3~'c3 'H. Donc on a bien A,=38""y,(A), avec {,ecH.

La courbe A; ={,(A)=2>%(A,) a alors une équation de la forme

Y2Z A NXYZ 4 Y72 = X8+ o X7 + B X 72+ v, 73,

avec o(N)>h, () >3k, 0(og) =2k, 0(B;) >4k, o(yz)>6h.

D’aprés le lemme 2, les inégalités vérifiées par v(y;), v(B;) et v(y;) entrainent, pour A
assez grand, une contradiction.

Proposition 5. — Supposons que A vérifie les conditions du cas b), i.e. que A° posséde un
point double & tangentes distinctes. Alors on a v(j(A)) =—m<o. Pour tout entier I, on peut
trouver un R-automorphisme ocH, de P, tel que I’équation de la courbe A’'=q(A) soit de

la forme
Y*Z 4+ 2AXYZ 4+ p'YZ2 =X3+ aX?Z + B'XZ2 4473,

ol tous les coefficients sont entiers, et avec v(p') =1, v(B’) =1
Si on a pris 1> —, on a alors v(y') =m (on dira alors que A’ vérifie la condition (b,,)).
2

Démonstration. — On peut, comme dans la proposition g du n° 5, supposer qu’on a
==y’ (i.e. que p, P et v sont de valuation >1). On a alors a’= (A°)®+ 40’ 0.

Montrons qu’on peut trouver deux éléments ¢,, 7, de R, appartenant a2 une méme
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extension £’ de £ de degré <2, et tels que la courbe Aj=¢,(A) transformée de A par
le R-automorphisme @,=¢,, de P, ait une équation de la forme

Y?Z 4 NXYZ = X3+ afX?Z + v, 2°

(wo et By nuls). En effet, si la caractéristique de £° est =2, Déquation de A}
est bien de la forme voulue, pourvu que ¢, soit 'une des racines du polynéme

P(U) =6U*— (¥ +4)U+)u—28, et quon ait r,—_(u—a,).

Or le polynéme réduit (mod.p) de P(U) est P°(U) =6U>—3°U. Puisqu’on a
8°+ 0, le polynéme P admet au moins une racine dans R, d’aprés le lemme de Hensel.
Il suffit de prendre pour ¢, cette racine.

Si la caractéristique de £° est 2, on a A’+o0; il suffit de prendre ¢,=—p/A, et
ro=1(q2+B)/n (et on a alors k'=k%). Notre assertion est donc bien démontrée dans tous
les cas.

Puisque ¢, et 7, appartiennent a R, on peut trouver des éléments ¢ et r de R aussi
voisins qu’on veut de ¢, et 7, respectivement pour la topologie p-adique. Comme les
coefficients de I’équation de la courbe A’=¢,(A) dépendent continiment de ¢ et r
pour cette topologie, on peut choisir ¢ et r de maniére que ' et B’ soient aussi voisins
qu’on veut de o et, en particulier, tels que »(B") > et o(p) >l

La relation 2(j(A))<o résulte des formules (4), (5) et (6), donnant Pexpres-
sion de j. D’aprés ces mémes formules, appliquées a la courbe A’, les relations

2(§(A)) = 0(j(A")) = —m, v(p')>-'§ et v(p.')>';” entrainent o(y’) = m.

Proposition 6. — Supposons que la courbe elliptique A, d’équation (1), vérifie la condition (c 5)
de la proposition 4 (v(p)>1, v(a) =1, v(B)=3, v(Yy)>4).

Alors il existe un entier m>1 et un R-automorphisme oeH, de P,, tels que les coefficients
de I’équation

Y?Z + AXYZ + p,’YvZ2 =X3 + a X327 + B'ng + lei}
de la courbe A’'=(A) uvérifient la condition suivante

s m=2n—I1,

v(p)zn+1 v(p)=n+2 o(y)z2en+2 v(¥') =2n+2
st m==2n,

ow)>nte  o(@)ndtz  o(y)zamts  o(3)=2n+4

(¢ 5m)

o Pon pose Y =p2+4y" et 5 =B2%—4a'y".

Remarque. — 11 résultera de la propriété d’unicité du théoré¢me 1 (ou des résultats
du n° 8, dans le cas ou la caractéristique de £° est différente de 2 et 3) que l’entier m
est uniquement déterminé par la donnée de A.
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Démonstration. — Appelons (c 5,,) la condition obtenue en remplagant, dans (c 5,,),

~

les égalités v(y') =2n-+2 et v(3') =2n-+4 par les inégalités strictes v(y')>2n+42 et
o(3)>2n+ 4.

Supposons que A ne vérifie pas la proposition, et montrons qu’il existe, pour tout
entier m>1,un R-automorphisme ¢,eH, deP,tel quelacourbe A, =0, (A) vérifie (c5,,).

Raisonnons en effet par récurrence sur m. Le résultat est évident pour m=1, car
il suffit alors de prendre A;=A. Soit ¢,_; un élément de H; tel que la courbe
A,_1=¢,_4(A) vérifie (c5, _,), et notons

Y?Z + 2 XYZ +w' Y22 =X3+ aXZ2 + B'X?*Z +y'Z3

Iéquation de A,,_,.

Pour m=2n (d’od m—1=2n—1), les éléments

/t— (n+1, (2n +2)

Moyt =W ) et Yonsa =Yt

de k appartiennent & R, et, si on pose ), =p(y, 1) €t Yr,2=0(Ysni2)s l€ polynome
Y24+ uw Y—v;0., a une racine double °. Celle-ci est rationnelle sur £°. Soit neR tel
que 7°=p(n), et soit

(9) Y?Z +2XYZ + ' YZ2 = X 4 aXZ2 + 8" X?Z 4" 73

I’équation de la courbe A, transformée de A, _; par I'élément ¢ a1 de H,. Cette

courbe A, vérifie encore la condition (c 5, _,), mais, cette fois, la racine double du
polynéme Y2+ "2 Y —v,0, , est nulle. Autrement dit, on a

o(p”)2n+2, et o(y")>2n+3;

on a aussi v(B")=n-+2, puisque B’ =pB’. Puisque A ne vérifie pas la proposition, la
courbe A,, ne vérifie pas (c 5,). Donc, elle vérifie (c 5,;,).

Pour m=2n—1 (d’ot m— 1 =2n—2), les éléments o; =at™!, B, =Bt " et
Yoni1 =Yt ®*Y de k appartiennent & R et, si on pose of =p(a;), 8%, =p(B,,.,) et
Yo o 1=0(Ysu+1)> le polynéme afX®-+8° X +vi0 ; a une racine double £°. Celle-ci
est rationnelle sur £°. Soit £ un élément de R tel que & =p(); ’équation de la courbe A,,,
transformée de A,,_, par I’élément g;n, de H,, est encore de la forme (9), et cette
courbe A, vérifie encore la condition (c 5, _,), mais, cette fois, la racine double du
polyndme ofX®+ B0 X +v, 0 , est nulle. Autrement dit, on a »(B")>n+2, et
v(y"")=2n+2; puisque p'”’ =u’, on aaussi v(u")>n-+ 1. Commela courbe A, ne vérifie
pas (c 5,), elle vérifie (c 5,,).

Notre assertion concernant l’existence de A,, pour tout m est donc démontrée.
Elle conduit & une contradiction, compte tenu du lemme 2. C.Q.F.D.

Nous dirons qu’une courbe elliptique plane, définie sur £, est p-standard si elle est
représentée par une équation de la forme (1), a coefficients dans R, et si elle vérifie
’une des conditions a), b,,), (c 1), (c 2), (¢ 3), (c 4), (c5,), (c6), (c?) ou(c8). Il résulte
des propositions 4, 5 et 6 que toute courbe elliptique définie sur £, et possédant un point
rationnel sur £, admet un k-modéle p-standard.
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8. Interprétation de la classification précédente lorsque la caractéristique de
kO est différente de 2 et 3.

Considérons deux courbes elliptiques planes A et A’, définies sur un méme corps k
de caractéristique =+ 2, et représentées respectivement par les équations de Weierstrass :

(10) Y?Z — X5 4 BXZ? 4 73
(11) YZ =X+ p'XZ24-y'Z3

On sait que, pour que ces deux courbes soient k-isomorphes, il faut et il suffit
qu’il existe un élément t de k tel qu'on ait B'=1"8, y'=1%; A’ est alors transformée
de A par le k-automorphisme de P, qui, au point (x, y, z), fait correspondre (7%, t°, ).

Soient j et j' les invariants respectifs de A et A’. Puisque A et A’ sont des courbes
elliptiques, les discriminants A =4f®+27v* et A’=4p"®+ 27y’? sont #o0. Notons k* le
groupe multiplicatif de k. Compte tenu des expressions de j et j' la condition d’isomor-
phisme précédente est équivalente a la suivante :

(*) j=Jj', et AJA’ est la puissance douziéme d’un élément de k.

Autrement dit, la donnée de la classe de A a un k-isomorphisme prés équivaut
a celle des deux invariants suivants de A :j=j(A), etl’image de A par ’homomorphisme
canonique k*—k*/(k*)™.

Dansle casotiona B+o0 et y#o (Cest-a-dire j+ o, et j+ 2°3°), la condition (*)
est équivalente a

(**) j=j', et v/y estle carré d’un élément de k"

La donnée de la classe de A a un k-isomorphisme pres équivaut alors a celle des
deux invariants suivants : j=j(A), et 'image de A par ’homomorphisme k*—k*/(k*)2

Revenons maintenant & la courbe A, définie sur £, du théoréme 1, et supposons
la caractéristique de £° différente de 2 et 3. On peut alors supposer que A est définie
par une équation de Weierstrass de la forme (10), avec § et y entiers.

Nous allons démontrer, comme il a été annoncé, que les différents cas considérés
dans chacune des propositions 4 et 6 s’excluent mutuellement, et donner une caractéri-
sation simple de chacun d’eux au moyen des invariants que nous venons d’introduire,

Soit en effet (A’, ¢) un k-modéle de A vérifiant les conditions de la proposition 4,
et reprenons les notations introduites dans cette derniére. Le R-automorphisme ¢;eH

. 1 )\12 “/ )\/ )
de P, défini par ¢, =1{,,., avec ¢;=- (oc' —1——) = et s = transforme A’ en
la courbe de Weierstrass A; d’équation 4
YZ =X+ B, X7 + v, Z3

ou B, et v; sont les éléments de R définis par

/

\BI“B ‘l"*;——g o'+ 4

(12) 2 ,+yu2 I( ,+k'2)2(ﬂ,+k’u’) + 2 ( ,+1’2)3
BN N PR MY L2 (e
nEY T T 4 2/ 2y 4
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Si A’ vérifie la condition b), on déduit des relations (12) que B, et y; sont des
éléments inversibles de R. D’aprés la propriété (**) précédente, U'entier u(y) est pair.
D’autre part, on a vu, dans la proposition 5, qu'on a 2(j)<o, c’est-a-dire j¢R.

Si A’ vérifie la condition (c 5), les relations (12) entrainent que B, et y; sont =+ o,
et qu'on a v(B;) =2, et v(y;) =3. D’apres (**), I’entier v(y) est impair. D’autre part,
la formule (4) du n° 6, appliquée a A’, permet de vérifier qu’on a »(j)<o, et plus préci-
sément que si A’ vérifie la condition (c 5,,), on a v(j) =—m.

Dans le cas ou A’ vérifie 'une des conditions a), (c 1), (c2), (¢3), (c4), (c6),
(c7) ou (c 8), on déduit des relations (12) que A, vérifie aussi cette condition. Or, si on
pose A;=4p}+27v;, les conditions a), (c1), (c2), (c3), (c4), (c6), (c7) et (c8)
entrainent respectivement v(A;)=o0, 2,3, 4,6,8,9 et 10 (mod. 12), d’ou l'on déduit
respectivement, compte tenu de (*), v(A)=o, 2, 3, 4, 6, 8,9 et 10 (mod. 12). Chacune
de ces conditions entraine d’autre part »(j)>o (c’est-a-dire jeR).

Les propriétés obtenues pour A dans chaque cas sont récapitulées dans le tableau
suivant. Ces propriétés s’excluent mutuellement, autrement dit chacune d’elles caractérise
le cas auquel elle correspond.

Cas (b,) | o(j)——m  oly) pair
Cas (c 5,) | 2(j)=—m o(y) impair
Cas (a) v(j)=zo v(A)= o (mod. 12)
Cas (c 1) — o(A)= 2 _
Cas (c2) | — oa)= 3 —
Cas (c 3) — o(A)= 4 —
;Jas (c 4) — v(A)= 6 —
Cas (c 6) — v(A)= 8 —
Cas (c 7) — oA)=9 —
Cas (c 8) — v(A)=10 —
Remarque. — On peut remplacer les propriétés »(y) pair et o(y) impair des cas b)

et (c5) par o(jA)=o (mod. 12), et »(jA)=6 (mod. 12) respectivement.
D’apreés les propositions 5 et 6 du n° 7, et d’apres les formules (4), (5) et (6) dun° 6
donnant Pexpression de j(A), on peut trouver des exemples montrant que la condition
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v(j)<o caractérisant le cas (b) ou (c 5)) n’est plus valable si k° est de caractéristique 2 ou 3.
En revanche, d’aprées la proposition 4, la relation o(j) =-—m a toujours lieu dans
le cas b,,), quelle que soit la caractéristique de £°

9. Indications générales concernant la démonstration du théoréme 1.

Le corps £° est supposé a4 nouveau de caractéristique quelconque. Nous allons
maintenant aborder la démonstration du théoréme 1. Il nous suffit, d’aprés ce qui
précede, de supposer que A est une courbe elliptique plane p-standard, définie sur £;
plus précisément, on peut supposer que A est représentée par une équation de la forme (1),
et qu’'elle vérifie 'une des conditions b,,), (c 1), (c2), (c3), (c4), (c5,), (c6), (c?)
ou (c8); en effet, le résultat est évident dans le cas a), puisque A est alors elle-méme
p-simple p-minimale. Commengons par donner quelques indications générales concernant
la méthode, le mode d’exposition, les notations utilisées.

La construction du k-modéle p-simple p-minimal de A sera toujours réalisée a
partir d’'un nombre fini de k-modéles plans (A, ¢;) (1<i<h) de A, tels que toutes les
composantes de A?=p(A;) soient génériquement p-simples sur A;; le nombre % de ces
modeles dépendra du cas considéré. On prendra pour (A,, 0) le joint de ces modeéles (A,, ¢;);
autrement dit, en désignant par z un point générique de A sur £, et, pour tout ¢, par g
le point générique correspondant u,=¢,(«) de A, sur £, on prendra pour A, le lieu sur &
du point u, =0(u) =u, X...Xu, du produit de & facteurs Pyx...XxXP,. Nous donnerons,
a priori, dans chaque cas, la liste des modeles (A, ¢;). Nous ne chercherons pas a justifier
le choix de ces modeles autrement que par la vérification, a posteriori, de la p-simplicité
et (grace aux propositions 1 et 2 précédentes) de la p-minimalité de A,. Bornons-nous
a indiquer que la méthode utilisée pour les obtenir a consisté & construire, dans chaque
cas, une suite de k-modeles (B;, ¢;) de A tels que chacun d’eux s’obtienne en faisant
« éclater » 'un au moins des points p-multiples du modéle précédent, par une transfor-
mation p-monoidale (ou R-équivalente a une transformation p-monoidale) du type
introduit au n° 25 du chapitre Ier.

On désignera toujours par w; la projection sur le ¢-ietme facteur, dans le produit
Pyx...xP,, et par {, le k-isomorphisme A,—A,; induit par ¢;. On a ainsi, pour tout z,
$;=9;00™1. On commencera par déterminer toutes les composantes du cycle A?=p(A)).
Si C° est une telle composante, il existe un i tel que =J(C°) soit de dimension 1, et,
par conséquent, soit I'une des composantes C] de A?. Soit alors & un point générique
de C? sur I'un de ses corps de définition ! contenant £°. D’aprés le choix des A;, le point u}
est p-simple sur A,. L’application ¢;':A,—~A, est p-morphique en uf, d’aprés la
proposition 8 du n° 11 du chapitre Ier, donc est p-isomorphique en ce point, et a pour
valeur un point générique «° de C° sur £°. Donc on a montré que toutes les composantes
de A? sont toujours génériquement p-simples sur A,, et obtenu en méme temps un
procédé permettant de déterminer un point générique de chacune d’elles. De plus, ceci
donne le coefficient de C° dans A? (égal a celui de C} dans A}). Dans tous les cas out ~>2,
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on donnera, dans un tableau, la liste de ces points génériques, chacun d’eux étant défini
par ses projections sur les différents facteurs du produit P,x...xP,.

On appellera sommet du cycle A tout point commun & plusieurs composantes de A?
(on verra que, si ’on excepte le cas (c 3), il passe par tout sommet exactement deux
composantes de A?, dont ce sommet est I'unique point commun). Dans chaque cas, les
sommets pourront étre déterminés par simple lecture du tableau donnant les points
génériques des composantes.

Pour vérifier la p-simplicité de A,, on appliquera fréquemment les deux remarques
suivantes :

Remarque 1. — Si la projection u?={?(«") d’un point «’€A? est un point p-simple
sur A; (resp. simple sur Aj), et si {; ! est p-finie en uf, alors «° est p-simple sur A, (resp.
simple sur A)); en effet ;' est p-isomorphique en u, d’aprés la proposition 7 du
chapitre Ier.

Remarque 2. — Notons, pour tout couple (i, j), A; le lieu sur £ du point u;xu,
dans le produit P,xP,, et {,; le k-isomorphisme A,—A; induit par m;xm; si, de
méme, la projection uXuj={(u") d’un point «’€AJ est un point p-simple sur A,
et,si ;' est p-finie en u{x ), le point u’ est p-simple sur A?. La condition de p-finitude
en u}Xu] est, en particulier, toujours satisfaite lorsque «° est un sommet, par lequel
passent exactement deux composantes C}, C) de A, telles que les projections =f(C})
et wj(C}) soient de dimension 1 (donc soient des composantes de A} et A? respectivement);
sinon, en effet, il passerait par #° une troisitme composante de A!J.

Pour vérifier la p-simplicité du point «)Xu sur A, on introduira alors des coor-
données locales &;, 7; (resp. £, 7;) de P, en ) (resp. «), et les fonctions &, v, (resp. &, 7;)
qu'elles induisent sur A;. L’idéal maximal m;=m(¥ x«, A;) de l'anneau local
o;=o(u) xu), A;) admet pour générateurs &, u;, &, v,, &. On explicitera, dans chaque
cas, les relations existant entre ces générateurs (déduites des équations de A; et A, et
des formules de passage des coordonnées de u; & celles de ) ; on vérifiera que le nombre
des générateurs de my; peut étre réduit a deux.

On vérifiera la p-minimalité de A, en utilisant la proposition 1 du n° 2 ou la
proposition 2 du n° 5. On prendra pour o la différentielle induite sur A par Pune
quelconque des différentielles wy = (YdZ—ZdY)/(0F|0X), wy=(ZdX—XdZ)[(oF[oY)
et ;= (XdY—YdX)/(0F[oZ) (cf. démonstration de la prop. 2), ou F est le polynome
Y2Z +2\XYZ 4 uY?Z — (X®+ aX?Z + pXZ2 4 vZ?). Ladifférentiellesur A, (resp. A,) trans-
posée de  sera désignée par w; (resp. w,).

Dans tous les cas ol certaines des composantes du cycle A} sont multiples, on
emploiera, pour les désigner, une notation telle que ,C°, ou ,Cj, I'indice de gauche étant
le coefficient de la composante considérée dans le cycle; on pourra donc écrire
A)=X,,¢,C}; dans les mémes conditions, un sommet qui est Iintersection de deux
composantes de coefficients ¢ et 7 sera représenté par une notation telle que ,,s°, ou 5.

A W, , B, v étant les coefficients de ’équation (1) définissant A, il sera commode
de poser, pour tout entier j, =1, p;=pt~’, q;=oat"7, B; =Bt 7, v;=y¢’ et, lorsque
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ces €léments sont entiers (i.e. appartiennent 2 R), de désigner par A}, uf, of, 87, v; les éléments
de £° réduits (mod. p) de A;, u;, o, B;, Y, respectivement.

Les points (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1) de PJ sont notés respectivement a°, 5°, .
Le k-automorphisme de P, qui, au point (x, y, z), fait correspondre (x, y, tz) est noté o.

10. Démonstration du théoréme 1 (cas (b,)).

2 2

(v@:o, o) >, o(@)>T, vm:m)

Rappelons que le point ¢"= (0, 0, 1) est ’unique point multiple (double, & tangentes
distinctes) de A’ Pour m=1, comme on a (F/at)?(c°)+o0, ¢® est p-simple sur A.

F1G. 1

Donc A est p-simple; donc A est p-minimale, d’aprés le corollaire de la proposition 2.

Supposons maintenant m>2. Posons m=2k, ou m=2kh+1 suivant que m est
pair ou impair. Pour tout entier i (1<i<A), la puissance i-iéme o' du k-automorphisme
de P, induit un £-isomorphisme ¢, : A—A; de A sur la courbe A; ayant pour équation

Y2Z 4+ AXYZ + 1, YZ2 = 13X+ aX?Z + BXZ2 40 78
On prend alors pour (A,, 0) le joint des modéles (A;, ¢;) de A (1<i<h).

Pour < ,f, le cycle réduit A} a pour équation
2
Y?Z +2XYZ = oX?Z

Il admet pour composantes les droites Z =o0, Y =v"X, Y =vX, ou +’ et ¥’ sont
les racines (distinctes) du polynéme U?+2°U—a°, déja considérées au n° 5. Le triangle
formé par ces trois droites a pour sommets les points ¢"= (o, 0, 1), &= (1,V%, 0) et
a)= (1, o).

Pour i:; (ce qui implique i=#h, et m=2h), le cycle réduit A}=A) a pour
équation

Y2Z 4 2XYZ = °X2Z + 3,72

~Y
Il admet pour composantes la droite Z=o0, et une conique non dégénérée C°.
Les points communs (distincts) & ces deux composantes sont a et ay.
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Le tableau suivant donne les composantes de A?, chacune d’elles étant déterminée
par un point générique, comme il a été indiqué plus haut. On note respectivement
w®, 1°, v° et 7° des points génériques, sur £°=£"(+’), desdroites Z=o0, Y =v*X, Y =v"X,
et de la conique ‘Ce.

Composantes Points génériques
Ccd WOXUWOXUOX oo X w®
C? 0" XA XA X e X a)
Co_, XX Ay X ay
Cc? EXEOX XX XA X Xa) Xa)
Ch_; EOXEX L XEXTOXAIK X aj X a}

(i—1 facteurs égaux a (")

1 OXEOXe X "X 0" xal

o har | XX XX xal

. Co XX N N

(si m=2h+1) o 0y [0 0y, 550
o OXEOX XX

(si m=2h) c X X e XX

Les sommets sont les m points suivants :

§="X"X... X"XalX ... xa}
S i1 =OXEX . . XX alX. .. X a]
(2<i<h) (i—1 facteurs égaux a ¢°)

et, si m=2h-+1,
91 =XEXe X ¢°

Chaque sommet appartient 3 deux composantes, et chaque composante contient
deux sommets; les composantes sont connectées a la fagon des c6tés d’un polygone (fig. 2).

Tout point de A? autre qu’un sommet se projette sur 'un des facteurs en un point
simple sur le cycle réduit correspondant; d’aprés la remarque 1 du n° g, un tel point
est donc simple sur A°. De méme, les sommets s, 55, et (si m=2k+1) s, sont p-simples
sur A,; en effet, les points ¢?, ¢} sont p-simples sur Ay, et, si m=2h-+1, le point ¢* est
p-simple sur A,.

Il reste & montrer que I'un quelconque des autres sommets, par exemple s} (2<i<k)
est p-simple sur A,. Pour cela, il suffit, d’aprés la remarque 2 du n° 9, de montrer que
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le point ¢®xa] est p-simple sur la courbe A, _,,=m,_,,(A,). L’idéal maximal m; de
lanneau local o;=0(c"xa), A;_, ;) est engendré par les fonctions &_,,n;_y, 0, G, £,
ou &_q,n;_, sont induites respectivement par les fonctions X; ,/Z,_, et Y,_,/Z;_,
sur le ({—1)-iéme facteur, et ot ;, {; sont induites respectivement par les fonctions Y;/X;—v
et Z,/X; sur le i-iéme facteur, v étant un élément de R tel que p(v) ="

De la relation u;=o(4;_,), on tire n;_,=E_,(n;+v) et t=E&,_,¢. En portant
ces expressions dans ’équation de A;_,, on obtient une relation de la forme

(2v+N)n=r&_1+s5G (mod. m7),

ol 7; et 5; sont des éléments de R. Comme on a 2" +2°+0, quelle que soit la caracté-
ristique de %%, on en déduit que m; est engendré par £,_, et ¢. Donc b, est régulier,

Fic. 2

i.e. ¢®xaj est p-simple sur A, ;. On a donc complétement démontré que A, est
p-simple.

D’autre part, d’aprés la proposition 2 du n° 3, appliquée & A;, entier v(CJ;, w;, A))
s’annule sur toutes les composantes C; de A. En remontant & A,, on en déduit que
Ientier v(C!, w,, A,) s’annule pour tout i. D’aprés la proposition 1 du n° 2, A, est donc
p-minimale. '

Déterminons maintenant la structure du groupe %,(A). D’aprés la proposition 3
du n° 5, Pensemble #(A°), muni de la loi «} réduite (mod. p) de «, , posséde une structure
de groupe algébrique, et ce groupe est isomorphe (sur P'extension £° de £°) au groupe
multiplicatif G,,. Or le k-isomorphisme 6 : A—A, applique p-isomorphiquement % (A°)
sur la composante de 1’élément neutre de S(A?) (i.e. la composante Cj, privée des
sommets s{ et s5,). Donc cette derniére est isomorphe 4 G,,, pour la loi «f réduite (mod. p)
de a,,. Donc la composante de 'origine %,,,(A) de %,(A) est isomorphe 4 G,,. La symétrie
x——x fait correspondre C; & C,_; (1<i<m—1). Il en résulte que toute translation
e (A) qui applique C) sur C) applique également CJ,_, sur C). Comme la translation
permute les composantes de A?, et respecte la connexion de ces composantes deux 4 deux,

elle les permute circulairement. Donc le groupe I'(A) =% (A)/¥9,,(A) est ¢cyclique d’ordre m.

p p0
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11. Démonstration du théoréme 1 (cas (c1), (c2), (c3), (c4)).

Cas (¢ 1) (v(y)=1). — L’unique point multiple "= (o, 0, 1) de A’est p-simple
sur A puisqu’on a (9F/2t)}(c°) +0. Donc A est p-simple. Donc A est p-minimale, d’aprés
le corollaire a la proposition 2 du n® 3. D’aprés la proposition 3 du n° 5, le groupe %,(A)
est £*-isomorphe a G,.

F1G. 3 F1G. 4

Cas (c2) (v(B) =1, v(y)>2). — On prend pour A, la courbe A;=0c(A), et pour 6
le k-isomorphisme A—A, induit par c. L’équation de A,=A, est :
(13) Y2Z +tMXYZ + p, Y22 = X3 + to, XPZ + B, X7 + v, 73

L’équation du cycle réduit A} est Z(Y?+ pw{YZ—BIX?—y37%) =o.

Ce cycle est décomposé en la droite C) (Z=o0) et une conique non dégénérée
(puisque Bj=0). Ces deux composantes sont tangentes au point a’= (1, 0,0) (fig. 4).
D’aprés I’équation (13), 4° est p-simple sur A,. Donc A, est p-simple. Donc A, est
p-minimale, d’aprés le corollaire 4 la proposition 2 du n° 3.

L’ensemble & (A®), muni de la loi «f réduite (mod. p) de «, est encore isomorphe
a G, sur le corps £°. Or le k-isomorphisme ¢ : A—A; applique p-isomorphiquement & (A°)
sur la composante de l’origine de & (A}) (la droite CJ, privée du point 4°). Donc ,(A)
est %-isomorphe & G,. Le groupe T'(A) =% (A)/%,(A) est d’ordre 2.

Fic. 5

Cas (c3) (v(B)>2, v(y)>2, v(y)=2). — On prend encore A,=A;. On a alors
Y=o, et (W)?+4ys+0. Donc AJ=A} est décomposée en trois droites distinctes
C) (Z=o0), C), C3 concourantes en a’. D’aprés I’équation (13), le point a° est encore

462



MODELES MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES 107

p-simple sur A;. Donc A; =A, est p-simple. Donc A, est p-minimale, d’aprés le corollaire
a la proposition 2 du ne 3.

Le groupe I'(A) est d’ordre g et, comme dans le cas précédent, %,,(A) est isomorphe
a G, sur £

Cas (c4) (v(p)=2, v(B)=2, v(y)=3, v(A) =6). — Notons ¢ le k~automorphisme du
plan projectif P, qui, au point (x, y, z), fait correspondre (#x, , £z). Les k~automorphismes ¢
et oc de P, induisent des k-isomorphismes ¢, : A—>A, et ¢, : A—A, de Asurles courbes
planes A, et A, respectivement définies par les équations

Ay YZ+\XYZ + tpYZ2 = 1X3 4 10, X*Z + 1B, X7 -+ ty, 22
A,| tY?Z 4+ 0, XYZ 4 0, Y22 = XP + 0, X?Z + 8,X 77 + Y52

On prend pour (A,, 6) le joint de ces deux modeles (A;, ;) et (A,, @,).

Le cycle réduit A? a pour équation Y2Z=o. Il est décomposé en les droites
Y=o (double) et Z=o. Les seuls points p-multiples sont les points a)= (£}, 0, 1),
(i=1,2,3) ou les &}, sont les trois racines (distinctes, puisque v(A) =6) du polynéme
X*+ X+ EX +y5=o.

Le cycle réduit A a pour équation

X3+ ) X7 + BIXZ2 +v3Z2 =o.
Il se compose des trois droites, distinctes et concourantes DJ (=1, 2, 3) respectivement
définies par les équations X—E)Z =o.

Les composantes de A? sont données par le tableau ci-dessous :

Composantes | Points génériques
.G w’ x 6
IC? (i:I’ 2, 3) a?xug
,C° "% b°

ou ¢° et »° sont des points génériques sur £° des droites Y=o0 et Z=o0 respectivement,
et ol « est un point générique de D} sur &) =£’(&)) (i=1, 2, 3). De plus, les compo-
santes ,C? (i=1, 2, 3) sont simples, tandis que ,C° est double.
Le cycle A? admet quatre sommets, qui sont les points :
55 =150 =0a"x b°
5] =195 = af X 0° (i=1,2,3)
En appliquant la remarque 1 du n° g, on voit que tout point de p,(A,) =supp Al

autre qu’un sommet est p-simple sur A,; de méme, comme a° est p-simple sur A, le
sommet sJ est p-simple sur A,.

Il reste & montrer que ’un quelconque des trois sommets s (i=1, 2, 3) est p-simple,
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ou encore que I’anneau local o,=0p(s), A,) est régulier. Or I'idéal maximal m, de cet
anneau est engendré par &;, 0y, &5, {p, £, 01 £, 1, &y, Cp sont les fonctions sur A, respec-
tivementinduites par (X,/Z,) —&;, Y;/Z;, X,/Y,, Z,/Y,, endésignant par &, un élément
quelconque de R tel que &) =p(&,). Compte tenu de A,=c(A;), on a les relations
Ea=0Co(E+E&y), et t=mC,. En portant dans I’équation de A,, on voitqu'ona v,em?,
donc que m; est engendré par £, et {,. Donc p; est bien régulier. Donc A, est p-simple.

La p-minimalité de A, s’obtient immédiatement au moyen de la proposition 2
du n° 3, appliquée a A, et A,, et du critére de p-minimalité (n° 2, prop. 1).

Le k-isomorphisme 6:A-—>A, applique encore p-isomorphiquement &(A°)
sur la composante de I'origine de &(AJ) (,C, privée du point sj). Le groupe ,(A)

Fic. 6

est donc isomorphe a G,. D’autre part, I'=TI'(A) est fini d’ordre 4. Si on pose
1L1=L(A)n,C) (i=1, 2,3) on voit, en appliquant a la courbe A, le lemme 1 dune 3,
que le .-morphisme B, : A, X A,—~A, défini par B,(x, ) =—(x+) applique ;%7 X,%
sur 5. Donc les éléments de I' respectivement représentés par les trois composantes
12 (i=1,2,3) de L(A?), ie. les trois éléments non nuls de I', ont pour somme o.
Donc I' est non cyclique.

12. Démonstration du théoréme 1 (cas (c35,)).

Pour tout entier j>o, on note o; le £-automorphisme du plan projectif P, défini
par o;=¢' pour j=2i—1, et 6;=e¢’ pour j=2i. Si u= (x,, ) est un point générique
de A sur £, le point #;=70;(x) admet donc pour coordonnées (x,, t'z) ou (tx,, £'2)
suivant qu'on a j=2¢{—1I ou j=2i.

Onpose h=m+2. Onnote A,, ..., A, les transformées de A par o, ..., s, respec-
tivement, et on considére les A-isomorphismes ¢, : A—A,, ..., ¢, : A—>A, respectivement
induits par oy, ..., 5,. On prend pour (A,,0) le joint des modeles (A;, 1), ..., (A, @)

Les courbes A,; _; et A, sont respectivement définies par les équations suivantes,
a coefficients dans R :

Agi_ 1| Y Z +t0XYZ + 1,YZ? = X3+ 10, X7 + B,XZ? + 15, Z°
Ay | (Y Z + M XYZ + Y2 = X3 4 0, X7 + B, _ X224y 23
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L’équation du cycle réduit A, , est toujours Y?*Z=o, sauf pour i=n-1,
si m=2n—1, auquel cas cette équation est Y?Z+4p), YZ?=~)  ,7° Le cycle
A),_=AJ, . ,=A) est alors décomposé en trois droites distinctes, concourantes en
a"=(1,0,0), a savoir celles respectivement définies par les équations Z=o, Y =17
et Y=7Z, ou 7 et ) sont les racines (distinctes, d’aprés (c5,)) du polyndéme
Q=Y+ 1Y + Yo, 10

L’équation du cycle A) est X*(X +alZ)=o0. Pour i>2, Péquation du cycle AS;
est toujours Y?Z=o, sauf pour i=n-+1, si m=2n, auquel cas cette équation est
Z(X?+Br o XZ 45, ,52%) =o0. Lecycle Ay, =AJ,  ,=A) estalors décomposé en trois
droites distinctes, concourantes en 5°= (o, 1, 0), & savoir celles respectivement définies
par les équations Z=o0, X =87 et X=E8"Z, ot £ et £ sont les racines (distinctes
d’apres (c 5,)) du polynéme Pi=aiX®+ @7 ;X +v5, 5

Pour m impair (m=-2n-+1), les composantes de A? sont données par le tableau
ci~-dessous :

Composantes Points génériques
.Co W XX XBOX . X 0’ X 6% X w°
Q9 TOXUWIK XWX oo X a® X w X a°
o, OXEOXa"XBOK . X a®x b°x a°
-Co EXEXEOXOX . Xa® X b x a"
(2i—2 facteurs égaux a ¢°)
2G4 XX XX XXX X b x a®
2CS; N XX XEXEXU KK X 8 x a®
(2i—1 facteurs égaux a ¢°)
s | OO XX KPR
.CS, EXEX X X "X u® x a°
.CS OXEEOX e X ¢ X ® X b9 x )
,Co OXEOX X "X "X b X Y

, . . ~, - .
dans lequel on désigne respectivement par a°, 8%, ¢, ¢}, b2, 82 les points (1, o, 0), (0, 1,0),
(0,0, 1), (—al, 0, 1), (0,7, 1), (0, 1%, 1) de Py; par °, o°, »° des points génériques sur £°
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des droitess X=o0,Y=o0 et Z=o0 respectivement; par %? le point (générique sur £°)
de la droite X 4-e)Z =0, défini comme intersection de cette derniére avec celle joignant c°
et »°; par o) et v des points génériques sur le corps £°(v?), des droites Y =7°Z, et Y =77
respectivement.

En supposant toujours m=2n—1, les sommets de A? sont les points

$8=1250=1C0n,C) =a"%Xb"Xa®XEX..... X a®x b°x a°
=105 =1C0n, 0  =TIXEXa"XEX. . ... X a® X b%x a®
$5=1559=1C00,C0 ="X XXl X c® X b a°
55 =195 =1C0n,C% . | ="X XX ..o X ¥ X B X a®

et, pour tout ¢ tel que 1<i<n—1,
S 1= aasmi 1 =000 Ch =X "X ... XXX XX ... xa XX a°
(2i—1 facteurs égaux a ¢°)
Sy =aasy =900n 0%, =" XX .. XXX XX . .. X a® X X a®
(2i facteurs égaux a ()

Pour m pair (m=2n), les composantes de A sont données par le tableau ci-dessous :

Composantes Points génériques
G WX XXX X X B0 x w®x 8°
.9 TOXUWIX X' Xa % .o X 10° X a® X 0°
Ko OXOXa XXX X8 x a®x b°
,Co EXUEXAOXEOK XK. X b X a® % b°

(2i—2 facteurs égaux a (")
2Coi 1 XX XEX XXX, . X B0 xa® X b°

,Co; EXEX XXX KX X xa® ) B

(2i—1 facteurs égaux a ()

B | OXOKe e XXX
2Con i1 EOXEOX e X X "X 0° X b°
.CS EOXEOX XX "X alXul
Ko EOXEOX et XX "X a?xul
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ou les notations a’, 8 ¢°, ¢, u°, 2°, w’, u? ont la méme signification que précédemment; ou,

de plus, on désigne respectivement par a et a? les points (€2, 0, 1) et (82,0, 1); par « et u?

des points génériques, sur le corps £°(£2) des droites X =£8"Z et X =E%Z respectivement.
Les sommets de A sont alors les points :

$0=1050=1Cn,C0 =a"XB'XaXEOK.. ot X 8 X a®x b°
=10 =001, 0 =TIXBEOXAXEOK . X B X a® X b°
Sg =105 =1C0n,C0 | =" X" XX X ¢® X a®x b°
53 =195 =1C3N,C0 L 1 ="X XX o Xe® X alx b

et, pour tout ¢ tel que 1<i<n
o1 =s55i_1=25C0; _1MyCoL=c"X "X ... XX B Xa" XX ... x 8" xa"x b°
5o =ty =2C5n,00 L =" XX .. XEOXEXAXEO K. . XX a® X b°
Quelle que soit la parité de m, les composantes de A? sont connectées comme
I'indique la figure suivante :

Fic. 7

Les composantes ,C! (i=o, 1, 2, 3) sont simples, tandis que les ,C} (1<j<m+1)
sont doubles. La remarque 1 du n° g permet de vérifier que tout point de A? autre qu’un
sommet est p-simple sur A,; de méme, le sommet sJ est p-simple sur A,, puisque a° est
p-simple sur A,.

Vérifions la p-simplicité des autres sommets.

p-simplicité de s?. — 11 suffit de montrer, d’aprés la remarque 2 du n° g, que ’anneau
local o, =p0(c?x5°% A,,) est régulier. Or I’idéal maximal m, de cet anneau est engendré
par £, ny, &, G et t, ou &, my, &, {, sont les fonctions sur A,, respectivement induites
par (X,/Z))—oy, Y1/Z,, Xs/Y,, Zy/Y,. Ces générateurs sont liés par les relations
Eo="{Uo(, + &) et t=m,C;. En portant dans I’équation de A,, on obtient =;,=£,%,
(mod. m3). L’idéal m, est donc bien engendré par deux éléments : &, et {,.

p-simplicité de s et s3. — Montrons par exemple que s3 est p-simple sur A?. Pour m
impair (m=2n—1), il suffit de montrer que I’anneau local p,=0(b)Xa’, A, || ... est
régulier. L’idéal maximal m, de cet anneau est engendré par &, ;1,7 4 15 M1 2> Gn 42 €L 0U
1o Mmat> N2 €t G 4o sontinduites respectivement par X, 1/Z, 1, (Yo i1/Zp 1) — N>
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Yoio/Xnio €t Z, o/X, 15 (n,étantunélémentde R tel que 1% =p(7,)). On ales relations
Mnt2="bmi2(M+Mmy1) €t =&, ,C, ,. Enportantdansl’équationde A, ,, onobtient
#yEm 1 1 = (20 + ) M4 1Em 42 (mod. m3). Comme on a 27 + pl+ o, Iidéal m, admet pour
générateurs v, ., et £ ..

Pour m pair (m=2n), ilsuffit de montrer que ’anneaulocal o;=o0(a)x 6% A, 1, 1)
est régulier. I’idéal maximal m; de cet anneau est engendré par &, .., 15 &poos
Cnie €t t, ou les quatre premiéres fonctions sont induites respectivement par
(Xps1/Zms1) =8 Yoi1/Zim 15 Knyo/Ymps €t 2, 5[Y,. .o (E, étant un élément de R tel
que £)=p(£,)). Onalesrelations &, ,= (& +&,.,)C .0, €t t=n,_..{, . ,. En portant
dans ’équation de A, ,, onobtient v, ;= (20,8, + B, 2)é +1Cms e (mod. mz®). Doncm,
est engendré par & ., et (. ,.

p-simplicité de sy;_, . — Il suffit de vérifier que I’anneau local 0,;_, =0(c* X °, Ay;_, )
est régulier. Or I'idéal maximal m,_, de cet anneau est engendré par ¢, et par les
fonctions &, |, My, £y Gy Tespectivement induites par X, /Zo_y, Yo y/Zoi_ys
XY, et Zy[Y,,. Ces fonctions sont liées par les relations &, =E,, L., et t=1y_ L.
En portant dans I’équation de A,;_;, on obtient =, _,=4:E% , (mod. m3,_,). Donc
my_, est engendré par &, , et .

p-simplicité de 53;. — Il suffit de vérifier que 'anneau local 0y =0(c"Xa’, Ay o)
est régulier. Or l'idéal maximal m, de cet anneau est engendré par f, et par les
fonctions &3, My, Nip 15 Goiqy Tespectivement induites par Xoi/Z,,, Yo,/ Zy;, Yo, o 1/ Xoi 0 et
Zo; 1/Xoi 1. On ales relations vy, =100 +1 €t ¢=8,Cy. 1. En portant dans I'équa-
tion de A,;, on obtient o,&; =75y, (mod. my;). Donc my,, est engendré par ny; et Ly ;.

On a donc compleétement démontré que A, est p-simple. En appliquant la propo-
sition 2 du n°® 3 & chacune des courbes A;, on voit que lentier v(C}j, w;, A;) s’annule
pour toute composante C} de AJ. En remontant aux composantes correspondantes de A?,
on en déduit, compte tenu de la proposition 15 du n° 16, que I’entier v s’annule sur toutes
les composantes de A?. Donc, d’aprés la proposition 1 du n° 2, A, est p-minimale.

Comme dans le cas (c 4), le groupe %,(A) est k’-isomorphe a G,, et le groupe
fini T'=T(A) est d’ordre 4. Si on pose ;7= FL(A)Nn,C! (i=o0,1,2,3), on voit, en
appliquantalacourbe A, =A,, | ,, lelemme 1 dun® 3, que le .-morphisme B, : A, X A,—A,,
défini par B,(x,9) =—(x+») applique &} X, &3 sur ;&3 ou sur &} suivant que m
est pair ou impair. Pour m pair, les trois éléments non nuls de I' ont pour somme o,
donc T est non cyclique. Pour m impair, il existe deux éléments non nuls distincts de T’
ayant pour somme o, donc I' est ¢yclique.

13. Démonstration du théoréme 1 (cas (c 6)).

(o(w)>2 v(a)>2 v(§)>3 o(Y) >4 o(v) =4)

On note, comme dans le cas précédent, A,, A, et A, les transformées de A par o,
Gy, O3, €t Oy, @p, @5 les k-isomorphismes A—A;, A—A,, A—A; induits respectivement
par o;, 65, 63. Lesimages u;= q,(u) (j=1,2,3) d’un point générique u de A sur &k sont donc
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uy = (%, 9, 12), uy= (ix, 9, 1*z) et uz=(x,, t*z). On considére, d’autre part, la courbe A,
lieu sur £ du point u, = (#?, tyz, t%2%). On prend pour (A,, 0) le joint des quatre modéles
(Al’ Cpl)a (Az; <P2)9 (A33 <P3)a (A49 <PAI)’ Les équations I'CSPCCtiVCS de Al’ A2: A3> A4 sont :

Ay YZAH0,XYZ 4+ 19,YZ? = X3+ o, X2Z + 128X 722 + 12,78
Ag| Y Z A 0NXYZ +19,YZ2 = XP+4 t0,XPZ + 1B, X7Z2+ ty,7°
Ayl YZ+0XYZ + pYZ2 =X 20, X7 4 18, X72 + v, Z°

Ay| (Y24 1Y Z — 1, X7 — v, 722 = tX2Z (— 0 Y + X + B,Z)

Les cycles réduits A} et Aj ont respectivement pour équations Y?Z=o0 et X’=o.
Le cycle réduit A} a pour équation Z(Y*+ pdYZ +v3Z%) =o. 1l se décompose en les trois
droites Z=o, Y=uZ, et Y=m)Z, ou 7) et 13 sont les racines (distinctes, puisque
v(3') =4) du polyndme Y2+ pJY—~vi=o0. Le cycle réduit A} a pour équation
(Y2 4+ wYZ—~3Z%%=o0. 1l se décompose en les deux droites (doubles) Y =v3Z, et
Y =%)Z. Le tableau suivant donne les composantes de A?.

Composantes | Points génériques
.G w® X B® X w’ X a
.CY "X b xa® xa
e X bYX ) X b
,Cd X b xa® x v}
.CS X BX VI X B
,C3 @ X bI% a® X 7Y
;C° P xXu’x a®xa’

ot a°, b°, &%, b2, B9 désignent respectivement les points (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0,79, 1),
(0,3, 1); % o°, »° des points génériques sur £° des droites X =0, Y=0, Z=o0 respec-
tivement; 0 et 29 des points génériques sur £°(n) des droites Y=mnZ et Y=7mZ
respectivement.

Les sommets sont les points :

0__ 0___ 0 0__ 0 0 0 0
59 =150 =1C0n Co=a" X’ x a’ X a

= Ol Gl = O B X
59 = 1059 = 1C3n ,C =" X B X a® X Y
5§0 = 9380 = ,CIN 3CO = "X B X @ X a°
510 = 5557 = ,CIM 3, CO = "% b X a” X &°
50 = 9gs0 = ,CIN ,CO = (* X b X a® X @
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Les composantes de A sont connectées comme I'indique la figure 8. Conformément
aux conventions du n° g, chacune d’elles est notée avec un indice de gauche égal A son
coefficient dans A?. D’apres la remarque 1 du n° g, tout point de I'une des composantes
1CY (1=0, 1, 2), ,CJ, 3C° autre qu’un sommet de Al est p-simple sur A,; de méme,
puisque a° est p-simple sur A;, le point s) est p-simple sur A,.

Montrons qu’un point de I'une des composantes ,C?, ,CJ autre qu’un sommet est
p-simple sur A, (la remarque 1 du n° g ne suffit plus car A possede, en général, des
points p-multiples sur A, autres que °, 4 ou 8?). Soit «J un tel point. Supposons, par
exemple, qu’on ait u)e,C?. Ce point est de la forme u)=c"xbxa"x1), ot »)eP) et

-] <
|co 102
o 0
20" 2C2
]
C
3
)
2C1
(-]
1C 1
Fic. 8

ona 2)= (8, 73, 1) avec £+ 0. Soient &, et n, des éléments de R tels que & =p(&,) et
N0 =p(ne). Ilsuffit (n°g, remarque 2) de vérifier que ’anneau local p,=0(a’x 2}, A,) est
régulier. Or son idéal maximal m, est engendré par ¢, et par les fonctions g, {5, &,, 7, res-
pectivement induites par Y;3/X;, Z3/X;, (X,4/Z,) —Eq, (Ya/Zy) —mo. Ces générateurs sont
liés par les relations 1, =3(no+7,) et t=0(Ey+E,). En portant dans ’équation de A,, on
obtient une relation de la forme (27, -+ o)y = &, + %3 (mod. m2), avecaet beR. Comme
on a 273+ ps+ o, l'idéal m, admet pour générateurs &, et ;. Donc o, est bien régulier.

Il reste 2 prouver la p-simplicité des points ¢, 53, 5., s1°, s5°.

p-simplicité de s? et s3. — Pour montrer, par exemple que s est p-simple sur A,,
il suffit de vérifier la régularité de ’anneau local o, =0(a’x 8}, A,;,). L’idéal maximal m,
de cet anneau est engendré par ¢, et par les fonctions ng, 3, &, 7, induites respec-
tivement par Y,/X,, Z3/X;, X,/Zy et (Y4Z,)—n,. Ces générateurs sont liés par les
relations 1, ="03(ny+1.) et t=0%,. En portant dans I’équation de A;, on trouve
(219 + o) na = G384 (mod. m®). Comme on a 2n)+p3+o0, l'idéal m, est engendré par L et &,.

p-simplicité de s. — 11 suffit de vérifier la régularité de I’anneau local
0, =0(c"x 8" A;y). L’idéal maximal m; de cet anneau est engendré par f, et par les
fonctions &,, 1, &, s respectivement induites par X,/Z;, Y,/Z;, X,/Y, et Z,/Y,. On a
£y =80y, et t=m,%. En portant dans’équation de A,, on trouve 7, =%,E (mod. m’).
Donc m, est engendré par &; et C,.
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p-simplicité de 5;° et 5;°. — Pour montrer, par exemple, que s;° est p-simple sur A,,
il suffit de vérifier la régularité de ’anneau local o; = 0(8)x a°, A,,). L’idéal maximal m;
de cet anneau est engendré par ¢ et par les fonctions £;, n,, 3, ¢, respectivement induites
par X,/Zy, (Yo/Zy) —mg, Yu/X, et Z4/X,. On a les relations n; =, (ny+1,) et t =7E2

452 ¢
En portant dans I’équation de A,, on obtient &;= (2%, + py){m, (mod. m;®). Donc m;

est engendré par ), et ,.

On a donc démontré la p-simplicité de A,. D’aprés la proposition 2 du n° 3, et
compte tenu de ’expression de la différentielle invariante «, on voit que w, ne s’annule
sur aucune des composantes ,C (i=o, 1, 2), ,C) et ;C° de AJ. Il reste a vérifier que o
ne s’annule sur aucune des autres composantes. Montrons, par exemple, que w. ne
s’annule pas en s} (ni, par conséquent, a fortiori, sur ;C)). Cela revient & montrer que la
différentielle wg, sur A,, transposée de w ne s’annule pas en a®x4}. Utilisons les mémes
parameétres v, {3, &4, 14 que dans la démonstration de la p-simplicité de s, respectivement
induits par M, =Y,/X,, C3=2Z4/X,, &,=X,/Zs, Ma=(Ys/Z,)—n,. Notons m, Iidéal
maximal de ’anneau local 0, = 0(a” x 4}, P, X P,). D’aprés les calculs précédents, parmi les
éléments de D, qui s’annulent sur A, figurent f, =t—C2%,, f;=Ns— (N, + 74) s, €t une
fonction de la forme fy = (2ng + wo) My — Csbs + g3, avec ggems. Les p-différentielles de
JisJos S5 en a®x b} sont linéairement indépendantes. D’autre part, w,, est induite par la
différentielle @y = —dTs/(27585 + 10, C3 + woC2) sur P,xP,. La différentielle

03y = wy Adfindfyndfy

est de la forme d¥,ndE,ndmzndm,(1+g), avec gem,, donc 0y est p-morphique et
non nulle en a®x4}; il en est donc de méme de w,,, d’aprés les définitions du n° 13
du chapitre Ier. On a donc bien démontré la p-minimalité de A,.

Le groupe %,,(A) est encore isomorphe a G, sur le corps £° et le groupe fini I'=T'(A)
est d’ordre 3.

14. Démonstration du théoréme 1 (cas (c 7)).
(0(w) >3, o(x) 22, o(B) =3, o(Y)>5)

On note respectivement ¢;, ¢,, 93, ¢ les k-isomorphismes ¢, : A=A, ¢, : A—>A,,
o5 ¢ A—>A,, @ : A—>A, induits respectivement par o,, o,, o3, o6,. Les images
u,=o¢;(u) (j=1,2,3,4) d’un point générique u de A sur £ sont donc u;=(x,, 12),
uy = (tx, 9, °2), uy = (x, , t°2), uy= (tx, y, t32). On considére d’autre part la courbe A; lieu
sur k£ du point u; = @y(u) = (¢*x%2z, ’x, t*2%). On prend pour (A,, 0) le joint des modeles
(A;, @1)s -« +5 (Ag, @5). Les équations respectives des courbes A;, A,, Az, Ay, A; sont
Ay Y2Z A+ t0XYZ 4 2p,YZ2 = X3+ 120, XPZ + 2B X 72 + 13y, 22
A,| Y2Z + i0MXYZ + 2u,YZP = XP+ 10, X7 + B X7 + 1%y, 27
Ayl YPZ A4+ tMXYZ 4 tpaYZ2 = 2X3 + P20, XPZ + 18, X2 + ty 2P
Ay YPZ +HtMXYZ 4 tusYZP = tX3+ 10, XPZ + B XZP+ vyZ°
Ag| YR X—Y)¥Z* + tX3(XY + 1522 —AYZ)? + X Y?Z? (ap X — s Z)? —
— 6tXYZ (2, X — g Z) (B3 X —Y) (X?+ v522—\YZ) =0
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Les cycles réduits A}, AJ, A}, A} et A? ont respectivement pour équations Y?Z =o,
XP=o0, YZ=o0, Z*(BX+viZ) =0 et Y(RX—Y)*Z*=o.
Les composantes de A, sont données par le tableau suivant.

Composantes Points génériques
ey WX b x w® X 8° X b°
2CY ?° X 8"xa® xb° xb°
3G9 @ Xu®xa® xb° xb°
.C° ® Xc®xa® xb° xu
,C° ® Xc®xa® xuw’xa
,C ® Xc® xa® x b xw°
oY ® X X® x b xc°
el ¢ X XTOXTOX

ol ’on désigne respectivement par a°, #°, ¢°, @° les points (1, 0, 0) (o, 1, 0), (0, 0, 1),
(—+?2, 0, B2); par «, °, w° et w° des points génériques sur £° des droites X =o0, Y=o,
Z=o0, et BIX—Y =o0 respectivement, et, en notant (x°, 0, 2°) les coordonnées de 2°,
par 4° le point (générique sur £°) de la droite B}X++yJZ=o0 ayant pour coordonnées
— B, (R, (R,
Les sommets sont les points :

1250 = 100N ,Cl = a"x b x a® X 6% x B°

0350 = 00N ;G =" X 6 X a® X b° X B°

3050 = 3CIN 0= "X "X a® X O x b°

2150 = 5C0N ,CO = "X *x a® X b x a°

aa50 = 5C0n,CO = "X "X a® X B X ¢°

035y = 5CIn ;CI =" X "X a® X B0 X °

1250 =100 ,C= "X *X@°x b* X °

~0

ot ¢? est le point (1, B3, 0).
Les composantes de A? sont connectées comme I'indique la figure ci-contre (fig. 9).
La remarque 1 du n° g permet de voir que tout point de I'une des composantes Gy,
209, 5G9, ,C° ,CO ,C8, ,C}, autre qu’un sommet est p-simple sur A,; elle permet de voir
également que les points 1559, 5,5° sont p-simples sur A,.

472



MODELES MINIMAUX DES VARIETES ABELIENNES 11y

Montrons que tout point de 4Cf autre que 'un des sommets 4,5}, 557 est simple sur A,
(la remarque 1 ne suffit plus, car la composante B3X =Y de A? peut posséder des points
p-multiples sur Ay, autres que ¢°). Un tel point est de la forme ¢*x¢®xa®x8°x %], ot )
est un point de P{ qui est lui-méme de la forme w)= (1, 83, &), avec L+ o0. Soit ¢ e®R,
tel que =0p(%,). Il suffit, d’aprés la remarque 2 du n° g, de vérifier la régularité de
Panneau local py=0("xu), Ay;). Or, 'idéal maximal m, de cet anneau est engendré
par ¢, et par les fonctions &,, ¢, 75, {;, induites respectivement par X,/Y,, Z,/Y,,
(Y5/X;5) —Bs et (Z5/X;)—U,. Ces générateurs sont liés par les relations ¢, =E3(%, +4),
et t=£,0(Bs+7;5). Onendéduit, en portant dans ’équationde A,, Bs&, =5 (mod. m2)
ce qui montre que m, est engendré par deux éléments : &, (ou 7;) et .

Lo G
(]
Lo &
] (]
Lo L
L
o
2C
Fi16. 9

Le calcul fait dans le cas (c 6) pour établir la p-simplicité du point ,,s) est encore
valable. Il reste & vérifier la p-simplicité des points 3,59, 45% 2357 €t 157.

p-simplicité de 45. — Il suffit de vérifier la régularité de P’anneau local
2400 = D(c* X 8% A,5). L’idéal maximal z,m, de cet anneau est engendré par ¢, et par les
fonctions &,, n,, &5, {5, respectivement induites par X,/Z,, Y,/Zy, X;5/Y5, Z5/Y5. Ona
les relations E,=Emm3, et t=mn,8,{;. En portant dans ’équation de A,, on obtient
{5 =E2n, (mod. 5,mg). L’idéal ,,m, est donc engendré par &; et u,.

p-simplicité de 5s°. — Il suffit de vérifier la régularité de l’anneau local
20 =0(0"xa% Ay). L’idéal maximal ,,m de cet anneau est engendré par ¢, et par les
fonctions &,, ¢4, ms, {5, respectivement induites par X,/Y,, Z,/Y,, Y5/X;, Z;/X;. On a
les relations ¢, =83, et ¢t=Em{;. En portant dans ’équation de A,, on obtient
Bsls =Ems (mod. ,ym?). Comme on a B30 (d’aprés (c7)) lidéal ,,m est engendré
par &, et ;.

p-simplicité de 5s?. — 11 suffit de vérifier la régularité de 530, =0(a’ X%, A;5). L’idéal
maximal .1, de cet anneau est engendré par ¢, et par les fonctions 73, &3, &5, 15 , respec-
tivement induites par Y,/X,, Zs/Xs, X5/Zs, Y5/Z5. Ona ny3=0Cn, et t=mns{s¢s. En
portant dans I’équation de A;, on obtient 75’ = B3£; (mod. y3m?), d’olt on déduit que p5m1,
est engendré par {3 et &;.
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p-simplicité de 1o57. — Il suffit de vérifier la régularité de 1,0,=0(a°x 8’ Ag,).
L’idéal maximal ;,m; de cet anneau est engendré par ¢, et par les fonctions &, =3, &,, ¢,
induites respectivement par (X,/Z,) —2’0 (en posant E0=~Y5/B3), Yi/Zg, X4/Yy, Z,/Y,.
On a £4=Q(€0+E3) et t=mny,. En portant dans I’équation de A;, on obtient
N5 = Bstsls (mod. ,m?). Donc lidéal ;,m, est engendré par &, et &,.

On a donc terminé la démonstration de la p-simplicité de A,. D’aprés la propo-
sition 2 du n° 3, et compte tenu de ’expression de la différentielle w, on voit que w. ne
s’annule sur aucune des composantes ,CJ, ,C, ;CJ, ,C° ,CY, ;C! de A?. Pour montrer
que ©, ne s’annule sur aucune des deux autres composantes, il nous suffit de vérifier
que o, ne s’annule pas en 4%, i.e. que la différentielle w; sur A, transposée de o est
p-morphique et non nulle au point ¢° (1, B3, o).

Or, en posant 1; = (Y5/X;) — B3, C5=Zs/Xs, et mMy;=m(7T° P,), on trouve que w;
est induite par w;=wo;/MC:, ol @, est un élément de D'(T?, P,) (i.e. une différentielle
sur P,, p-morphique en 7°), tel qu’on ait ] =B2(15d&5— Csd7;s) (mod. MEDY (TP, Py)).
D’apres I’équation de A;, il existe, d’autre part, une fonction f sur P,, p-morphique
en ¢° s’annulant sur A; de la forme f=pX%¥—73Ci(1+g), avec gem,. On en tire
wshdf=—B2dnsndCs(1 +h), avec hemy. Donc 05=wszAdf est p-morphique et non
nulle en T° Comme, d’autre part, la p-différentielle de f en 7° n’est pas nulle, w; est
p-morphique et non nulle en ¢°.

Donc, notre modéle (A,, 6) est bien p-simple p-minimal. Le groupe %, (A) est
encore isomorphe a G, sur le corps £, et le groupe fini T'=T'(A) est d’ordre 2.

15. Démonstration du théoréme 1 (cas (c 8)).
(0(w) =3, o(a)>2, o(B) >4 o(Y) =5)

On considére les mémes modeéles (A;, ¢;),- .., (A5, ¢5) de A que dans le cas (c 7),
respectivement obtenus en prenant pour u;=¢; (u)(j=1,2, 3,4, 5) les points u, = (x, y, iz),
uy = (tx, 9, 122), us = (%, 9, £22), uy = (tx, 3, £3z), us = (342, y’x, #*z%). On consideére d’autre
part le k-modéle (Ag, ¢g) de A obtenu en prenant pour gg() le point ug= (#4’, %%, t%°2%).
Les équations respectives de A;, A,, A;, A, A; sont :

Ayl YZ+0MXYZ + PpYZ2 =1X2 + 20, XPZ + 838, X7 + 3, 72

Ay| Y Z A+ M XYZ + Y22 = X3P + 10, XPZ + 1B, X7 + 1y, Z°

As| YZA4+NXYZ A+ tps Y72 =12X3 + Pa, X7 4 °8,XZ° + tysZ°

Ay| (Y2 Z +0XYZ A+ tpYZP = tX3+ 0, X?Z + 1B, XZ2+ v,Z3

Ag| Y(tBX —Y)*Z! + tX*(XY + v5Z°—AYZ)? + X Y?Z? (0, X — 3 Z)* —

—6tXYZ? (0, X — 3Z) (18, X —Y) (X2 4 v5Z2— M, YZ) =0

On trouve d’autre part que celle de Ag est obtenue en annulant un polynéme P,

homogeéne et de degré 11, de la forme

P(X,Y, Z) = Y(X —Z)° -+ ty3X2Z° + tYP, + 2P,
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ou P, et P, appartiennent & R[X,Y,Z]. (On voit immédiatement, sous cette forme,
que P est irréductible dans R[X, Y, Z]).

Les cycles réduits A}, A%, AJ, A, A?, AJ ont respectivement pour équations Y?Z =o,
X3=o0, Y?Z=o0, Z*=o0, Y'Z'=0, et Y{(X—Z)°*=o0.
Le tableau des composantes de A? est le suivant :

Composantes Points génériques
1Co w” X B X w® X B X b° X b°
2Co ?° X 8xa® xb° x b xb°
ey ¢® Xu®xa® xb® x b xb°
,C° ¢® X" xa® X0 xu®x b
sC° ¢ X" xa® xb° xa® xul
¢C° ® xc®xa® xb® xa® xo°
4C° ¢ % xa® xw’xa® xa
JC0 ® X xa® xb x® xc®
,C2 ® X xv® xb® x® xc°

ou lon désigne respectivement par a°, b°, ¢° les points (1,0, 0), (o, 1,0), (0,0, 1) et
par «°, o°, »°, u} des points génériques sur £° des droites X =0, Y=o0, Z=0 et X=7Z.
Les sommets sont les points :

105° = 109N ,C = a® X 8% X a® X B X 6° x b°

038" = 5CIN ;Cl = " X B" X a® X B° X B X B°

348" = 3C0N G0 =" X ¢ X a’ x "X b* X &°

550 =400 CO =" X xa®x b° xa®x b°

565 = 5C0NgCl =" X " Xa"x " xa®x ¢}

365" = 302N CY = ¢ X * X’ x 6°x a’ X a’

165" =4CYNgCO=¢* X ® xa"x b xa’x ¢

018" = 0PN, O = ¢® X ¢® X a®x b X ¢® X °
ou ¢{ est le point (1, 0, 1) de P,.

Les composantes de Al sont connectées comme 'indique la figure ci-apres.
La remarque 1 du n° g permet de voir que tout point de 'une quelconque des
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composantes ,Cq, ,CJ, 3Cf, 5C°, ,C} autre qu’un sommet est p-simple sur A,; elle permet
de voir également que 1,5° et 4s° sont p-simples.

Considérons un point de ,Cf (resp. ,Cf) autre qu’un sommet. Un tel point est
de la forme ¢®x ¢ a®x 6% X wfx c® (resp. ¢” X ¢® X a® X 8° X vy X ¢°), avec wl= (1, 1], 0) (resp.
vp=(1,0, %), ol g (resp. L) est un élément non nul de ¥. Soit 7, (resp. &,) un élément
de R tel que ny=p(ny) (resp. {=p(%,)). D’apreés la remarque 2 du n° g, il suffit de
montrer que le point #°Xw) (resp. 4°x°) est p-simple sur A,;. L’idéal maximal ,m,
(resp. ym{) de anneau local de ce point sur A,; est engendré par ¢, &, ¢y, 15 (resp. 7;),
G (resp. G5), ol &4, Gy, M5, M5, C5, & sont les fonctions sur A,; induites respectivement par

1C°
(]
ZC°
3Co
3 o o
I.Co ] 201
o o
SC° o lpa
< |
| .
3C
F1G. 10

XalYas ZafYs, Y5/Xs5, (Y5/X5)—n05 Z5/Xs5, (Z5/X5)—Co. Or on ales relations =&,
et t==E¢ms=E35¢5. En portant dans ’équation de A,, on en tire ;= y;{E, (mod. ;m3)
(resp. =&, (mod. ;m?). Donc lidéal ;m, (resp. ,m,) est engendré par &, et {; (resp. &,
et 7).

Considérons de méme un point de ;C° (resp. ¢C°) autre qu’un sommet. Ce point
est de la forme ¢®xc®xa® X 6 X a® X ud, (resp. "X ®xa® X 8 Xa®X 1)), avec uly= (1, g, 1)
(resp. 8= (1,0,7)), ou 7 (vesp. &) est un élément #o (resp. o et 1) de . Pour
montrer que ce point est p-simple sur A,, il suffit de vérifier la régularité de ’anneau
local 50 =0(8"%ul), Ayg) (resp. ¢0=0(b"X 1), Ag)). Soit nyo (resp. {o) un élément de R
tel qu’on ait %), =p (1) (resp. §=p(%,)). L’idéal maximal ;m (resp. gm) de ;0 (resp. ¢0)
est engendré par ¢, &,, ¢, ng (resp. ng), et g (resp. &) ou &y, &y, g, Mg, Gg» Gg sONL les
fonctions sur A, respectivement induites par X,[Y,, Z,/Y,, Y¢/Xs, (Ye/Xe) —mM0s
(Zg]|Xe) — 1, (Zg|/Xg) —Co- On ales relations ¢ =E3(1+4), t=E¥me. En portant dans
’équation de A,, on obtient une relation de la forme w;,0¢=§, (mod. ;m?) (resp.
60 (Co— 1) =&, (mod. gm?)). Donc I’anneau local zm (resp. gm) est engendré par &,
et mg (resp. & et &).

La p-simplicité de ,,5° et 4,5° résulte des calculs déja faits dans le cas (c 7). Il reste
a vérifier la p-simplicité des sommets 455%, 365% 165° €t 545"
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p-simplicité de 45s°. — 11 suffit de vérifier la régularité de I’anneau local
150 =0(a" X 8% Ay). L’idéal maximal ;sm de cet anneau admet pour générateurs ¢, et les
fonctions 7, {5, &, G, respectivement induites sur Ay par Y5/X;, Z5/X;, Xq/Y et Zg/ Y.
On a les relations {y=";{ et t=7£,. On endéduit, en portant dans I’équation de A;,
Cs=E&g (mod. ;sm?). Donc l'idéal ;zm est engendré par &, et v;.

p-simplicité de 4s°. — Il suffit de vérifier la régularité de l’anneau local
360 =0(0"Xa’ Ag). L’idéal maximal ggm de cet anneau est engendré par f, et par
les fonctions &,, §,;, 74, G, respectivement induites sur Ay, par X,/Y,, Z,/Y,, Y¢/X,,
Ze/Xs. On a {=E¥; et t=Em. En portant dans ’équation de A,, on trouve
N6 = — Ystals: (mod. ggm?). Donc zsm est engendré par &, et .

p-simplicité de ,°. — Il suffit de vérifier la régularité de Panneau local
160 =0(a" X% Ag). L’idéal maximal ,0 de cet anneau est engendré par ¢, et par les
fonctions v, {5, &5, mg respectivement induites sur Ay par Y;/X;, Zs/ Xy, Xe/Zg, Yo/Zs-
On a wny=Usme, et t=mnE30 =1 C¢. En portant dans I’équation de Ay, on trouve
N6 = Y5605 (mod. ,gm®). Donc 4 est engendré par & et {s.

p-simplicité de 5,5°. — Il suffit de vérifier la régularité de o0 =0(a®x ®, Ay;). L’idéal
maximal ,;m de cet anneau est engendré par £, et par les fonctions v, {3, &5, 7z respecti-
vement induites sur Ag; par Y;/Xg, Z3/Xs, X;/Z5, Ys5/Zs. On ales relations ny = E2n;,
et t=C%m;. En portant dans 1’équation de A,;, on obtient wn}=rvy{%5 (mod. 5,m®).
Donc ,,m est engendré par g, et &;.

On a donc complétement démontré que A, est p-simple. D’aprés la proposition 2
du n° g, et compte tenu de ’expression de o, on voit immédiatement que , ne s’annule
sur aucune des composantes ;C, ,C, ;C9, ;C°, ,CJ. Pour vérifier que w, ne s’annule pas
non plus sur les quatre autres composantes, il nous suffit de vérifier que o, ne s’annule
en aucun des deux points 4% 4% ou encore que la différentielle wyg transposée de «
sur Ay ne s’annule en aucun des deux points a®xb° et a°xc’

Utilisons les mémes parameétres n;, 5, &, Gg» &¢»> Mg que dans la démonstration de
la p-simplicité de ces deux points; ces parametres sont induits respectivement par
Ns=Y5/Xs, Cs=25/X5, &o=X/Ys, Co=2Ze[Ys, E;=Xg/Zg, M= Yg/Zs. Introduisons
les anneaux locaux .0 =0(a’X 5% PyxP,) et ,0=0(a"%xc’ P,xP,); soient respecti-
vement M et ,M leurs idéaux maximaux.

Parmi les éléments de ’anneau 4,0 qui s’annulent sur Ay figurent f; = C;—%,C,
et des fonctions de la forme f,="Cs—Eq4(1+4g,) et fy=t—3E4(1 4+ g5), avec gyesm>
et gseim. D’autre part oy est induite par une différentielle de la forme
G =—d(Ts86) MIEL(1 +g), avec gegm. La différentielle 0= wAdfadfyadfs sur
P,xP, sexprime sous la forme dEqnd7mzndCsndlq(1+h) avec hegzm. Donc 6y est
p-morphique et non nulle en &°x%°. Donc, puisque les p-différentielles de f;, f5, f5 en
ce point sont linéairement indépendantes, et, d’apres les définitions du n° 13 du
chapitre 1T, w4 est p-morphique et non nulle en a®x 8°.

Parmi les éléments de l’anneau local ,0 qui s’annulent sur Ay figurent la

fonction f=w;—{sns, et deux fonctions f;, f; qui sont respectivement de la
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forme fy =n3—v;Els(1+85) et fi =t—vsE'To(1+E+g), avec giegem, et PRI
D’autre part, wj est induite par une différentielle o} sur P,xP, de la forme
co56 =d(E¢Ts) [ (vsEeCi(2— €4+ '), avec g em®. La différentielle 0} = wlghdfy ndfindf;
s’exprime sous la forme 6j=—dladEqndnsadny(1+k), avec K e,m (remarque :
pour le calcul de 6, on doit examiner & part le cas ol & est de caractéristique 2; ceci
est lié au fait que chacune des deux composantes de A? passant par le point ,s° a un coeffi-
cient pair dans A?). Donc 0; est p-morphique et non nulle en a®x¢°. Puisque les
p-différentielles de f, f;, f; en a”x¢® sont linéairement indépendantes sur £°, et d’aprés
les définitions du n® 13 du chapitre IeT, wg est p-morphique et non nulle en a®xc°.
Donc notre modéle (A,, 0) est bien p-simple p-minimal. Puisque ,CJ est la seule
composante simple de A, le groupe %,(A) est isomorphe & G, sur k%, tandis que le
groupe I'(A) est réduit & un seul élément.

16. Démonstration du théoréme 2 (cas d’un corps global).

Nous avons démontré que si A est une courbe elliptique plane, définie sur £,
p-standard (au sens introduit au n° 7), il existe un k-modéle p-simple p-minimal (A,, 0)
de A, tel que 67':A,—~A soit un R-morphisme. De plus, ce modéle a été obtenu a
partir de A, a un R-isomorphisme prés, au moyen d’un nombre fini de transformations
p-monoidales : ceci résulte immédiatement, en effet, des formules qui définissent ce
modele, dans chacun des cas a), b,), (c 1), (c2), (c3), (c4) et (c5,); pour voir qu’il
en est de méme dans les cas (c 6), (c 7), (c 8), on peut, par exemple, remarquer que (A,, 0)
ne différe que par un R-isomorphisme du modele (A;, 6’) de A obtenu en remplacant,
dans le cas (c 6), le point u,= (4%, tyz, *2%) de P, par le point uy = (2% tyz, *7%, 5*) de P,
et, dans chacun des cas (c 7) et (c 8), les points uy = (£x%z, y%x, t%2%) et ug= (t'x°2z, y*x, t4°7?)
respectivement par les points

u, = (835°2, ¥°x, 2%, 335, 0°, 182%) et ug= (t'%°z, )%, tY222, 3x4, 4, 11924
de P.

Soit maintenant K un corps global, et soit A une courbe elliptique définie sur K.
11 existe, comme on sait, un sous-ensemble fini Sy de S=G(K) tel que A soit strictement
non dégénérée (mod. p) (donc tel que A)=p,(A) soit une courbe elliptique sans point
multiple), pour tout peS—G,.

D’autre part, pour tout sous-ensemble fini S’ de &, on peut trouver un K-modele
plan de A qui est p-standard pour tout pe&’. Il existe, en particulier, un K-mod¢le
plan (A, ¢,) de A qui est p-standard pour tout peS,.

Soient py, ..., p, les éléments de S,. D’apres ce qui précede, et d’apres la propo-
sition 25 du n® 26 du chapitre Ier, on peut, pour tout i (1<i<m), trouver un K-modele
(A;, 6,) de A, qui est p,-simple p;-minimal, tel que 6; ' soit un R,-morphisme, et tel
que 6; soit un R -isomorphisme pour tout qe& distinct de p;.

Le joint des K-modeles (A;, 6;) est alors un K-modele (A’, ¢) de A, qui est p,-simple
p;-minimal pour tout ¢ (1<i<m).
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Soit maintenant &, un sous-ensemble fini de S—&, tel que p,(A’)=A; soit
strictement non dégénérée (mod. p) pour tout peS—S,—S;. D’apres le théoréme 2*
du chapitre II, et d’aprés la proposition 25 du n° 26 du chapitre Ier, il existe un
K-modeéle (A,, ¢) de A’ qui est faiblement p-simple p-minimal pour tout peS;, ettel que ¢
soit un R -isomorphisme pour tout geS—&;.

Montrons que A, est p-simple p-minimale pour tout pe@. En effet, pour peS,,
A’ est p-simple p-minimale, et ¢ est un R -isomorphisme. D’autre part, pour peG—G&,,
A, est faiblement p-simple p-minimale (soit par construction de A,, si peS;, soit parce
que A’ est strictement non dégénérée (mod. p), si peS—S;—S;). Or, pour peS—G,,
A est strictement non dégénérée (mod. p), et le groupe %,(A) est isomorphe & A’=p(A),
regardée comme une variété abélienne de dimension 1. Si on pose A%=p(A)), le
groupe #(A?) est également isomorphe & %,(A). Ceci implique, en particulier que &(A?)
est une variété compléte. Donc F(A?) coincide avec 'une des composantes de A?.
Par définition du symbole &, elle ne peut rencontrer les autres composantes de AJ.
Comme p,(A,) =supp A? est connexe, F(Al) est donc 'unique composante de Al.
Donc A, est strictement non dégénérée (mod. p). Donc A, est bien encore p-simple
p-minimale.

Remarque. — La démonstration précédente peut étre simplifiée dans le cas ou le
corps global considéré K est un corps de nombres algébriques. Dans ce cas, en effet,
on peut choisir le modeéle plan (A,, ¢,) de maniere qu’il soit p-standard pour tout pe@.
Si alors (A’, ) est le joint des k-modéles (A,, 0,) de A,, construits comme précédemment,
A’ est automatiquement p-simple p-minimal pour tout peS, et la derniére partie de
la construction devient inutile.

17. Tableau récapitulatif.

Nous résumons dans le tableau ci-aprés les résultats de la discussion intervenant
dans la démonstration du théoréme 1.

Dans la colonne 1 sont énumérés les différents cas rencontrés dans cette discussion,
et qui donnent lieu & une réduction dégénérée de A,. Dans la colonne 2, on reproduit
les relations qui caractérisent une courbe elliptique plane p-standard (n° 7, prop. 4, 5 et 6)
dans chacun de ces cas. Rappelons qu’une telle courbe est définie par une équation de
la forme

(1) Y2Z 1 AXYZ + uYZ2 = X? + aXZ + BXZ2 + yZ?

ol A, u, , B, y sont des éléments de R; rappelons aussi que dans le cas b) (resp. c)), les
coefficients ., B, v (resp. A, ¢, , B, y) sont de valuation >1, i.e. appartiennent a p;
comme dans les n% 6 et 7, on pose a=»+4a, ¥=u’+4y, S =@?— 40y, eton note A
le discriminant du polynéme X*®+4aX®+BX+v.

Dans la colonne 3, on indique la caractérisation de chacun des cas considérés
lorsque la caractéristique de £° est différente de 2 et 3, pour une courbe elliptique plane
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quelconque A (non nécessairement p-standard) représentée par une équation de
Weierstrass

(r0)

(cf. n° 8). On pose alors A=4p%+ 27y et on note j invariant de A.

Y?Z = X? 4 BXZ2 4 Z?

Dans la colonne 4, on reproduit la figure représentant la connection des compo-
santes (et, éventuellement, les points multiples) du cycle A!; les chiffres représentent
les coefficients de ces différentes composantes).

Dans les colonnes 5 et 6 sont indiquées respectivement la structure du groupe

Yw(A) (composante de lorigine de %,(A)), et celle du groupe fini commutatif
T(A) =G,(A)]F(A)-

Struc Ordre
G téristi Caractéristiqu UC et struc-
WP ows R
v(a) =0 m=1 m quelconque
o(j)=—m Ny m
Cas (b, m m TR )
v(y) pair TS
z)(Y) =m (m composantes)
v(j)=o0 \
Cas (c 1) o(y) =1 o(A) =2 G, I
(mod. 12)
W)zo || ,
Cas(c2) [a(B)=1 o>z | oa)=3 G | 2
(mod. 12)
N> 1 1
wg)z2 oz | IO
Cas (c 3) o o(A) =4 G, | 3
oY) =2 (mod. 12)
) >
oz a@ze | CUEO L L) 4
Cas (c 4) S AY—6 v(A)=6 G, (n?n cy-
U(’Y) Z3 Z)( )‘ (mod 12) l { [ l 0 clique)
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Struc Ordre
Caractéristi Caractéristi " et struc-
R |CTET) ews e
v(a) =1;
si m=2n—1, 4
o(w=n+1 o) =n+2 7 2 c2Ne X3 (cyclique
5 mantae| 90) =—m |3 ! el
Cas (c5,,) | 2(Y) >2nt+2 o(y) =2n+2 G, | b
si m=2an, ;(lfru;
> S v(y) impair pair)
Z)(y.) 2 v(’ﬁ‘) nt2 (m-+1 composantes doubles)
o(y) 22n+3 o(8)=2n+4
o(p)>2 v(a) =2 2(j) >0 1 '
2 2
Cas (c 6) |v(8)>3 o(y) 2 4 v(A)=8 . " G, 3
2(7) = 4 (mod. 12) —t
N \ .
ow>3 o) e Wze |, 2 |
Cas (¢ 7) N v(A)=9g 34, 3 G. | =
2(B)=3 o(y) 25 (mod. 12) 2
) ‘. 2
o(r) =3 o(a) > 2 w(y)>o B 2 G
Cas (c 8) v(A)=10 5 N a !
\ > A — __\_6
WB)ze D=5 od. 1) >
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