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SUR UNE CLASSE D'ESPACES ^INTERPOLATION
par J.-L. LIONS (Paris)
et J. PEETRE (Lund) (1)

INTRODUCTION

Soient \ et A^ deux espaces vectoriels topologiques, tous deux contenus dans un
même espace vectoriel topologique séparé j^, l'injection de A .̂ dans j^ étant continue,
î==o, i.

Pour commencer nous considérons le cas où les A^ sont des espaces de Banach.
On appelle espace intermédiaire tout espace de Banach A tel que A^nAiCAcAo+A^.
Les problèmes considérés ici gravitent autour de la question suivante : \ et A^ étant

donnés, construire des espaces intermédiaires, de façon à ce que la propriété d9 interpolation
par rapport aux applications linéaires ait lieu, autrement dit : si A est construit à partir du
couple {AQ, A^} et si B est obtenu par la même construction à partir d'un deuxième
couple d'espaces de Banach {B^, B^}, alors toute application linéaire continue de A^
dans B^, i==o et i==i , applique continûment A dans B.

De telles constructions existent en assez grand nombre; nous étudions ici F une
de ces méthodes, conduisant aux espaces de moyennes que nous avons introduits dans
J.-L. Lions-J. Peetre [24].

Le chapitre Ier contient les définitions principales, deux définitions équivalentes
des espaces de moyennes S(j&o, Ço, \; j&i, Ci, \); on montre que les espaces S ont la
propriété d'interpolation (n° 3). Le cas des applications multilinéaires est brièvement
indiqué au n° 4 et le n° 5 contient quelques propriétés immédiates des espaces S.

Le chapitre II contient deux nouvelles définitions (équivalentes) des espaces S;
en gros, on y remplace les intégrales par des séries, les espaces L^ÇA^), L^AjJ {fonctions If
à valeurs dans des Banach) sont remplacés par ^(A^) [suites P à valeurs dans les A^);
on montre l'équivalence des définitions.

Sous des hypothèses raisonnables sur les A^, le dual d'un espace intermédiaire
ayant la propriété d'interpolation est un espace intermédiaire pour les A '̂ (dual de A,)
avec la propriété d'interpolation; il est donc important de chercher le dual de S; on
montre au chapitre III que le dual de S(^o, Çg, Aç ', p^y Ç^, A,) est identifiable

(l) Les A. ont été soutenus par l'Interpol.



6 J.-L. L I O N S ET J. P E E T R E

à S(^o, Ço, AQ; p[, Ci, A^), I/A+ i/A'^ I ^ donc /^ rf^a/ rf'z^ ^a^ ^ moyennes est encore
un espace de moyennes, (Notre raisonnement initial ne donnait qu'incomplètement le
résultat lorsque po ==p^ == i ; une modification de ce raisonnement a permis à M. A. Persson
d'obtenir aussi le cas ?Q ==j&i == i; c'est la méthode de M. A. Persson que, avec son
accord, nous suivons ici, au chap. III, n° 3.)

Une question également importante est de voir si les espaces de moyennes entre
des espaces de moyenne sont encore des espaces de moyenne. (C'est le problème de la
réitération.) Nous montrons au chapitre IV que la réponse est positive. Nous introduisons
dans ce chapitre IV des espaces plus généraux que les espaces de moyennes (espaces
de classe Jf^Ao, Ai), Jf^Ao, Ai), J^ÇAo, Ai)) ; nous montrons un théorème de réitération
pour ces espaces. Nous vérifions que les espaces S sont de la classe J^^Aç, Ai) pour un 6
convenable; nous montrons aussi que les espaces obtenus par la méthode complexe
(A.-P. Calderôn [3], [4]; J.-L. Lions [21]) sont de la classe jr^Ao, Ai). Nous terminons
(n° 3) par un analogue « abstrait » du théorème de Marcinkiewicz [26].

Le court chapitre V étudie les propriétés d'inclusion et de compacité; par exemple
si AçCAl avec injection compacte, alors ScAi avec injection compacte.

Une fois les propriétés principales des espaces S obtenues, un problème important
est l'étude des rapports entre ces espaces et des espaces intermédiaires obtenus par
d'autres méthodes : méthode de E. Gagliardo [6], méthode dite des traces (Lions [18] [19]),
méthode complexe (et d'autres!).

La comparaison avec l'une des méthodes de Gagliardo est faite dansj. Peetre [29].
Nous montrons ici (chap. VI) l'identité des espaces de moyennes avec les espaces de traces.
Il faut bien noter que cela ne réduit pas l'une des méthodes à l'autre; les espaces

de moyennes considérés ici utilisent des fonctions poids exponentielles, les espaces
de trace introduits dans Lions [19] utilisent des fonctions poids polynomiales et alors
les méthodes conduisent aux mêmes espaces. Mais l'on peut introduire d'autres poids,
tant dans les moyennes que dans les traces, et alors les espaces obtenus n'ont plus de
raison de coïncider. Nous avons très brièvement indiqué d'autres poids dans Lions-
Peetre [24]. Une idée quelque peu analogue a été systématiquement utilisée dans
G. Foias-J.-L. Lions [5] pour la détermination de « tous » les espaces de Hilbert inter-
médiaires entre deux espaces de Hilbert.

Une fois l'équivalence obtenue, on en déduit évidemment certaines propriétés
des espaces de traces, généralisant et simplifiant des résultats de Lions [19] [20].

Ce résultat d'équivalence est important dans la « pratique » des problèmes aux
limites où les espaces interviennent sous la forme d'espaces de traces.

Le chapitre VII étudie des exemples. Nous n'avons nullement cherché à développer
tous les exemples possibles (il y a d'ailleurs dans cette direction une foule de problèmes
non résolus!); nous avons brièvement étudié au § i les espaces de moyenne entre les L^,
ce qui conduit aux classiques théorèmes de M. Riesz [33] et Marcinkiewicz [26]. Le § 2
étudie le cas où Aç est le domaine d'un opérateur non borné S dans l'espace Ai,
S étant une puissance d'un générateur infinitésimal d'un semi-groupe. Ceci nous conduit
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à établir quelques formules ayant peut-être un certain intérêt en soi. On retrouve ainsi
et on complète des résultats de Lions [18] (les résultats de l'article (V) n'entrant toutefois
apparemment pas dans le cadre présent) ; cela fournit également des démonstrations
nouvelles de certains résultats de Nikolski et de nombreux auteurs soviétiques (Becov,
IPin, Lizorkin, Solonnikov, Uspenskii, etc.); cf. le travail Nikolski [27]. Pour les
applications aux problèmes aux limites, renvoyons à Lions-Magenes [23] (dont certains
points peuvent être simplifiés avec les résultats du présent travail) et certains travaux
de Schechter. Cf. Schechter [34]. Pour les applications à la théorie constructive des
fonctions, renvoyons àj. Peetre [30].

Enfin le chapitre VIII indique très brièvement comment on peut étendre les espaces
de moyenne au cas où les A^ ne sont pas des espaces de Banach et donne quelques
exemples simples.



CHAPITRE PREMIER

DÉFINITION ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS
DES ESPACES DE MOYENNE

i. GÉNÉRALITÉS. DEUX DÉFINITIONS ÉQUIVALENTES

i.i . Soient Ag et A^ deux espaces de Banach, tous deux contenus dans un même
espace vectoriel topologique séparé ^ / , les injections de A,(î==o, i) dans ^ étant
continues. En abrégé :

A^Cj^, z==o, i,

où ici et dans la suite le signe C signifiera : inclusion avec injection continue. La norme
dans A^ sera désignée par |[ ||^ .

On considère les espaces A^nAi et Aç+Ai (espace des ae^/ de la forme
a==ÛQ4-a^, û^eA^); munis des normes respectives

( I - 1 ) IHlA.nA.-max (|H|^||a||j

et

(I^) llârllA,+A,=mf(||ûo||A,+l|ûl|U^=ûo+ûl,û,eA„

ce sont des espaces de Banach. On a :

AonAiCA,cAo+Ai (c^).

On appelle espace intermédiaire (entre \ et A^) tout espace vectoriel topologique
localement convexe séparé A tel que

(1.3) AonA^cAcAo+Ai

où, naturellement, conformément à ce qui a été dit plus haut, les injections sont
continues.

Avec cette définition, les espaces A^ eux-mêmes sont des espaces intermédiaires.
On va dans la suite considérer uniquement certaines familles d'espaces intermé-

diaires formées (^espaces de Banach.

8
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i . 2. Les espaces de moyenne.

Précisons d'abord une notation. Si F est un espace de Banach, on désigne par L^F)
l'espace des (classes de) fonctions x—^f{x), A:eR,/(;c)eF, telles que x->f(x) soit fortement
mesurable à valeurs dans F et vérifie

ll/lkD-^^ll/WII?^)1^^, i^<oo,
où ] [ [ [p = norme dans F, et avec la modification habituelle si p==oo', L^F) est un
espace de Banach.

Désignons par W(^o, Ço, Aç, p^ Ci, Ai) l'espace des (classes de) fonctions « telles que
(1.4) ^eL^Ao), ^eL^Ai)

où Ço et Ci sont deux paramètres réels.
Les paramètres RQ et p^ sont supposés quelconques dans [i, oo].
L'espace W(^o, Ço, A^^i, Ci, Ai) est un espace de Banach pour la norme

max (||^||LP,(A,), ll^^llL^)):=ll^llw^^A..p„^A,)

On va maintenant considérer la « masse totale » de u : si l'on fait l'hypothèse que

(^S) Ço^i<o,
C -4- oo

alors l'intégrale u[x)dx converge dans Ao+Ai (vérification immédiate).
J — 00

On pose alors la
Définition (1 .1) . — On désigne par S(^o, Çç, Aç,/^, Ci, Ai) l'espace parcouru par

^ ̂  u{x)dx lorsque u parcourt W(^o, Çç, Ao,j&i, Ci, Ai), en supposant : i.^A^00» ÇeSi^0-
Muni de la norme

( I-6) ll^ls^^A^.^A^mnmax (H^^ll^.^, H^^II^A.)}.

û=== ( u(x)dx
J —00

c'est un espace de Banach.
On a :

(1.7) AonAiCS(^o, So, AO,AÎ Si. Ai)cAo+Ai.

Les espaces S(/\), Ço, Ao, p^y Ci, Ai) sont donc des espaces intermédiaires. On les appellera
« espaces de moyenne ».

Remarque (i. i ). — II sera parfois plus commode d'utiliser la variable t=f. Si l'on
désigne par L^F) l'espace des (classes de) fonctions de puissance pe sommable sur (o, oo)
à valeurs dans F pour la mesure de Haar dt[t^ l'application f—^f* ''f*W==f(^og f) est un
isomorphisme de L^F) sur L^(F). Alors

(1.8) a-f^d^^u^

où

(1.9) ^eL^Ao), t^ueV^.

9
2
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Remarque (1.2). — On peut naturellement remplacer les « fonctions poids » e^
par des fonctions poids w,(x) plus générales et les espaces L^A,) par des espaces de
Banach plus généraux (Orlicz, Lorentz, Luxemburg, etc.). Nous ne considérons pas
systématiquement ces généralisations ici.

Remarque (1.3). — On peut également considérer les espaces décrits par

J-oo0^^^5 ° étant une fonction à croissance polynomiale par exemple (et
même plus générale). Une idée de ce genre a été utilisée par G. Foias-J.-L. Lions [5].

Nous allons maintenant définir des espaces intermédiaires à première vue différents
des précédents mais dont nous montrerons au numéro suivant qu'ils coïncident avec les
espaces de moyenne.

On considère l'espace des couples [VQ, v^} où
(1.10) ^eL^A,)

tels que

( I - 1 1 ) -^o+^^o

au sens des distributions à valeurs dans Ao+A^.
Alors

(«•") Uo{x)+v^x)==a presque partout (p. p.), ae\+A^

et on désigne (provisoirement) par S(po, Ço, \;pi, Ci, Ai) l'espace décrit dans Aç+A
par a lorsque VQ,V^ varient en satisfaisant à (1.10), ( i . i i ) .

Muni de la norme

(^S) llûlls(p,,ç.,A,;^^A.)=^^nf^max(||^^/o||^

c'est un espace de Banach (noter par exemple que l'espace des couples {z/o, v^} véri-
fiant ( i . 10), ( i . n) est fermé dans l'espace des couples satisfaisant seulement à ( i . 10)),
et, comme on le vérifie aisément, on définit ainsi des espaces intermédiaires.

Remarque (1.4). — Si l'on effectue le changement de variables considéré dans
la remarque i . i, on voit que SQ&o, Ço, \ ; p^, ̂ , A^) est encore l'espace décrit par les a
de la forme

(1.14) ^^W+^p.p.
où

(i-i5) ^El^(Ao), ^eL^(A,).

2. ÉQUIVALENCE DES DEUX DÉFINITIONS DU NO i

2.1. Nous utiliserons, ici et souvent dans la suite, le
Lemme (2.1) . — On ne change pas l'espace S(po, Ço,Ao; A, Ci, Ai) (resp.

S(A)5 So? AOÎ Aï Ci? Ai)) si Von suppose que u (resp. VQ et v^) satisfait à

(2.1) ^D^eL^Ao), ^D^eL^Ai)

10
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quel que soit j, D^d^/dx1 (resp.

(2.2) ^D^eL^Ao), ^D^eL^Ai),

quel que soit j).
Démonstration. — On remplace u (resp. v,) par z /*p (resp. ^*p) où p est un

élément de l'espace D des fonctions indéfiniment differentiables sur R à support
compact et à valeurs scalaires, tel que j+_^{x)dx=ï. Le signe * désigne la
convolution en A*. °°

2.2. Théorème (2.1).— Les espaces S(A), ̂  \; A, ̂  \) et S(^ ̂ \;p,, ̂  A^)
coïncident et ont des normes équivalentes.

Démonstration. — Pour fixer les idées, nous supposerons Ço>o, Çi<o.
1) Soit ûeS(j&o,Ço,Ao; ^,Çi,Ai). Alors

(2.3) a=rœu(x)dx
J — 00

où u satisfait à ( i. 4). Notant que (2.3) s'écrit aussi bien a == i * u, et écrivant i == Y + Z
où Y (resp. Z) est la fonction caractéristique de (0,00) (resp. (—00,0)), il vient
a==-Y^u^-Z^u.

Posons alors :
(2.4) VQ=Z*U, ^==Y*M.

On a : ^»a;flo=:(^oa;Z)*(^o^)eLPO(Ao)

car ^ZelÂ

Puis e^v^ =. (é^Y) * {e^ù) eL^Ai)

car ^•'YeL1.
Donc

(2.5) a==VQ(x)+v^x), p.p.

où z/o et z/i satisfont à ( i . 10), donc aeS{p^ Ço, Ao; p^ ̂  Ai).
En outre

IMIs^^A^^A^max (||^°yol|^o(A.), ||^^I^X(A,))^

max (^ II^^H^^, F^ H^^l^^max (^, ——) max (\\^u\\^^ \\^u\\^

d'où

(2-6) ll^lls^Ço.Aoî^^A^nlax ( I, ,—)||û||s(^ç^^^^^.
^0 1 ^11

2) Soit ûeSQ&o, Ço,Ao; A? Si? Ai). Soient yo et ^1, comme dans (1.12), (i.io).
En outre, d'après le lemme 2.1, on peut supposer que

(2.7) ^^(Ao). ^eL^(Ai).

il
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Posons : ^^^o

donc aussi u=—v[.

On a :
^^o^eL^Ao), e^ueL^ÇA^)

et ï * u (qui a un sens) vaut

i » y = = Y * M + Z * M = Y » ^ — Z * y i = = Y ' * y o + (—Z) '*yi=yo+yi==û p.p,
{* 4- oo

donc M(A:)^==Û donc aeSQ&o? So? Aç; p^ Ci, A^), ce qui achève la démonstra-
J — 00

don du théorème.

3. LE THÉORÈME ^INTERPOLATION

3.1. Soient Aç, A^, ^ comme aux numéros précédents et soient BQ, B^, <^ un triplet
d'espaces ayant des propriétés analogues.

Théorème (3.1) (Théorème d^interpolation). — Soit n une application linéaire ûfeAo+A^
dans BQ 4- BI, dont la restriction à A^ est linéaire et continue de A^ dans B^ (ï = o, ï) ; ^ abrégé :

(3.1) 7re^(A,;B,), i=o, ï.

^/orr, y^^/j que soient ̂ o ? A ? So ? Si ? ̂  restriction de n à S (^o, Çç, A() $ p^, ̂ , A^) appartient
à JSf(S(^o,Ço,Ao;A^i,Ai); S(^o,Ço,Bo^^i,Bi)).

2)̂  /» ,̂ ^ /'OTÎ désigne par COQ, 0)1 et œ foj normes respectives de ces applications, on a :

(3.2) œ^œi-8^6

où 6 ̂  donné par :

(3.3) ^r^T-
SO——^1

(Noter que o<6<i.)
On a une estimation analogue avec la norme co de TT calculée dans

.S?(S(A>, Ço, Ao; A, Ci. Ai); S(A,, So, B,; A, Si, Bi)).

Au cours de la démonstration, nous utiliserons le lemme ci-après.
3 2
Lemme (3.1). — Soit aeSÇpy, Ço, A,,; />i, Ci, Ai). Ora a :

(3-4) ^ll,,,^,^>-J"f IÎ ÎKJÎ "!!̂ )
M(a;)d.r == a

J —oo

^

(3-5) llfll>^,^A^,,^,A,)=»,^nf,Jl^^yollKJl^^ll^

.oà 6 ̂  donné par (3.3).

12
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Démonstration. — Si T est réel quelconque et si u^ est définie par

^)==^+T),
on a :

û^r00^)^,
J — oo

donc, écrivant S au lieu de SQ&o, Ço, Ag; ^, Ç^, A^) :

||û||s< max (||^XI|iAA.), ll^lli^)) = max (^-^ \\e^u\\^^ e-^ \\e^u\\^.

Choisissant T convenablement, il en résulte

[ 1 / 7 Î Î < \\^9XH\\r~Q' \\^X1I\\Q
1 1 ^ 1 1 8 5 : 1 1 ^ u\\^^}\\e U}\LPW

c 4- oo
et ceci quel que soit u avec u{x)dx==a, d'où l'inégalité | |û[[g_<inf dans (3.4)
d'où (3.4), l'inégalité inverse étant évidente.

Démonstration analogue pour (3.5).
Corollaire (3.1). — II existe une constante C(PQ, Ço^i, Si) telle que

(3.6) IM|s(p.,,,,A.;p^,A,^(A), ÇO,A. ^) IK79 1 1 ^ 1 1 1 ,

^oMr tout fleAonAp
Résultat analogue naturellement pour la norme (équivalente) \\a\\^ avec une

autre constante c{?Q, Ço,^i, Ci).
r + oo

Démonstration. — Par exemple, soit cpe^, avec 9(^)^=1; alors ^ définie
»/ — oof 4- oo

par M(^) =ç(^)a vérifie a== u(x)dx et (3.4) implique (3.6).
J — oo

La meilleure constante C^RQ, Ço,^i, Ci) (qui n'est pas importante pour notre objet)
est obtenue dans Levin [17].

3.3» Démonstration du théorème ( 3 . 1 ) .
/* + oo

Soitadonnéedans S(^o, Çn, AQ; j&i, Ci, Ai) ==SA. Soit u avec ( i. 4) et u{x)dx==a.
J — 00

Comme cette intégrale converge dans \ + Ai et comme (vérification facile)

7re^(Ao+Ai; Bo+Bi),

on a : 7rfl== f oc\u(x)dx
J — 00

et, avec des notations évidentes et en utilisant le lemme 3.1 :

jl-lls^ll^t-lKJl^-ll^^^-e^ll^lK
d'où, encore d'après le lemme 3.1,

IMk '̂̂ IHk.
d'où le théorème.

13
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4. CAS DES APPLICATIONS BILINÉAIRES

On se donne maintenant trois doublets d'espaces A^, B,, C,,z==o, i, avec :

AoCAi, BoCBi.

Théorème (4.1). — Soit n une application bilinéaire continue de A^ x B^ -^Ci (de norme œj
dont la restriction à \ X Bg est continue de Ao X B^ ->Co (de norme œoJ. Alors, quels que soient
A)? A? ?05 îi? So^i? ^ ?^
/ \ T I , T ^ •(4.1) - - + — — i^o, î = = o , i ,

^ A ft

TC ̂  M^ application bilinéaire continue de S^ X SB->SC, oà

SA=S(J&O, Ço, Ao; A, Si, Ai), 8^=8(^0, Ço, Bo; ̂ , ̂ , B,), Sc=S(ro, Ço, Co; ri, Ci, Ci).

5Ï û) ̂  /a norme de n dans S^ X Sg^Sç, OTZ a

(4.2) œ^œ;-0^6.

Démonstration. — Soit û e S^, é e Sp. Soit u, v avec f + °° u (x) dx = a, f + °° v {y) dx = b,
u satisfaisant à (1.4) et y satisfaisant à

^yeL^Bo), e^veU1^).

Alors, TT étant continue de A^xB^-^G^, on a :

^b}^^^_Vw,v^}dxdy.

f 4- oo
Si donc w{^) = 7r(M(^), y(^—x))dx

J — 00

(produit de composition à valeurs vectorielles, relativement à l'accouplement TT), on a
/* 4- oo

7r(a, b) = w{^)d^
J — 00

et 1 1 e^w \ |i/.(c,)̂  "o 1 1 ̂ u \ \^p^ [ e^v \ [̂ .(B.)

1 1 e^w | |̂ ,(c^ (ïi | ! e^u\ \^ 1 1 e^v \ \^.

Alors Tt{a,b)eSç et d'après le lemme 3.1,

ll-(^)llso l̂l̂ < ĵ|̂ <,^,.

D'où

1 1 ̂ , é) 11,^ co;-9^911 ̂ " 11^, 1 1 e^u 11^ 1 1 e^v \ |̂  | j e^v \ |̂

d'où le résultat en appliquant encore une fois le lemme 3.1.
Remarque (4.1). — On peut enlever les restrictions AçCAi.BoCBi en supposant

que TC est par exemple bilinéaire continue de (Ao+Ai) x (B^+Bi) -^Co+CSi.

U
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5. QUELQUES AUTRES PROPRIÉTÉS DES ESPACES DE MOYENNE

De la symétrie de la définition i . i résulte aussitôt le
Théorème (5.1). — On a

(5 - 1 ) S(A, Ço, Ao; A. ̂  Ai) =S(A, Si, Ai; A), Ço, Ao),

ay^ égalité des normes.
Montrons maintenant le
Théorème (5.2) (homogénéité). — Soit À 4=0. On a

(5.2) SQ&o, Ço, Ao; A, ̂  Ai) =S(A), XÇo, Ao; A. ̂ i. Ai)

azw équivalence des normes.
Démonstration. — Soit ^eW^o? Ço, Ao; A? Ci, Ai) (cf. n° i, point i .2). Définissons u^

par u^ [x) == \u (\x).

Alors ^eW(j&o3 XÇo, Ao; ^i, XÇi, Ai) et plus précisément :

II^^II^A^^-^ll^"!^)

ll^^xllL^A^^-^II^^IlL^).

{* -^- co /* -{- oo
Comme u-^(x)dx== u{x)dx, on en déduit l'identité (5.2); en outre

J — 00 J — 00

-t1-9^'
(5-3) l|û||8(p.,^,A.;p,,^,,A,)=^ p° pl llûlls(p..ç.,A.;p,.Ç„A,)•

Remarque (5.1). — Si l'on pose, comme on l'a déjà fait en (3.3) :

(5.4) ^A'
^1—So

il résulte du théorème 5.2 que

(5-5) S(A), Ço, Ao ; A, Si. Ai) = S(A), 6, Ao; A. 9-1. Ai).

Donc S(j&o? Ço, Ao; Aï Ci? Ai) n^ dépend éventuellement que de p^ p-^ et 6.
Voici un résultat sur la dépendance en les A :

Théorème (5.3). — Soient A^^A^i^r ^^ •*

(5-6) S(A),Ço»Ao;A^i,Ai)CS(yo,Ço,Ao; ?i,Çi,Ai).

Démonstration. — Soit aeSQ&o, Ço, Ao; A? Si? Ai) et u avec (1.4) et

a= \ cc u(x)dx.
J — 00

Si pe^, de masse totale i, et si y = = M * p (cf. lemme 2 .1) , on a :

r^v^dx^a,
J — 00

et ^^(^^(^^eL^Ao);

75
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plus précisément 11 e^'v \ |L?.(A.)^ 11 e£"'xu ! IL^A.) 11 ̂ P 1 IL'"»

où

(5.7) —— I-^——)-
^ A) ?0

Même chose pour e^v, de sorte que ûeS(yo, Ço, Ao; ^, Ç^, A^). En outre
l l / y l l <" \\^>9X7)\\1~Q \\^1X7)\\9 <
1 1 ^ 1 |s(î., Ç..A.; ̂ . ̂ .Ax) S | ] € v\ I^Ao) 1 1 ^ v 1 1 ̂ (Ai)-^

II ^x \\i-o \\^x .|e ||^oa;,.||i-e ll^»»»/!!6

11^ P l l L ^ ^ P l l L ^ I ^ "II^A.)!^ "l'iAA,)

d'où

(5.7) ll^lk..,..A.,.^A^ /^ (ll^pll^^ll^pll^.ll^lls^^A.;^^^.
j p à r = l

2(5



CHAPITRE II

DÉFINITIONS DISCRÈTES DES ESPACES DE MOYENNE

i. DÉFINITIONS

1.1. Si F est un espace de Banach, on désigne par ^(F) l'espace des suites n->f^
de puissance pe sommable à valeurs dans F, n==o, ± i, d=2 ... Norme habituelle.

Par analogie avec ce qui a été fait au chapitre Ier, n° i, 1.2, désignons par
^(A)? Soî AQ; A? Si? Ai) l'espace des suites u== {^}, telles que

( ï - i ) {^X}^(Ao), {^X}^(Ai).

C'est un espace de Banach pour la norme

max(||^J[^, ||^XikA,)).

Si ÇoÇi<o, la série
+00

S",
— 00

converge dans Ao+Ai.
On désigne par s{?Q, Çç, AQ; A? ̂  Ai) l'espace décrit par

(1 .2) û==S^
— 00

lorsque u parcourt w(po, Ço, AQ; p^, Ci, Ai). C'est un espace de Banach pour la norme
+00

(^S) ||û||^.,A,;^,A.)=mimax (H^^HZ^A.), 11^X11^)), û= Z; ̂

On verra au numéro suivant que cet espace coïncide (avec des normes équivalentes)
avec S(?Q, Ço, \;pi, Ci, Ai).

1.2. Introduisons maintenant un espace qui soit « l'analogue discret » de l'espace
S(A),Ço,Ao;A^Ai) (=S(A),Ço,Ao;^i ,Çi,Ai)) . (Cf. chap. 1er, no l, 1.3.)

On considère l'espace des couples de suites {yorj^in} ^lles que

(1.4) {^n}^(Ao). {̂ InN^Ai)

et
(1.5) ^/on+^ /ln=a indépendant de n.

17
3
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On désigne par s{po,^,Ao; p^, Ci,Ai) l'espace décrit par les ae\+A^ de la
forme (1.5); muni de la norme

( I-6) ll0!!^.,^,^;^^^)- _ inf max([|^'^||^^,|[^^J|,p )
t* ~ UQn "r fin

c'est un espace de Banach.
Remarque (1.1). — Par des démonstrations analogues à celles faites au chapitre Ier

on vérifiera les inégalités suivantes

('•7) INÎ A.;,,,,̂ ))^"^ irf ll^""Jl^l,ll^""nll^)-

a = S M^
— 00

^1

(1 .8) llûll^^A,;p.^A^^st-^^j^f^Jl^n^|ll^

a. ÉQUIVALENCE DES DÉFINITIONS

On va maintenant démontrer le
Théorème (2.1).— Les espaces s{p^î^, \; p^^, Ai), jQ&o, So, Ao; p^ ̂  Ai) ^7?-

arf^^ ûzw S(j&o, Ço, AQ; j&i, Ci, Ai), ^to /^ normes étant équivalentes.
Démonstration. — i. Soit aeS{po, Ço, Aç; j&i, Ci, Ai). Alors

^j^w^
M satisfaisant à (1.4)5 chapitre Ier.

Si l'on pose
rn+i . .,

u^== u(x)dx
•/ n

on a :

ll^^nlIS^maxÇi^-^^J^'II^^WII^^

l|^l^||i^max(I,.-^^^+l||^^M||^^

d'où
{^}e^(Ao), {^-^^^(Ai)

et
4-00

a= S ̂ .
— 00

Donc aesÇpQ, Ço, Ao; j&i, Ci, Ai) et

llflll.(p-,^A.;^^A^(max(I,.-^^)^(max(I,.-^^)^ll^l|s^^A.;.^^

2. Réciproquement, soit aej(^o, Çp, AQ; ^i, Ci, Ai). Soit ^ avec (1.2). Définis-
sons u(x) par

u{x)==u^ dans ^ ^ ^ < n + i .

7<S



SUR UNE CLASSE D'ESPACES D'INTERPOLATION 19

On a :

J^II^WII^^max (i,̂ )||̂ J|̂  z=o, i,

d'où
^eL^Ao), é^eL^Ai).

Comme û=J_^(^)^, on en déduit que aeSQ&o Ço? ̂  A? ̂  Ai) et

l^lis(p,,^A,;^^A^(max(i,^^)^(max(i,^^))^|[^||^^

3. Soit maintenant aeSÇp^, Ço, Ao; j&i, Ci, Ai). Donc
a=Vo{x)+v^x), p. p.,

et on peut supposer (chap. Ier, lemme 2.1) que outre (1.10), on a :
^eL^(Ao), ^eL^(Ai).

On peut alors définir Vo(n), v^(n). Comme on le vérifie sans peine, ^==^(72),
v^=v^(n) satisfont à

H^llA^^J^'dl^WIlAl+II^WIlAp^ ^'=0, 1

où c est une constante indépendante de p^ et n. Alors

ll^""onlÊ^^nlax(I,.-P'S«)J;+l(||^^)|^+]|^^)j|^^

et majoration analogue pour \ \ e ^ m l l ^ ' - Donc /'^v^eV^^') et
ll^"^II^M(A.)^^(max(I,.-P.SO)l/P.[l|^^J^+||^^;|^]

^ désignant une nouvelle constante. Mais (cf. lemme 2.1, chap. Ier)

ll^^îll^A^^II^^^IlL^A,)

d'où l'on déduit l'existence d'une constante ^3 telle que

\\e1iinvin\\lPi{A^ ̂  \\e^V, HL^).

Alors a = v^n) + v^n) = v^ + V^ES(PQ, Ço, Ao ; p^ Ci, Ai) et

1 1 a \ ls(po, Ço,Ao;pi, Çi,Ai)^ ^3 1 1 a I ls(po, Ço,Ao;pi, Çi,Ai) •

4) Soit, réciproquement, aes(po, Ço, Ao ; j&i, Ci, Ai). Donc soient Vç^ v^ avec (i .4),
(1.5). Définissons ^0(^)5 ^;l(A:) P^

Vo{x)==Vo^ pour ^^<TZ+I,
v^{x)=v^ pour ^^A:<^+I.

On vérifie encore que
^^o^°(Ao), ^^ieL^(Ai)

et, p. p., Vo{x)+v^x)==v^+v^-==a-, donc aeSÇpo, Ço, Ao; A^n Ai), ce qui achève la
démonstration du théorème.

19



20 J.-L. L I O N S ET J. P E E T R E

Remarque (2. i ). — Voici encore une définition équivalente des espaces de moyenne.
Soit k une constante quelconque >i. On considère les suites {^} telles que

(2.1) {^Je^Ao), {^-^^(Ai),

(avec 6 fixé, o<6<i) et les couples de suites {^on}? {^in} ^ll63 q^
(2.2) {^\Je^(Ao), {^-^iJe^Ai),

^on+^in étant indépendant de TL 4.00
Alors S(/^, Ço, Ao;j&i, Ci, Ai) coïncide avec l'espace décrit par S u^ (resp. par

— 00

^on+^iJ ^?^ {^n} (resP• {^onM în}) yflw ^ satisfaisant à (2 .1 ) (resp. (2.2)), ^

(^•3) ^A-5
^—^i

^^ ceci quel que soit k> i. En outre, la norme sur S est équivalente à l'une quelconque des
normes suivantes :

inf [maxai^J]^, ll^9-1^!!^))],
+ °0

S Un=a
— oo

inf [max (H^onll̂  11^^-^inllz^))]-
^n-^in^

Démonstration. — D'après le théorème 5.2, chapitre Ier (homogénéité), on a :

S(A), ̂  Ao;Aî Si. Ai)==S(j&o, ^Ço, Ao; A. ̂ i. A!)

et d'après le théorème 2.1, cet espace coïncide avec

^(A^SO^AI; A^Si^i)

et on retrouve la définition à l'aide des {^} satisfaisant à (2.1) si
XÇo^eiogA, XÇi=(6-i)log/;,

ce qui définit À grâce à (2.3).
Démonstration analogue pour (2.2), à l'aide de s(po, XÇo, Ao;^, XÇi, Ai).

^



CHAPITRE III

LA DUALITÉ DANS LES ESPACES DE MOYENNE

i. UN LEMME

Nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme (x . i ). — Soient F un espace de Banach et i^p<œ. Alors le dual ( l p ( î ' ) ) ' de /''(F)

peut s'identifier à ^'(F').
Démonstration. — A tout f ' e l ^ Ç ' F ' ) correspond un élément m., de (^(F^^X par :

(1 .1 ) <m/,,/>= S </;,/„>
—oo

les crochets <fn,fn> désignant le produit scalaire entre F' et F. On définit ainsi une
application linéaire et continue f'—^m^ de /^(F^-^X; on a :

11^/'11x^1 I/'II^F')-
L'application est inj écrive, de sorte qu'il reste seulement à montrer que cette appli-
cation est surjective.

Pour un entier N, et pour fePÇ'F), désignons pa.r/w la suite :

/^=^ si H:<N, f^==o si H>N.

Considérons ensuite l'application transposée de f-^f^, soit m—^m^\ où weX et
où TTI^ est donc définie par :

(1.2) ^^y^^^m,/^.
Gomme y^-^^m,/^^ ne dépend que d'un nombre fini de coordonnées, il existe
des f^eï' tels que

î,^^^,/^.
Mais^/N ne dépend pas de N, donc

(1.3) <^/>=^</;,/,>.

Pour établir une majoration sur les H^'Hp', choisissons dans (1.3) les f^ï satisfaisant à

<fnJn>-\\fn\\Ï'=\\fn\\ïA^\<-^

21
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ce qui est possible d'après le théorème de Hahn-Banach, et fn==o pour |n|>N. Il vient

<m^\f>== ||CT;:< ||m (̂ S |[/J|̂
•N — N

d'où

t 1 - * ) (Sjl/nll^^ll^Hx^ll^llx.

Par conséquent la suite {^n'}=/'e^'(F') et, passant à la limite dans (1.3),
+00

< m,/>= S </„,/„>. Comme m^=m, le lemme est démontré.
—00 '

2. UN THÉORÈME DE DENSITÉ

Théorème (2.1). — On suppose que, soit j&o, soit p^ est fini. Alors A^nAi est dense
dans S(^o,Ço,Ao; A^i^Ai).

Démonstration. — Soit <zeS(^o, So, Aç ; A, ^, Ai) = S. Alors, d'après le théorème 2.1,
chapitre II, il existe une suite [u^} satisfaisant à (1.1) avec

00

S u^a.
—00

N +00

Posons : ÛN= ^ ^n- Évidemment ^A^nAi; a—a^== S ^N), où ^=0 si |^|^N,
— N —oo

v^^u^ si [M|>N; donc, d'après (1.7), chapitre II,

^• I) ll^-^lls^^ll^^ll^ljl^^ll?^^^^^^

et comme par hypothèse l'un au moins des p^ est fini, l'un au moins des facteurs du
deuxième membre de (2.1) tend vers o lorsque N->oo, et l'autre reste borné, d'où le
théorème.

3. LE THÉORÈME DE DUALITÉ

3.1. Nous ferons l'hypothèse suivante :

(3.1) AonAi est dense dans \ et dans A^.

On peut alors identifier le dual A,' de A, à un sous-espace de (A^nA^)' (dual
de AonAi) :

(3.2) A^AonAi)', î=o,i.

Le triplet {Ao, A^, (A^nAi)'} a alors des propriétés analogues au triplet
{AQ, Ai, s/} et l'on peut donc considérer les espaces intermédiaires entre AQ et A[ et
en particulier les espaces S(yo, -^ A^; ^, 7]i, A^), 7îo7îi<o.

22
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3.2. Nous allons maintenant démontrer le
Théorème (3.1). — On suppose que i<^pi<co, i=o, i. Alors on peut identifier le dual

de S(A),So,Ao;A>^Ai) à S(^, -^ \; p[, —^ A,), rô

(3.3) ^+^1-A pi
En bref

(3.4) (S(A), Ço, AO; A, Si, Ai))'=S(^ -Ço, Ao; p [ , -^ A,).

Démonstration. — i) Nous poserons au cours de la démonstration :

S(A), ̂  Ao; A, Si, Ai)=S, S(^, -Ço, Ao; ^, -^ A,)=^.

On munit S de la norme de s{po, Ço, \', p^ ̂  \)=s (cf. chap. II, n° i, et n° 2).
Si w désigne l'espace des couples de suites

M. M
avec

(3.5) {^On}^°(Ao), {̂ InN^Ai),

avec

(3.®) ^on+^in"'^? indépendant de n,

alors
||û||s=||^||,=: inf max(||^^|^,||^^|^).

^o ra "r ̂ i n ~ a

Ceci posé, soit L une forme linéaire continue sur S :

a^L(a),

|L(a)|^l|L||s,H|s, aeS.

La forme linéaire
K},K}->L(a)=A({^},{^})

composée de Papplication canonique de w->S et de la forme L, est donc linéaire continue
et de norme <_ 1 1 L 1 1 g, sur w.

Mais d'après le lemme i. i et le théorème de Hahn-Banach, il existe alors un
couple de suites {^on}? {^in} telles que

(3.7) {^°<^°(Ao), [e-^n^PW.

et

(3.3) maxGI.-^JI^), \\e-^u^\\^^ ||L \^

et
+00

(3.9) A({z/oJ,{^}) = 2 <^, ̂ >+<^^, ̂ >.
— 00

23
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On va vérifier que

(3-10) ^om^^m quel que soit m.

En effet, si a est quelconque dans A^nA^, soient {z^} et {z^} définies par :

^ûn^ a sl ^==m, VQ^O si yz+m,

yin== —a si n=m, u^n^0 si Tî+m;

alors {yonM^inî^^on+yin^o quel que soit n. Donc A({^J, {^ij) =L(o) ==o,
et (3.9) donne

<^, a>—<^, a> ==o

et ceci pour tout aeAonAi; comme ^—^eÇAonAi)', il en résulte (3.10); nous
poserons

^m^lm^m^AonAO

et d'après (3.7)

(3.ii) {^<^o(Ao), {^<}e^(AO.

Donc (avec les notations du chap. II, n° i), [u^}ew(pQ, — Çj, A^ ; p[, —^, A[) == ̂ '.
La formule (3.9) s'écrit maintenant

(3.") A({^},M)= S <<, .on+^>
— oo

soit
+00

(3.i2èîJ) L(û)=S <<,a>.
—00

Notons enfin que, d'après (3.8) :

(3.'3) ll{"n}IL^I|L||s..

Donc, toute forme linéaire continue L sur S /^ ^ représenter sous la forme (3 .12 eu),
avec (3 .11 ) , (3-i3)-

Réciproquement, soit {^} une suite donnée de w\ Alors (3.12 eu) définit une
forme linéaire continue sur S, de norme

(3.14) IILIIs'^2 maxai.-^ll^), H^-^^lh^).

On a donc obtenu la structure générale des formes linéaires continues sur S.
2) Mais si l'on introduit

4-00

(3•I5) ^^^^
—00

on a là un élément de s(?Q, — Ço, A^ ; p[, — ̂ , A^) = <$^ ; la série (3.15) converge fortement
dans AQ+A^== (A^nAi)', donc aussi dans Ay+A^ faible et donc

(3.16) L(a)=<û',û>, aeAonAi.

<?4
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On a donc défini une application L->a' de S' sur y, et comme AonAi est
dense dans S (théorème 2.1), l'application est injective. On a donc l'identification
désirée. En outre, de (3.13) et (3.14) il résulte que

(3.'7) IHI^IH|s-^2||a'||^,

ce qui achève la démonstration du théorème.
Remarque (3.1).— Soient aeS(/»o, ÇO»A() ;A> ̂  Ai), a'eS{po,—^,A'o; p[,— ̂ , AQ.

Alors on peut écrire a et a' sous l'une des formes suivantes :

a == {J^_:^u{x}dx, c^yeL^Ao), c^eL^Ai) ;

a = ̂  «„, {^»«Je/î"(Ao), {^"yje^(Ai) ;

a = ^oW + "iW, ̂ oeL^Ao), ̂ eD"(Ai) ;

û = "0» + ̂ in, {^'"^n}e^(Ao), {^"^}e^(Ai) ;

a'^J^u*^)^, e-^y'eL^ÇAo), ̂ -^M'eL^ÇAQ;

00

a' = _S <, {.-^;}e^(Ao), {.- ̂ -^e^ÇA,) ;

a'=^M+^W, ̂ °S^°(Ao), ̂ -^^e/^(A,);

^=4+4. ̂ -^4^^°(Ao), ̂ -^-^^^(AI).

Alors le produit scalaire entre a et a' peut être choisi de l'une des quatre façons
suivantes :

<a, û'>i= (+w<u(x), VQ(x)+v[{x)>dx,
J — 00

<a,a'><,=f+^<Vy(x)+Vl{x),u{x)>dx,

+00

<a, a'>3= S <»„, ̂ +yL>>
— 00

+00

<û,û'>4= S <yon+yin^>-
— oo

4. UNE APPLICATION

4.1. — Soient A un espace de Banach, et H un espace de Hilbert avec
(4.1) ACH,

A étant dense dans H. Alors en identifiant H à son anti-dual, on peut considérer H comme
un sous-espace de A', A' étant ici Panti-dual de A :

(4.2) HCA\

25
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On va démontrer le
Théorème (4.1). — Quel que soit p avec i<p<co et quel que soit Ç>o, on a

(4.3) S( j&,Ç,A;^,-Ç,A')==H

(où comme d'ordinaire -4-—= i), avec des normes équivalentes.
P P

Démonstration. — i) Soit aeA : Donc en particulier aeS(p, Ç, A ; p ' , —Ç, A')=S.
Soient alors {u^} avec

+00

{e^}eP{A),{e-^\}ey'(A'), 2 u,=a,
— oo

et {^n}» {^n} ^eC

{^oJe^(A), {.-^}e^(A'), v^v^a.

Soit <û, a> le produit scalaire entre A et son anti-dual; on a : <a, a> == | |ûj|^
(II^IlH^1101'1110 de a dans H); mais

+00

<a,û>=S <^+^^>
— 00

d'où

l<a,a>|^||^%J|^)||^-ÇXll^(A•)+ll^-s^lJkA-)ll^""JI(P(A)^2||a|U|a|L

(avec les notations du chap. II). Donc

\<a,a>\=\\a\^c\\a\\l

ce qui montre, A étant dense dans S, que ScH.
2) L'inclusion inverse : HcS suit en passant aux anti-duals et appliquant le

théorème 3.1 (valable évidemment en remplaçant « dual » par « anti-dual »). D'où
le théorème.

4.2.
Remarque (4.1). — Le théorème 4.1 résout par l'affirmative une question posée

par P. Lax. Un cas particulier du théorème d'interpolation résultant du théorème 4. i
a été démontré par P. Lax, par des méthodes complètement différentes (cf. Lax [16]
et communication personnelle).

Remarque (4.2). — Le théorème 4.1 rH est pas vrai, en générale si A n'est plus un
espace de Banach (cf. chap. VIII pour les définitions des espaces de moyenne dans ce
cas) ; en effet, par exemple si A = 2 (ou <99) (notations de L. Schwartz) et si H = L2

(espaces sur R"), alors A'=^' (ou y ' } et les opérateurs de dérivation sont linéaires
continus de A dans lui-même, A' dans lui-même, mais pas de L2 dans lui-même. On ne
saurait donc avoir (4.3).
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CHAPITRE IV

LA RÉITÉRATION DANS LES ESPACES DE MOYENNE

i. ESPACES DE CLASSES 6

1.1. On considère encore le triplet {Ao, Ai ĵ }, comme au chapitre Ier, n° i.
On donne 6 avec o<6<i.
Définition (1.1). — Un espace de Banach AcAo+Ai (intermédiaire) est dit de

la classe ^fe(Ao3 Ai) s'il existe une constante c telle que

(i.i) IMIA^IMI^IK,
pour tout fleAonAi.

Exemple (1.1). — D'après le corollaire 3.1, chapitre Ier, tout espace
g

S(j&o, So? Ao; p^ Ci, Ai) est de classe ^fe(Ao, Ai), 6= _° .
Notons le résultat suivant : ° "
Proposition (i. i ). — La condition nécessaire et suffisante pour que A soit de classe ^TQ (A() , Ai)

est que S(i,8,Ao; i, —(1—6), Ai) ÇA.
Démonstration. — i) D'après l'exemple 1.1, l'espace S(i ,6 ,Ao; i , — ( i — 6 ) , Ai)

est de classe ^fe(Ao? Ai). Par ailleurs si B est de classe «^(AO? Ai) et si BcA, A est de
classe ^TQ(AO, Ai). Donc la condition est suffisante.

2) Réciproquement, supposons A de classe ^o(Ao? Ai) et soit

aeS(i ,6,Ao; i,-(1-6), Ai).

Alors a^\^u(t}dt, où ^eL^Ao), e-^-^ueL1^). D'après (i. i), on a

[|^)1L^ c\\u{t)\\\^ 11^)]^ p. p.

d'où suit (inégalité de Hôlder) que ||M(^)||^eL1 et alors ûeA. La condition est donc
nécessaire.

1.2.
Définition ( i .a) .—Un espace de Banach AcAo+Ai est dit de la classe Jf^Ao, Ai)

si, pour tout ^>o, il existe â^eA^,z==o, i, tels que
(1.2) a==aQ+ai

avec

(1 .3) llaollA.^-'INlA, M^Ct1-6^.
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Exemple (1.2). — D'après la remarque 1.4, chapitre Ier, l'espace
S(oo,6 ,Ao;oo,—(i—6),Ai) est de classe ^(Ao.Ai).

Notons aussi que si B est de classe jTe(Ao, Ai) et si AcB,A est de classe JTe(Ao,Ai).
Du théorème 5.3, chapitre 1er, résulte alors que S (A), Ço, \^Pi, ̂  Ai) est de classe

^(Ao^Ai)^-^—
^0——^1

Notons le résultat suivant :
Proposition (1.2). — La condition nécessaire et suffisante pour que A soit de classe JTe (Ao , Ai)

^^ AcS(oo,6,Ao; oo ,—(i—9) , Aï).
Démonstration. — D'après les remarques faites ci-dessus, il reste seulement à montrer

que si A est de classe jT^ (Ao , Ai), alors A est contenu dans S (oo, 6, Ao ; oo, — ( i — 6), Ai).
Soit aeA. Alors, appliquant l'hypothèse avec t^e^ il existe û^, a^ tels que

a^on+^i.
et

^IL^-^IHiA. IKIlA^^-^IM

d'où le résultat, d'après la définition de ^(oo, 6, Ao; oo, —(1—6), Ai) (chap. II, no i)
et le théorème 2.1, chapitre II.

' 3
Définition (1.3). — Un espace de Banach AcAo+Ai est dit de classe ^e(Ao, Ai)

s'il est à la fois de classe ^fe(Ao, Ai) et de classe ^(Ag, Ai).
Donc, d'après les propositions 4. i et 4.2, A est de classe ^e(Ao? Ai) si et seulement si

S(i, 6, Ao; i, —(1—6), Ai)cAcS(oo, 0, Ao; oo, —(1—6), Ai).

Des exemples i. i et i. 2, ou bien du théorème 5.3, chapitre Ier, résulte que

S(po, Ço, Ao ; p^ Ci, Ai) est de classe ^(Ao, Ai), 6 == Çp/(Ço—Si).

Remarque (1.1). — Si l'on fait 6=0 dans la définition 1.1, (1.1), il vient
IHiA^IML.; donc :

A est de classe ^fo(Ao5 Ai) si AgCA.

Si l'on fait 6== i , on obtient :

A est de classe ^fi(Ao, Ai) si AiCA.

Si maintenant l'on fait 6==o dans (1.2), (1.3), il vient en prenant t==o,
l l^ol lA.^IHiAjI^i l lA^0 donc ^i^o et ûo==a de sorte que AcAo; donc:

De même :

A est de classe jT^Ao, Ai) si AcAo.

A est de classe ^i(Ao, Ai) si AcAi.
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Voici une autre famille d'espaces de classe .^(Ao, A^) : les espaces

[Ao,Ai,8(6)]=[Ao,Ai]e

introduits par A. P. Calderôn [3], [4] et J.-L. Lions [21]. On désigne par Jf l'espace
des fonctions ^-^/'(î), Ç=Ç+ÎT], holomorphes dans o<Ç<i~>Ao4-Ai, continues et
bornées dans o<^ Ç^< i -^AQ + Ai, telles que

(^"W+î^) soit continue et bornée de R^->A^

y-o.1 -
C'est un espace de Banach pour la norme

(1.4) ||/|^==max(sup||/(^)[L,, sup||/(i+^)|k).
71 71

On définit alors [Ap, Ai, 8(6)] comme l'image de Jf7 dans l'application f->f(Q), 6 fixé,
o<6<i; c'est un espace de Banach pour la norme

( ï -5 ) 1 1 ^1 I[A,,A. w]-inf 1 1 / 1 1 ^ , /(6)-a.

Ceci posé on a le
Théorème ( 1 . 1 ) . — L'espace [Ao, Ai, 8(6)] ̂  de la classe jT^ÇAo, Ai).
Nous allons donner une démonstration un peu longue mais utilisant de nouveaux

espaces qui ont peut-être un certain intérêt.
1.4. Les espaces SQ&o, ̂  \^Pi, Si, Ai).
Soit F un espace de Banach. On utilise les distributions sur R à valeurs

dans F et en particulier l'espace ^'(F) des distributions tempérées à valeurs dans F
(cf. L. Schwartz [35]). On désigne par y la transformation de Fourier, qui établit un
isomorphisme de «^'(F) sur lui-même.

On désigne par e^L^F) {î<_p<,o^) l'espace image de L^F) (C^F)) par ^r,
muni de la norme transportée par ^'. Donc

(1.6) ^L^c^F).

On désigne maintenant par W(^o? ^0^0? A? Si? Ai) l'espace des distributions u
telles que

(1.7) ^ejn^Ao), ^e^L^Ai); -l^i—1;
A A

muni de la norme
max ( | [ e^u \ \y^'^ J | e^u \ \^P^) ,

c'est un espace de Banach.
Si ÇoSi^0^ on vérifie facilement que la distribution u est sommable à valeurs

dans AQ+AI (cf. Schwartz [35]), de sorte que l'on peut définir

(1.8) ^(i)=J^(^eAo+Ai.
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On désigne alors par S(j&o, ̂  Ao; p^ Ci, Ai) l'espace décrit par u{i) lorsque u
parcourt W(^o, Ço, Ao; p^ Ci, Ai). Muni de la norme

|H|s=inf(max (||̂ ||̂ .(Ao) JI^^II^L^)))^(i) =^,

c'est un espace de Banach.
Montrons maintenant le :
Théorème (1.2). — 6ï A^^A^i? on a :

î1^) S(A), ̂  Ao; A, Si, Ai)CS(?o, So, Ao; ?i, Ci, Ai).

£% outre

( I-10) S(^o, Ço, Ao; A, Si, Ai)CS(o), Ço, Ao; oo, Ci, Ai).

Démonstration. — Soit aeSQ&o, Ço. Ao; A, Ci, Ai). Considérons alors

^WQ&o,Ço.Ao;A^nAi)

avec ( i. 7) et 0=^(1). Soit p comme dans la démonstration du théorème 5.3, chapitre Ier.
On introduit

W==U*Ç)

On a :
e^xw={eïa9xù)^[e^x^ donc (si y''=.^-1) :

y^w) == ^UQ

où yoeL^Ao) et où ^ est à décroissance rapide (transformée de Fourier d'un élément
de ^). Donc ^L^Ao) et eL^Ao), donc eL^Ao) pour îo^A- Oonc

^-^e^L^^Ao)
et

e^we^V-^) CL00 (Ao).

Résultat analogue pour ^^zc à valeurs dans Ai, d'où (1.9) et (1.10).
Théorème (1.3). — On a :

(!•") [Ao,Ai,8(6)]cS(i,6,Ao; i,-(1-6), Ai).

Démonstration. — Soit ûe[Ao, Ai, 8(6)] et /ej^ avec f(Q)=a.
Soit alors Me<^'(Ao+Ai) définie par

(1.12) ^=^-e+ç)^(/(Ç+^))

(où y^ désigne la transformée de Fourier inverse en Y]) ; la distribution u est indépendante
de Ç (transformation de Laplace inverse). Appliquant (1.12) pour Ç=o et Ç = = i , il vient

^e^L^Ao), ^-^-^ME^-L^ÇAi)
de sorte que

J^(^=^(i)eS(i,6,Ao; i,-(1-6), Ai).
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Mais
/(Ç+nî)^^0-^))

donc
fW=u{î)

d'où le théorème.
Théorème (1.4). — On a

(1 .13 ) S(i,6,Ao; i,-(i-6),Ai)C[Ao,Ai),8(6)].

Démonstration. — En effet en introduisant f\(^):==ew~Q)f{?,), et choisissant X
convenablement, on vérifie sans peine que

llûll^A^wi^^ll^lllr^l^llîx^ ûeAonAi

d'où (1.13) d'après la proposition 1.1.
Démonstration du théorème (1.1). — Résulte aussitôt des théorèmes 1.2, 1.3, 1.4.
Remarque (1.2).— Les espaces [Ao, Ai, 8(6)], S(^o, Ço, Ao ; p^ Ci, Ai) jouissent de

propriétés d'interpolation analogues à celles du n° 3, chapitre Ier.
Remarque (1.3). — II résulte également des théorèmes 1.2, i.3, 1.4 que

S(PQ, Ço, Ao ; A? Si ? Ai) est de classe -^(AO? Ai), 6 = Ço/(So—Si)-
Remarque (1.4). — Sous les conditions du chapitre III, n° 3, pour 3.3, on voit

que le dual d'un espace de classe ^e(Aoî Ai) est de classe JT^AQ, A[) ; en effet passer
aux espaces duals dans la proposition i. i et utiliser la proposition 1.2.

2. LE THÉORÈME DE RÉITÉRATION

2.1. On va démontrer le :
Théorème (2.1). — On donne deux espaces de Banach Xo, Xi respectivement de classe

Jf^ (Ao, Ai) et ^TQ (Ao, Ai), avec 6o<6i$ soit 6 avec

(2.1) 6o<e<6i.
Alors

(2.2) S(^o,ÇoîAo;A»SnAi )cS(yo, -y îo îXo; ?i,^i,Xi)

si les relations suivantes ont lieu :

(2.3) ^-(î—^o+ezÇi, î=o, i
, , i 1—6, , 6,
(2.4) -- — — — + , î=o,i.

9i Pô Pi
'Ç

(et, comme d'ordinaire, 6 = — — o ~ r ) -
7]. ^O——Sl

Noter que -—^-=®—^ ^e sorte clue d'après (2.1) on a : ^o7)!^0 e^
^o—Si

8(^0,^X0; îi^i^Xi) a un sens.
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Démonstration. — Soit aeSQ&o, Ço, Ag; j&i, Ci, Ai). Soit {^J avec (1.1) et (1.2),
chapitre II. Comme X^ est de classe ^fo.(Ao, Ai), et d'après la définition 1.1, on a :

IKIIx l̂NIl̂ lKIlîî
d'où :

g,(i-e<) <h^
II^JI^HII^^X) p' dl^XII^'

et appliquant l'inégalité de Hôlder :

e^u^W, i=o,î
+00

d'où suit que û== S ̂  est dans S(yo5 ^o? ^-o; ^3 7]i, Xi), d'où le théorème.
—00

2.2. Voici maintenant un résultat « inverse » de celui du théorème 2.1 :
Théorème (2.2). — Les Q^ sont comme au théorème 2 . 1 . On suppose cette fois X^ de

classe jfQ.(Ao, Ai). Alors :

(2.5) S(yo, ̂  ̂  îiî ̂  Xi)CS(^o3 So? Ao;^i, Ci, Ai)

JOMJ- les conditions (2.3), (2.4).
Démonstration. — Soit ûeS^o? ^o? ̂ î îi? ^15 Xi). Alors (cf. chap. II) on peut

représenter a sous la forme

(a.6) û^on+^in

où
(2.7) ^%^(Xo), î̂ (Xi).

D'après l'hypothèse faite sur X, et la définition i. 2, pour tout t^> o on peut trouver
^ ̂ In avec :

^n^^On+^ln» î == 0, 1

II^OnllAo^^^^ll^Jlx^

ll^iJk^^^"61!!^!^-
Donc :

||.Sony ll^^^.ç-^^ll^ty ||P<»
1 1 ^ ^OnIlAo-^1 '! ^m II" ^nllx^

1 1 Â"y [ |Pi < .Pxç(l-6i)Pi 1 1 ^n \\p,
II" t / ï l^^l'Al—^ l ' l "in Ir ^mllx,

OÙ
ç —f .-n(Ço-Çi)
^n — ^n"

On choisit maintenant s^ de façon que

^-n^-jr'0-
Alors grâce à (2.4) :

^-9,)P.=||̂ J|̂ -P.
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d'où :
ll̂ oX ÎÎ Jl̂

IÎ JIS ÎÎ JÎ
Si donc

^On=^00n+yi0n

^ln=^01n+yiln

on a : ^^e^Ao),

^ În^Ai).

Par ailleurs wQ^+w^=:VQ^-}-v^=a

ce qui démontre que ûeSQ&o, Çg, Ao; j&i, ^3 Ai) et démontre le théorème.
a. 3. Comme conséquence immédiate des théorèmes 2. i et 2.2 on a le
Théorème (2.3) (Théorème de réitération). — Soient Xo et X^ des espaces de Banach,

respectivement de classe JT^(Ao, A^Jf^ (Ao, Ai). .So^ 6 ay^

(2.1) 6o<6<6i.

^for^

(2.8) S^o, ^05 ^-o; ^15 ̂ i. Xi) =S(j&o, So? A o î A ? Si? Ai)
(^ûy^ équivalence des normes), Jî

(2.3) ^=a(î—?+6Â. î=o, i,

(2.4) 1=1^^.v / ^ A A

3. UN NOUVEAU THÉORÈME D'INTERPOLATION

Soient {Ao, A^, j2/},{Bo, Bi, â§^ deux triplets comme au chapitre Ier, n° 3.
On va démontrer le
Théorème (3.1). — Soient Xo, X^ (resp. Y^, Y^) rf^ espaces de Banach de classes

^e,(Ao,Ai),^(Ao,Ai) (resp. ̂ (Bo, B^), ̂ (Bo, Bi)) avec Q^ (resp.^<^). ^ÏTT
MTZ opérateur linéaire de ^ dans Se tel que

(3.1) 7reaS^(X^; Y,), de norme M,, î==o, i.

Alors, quels que soient p^ Ç,, r^ ^, ûy^

(3.2) ^<^°T<^ Xo<^—<Xi,
^O ^l ^0——^1

(3.3) (i-9<)So+e<Çi=(i-x<)Ço+X<^, t=o,i,

(3.4) ITet+?==I-xt+^ t=o '1 'A A ^ ^
3<3
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on a :

(3.5) ^^(S(A), Ço, Ao;A, Si, Ai); S(ro, ̂  Bo; ^, î^, B^)).

Z<2 %om^ M A n dans (3.5) est majorée par

(3-6) M^^Mi-°M?

où c est une constante (dépendant des p^ Ç,, r,, ^ ^ oà

(3.7) ^(1-60)6+60(6-1) ^
13 7/ 61-60 5 So-Çi'

Démonstration. — On utilise d'abord le théorème d'interpolation 3.1, chapitre Ier,
puis les résultats du numéro précédent.

D'après le théorème 3.1, chapitre Ier, TT est un élément de

«^(S^ "̂  Xo; ?i, 731, Xi) $ S(?o, ^o. ̂  ; ^15 ^15 Yi)),

de norme dans cet espace majorée par

M^-^M^, \=-^—.
^o—^i

D'après le théorème 2.1, on a :

(3-8) S(A), So, Ao;A, ̂  Ai)CS(yo, 730, Xo; ̂  731, Xi)

si

(3-9) ^=(i—Q^+Q^ z=o, i,

(3.io) l=ITi^+^ î=o^^ A A
et si la première relation (3.2) a lieu.

D'après le théorème 2.2, on a :

(3.") S(îo, Y]o, Yo; ̂ , 731, Yi) CS(ro, î:o, Bo; r^ ^, Bi)

si

(3-") ^==(i—X^o+X^i, î=o, i,

(3-13) l=lr^+^ ,=o,i
ft ^ ^

et si la deuxième relation (3.2) a lieu.
Le résultat (3.5) suit. L'inégalité (3.6) résulte des faits suivants : a) X==(T;

b) les injections dans (3.8) et (3.11) sont continues avec des « constantes d'injection»
fonctions des paramètres.

Remarque (3.1). — Le théorème 3.1 est au théorème 3. i du chapitre Ier ce qu'est
le théorème d'interpolation de Marcinkiewicz [26] au théorème d'interpolation
de M. Riesz [33]. Cette remarque sera précisée au chapitre VII.

34



CHAPITRE V

THÉORÈMES D'INCLUSION ET DE COMPACITÉ
POUR ESPACES DE CLASSE ^ (A^ A,), ^ (A^, A,), ^ (Ao, A,)

i. THÉORÈMES D'INCLUSION

1.1. Soient {Ao, Ai, ^/} un triplet avec les hypothèses habituelles.
Théorème (i. i). — Soient Xo, X, X^ trois espaces respectivement de classe CC^ (Ag, A^),

^(Ao, Ai), ̂ e,(Ao, Ai), azw

( 1 . 1 ) 6o<e<ep
^4forj

(1 .2) XCXo+Xi.

'Démonstration. — D'après la proposition 1.2, chapitre IV, (1.2) sera vrai si Fon
montre

(1.3) S(a),6,Ao;a),-(i—6),Ai)CXo+Xi.

Mais d'après le théorème 2 . 1 , chapitre IV, on a :

S(oo,6,Ao; oo,—(i—6),Ai)CS(oo,7îo, Xo; oo, 7]i, Xi)

où 7],=6—6,, d'où (1.3) puisque

S(oo,Y]o,Xo$ ûo,7îi,Xi)CXo+Xr

Théorème (1-2). — Soient Xo, X, Xi trois espaces respectivement de classe JT^ (Ao, A^),
^e(Ao,Ai),.Te,(Ao,Ai), avec(i.i).

Alors
(1.4) XonXiCX.

Démonstration. — D'après la proposition i. i, chapitre IV, il suffit de montrer que

(1 .5) XonXiCS(i,6,Ao; i,-(1-6), A^).

Mais d'après le théorème 2.2, chapitre IV, on a :

S(i, 6-60, Xo; i, 6-61, Xi) cS(i, 6, Ao; i, - (i -6), A,)
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et comme
XonXiCS(i, 6-60, Xo; i, 6-61, Xi),

on a (1.5). D'où le théorème.
Des théorèmes précédents résulte le
Corollaire ( 1 . 1 ) . — Soient XQ, X, Xi trois espaces respectivement de classe JT^(Ao, Ai),

jre(Ao,Ai),jre,(Ao,Ai), avec ( 1 . 1 ) . Alors :

(1.6) XonXiCXcXo+Xi.

1.2. On peut simplifier quelque peu les résultats précédents lorsque l'on suppose
que AoCAr

On va démontrer le
Théorème (1.3). — On suppose que AoCAr

1) Si X est de classe jTe(Ao,Ai) et Xi de clause ^(AO, Ai) avec 6<6i, on a :

(1.7) XcXi.

2) Si X est de classe ^e(Ao, Ai) et Xo de classe ^e,(Ao, Ai) flzw 6o<6 on a :

(1.8) XoCX.

3) Si X et Y sont de classe ^e(Ao, Ai),;Te'(Ao, Ai) avec 6<6', on a :

(1.9) XCY-

Démonstration. — i) On utilise le théorème 1.1 avec 60=0, ce qui est loisible,
d'après la remarque i. i, chapitre IV et le fait que les résultats du n° 2, chapitre IV,
sont valables dans les « cas limites ». L'espace Ao est de classe ^(AO? Ai), donc (1.2)
avec Xo==Ao donne XcAo+Xi; mais comme AoCAi on a : AoCXi d'où (1.7).

2) On utilise le théorème 1.2 avec 61 = = i ; alors (1.4) avec Xi==Ai donne
XoïïAiCX; mais comme AoCA, on a : XoCAi d'où (1.8).

Le 3) est un cas particulier du 2).
Remarque (i. i ). — D'après le chapitre IV, tous les résultats précédents s'appliquent

aux espaces de moyennes (et aux espaces [Ao, Ai, 8(6)], S{po, S;o? Ao; Ri, Ci, Ai),
cf. chapitre IV, n° i).

a. THÉORÈMES DE COMPACITÉ

ss.i. Nous adoptons la notation suivante : JS^^ Y) désigne l'espace des appli-
cations linéaires continues et compactes de X dans Y (espaces de Banach).

Théorème (2.1). — Soit B un espace de Banach quelconque et {Ao, Ai, ̂ } un triplet
avec les propriétés habituelles. On se donne une application linéaire n de B dans ^ telle que

(a.i) 7T6^(B;Ao)
(2.2) 7ie^(B;Ai).
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Alors si A ̂  de classe ^feC^oî Ai), o<6<i, on a :

(2.3) T.G^(B;A).

Démonstration. — Soit {éj- une suite de B, [[éJI^M (indépendant- de n).
D'après (2.1)5 on peut extraire {^} de {^} telle que
(2.4) 7r(6J-^û dans AQ.

Comme A est de classe ^eO^o? \) on a? P^ définition

II^J-^^llA^^II^J-^vOlli.-6!!^^)-^^')!^^^^^^
car i|TC(è)||^<<Oi||6||B» Donc ?î(^) est une suite de Cazrchy dans A, d'où le résultat.

Théorème (a. a). — On donne B,{Ao,Ai,j^} comme au théorème 2 .1 . Soit n une
application linéaire de ^ dans B. On suppose que

(2.5) TTE^(AO;B),
(a.6) 7ceJS?(Ai;B).

tSo^ A ûfe c/ûĵ  Jf^Ao, A^), o<6<i. ^4/orj

(2.7) 7reJ^(A;B).

Démonstration. — Soit {^} une suite bornée de A.
Si {^J est une suite de nombres >o, tendant vers +30? puisque A est de

classe jf*Q(Ao, A^), on peut, quel que soit m, trouver û^eA^, î==o, i, avec

^=^0+^1?

ll^olk^^H^IL
IknJk^-'IkllA.

D'après (2.5),onpeutextrairedelasuite{n}unesuite{v}telleque {^(û^o)} converge
dans B lorsque v-^oo, quel que soit m. On va montrer qu'alors {^{a^)} est une suite de
Cauchy dans B. Soit donc e>o donné. Il faut montrer que pour v,v'>:v(e), on a

(a.8) IK<)-^)I|B^

On choisit d'abord m tel que

(2.9) ||^(^i)—7r(û^)|[B^e/2, v, v' quelconques.

Pour cela, on note que
ll^^i)-^^^!)!!^^^1!!^-^!^ (constante)^-1

ce qui peut être rendu ^e/2, puisque 6<i et ^->+00-
Soit donc m fixé, avec (2.9). Comme {7c(û^o)} est une sulte de Gauchy dans B,

on a :
ll^k^—^k'mo)!^^ p01111 v. ̂ ^^e)

ce qui joint à (2.9) donne (2.8) et démontre le théorème.
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Remarque (2.1). — Des idées voisines se trouvent dans E. Gagliardo [7].
2.2. Nous supposerons maintenant que ApCA^.
Théorème (2.3). — Soit A^cA^ et 6, 6' donnés avec 6<6'. Soient X et Y deux espaces

déclasses jT^Ao, A^) ^ jf^Ao.Ai) respectivement. {Alors XcY; théorème 1.3, g).)
Si ^injection de AQ dans A^ est compacte, ^injection de X dans Y est également compacte.
Démonstration. — Appliquons d'abord le théorème 2.2, en prenant Ai==B et pour n
l'opérateur identité. On en déduit que l'injection X-^A^ est compacte.

Appliquons maintenant le théorème 2.1, avec B == X, TT == identité, compacte
de X->Ai, et continue de X->X. On en déduit que TT est compacte de X->C, où G
est de classe ^f\,(Ai, X). On aura donc le théorème si l'on montre que l'on peut prendre
C==Y, donc que Y est de classe ^(A^, X) pour un T] convenable. Il y a plus :

j _Q'
(2.10) Y est de classe jf^(Ai, X), T ] = = — — .

ceci se vérifie par application du théorème de réitération, chapitre IV.
Remarque (2.2). — Remarque analogue à la remarque 1.1.
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CHAPITRE VI

ESPACES DE TRACES ET DE MOYENNES

i. ESPACES DE TRACES
i . i . Définition.

Si F est un espace de Banach, on désigne par L^. (F) l'espace 1^(0, oo; F), i<_p<_ao
(rappelons que L^(F) est l'espace des fonctions de puissance p^ sommable sur (o, oo)
à valeurs dans F pour la mesure dtjt).

On donne un triplet {Ao,Ai,j^} avec les propriétés habituelles.
Soient <Xo et ai deux paramètres réels. On désigne par V^(^, oco, Ao; p^, o^, Ai)

l'espace des (classes de) fonctions u telles que

( 1 .1 ) ^eI4°(Ao),
(1.2) ^^eL^Ai)

d^^u
où -0^=-. désigne la dérivée (d'ordre m) de u au sens des distributions sur

l'ouvert ]o, oo[, à valeurs dans A(). Muni de la norme

(^S) ll^k=max([[^^|[^^|[^^m)||,^),

c'est un espace de Banach.
De l'hypothèse (1.2) résulte que u^ est localement sommable à valeurs dans A^

dans l'ouvert ]o, oo[. Donc, en particulier, u et u^ sont localement sommables dans ]o, oo[
à valeurs dans Ag+Ai. On peut donc considérer u^Çt), o<_j<_m— i, t>o, élément
de Ao+Ai.

On dira que u^ admet une trace à l'origine si u^Çt) converge dans A^+Ai
lorsque t -> o ; alors

trace de u^ == lim u^it) == ̂ (o).t^o v / v /

On a le résultat suivant, cas particulier d'un théorème de Poulsen [32] dont nous
allons indiquer la démonstration pour la commodité du lecteur.

Proposition (1.1). — Si

(1.4) —+^<m—j, rentier avec i<j<m—i,
Pi

alors les traces ^(o) existent pour o<k<j\
(En outre, selon Poulsen [32], la condition (1.4) est nécessaire pour l'existence

de ^(o).)
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Démonstration. — De (1.2) et (1.4) résulte que

(1.5) ^-^eL^o, i;Ai).

Si w—j—i=( i==o , il en résulte que u est absolument continue dans [o, i] à
valeurs dans AQ+AI.

Si [f.>_î, on note que

ll^-^ll^ll^-^iîll+J;!!^^)!!^
où H H désigne la norme dans Ao+Ai. On en déduit que

JV-1!!^-1)^!!^!!^-^!)!!^-1^)^-^^^-^)!!^^^
d'où

J;^-1!!^-1)^!!^^2^!!^)^)!!^t"
d'où, grâce à (1.5) :
(1.6) ^-^-^eL^o, i;Ao+Ai).

Continuant de la sorte on arrive dans le cas le plus défavorable à

î^eL^o.iîAo+Ai),
et ^(o) existe.

On pose alors la
Définition (1.1).— Si (1.4) a lieu, on désigne par T^o, ao, Ao; p^ a^ Ai) l'espace

décrit [dans Ao+Ai) par ^(o) lorsque u parcourt VJ^o, ̂  Ao; p^ a^ Ai).
Muni de la norme

(1.7) IM|T-= ,mf ||^||v^
? u(î)(0)=a m

on obtient un espace de Banach. Les TJ1 sont des espaces de traces.
On pose en général

( I - 8 ) ^(Aï? ^Ao; p^ ai, Ai) =T(j&o, ao,Ao;A, ai, Ai)

Remarque(i.i).—Les espaces T^Q&o, ao, Ao;j&i, ai. Ai) donnent lieu à une propriété
d'interpolation analogue au théorème 3.1, chapitre Ier. Cf. Lions [19]. Mais entait
cette remarque se réduit exactement au théorème 3.1, chap. Ier, après les résultats
du numéro suivant.

i . 2. Lemxnes«

Notons d'abord que les conditions (1.1) et (1.2) sont équivalentes à

(1.1 bis) ^eL^(Ao), 730 =^+00,
Pô

(1.2 bis) ^^)eL^(Ai), 73l=-I-+al.
A
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Lemme (1.1). — Si aeT^/^, oco, Ag; p^ o^, A^), OTZ j&^ toujours le représenter par :
a=u{î)(o)

où u satisfait à (1.1 ézj), (1.2 bis) et en outre à
(1.9) ^^eL^Ao), j&oMr ̂  ^^r A.

Démonstration, — Soit / définie sur R par

/W-^),
v satisfaisant aux analogues de (1.1 bis) et (i.îîbis) et a=y ( î )(o). Alors

^V, ^ ,rf'y(<)
( , ï) = -"/r^ ——, ^=constantesajr a;=ioy( '•=1 ar

et d'après la proposition i. i on en déduit que

(1.10) ^/(^)->^(')(o), dans Ao+A^, ̂ ->-oo;

/* -4- oo
si alors l'on remplace/par y*p, pe^ ^"^p^)^^ i, on voit que

J — 00

^-^/*p)^M->^)(o), dans Ao+A,^->-oo.

D'après (1.1 6^), on a : ^/eL^Ao), donc

^(/*p)^eL^(Ao)

^/ ̂  ^0^ A et donc si u est définie par

^)=(/*p)(log^)
on a :

^•)(o) = a et f+^eL^Ao)

quel que soit k, d'où le lemme.
Lemme (1.2). — On suppose que (1.4) a lieu et que —+ao+J>o. Soit u satisfaisant

à (1.1 bis), ( i .2è^) , ^ (1.9). ^forj po

( 1 . 1 1 ) ^(o)=YJ^m-WW)(^)^ ^=(_i)—^(^_j_i)!

Démonstration. — L'intégrale du deuxième membre de ( i. 11 ) converge, à l'origine

grâce à (1.2 bis), et à l'infini grâce à (1.9)3 pour k==m et —+ao+j>o. On a :
Po

rr^-W^w^lim rr-^-1^)^^
Jo v / e ->0 j6 v /

e>0 ^{^-^-^^-^(^^—r^—j—i)^-^2^-1^^^}.
Or ^-^(e)^^-1^!)—^^^)^ d'où, I I I I désignant la norme dans AQ+AI :

J £

||^m~l)(£)||^||^(w~l)(I)||+(J/alpl||^w)(^||^)l/pl(J^~alplrf^^

^7
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Grâce à (1.4), on en déduit que

^m~i~lu{m-l\^)-^o dans Ao+A^ lorsque e-^o.
Ensuite,

^-1)(^__^-1)(^ (\(m)^_ ro^^^G-^^;
*' s */ s

utilisant l'inégalité de Hôlder et (1.9) pour k=m, on en déduit (comme par
hypothèse ^o+J>°, de sorte que 7]o+w>i) que u^-^Çt) converge dans Ao+Ai
lorsque ^oo. Mais comme, d'après (1.9) pour k=m— i, ̂ -^-^•-^eL^Ao),
il en résulte que ^"^(^-^o lorsque ^->oo. Alors

(1.12) ^-1^) =-J^(-)(<,)^

d'où en utilisant Hôlder et (1.9) pour k==m :

^-^WIlA^C^'"^^'4-1, .=constante,

de sorte que grâce à —-\-^QJrj>o,tm~ï-lu{m~l\t)->o dans Ao lorsque t->+oo. Par
conséquent r"

( 1 .13 ) ^^-^^^(^^^-(m-^-i)^^-^2^-1)^)^.

Distinguons deux cas :

1er cas : ï-+a(.-i<,I.
Pi

Alors ^"^(e) converge dans AQ+AI lorsque e->o. Par ailleurs, pour le
comportement à l'infini, ce qui a été dit précédemment est valable en remplaçant m
par m— i ; donc

tm~j~2u{m-2}{t)\^^—em~j-2u(m~2}{e)

et ceci converge vers o ou —u{m~2}(o) selon que m—j—2>o ou ==o.
Dans le Ier cas, on obtient

J^W-?- l^(^)A=^w—J—I)(m—J—2)^^-?-3^w-2)(^)^
dans le deuxième, = (m—j—i)^""2^).

2e cas : —+ai>i . Alors de (1.12) et d'une inégalité de Hardy-Littlewood-
Pi

Polya (d'ailleurs immédiate en posant x==logt) résulte que t7il~lu(m~l}{t')eLpl(A^) et
par conséquent dans ( i . 13) (au facteur —(m—j—î) près) on est ramené au problème
précédent, avec m remplacé par {m—i).

Conclusion : on arrive ainsi jusqu'à

^tm-^-lu^(t)dt={—I)m-^--l(m—j—î)\ru^+l\t)dt9,

mais u^Ç^-^o dans A^+A^ lorsque t-^co, donc on obtient (1.11).
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2. IDENTITÉ DES ESPACES DE TRACES ET DE MOYENNES

2.1. On va maintenant démontrer le résultat suivant :
Théorème (2.1). — On suppose que

(a.i) ^-a^^o,
^o

(2.2) ^a^^m.
A

^4/orj, sauf peut-être si —+ao==o, — i , —2, . .., on a :
Pô

(2.3) TJ^o, ao, Ao;A. a^ Ai)==S(j&o, ,I-+ao+J, Ao ; A, -^+ai+J—m, Ai),
A A

ûzw rf^ normes équivalentes.

Démonstration. — i) Soit aeT^p^ ao, Ao ; A, oci, Ai). Alors d'après le lemme 1.2,
on peut représenter a sous la forme

a^r^u^^^ruçtA1 J o v / t J o * t
où

(2.4) ^)=Yr-^)(^,

avec u satisfaisant à (1.1 bis), (1.2 bis) et (1.9). Donc, en particulier,

O^) ^^eL^Ao), Tîo-^+ao,
Pô

(2.6) ^-^eL^(Ai), Tîi^'+ai,
A

donc ûeS(j&o, . + ao +J, Ao ; A, ̂  + ai +j—m, Ai) = S, d'après la remarque i. i, cha-
pitre 1er. PQ A

On a donc toujours l'inclusion TCS dans (2.3) (l'inclusion topologique résultant
facilement des considérations précédentes).

2) Soit réciproquement aeS. Alors on peut représenter a sous la forme

r°° /^at
a== u (t)—,

J o ^ ) t
avec u satisfaisant à (2.5), (2.6).

On introduit

^ ̂ jr ̂ -^-'~l^~'\(<^
Â:==0, I, 2, . . . J—I ,

^(—l)^————————^________.
(m—k— i)... (m—j)
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Alors
- . / . \ . r 0 0 / - ^ -m-A_ i i-î, / x Ar^)-^^(I—)W~'~1^-\M-

•? < (T * <T^ CT *' / CT

est donc le produit de composition (sur R*) de tî~ku avec la fonction

^-.-(i-^-1 si t<î, -o si t>i.
Alors on a :

(2.7) ^^eLf^Ao)

si ^4-y,_,EL^ Le. si

(2.8) ^>-k.

On introduit ensuite u par

i ;/ = ̂  si A == o.

<"«)'j:^-^^fo L - ) t ^^^ si ^ I5

On a, lorsque Â:> i :
I C 1 , t M.-1 fc / x d(5f .\ I G 1 / v \ l - 1 Z r / \ ÛO'

^^(^Ty.L^-1^1^^).-'
ce qui est le produit de composition (sur R*) de o^ avec g^ définie par

(t_iV^-1

^)==o si t<î, ^ / si t>i.

Alors, tenant compte de (2.7)

(a.io) f^eL^Ao)

toujours si A=o, et lorsque A;>i , si f^eL^, donc si

(2.11) ^o<—k+i.

Ensuite, en posant D==rf/ûk :

Dmu==Dm~k{Dku)==Dm~~kUk=={—I)m~kc(m—k—I)\ti^mu^t)

et donc
(2.12) ^D^^eL^^Ai).

Enfin

Dju=DÎ-k{Dku)=c(—î)j-k(m—k—ï)...(m—j)r(a—t)m-•j-lGi-mu^)d(J

donc
m/ \ r00 / \da

u{1)(o)= ̂  u^G)—==a.(2.13) ^(^-r
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Cela montre que, sauf peut-être pour TÎO=O, i, . . . , — ( j — i ) , la fonction u
satisfait à (2.10), (2.12) et (2.13), donc que aeT^Çp^ ao, Ao; A, a^ Ai).

Ceci achève la démonstration du théorème (1).

2 . 2. Quelques conséquences.

Partons de (2.3) et appliquons le théorème 5.2, chapitre Ier; on a :

S(A), -+ao+J, Ao; A, ̂ a^-m, A,) =S(^, ^+J , Ao ; A, ̂ ^"^ , A,)A) A fio+yii+m ^o—^i+w

(où, rappelons-le, ^==-4-00,); mais d'après le théorème 2.1,
A

s^' —00±^5 Ao; A5 J^Tl- A!) -Wo, Pô, Ao; A, P., A,)
^O——^IT-772 ^0——^l^-^

OÙ

(2.14) J-+Po=l+Eîl=——î^±^-e]o, i[.
Pô Pi flo—^i+m

Conformément à la convention (1.8) on obtient donc le
Théorème (2.2). — On suppose que (2.1) et (2.2) ont lieu. Alors, on a :

(2 • ̂ î T^A), ao, Ao ; A. ai. Ai) == T(A), Pô. Ao $ A. Pi, \)

où les p^ satisfont à (2.14), avec des normes équivalentes.

Ce théorème réduit donc l'étude des TJ1 à celle des T. On donne au numéro
suivant quelques propriétés de T, conséquences immédiates des propriétés correspondantes
des espaces de moyennes.

3. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES ESPACES T(A, ao, Ao; A. a^, A^)

On peut supposer que o < — + a ^ < i .
A

Théorème (3.1) (Symétrie). — On a

(3-i) T(A), ao, Ao; A, ai, Ai) =T(A^i, Ai; p,^ Ao)

où
i /" '̂ / i \ i '̂ '-̂  / - i \^-+ai=l—(^-+ai), _ + a o = = l — ( - + a o ) .

A A A A
Démonstration. — En effet d'après le théorème 2. i

T^o^o^AoîA^ai .A^^S^o, So. AQ ; A? Si, Ai), Ço=-1-+ao, Çi=^-+ai—i.
Pô A

(1) (Note ajoutée à la correction des épreuves.) Par une méthode différente, M. P. Grisvard a démontré (2.3)
également lorsque — + ocy == o, ~ i, ..., — (j— i) (travail à paraître dans Math. Scand.).

Pô
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Mais (théorème 5.1, chap. Ier), SQ&o, ̂  Ao ; A^i, Ai) == S (A, Ci, Ai; po, Ço? Ai) et par
le théorème 5.2, chapitre Ier, ==S(^i,—Ci, Ai; ^o?—So? Ag) d'où le théorème, en
utilisant encore une fois le théorème 2.1.

De la même façon :
Théorème (3.2) (Homogénéité). — Soit À>o. On a

(3.2) TQ&o, ao, Ao; A? ̂  Ai) =T(j&o^o5 Ao; A^n Ai)

où

—+^o==^(— 4-^0)3
^o A)

I+/yl-I=X(I+al-I).
A A

Enfin, en utilisant le théorème de dualité du chapitre III, on a le :
Théorème (3.3) (Dualité). — Sous les hypothèses du théorème 3.1, chapitre III,

on peut identifier le dual de T(j&o, oco, Ao; p^ ai, Ai) à TQ^) —ai? Ai; ^o, —ao, Ao).
Enefîet TQ&o, ao, Ao;A.°^ Ai) ==S(A), Ço, Ao;A^i, Ai) de dual

S(^,-Çi,Ai;^-^Ao)

d'où le résultat.
Les résultats précédents ont été démontrés directement (i.e. sans utilisation de la

notion d'espace de moyenne) dans Lions [19] [22].
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CHAPITRE VII

EXEMPLES

§ i. LE CAS DES ESPACES If

i. LE THÉORÈME DE M. RIESZ

1.1. Soit X un espace localement compact, y. une mesure positive sur X et
soit V (i;</^oo) les espaces de Lebesgue pour cette mesure, et L^F) les mêmes
espaces à valeurs dans un espace de Banach F.

Soit {AQ, Ai, s/} un triplet avec les propriétés habituelles. On va montrer le
Théorème (1.1). — On a

( 1 . 1 ) S(/>o,Ço,Lî"(Ao);A,Çi,L^(Ai))=L»'(S(/>,,Ço,Ao;A,Si,Ai))

où

(...) —I—6+0, e- ^v / ^ — — ^ ! J , 5 — — Ï S 3

P PO Pi ÇQ——ÇI

avec des normes équivalentes.
Démonstration. — Pour simplifier l'écriture on pose :

S(^,Ço.Ao;A^i.Ai)=S,

S(A), So, L^Ao); A, Si, L^(A,)) =^.

i) Soit ûe^. Alors
4-00

a == S ^

où
{^Je^(L^(Ao)), {AJe^(L^(A,)).

Alors, pour presque tout ^eX, d'après la remarque i . i (chap. II) :

-^)||^.(2^||^^)||^)-^(2: II^^WH^
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les c désignant ici et dans la suite des constantes diverses. Par conséquent, d'après
l'inégalité de Hôlder et (1.2), on en déduit :

- , +°° ( l-6)y +00 Qp

JJI^WIIi^W^J^Sj |̂ W||i;) ^ (Sj|^^)|[^)^rf^)
-<-00 (i-e)p +00 op

^^^Jxll^^WII^^W) po (^Jxll^^nWllï^W)^

d'où aeL^S) et
IHiL^^IHk.

2) Réciproquement, soit û une fonction simple à valeurs dans S. Donc û==Sû^,
somme finie, ^eS, ^ fonction caractéristique d'un ensemble mesurable. Alors, pour
presque tout .yeX, on peut écrire :

(i.3) a(x)^w^x)
— 00

OÙ

{^M}e^(Ao), {^W}e^(Ai),
et où

(^î II^Wlis^^maxÇII^^MII^^JI^^^I^

(II suffit de représenter chaque ^ par une somme convenable d'éléments de A^nAi).
On définit alors X par

AXi—^o)-^-
Vu (1.2), on a alors

A(i-^i)=^.

On définit ensuite u^{x) par

^•S) ^W-^+Exio.iia^iy

(où [̂ ] == partie entière de ^) ; la fonction ^ est mesurable. On a :
+00 + oo

S H^0^) ||^== 2 |[^o^(^||^^-[^og|la(^||s]Ç.p.^^^^[^^-X(logj(^)||^.P.

^.||aMi|r-^^=.||^)||g
(d'après le choix de À). Donc

{^J^(L^(Ao))
et de la même manière,

{^j6^(L^(A,)).

Alors |M|^:<c||a|[LP(g) ce qui achève la démonstration du théorème, les fonctions
simples étant denses dans 1^(8).
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Corollaire (1.1). — On a :

S(A),ÇO,LP°;A,ÇI ,L^)=L^
où p est donné par (1.2).

i . 2. Application.

Théorème (1.2). — On donne deux triplets {Ao, A^ ĵ }, {Bo, B^, SS\ Soient p, q donnés,
î==o, i, î<_p^ ft.<oo, a^c

(I-6) A)^O. A^r

5W^ TC ̂  opérateur linéaire continue de L^A,) rfa^ L^(B,), î==o, i. *So^ p et q avec

( j ^ I I — e , 9 i i—6 , e ..l1'?) "^""T'+r5 -==——+ - - ' o<e<i.
P PQ Pi q qo qi

Alors n est un opérateur linéaire continu de L^SQ&o, 6, AQ ; ̂ , 8 — i, A^)) Azyzj
L^(S(yo,e ,Ao; ^6-1, A,)).

Démonstration. — D'après le théorème 3.1, chapitre Ier, n est un opérateur linéaire
continu de SQ&o, 6, I7°(Ao) ; A, 6- i, L^(Ai)) dans S(^o, 6, L^(Ao) ; p^ 6- i, L^(Ai)).
Mais d'après le théorème i. i, le premier espace coïncide avec 1-̂ (8 {po, 6, Ao ; A, 6 — i, Ai) ).
Par ailleurs, d'après le théorème 5.3, chapitre Ier, et grâce à (1.6), le deuxième espace
est contenu dans S(yo, 6, L^Ao); q^ 6—1, L^Ai)) qui, d'après le théorème 1.1,
coïncide avec L^S^o, 9, Ao; q^ 6— i, A^)), d'où le théorème.

Remarque (1.1). — Théorème de M. A'<^ [i].
Si l'on prend A^ = Ai == Bg == B^ = G, le théorème i. 2 redonne le théorème de

M. Riesz : si n est linéaire continu de Ifi dans L^, i==o, i, (norme œ,), alors TT est
linéaire continu de L^ dans IA

L'inégalité de convexité (3.2), théorème 3.1, chapitre Ier, montre que la norme co
de TT dans J§f(L^; L9) est ^c^"6^6, <:= constante (parce que l'on a montré que
S(A)5 So5 L^0; A, Ci, L^)^!^ avec des normes équivalentes). On sait (M. Riesz [33])
que l'on peut prendre c == i ; cela peut également se démontrer par la méthode des
traces (cf. Lions [18]); vu l'identité des espaces de traces et de moyenne, la méthode
de Lions [18] pourrait évidemment s'adapter ici de façon à fournir la constante c== i.
(La démonstration donnée ci-dessus n'est, au fond, qu'une variante de celle de Lions [18].)

2. LE THÉORÈME DE MARCINKIEWICZ

2.1. Pour fixer les idées on va se borner au cas scalaire, l'extension au cas
vectoriel étant immédiate.

Comme au numéro précédent, soit X un espace localement compact, |JL une mesure
positive sur X. Désignons par M6 (o<6<i) l'espace, introduit par G. G. Lorentz [25],
des fonctions a, niesurables pour la mesure [L et telles que

(2.1) Jj^^(E))6
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pour tout E mesurable, C étant une constante convenable (dépendant de a) ; c'est un
espace de Banach pour la norme

(2.2) |H|Me=infC=supjJ^/^E))6.
E • /E

Théorème (2.1). — On a

(2.3) S(a),Ço,L^;oo,^,L^=M°

où

(2.4) ( 7 = I — — I / J & ,

p étant donné par (1 .2) .
Démonstration. — En utilisant le cor. i. i, on voit que L^ est de classe JTg.(L1, L°°)

où (T ,=I—i/^ , î==o, i. Donc, en utilisant le théorème de réitération, chapitre IV,
on se ramène au cas J&Q== i,^==oo. (On notera que (2.4) devient o-==(i—6)(7o+6cri.)
Il s'agit donc de démontrer que

(2.5) SCoo.^I^oo.^L^M0

où
(2•() ^A;-

1) Soit aeS(oo, ̂ , L1; oo, ̂  L°°). Alors

a=Vo(x)+Vi(x')

où ^•OoeL^L1); ^^eL^ÇL00). On obtient

^|a|rf(x^Jj^)l^+Jj"iW|^^^||î'oWllL>+^E)||^)||^^

^C-^II^^II^^+^-^^E)!!^^!^»)
d'où, en faisant un choix convenable de x,

Jjalûrtx^cll^.oll^^ll^^ll^^^E))6

ou encore, en faisant varier VQ et v^y

Jjûl^^.ll^ll^^^^^^^E))6.

Donc
lH|Me^lMls(oo,!;.,I^oo,S;l,LOO)

et
ûeM6.

2) Soit aeM6. Alors
Jj^l^^C^E))6,

^^
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G étant une constante convenable. Soit E l'ensemble où a\'>Ct, avec t=e~^\
Posons

a, xeîL
yow= o, .eCE'

o, xeE
ylw=., .eCE

Alors on a
a=VQ{x)+v^x)

où

(2.7) !l.oW||L^G(ii(E))9; \\v,{x)\\^^Ct.

Or :

d'où
|.oM|lî (E).c^

^(E)^1-6.

Donc (2.7) donne (^=^'~'a;sl)

(2.8) IhoWliL^-^; II^WIILOO^'"^

Donc

et
l l^l ls too.^L-oo.^L^IHiM®

^(oo.Ço.L^oo.^L00).

Remarque (2.1). — On peut utiliser cette méthode, convenablement généralisée,
pour déterminer SQ&o, Ço, L1; j^, Ci, L00) dans le cas général j&o4= oo, A+ °°5 on obtient
d'autres espaces introduits par G. G. Lorentz [25], cf. Calderôn [4]. Cf. aussi Peetre [31]
où on donne un procédé général pour déterminer les espaces de moyennes dans des
cas « concrets »; on y retrouve comme cas particulier les résultats de Calderôn.

2.2. Application.

Théorème (2.2). — Soient p^ q^ donnés^ i=o, i, i^A, ft^0^ avec (1.6). Soit n un
opérateur linéaire continu de L^ dans M^ où T^== i—i/^., î=o, i. Soient p et g avec (1.7).
Alors n est un opérateur linéaire continu de L^ dans L .̂

Démonstration. — On notera que L^ est de classe jr^.(L1, L°°) où CT,==I—i/^ ,
et que M^ est de classe Jf^.(L1, L°°). Donc d'après les théorèmes 3. i et 2.3, chapitre IV,
TC est un opérateur linéaire continu de S (j&o ? So ? L^0 ; ̂ i, Ci, L^) dans S (j&o, Ço ? L90 ; ̂ , ̂ , L^).
Alors, d'après le cor. i . i, le premier espace coïncide avec L^ et, d'après le théorème 5.3,
chapitre Ier, le deuxième espace est contenu dans S(^o, Ço, L90; îi, Ci, L91) qui, d'après
le cor. 1.1, coïncide avec D', d'où le théorème.
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Remarque (2.2). — Théorème de Marcinkiewic^ [26]. On peut démontrer que (2.1)
équivaut à

(^•9) t^^d^~^c

pour tout t>o, C étant une constante convenable (dépendant de a). Donc on retrouve
le théorème de Marcinkiewicz (cf. aussi Krein-Semenov [15], Calderôn [4]) : Si n est un
opérateur linéaire tel que

^.^^ri'̂ ^ll^ll^ (^0,1),

alors TT est linéaire continu de L^ dans L3 (de norme co). On a aussi l'inégalité œ ̂  c^ ~e o^°,
ce qui résulte aussitôt de l'inégalité de convexité (3.6), théorème 3.1, chapitre IV.

§ 2. LE CAS DES SEMI-GROUPES

i. RAPPELS SUR LES SEMI-GROUPES

1.1. Dans un espace de Banach E, on considère un semi-groupe t->G{t) borné
et continu; donc :

G(^)E^(E;E),| |G(^)||^;E)=:= | |GW||^M<oo, f>o;

t->G(t)a est continue de ^o->E, pour tout aeE; G{o)a=a donc G(o)==I.
On désigne par A le générateur infinitésimal de G(t) et par D(A) son domaine. Plus

généralement, DÇA^) désigne pour m entier >i, l'espace des aeD(A) tels que
AaeD(A), . . ., Am~laeD{A); muni de la norme du graphe :

m,

( I -1 ) S NA^II
?=0

(où ] | I I désigne la norme dans E), DÇA^) est un espace de Banach.
Notre premier objet est de déterminer explicitement à partir de G(t) les espaces

de moyenne entre D(AW^) et E.
1.2. Soit S une distribution (scalaire) à support compact contenu dans t>^o. On se

propose de définir ici, selon L. Schwartz [36], l'opérateur non borné G(S).
Tout d'abord, si y est une fonction continue dans t>o (plus généralement une

mesure), à support compact (ou à décroissance convenable à l'infini) on pose :

G(y)-JJ )G(^)y(^e^(E;E).

Si ^ est une deuxième fonction de même nature, alors

GM)-G(9)G(+).

Ceci posé, on appelle suite régularisante toute suite p^ de fonctions ayant les
propriétés suivantes :
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p^ est indéfiniment differentiable à support contenu dans [o, ej, ^->o lorsque
V->00 :

P^O, f^^dt^^^dt^I.

Alors S*p^ est une fonction indéfiniment differentiable à support compact (dans t>^o),
de sorte que G(S*pJ a un sens.

Définition (1.1). — Un élément a de E sera dit dans le domaine de G(S) (en bref :
aeD(G(S))) si, p^ étant une suite régularisante, G(S*pJa converge dans E.

Cette condition est indépendante de choix de la suite régularisante. La limite (éga-
lement indépendante de la suite régularisante) est désignée par G(S)û.

Le domaine D(G(S)) est dense dans E et l'opérateur G(S) est fermé.
Si 8' désigne la dérivée de S (masse i au point o), on vérifie que

(1 .2 ) A=G(-8Q

et plus généralement
jm

(1.3) A^G^—i)^), 8^ =-^8.
ut

î . 3. Lemmes.

Lemme (1 .1) . — Soit g^ une suite de mesures à support compact dans t>_o, telle que

(1.4) ^-^s{m) lorsque s-^o,

la convergence ayant lieu dans l'espace ê' des distributions à support compact. Soit aeE tel que
(1 .5 ) G{g^)a converge dans E lorsque e—^o.

Alors a^A^) et
G(g,)a^(-îrAma.

Démonstration. — Soit p^ une suite régularisante. On a :

(ï.6) G(^*PJ^G(pJG(&)^

et par hypothèse, G{gç)a-^b dans E (s-^o). Par ailleurs de (1.4) résulte que
â^Pv^^^Pv uniformément et avec les supports dans un compact fixe. Donc

ÛC^PJ^ -^GÇS^pJû lorsque e-^o,

et (1.6) donne à la limite (pour s->o) :

(1.7) G(8^pJ^=G(pJé.

Mais G(pjé—»-é lorsque v->oo, de sorte que G(8(w)*pJfl converge dans E, donc (par
définition) aeD(^) et b =lim G(8(w)*pJû-G(8(w))a.

D'où le résultat d'après (1.3).
Lemme (1.2). — Soit a un entier ^> î donné. Soit [L un entier quelconque tel que

(1 .8 ) pi>a+i.

53



54 J.-L. L I O N S ET J. P E E T R E

On pose :

('•9) K^^^t——^i-e-^dt.

Soit aeE un élément tel que

('•">) f^t-ct-\ï—G{t))v•.adt converge dans E lorsque e->o.

Alors aeD^A") et

(I•1I) l^K'-J^"0"'^1-0^))^^^^^^-
——JJL,OC

Démonstration. — i) Comme on le vérifie sans peine

(I_G(())-=S;(-i)^)(G(j7)-I)
(A

S» = = i
de sorte que

peut s'écrire :
X^^t-^-^ï—GÇt^a.dt

X.=^(-I)'^.JJ'(G(^)-I)<2.ra-lA

=,|,(-I);(St)JaJ,°;<-a-l(GWa-a)A

==,à(-I)/(/^acf-a-l(Gw^-")^
car

^li^1^^^^"0'"1^^^^^^0-
Donc :

(1 .12 ) X,=G(/Ja

où

('•'S) /.=^(-I)'(?V°t{<-a-l^-(J'^-a-l^)8}

où
^_,_i,,^ ^-a-l si j^t<_^

1S o ailleurs.

2) On va maintenant vérifier que

('•'4) fe-^k^ dans^", e^o,

où

(i.'5) ^^-^J^-^} log (^).
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Soit en effet cp un élément de l'espace S des fonctions indéfiniment différentiables. On a :

</e-V<a),9>=^(-I)î(^•a;^-a-l[9(<)-y(o)]^-SJ-I)^)(J^^)^

^(-^^jaS^-a-l[<?{t)--vw-^Wt
Mais

^{-î)iW^t-cl-ltkdt=o

pour k =1,2, . . . , a—i ; donc

</s-^8(a),y>=SJ-I)î(?)J•aJ^-a-l[¥W-y(o)-^(o)-...-^(a)(o)]^

et ceci tend vers o lorsque e-^o. D'où (1.14).
3) D'après le lemme i. i il en résulte que la convergence de ( i . 10) implique que

ae'DÇA0'). En outre (d'après le lemme 1.1)

—^r-a•-l(I—G^))tW^--->(—A)afl.
^a- e

Ceci vaut quel que soit le semi-groupe G(t). Si donc l'on prend le semi-groupe de
multiplication par e~t sur E==C (corps des complexes), il vient (avec a = = i ) :

-^t-a-l(l-e-lrdt=I,
^V.V.~

d'où Â^==K^ ce qui achève la démonstration du lemme.

2. ESPACES DE MOYENNE ENTRE D(AW) ET E (I)

Théorème (a.i). — On suppose que G{t) est un semi-groupe borné. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(a.i) aeS^e^A^^e-i^^e^; i^^oo;
(2.2) aeE et ^-^(G^—^aeL^E).

En outre, la norme

M+^t-^-^GW-ira^^

(modification habituelle si ^=4-00), est équivalente à la norme sur S.
Démonstration. — i) Si l'on remplace G(t) par G^"^, A:>o, on remplace A

par A+H» opérateur de même domaine. De même

DÇA^D^A+H)»").
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On peut donc se ramener au cas :

(2.3) IIG^H^M,-^, A>o,

sans changer DÇA^), donc sans changer S(j&, 6, DÇA^);^, 6—i , E). Par ailleurs, la
deuxième condition (2.2) équivaut à

(2.4) ^-^-^(G^—iraeL^o, i; E)

car l'on a toujours (G(t) étant borné) :

^-^-^(G^)—1)^61^(1, oo; E).

La condition (2.4) ne change pas si l'on remplace G{t) par G(t)e~kt. Donc on peut
également se ramener à (2.3) sans changer l'espace des a satisfaisant à (2.2) .

On suppose donc désormais que (2.3) a lieu.
Mais si sur E l'on introduit alors la nouvelle norme

||H||-sup||G(^||

(qui est équivalente à \\e\\ car \\e\\<, \\\e\\\<,M\\e\\), on a

|llG(<)|||(=suplllG^)^.
1 1 1 ^ 1 1 1

Comme un changement de norme (par une norme équivalente !) n'affecte pas
l'espace S ni l'espace des a satisfaisant à (2.2), on peut donc supposer que GÇt) a une
norme <_ i, et quitte à le remplacer encore une fois par G^)^"^, k^>o, on se ramène
enfin de compte au cas :

(a.5) 11^)11^-^ A>o.

Il en résulte en particulier que

(2.6) 1—G{t) est inversible pour t>o.

2) Se plaçant désormais dans l'hypothèse (2.5), on va montrer l'équivalence
de (2.1) avec (2.2) et avec

il existe une fonction u^ à valeurs dans DÇA^), telle que

a== \ u (t)—, intégrale convergente dans E,
(2.7) •'° * t

et

t^(î—G{t)) -^A^^) eL^(E).

3) Démonstration de (2. i) => (2.2).
On sait (chap. Ier, théorème 5.2) que

SQ&, 6, DCA-); j&, 6-1, E)==S(j&, Qm, D(AW);^ (6-i)m, E).
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Si alors aeS(p, 6, D(Am) ; p, Q— i, E), il existe (Remarque i . 4, chap. 1er) ̂  et v[ avec

g ^eL^A-)), ^-^eL^E),
û=:^(^+^(^ P-P-

Notons que \\{l—G{t))me\\^tm\\Ame\\, si ^(A-), de sorte que

IKi-G^r^ii^riiA-^ii.
Comme 11(1-^(^11^2^, on a donc :

iKi-GMr^ii^riiA-^)!!+2-11^)11
d'où résulte, grâce à (2.8), que (2 .2) a lieu.

4) Démonstration de (2.7) => (2. i).
Soit ^ satisfaisant à (2.7) . On va vérifier que

(2.9) ^^eL^A^)), ^-^eL^E)

ce qui démontre que (2 .1) a lieu.
Or

Amu^t}=^l—G(t))m(l—G(t)}-mKmu^

d'où la première condition (2.9), d'après (2.7), puisque [KI—G^))^]^^. Puis

u^t) = (I-G^ni-G^))--^),
donc

II^II^^IKI-G^)-^-^)!!
d'où la deuxième condition (2.9).

5) Démonstration de (2.2) => (2.7).
Soit a donnée avec (2.2). Posons

(2.10) ^(^^-^I—G^))2^-^

où
c= (—i^/Kg^ (notations du lemme 1.2).

Alors tQm(ï—G{t))-mAmu^t)=ct-{l-^m(I—G{t))maELP^E) donc ^ satisfait à la der-

nière condition de (2 .7) et donc à (2.9). Donc l'intégrale f00^)— converge dans E.
Donc ° t

J; u^t) ̂  = |im J; ..(<) ̂  = ̂  .J; <——(I - GW)- (A-».) .̂

On applique le lemme i. 2 avec a=m, (i=2m, û remplacé par A"^^. D'après ( i . n)
et le choix de c :

^(^^A^fA-^):^,J^^-A^A-^)^^
Jo *' / t

ce qui achève la démonstration du théorème.
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3. ESPACES DE MOYENNE ENTRE D(AW) ET E (II)

3.1. Commençons par le

^ ̂ n^T (3-I)' "/ soit a "" entier awc o<a<OT- ^0" "^ est de la c^^^(A"), E), ou 6 crt donné par

(3-1) (i_e)OT=a.

Démonstration. — i) Soit aeD(A°1). Alors

^''(I-G^a^-^l-G^I-G^))'»-^
donc

^—(I-G^rall^constante

donc, d'après le théorème 2. i, a6S(oo, 6, D(A'») ; oo, 6— i, E) ; donc

(3-2) D(Aa)CS(oo, 6, D(A'»); oo, 6-i, E).

2) Soit a6S(i,e,D(A'»);i ,6-i,E). Alors ^-^(GW-ï^aeUŒ) et par
conséquent l'intégrale *

Jo f-a(I—G(^)2OTa- converge absolument dans E,

donc, d'après le lemme i. 2, a6D(A11) ; donc

(3-3) S(I,6,D(A'»);I,e-I,E)cD(Aa)

ce qui, joint à (3.2), donne le théorème.

3.2. Application du théorème de réitération (ier cas).

On va utiliser le théorème 3.1 et les résultats du chapitre IV pour ramener les
espaces de moyennes entre D(A*») et E aux espaces de moyenne entre deux espaces DfA'+1)
et D(AQ ou D(A'+2) et D(AQ. ' '

Considérons l'espace S(p, 6, D(A'»);^, 6- i, E) et posons :

(3.4) (i—6)w=j'+ï)
j entier, O<T]^ i

On va étudier d'abord le premier cas :

(3.5) T)<I.

On note que D(A'+1) (resp. D(AQ) est de classe jr^(D(A"'), E) (resp. Jf-e (D(A'»), E))
où (i—6o)CT=j+i (resp. (1—6^=;) et d'après le théorème 2.3, chapitre IV':

S{p, 8, D(AOT);/,, 6-1, E) ̂ S(p, T),, D(A'+1);/,, ̂ , D(AQ)
où

^=(i-eo)6+eo(e-i)=e-6o, ^=9-61.
,5S



SUR UNE CLASSE D'ESPACES D'INTERPOLATION 59

Or (6-—6o)77z==i—7], (6—6i)w==-—7], donc d'après le théorème d'homogénéité
(3.6) S(A 6, D(AW);^, 6-1, E) =SQ&, 1-73, D(A^1);^ -^ D(AQ).

Mais on a vu (n° 2) que l'on peut toujours se ramener au cas où A est un isomor-
phisme de D(A) sur E; alors A est un isomorphisme de S(p, i —r\, D(A?4"1) ; p, —T), DCA))
sur S(p, i—7î ,D(A); j&,—7] ,E) d'où le

Théorème (3.2). — OTZ suppose que (i—6)m==;+7î, j ^^r, O<T)<I. ^/or^
S(^, 6, DCA"); p, Q—i, E) coïncide avec F espace des aeD(AÎ) ^ <y^

A^eS(^i-ïî,D(A);^-Yî,E).

En outre les normes ||û||s(p,e,D(A^);p,e-i,E) ^ II^I|D(A^)+llA^lls^^^^A);?,-^^ ^^
équivalentes.

Naturellement, d'après le théorème 2.1, la condition

« AaeSQ&, I—T], D(A);/?, —T], E) » équivaut à « ^(G^A^—A^eL^E) ».

3.3. Application du théorème de réitération (2e cas).

On suppose maintenant que ( i—6) m est entier, on l'écrit

(i—Q)m^j+i.

Alors on considère S(p, 6, DÇA"*);^, (6—i), E) comme espace de moyenne entre
D(A+2) et D(AQ. On note que DÇA^2) (resp. D(AQ) est de classe jTe.WA™), E)
(resp. .Te^A"), E)) où ( i—6o)m==j+2 (resp. (i—6i)w=j). Donc, d'après le
théorème de réitération :

S(A 6, DCA»);^, 6-1, E) ==S(^, Tïo, D(A^2); p, ̂  D(AQ)

où •lOo"'"'®—^Oî^i^^—^r Mais ^Qm=i,^m==—i, donc

S(^, 6, D(A-) ; p, Q-1, E) = S(A ^, D(A^2) ; p, -1-, D(AQ)
2 2

et A '̂ étant un isomorphisme de S(p, ^,D(A? + 2)$ ̂ , — î-, D(Ay)) sur
2 2

S^.-^A2);^—1^), on a i e
2 2

Théorème (3.3). — On suppose que (i—6)m est entier. Sillon pose (i—6)w==j+i5
l'espace S{p, 6, D(AW); j&, 6—i, E) coïncide avec l'espace des aeD{Ai) tels que

AW^^A2);^---1^).
2 2

£^ OM^ /^ worm^ |M|s(p,e.D(A»»);p,e-i.E) ^ ||û||D(A»)+ll^^llstp.l.^A»);?,-!^) ^^
^Miya^ .̂

D'après le théorème 2. i, la condition « A^aeSÇp, -, D(A2) $ p, —-, E) » équivaut
à « r-^G^—^A^eL^E) ». 2 2
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4. UNE APPLICATION

4.1. Nous prenons £=1^(11"), i<p<oo, et nous considérons les opérateurs

(4-1) A,=3/^,, j= i,...,n,

qui sont générateurs infinitésimaux de groupes bornés et commutatifs dans E, si

D(AQ ={/|/eLî'(R»), ^eL^R")}.V} •={ f\ fct.Pi'St"')
" 8x,

On désigne par D(A"1) l'espace des yeE tels que

A?-, ...,A>eLP(R'1),

pour tout (ai , . . . , a,,) avec <Xi+ • • • +a^OT, a^ entier ;>o. Donc

(4.2) D(AOT)=W'»•^'(R")=={y|DaMeLÎI(R»), |a|^wî};

on le munit de la norme habituelle

S IID^jl^n,.
|a| ̂ w

On pose

(4.3) S(p, 6, W^R"); ̂  6— i, L^)) ̂ B^-6^'^).

D'après les résultats des n08 2 et 3 (1) on a les caractérisations suivantes :
1er cas : ( i—8)m=j+'yï, j entier >o,o<7]<i.
Alors « ûeB^^'^R^ » équivaut aux deux conditions suivantes :
1) MeW^ÇR");
2) Quel que soit a avec |a| ==j, et quel que soit k, on a :

^ (G^)D^-D^) eL^LW),

où G^t)f{x) ==f(x^ . . ., ̂ _i, ̂ +^ ^+1. • • •^n)-

2e cû^ : ( i—6)m==j+ i , j entier ^>o.
Alors « MeB(l-e)w'p(Rn) » équivaut aux deux conditions suivantes :
1) ^W^R^;
2) Quel que soit a avec |a|=j, et quel que soit k, on a :

^(G^—^D^eL^L^)).

Ces espaces ont été introduits par Besov [2].
4.2. Considérons maintenant l'opérateur y de trace sur l'hyperplan Xy == o dans R^ :

(4.4) ^(x^^uÇx^o), ^=(A:i, ...,^_i).

(1) A vrai dire, nous n'y considérons que le cas d'un seul semi-groupe, mais il est facile de voir que la même
méthode convenablement modifiée marche aussi dans le cas de plusieurs semi-groupes, au moins dans le cas
envisagé dans ce numéro, E == D^R^), A,= ôlôxj. Cf. aussi Peetre [31] pour une démonstration différente.
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On sait (Gagliardo [8]) que y est un opérateur linéaire continu de

W^R") -.B1-1^^-1)

et on sait aussi (Slobodetskii [37]) que y est un opérateur linéaire continu de
W^'^R^ -> B^'^'^R'1"1); par conséquent : y est un opérateur linéaire continu
de X->Y, où

S(A> 9. W^R^ ; ̂  6— i, W^R^) == X

SQ&, 6, B^1-1^^-1); ̂  6—1, B1-1^^-1)) =Y.

On vérifie facilement que

X == B^ - e)w + e'p (R^.

Par ailleurs :

B^-I/^(R»-I) =S(^ 61, W^'^R^1);^, 61—i, L^-1)),

BI-^.P(R^-I) ==S(j&, 63, W^^R^1);^, 62—1, L^R"-1))

ou
(i—Q^)m==m— i lp , (i—62)771= i— i/j&.

Du théorème 2.3, chapitre IV, il résulte alors que

Y=S(^, 6', W^R^);^, 6'— i, L^-1))

ou
6'=(i-6)6,+662.

Donc
Y == B^ - e)w + e -1/^ f^ -1)

et en posant j=( i—6)772+65 on a donc

(4.5) y est un opérateur linéaire continu de B8'^) — B8-1^'^-1), si j> i .

Considérons maintenant le « relèvement » de y? d'après Lions [i8], il existe un
opérateur p, linéaire continu de

gm-l/p,p^n-l^ -^W^R^

et de
Bi-^(R^-i) -^wl^(Rn),

tel que
Y.p^=^ pour tout ^/eBl-l/p•p(Rn-l).

Par interpolation, p est donc linéaire continu de Y->X ce qui prouve que y, dans (4.5),
est surjective. On a donc obtenu le :

Théorème (4.1). — U opérateur y (trace sur x^==o) est linéaire continu et surjectif
de B^R^ ^B8-1^^-1), si s^i.
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On retrouve ainsi un résultat dû à plusieurs auteurs soviétiques (Besov, Uspenskii,
cf. S. M. Nikolskii [27]) qui l'ont établi par des méthodes différentes; notre méthode

a toutefois l'inconvénient de supposer s>_ i alors que le résultat est vrai pour s> î-
(Besov, Uspenskii). P

Consulter également P. Grisvard [10] [n].
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CHAPITRE VIII

CAS DES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

i. GÉNÉRALITÉS

1.1. Soient \ et A^ deux espaces vectoriels topologiques localement convexes
contenus dans un espace localement convexe séparé ^5 l'injection de A^ dans ^/ étant
continue.

Nous supposons que les espaces Aç et A^ sont complets.
On suppose que la topologie de A, est définie par la famille de normes :

p^{d), aeA,, î=o,i,

a parcourant un ensemble d'indices J.
L'espace Ao+A^ est muni de la topologie isomorphe à celle de (A^xA^/Z,

Z={û?o, ûi|ûo+ûi=o, a.eAj. Il revient au même de la munir de la famille de normes
^(^==^^J^M+^)(^)].

1.2. Pour éviter toute difficulté de mesurabilité, nous utilisons uniquement les
définitions discrètes des espaces de moyennes.

Nous considérons d'abord l'espace des suites {^}, ^eA^nAi, telles que pour
tout p^ et pour tout p^ on ait
(1 .1 ) k^p^el^

(1.2) k^-^p^el^

k est fixé >i , et 6 est donné dans ]o, i[.
Cet espace de suites est muni de la topologie définie par les normes

(1.3) max(||^'(^^)[|^, ll^'^6-1'^)!!^) =r,p({^}).
+00

On vérifie sans peine que la série 2 u^ est convergente. On désigne par
— 00

^A,e,Ao;A,9-i,Ai)
+00

r espace décrit par S u^ lorsque u^ varie en satisfaisant à ( 1 . 1 ) et (1 .2) .
— 00

On le munit de la topologie définie par les normes

(^é) ^(û)=^nf^r,p({^}).

Gomme au chapitre Ier, on vérifiera sans peine que les espaces s{po, 9, A^; A, 6— i, A^)
ont la propriété d'interpolation par rapport aux applications linéaires.
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Comme au chapitre II, remarque 2. i, on vérifie que l'espace j^, 6, Aç; j&i, 6— i, Ai)
ne dépend pas du choix de k [satisfaisant à A>i) .

1.3. On considère maintenant (par analogie avec le chap. II) l'espace des couples
de suites {z/oj, {v^} telles que, pour^ et p^ :

(1.5) ^Won)^%

(1.6) ^-Win)^

avec

(1.7) ^on+^in^^ indépendant de n.

On munit l'espace des couples de suites {z^n}? {^in} ^es ^rmes
(1.8) max(||^)(Â;"\„)l|^.,||^)(Â;»(9-l)^„)||^)=^(^„,^„).

On désigne par S{RQ, 0, Ag;^, 6—i, Ai) l'espace décrit par v^-\-v^^=a lorsque le couple
hnK în} satisfait à (1.5), (i.6), (1.7) .

On le munit de la topologie définie par les normes

(1 .9) ^P(âr)=,^+inf„=a<?aP^on5^;17^)•

Ici encore, s{?Q, 6, \,pi, 6—i,Ai) est indépendant du choix de A, avec k>i.
Par « discrétisation » de la démonstration du théorème 2.1, chapitre Ier (les

produits de composition sur R étant remplacés par les produits de composition sur le
groupe des entiers), on montre le :

Théorème (i. i ). — Les espaces ^(j&o, 6, \ ; p^ 6— i, Ai) et s(?Q, 6, AQ ; p^ 6— i, A^)
coïncident, avec des topologies équivalentes.

On posera désormais
S(^,9,Ao;A,9—i.Ai)=^o,9,Ao;A,9—i,Ai)==.r(^,6,Ao;A,e—i,Ai).

1.5. Également par « discrétisation » de la démonstration du théorème 5.3,
chapitre Ier, on démontre le

Théorème (1.2). — Soient po<qo, A-^^r ^ors

S(A), e, AO;^, e—i, Ai) cs(?o, e, Ao; yi, e—i, Ai).

2. UN EXEMPLE

2.1. On désigne par J^^ l'espace des fonctions
00

(2.1) a== S â^
v==0

holomorphes dans le disque [ ̂  | < R, muni de la topologie habituelle de la convergence
uniforme sur tout compact.

Nous allons considérer le cas suivant :
(2.2) Ao=^, Ai=^\,

où, pour fixer les idées, RQ<RI.
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Nous démontrerons le
Théorème (2.1). — Quels que soient p^ et p^ {avec i^A-^00)? ^ û :

(2.3) S(A), 6, J^;A, e-i, ̂ R,) -^R

ûzw ûfcî topologies équivalentes, où

(2.4) R^R^R,6.

Remarque (2.1). — On note ainsi que le résultat (2.3) est indépendant du choix de p^
etp^ II semble probable que cette propriété soit liée à la nucléarité des espaces J^ et J^R .

Avant de passer à la démonstration du théorème, explicitons les deux conséquences
suivantes, maintenant immédiates :

Corollaire (2.1) . — Si n est un opérateur linéaire continu de J^ dans lui-même et de Jfp
dans lui-même, c'est un opérateur linéaire continu de Jf^ dans lui-même, R()<R<RI.

On retrouve ainsi un résultat de Zerner (non publié) qui a démontré que

(2.5) [^Ro^RpW-^R, R^R^R?
Corollaire (2.2). — (Notations du chap. VII, § 2, n° 4.) Si TT est un opérateur linéaire

continu de ̂ ^ dans W^I^) et de ^^ dans L^R"), c'est un opérateur linéaire continu de ̂
dans B^R^.R^R^Rf.

2.2. Pour la démonstration du théorème 2.1, notons d'abord que la topologie
de J^R peut être définie par les normes

^'6} M^=^{\^\m^
où r<R et où p est quelconque (avec i^p^oo). Il suffit de prendre une suite de
normes (2.6) correspondant à r^<R,r^->R.

Nous allons successivement démontrer

(2.7) S(o), 6, ̂ ; oo, 6—i, .^)C^,

(2.8) JfRCS(i,6,^; 1,6-1,^),

ce qui, grâce au théorème 2.1, implique le théorème.
Démonstration de (2.7). — Soit aeS(oo, 6, e^; oo, 6— i, jf^). Donc on peut écrire

^'9) ^=^n+vln

OÙ

(2-10) SUPllÂ:w\Jlr..oo^Mo<oo, ro quelconque <Ro,
n

(2-") ^PlI^'^inILoo^M^oo, ri quelconque < Ri,
n

M^ dépendant de r^
Nous allons montrer que, pour r donné quelconque avec r<R, on a :

(2-1 2) lH|,,oo<M<oo (M dépendant de r).
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Nous choisissons TQ et r^ par :

^(g^R^ i = o , i
et nous choisissons k (> i ) par

A^Ri/Ro-ri/ro.
00

Noter que r==•r^'~Qr^ Si y^(^) == S y^^,z=o, i, on a, d'après (2.10) et (2.11) :
v=0

^oJ^Mo,
^6-1) ^Jr^M,

et ceci quel que soit n. Prenant w==v, il vient

^ kj^ Mo, r^J^M,
et donc

^lûJ^r-I^J+r-I^J^Mo+M,.

Donc (2.12) est vérifié, et ûej^. Le raisonnement précédent montre également
la continuité de l'injection dans (2.7). oo

Démonstration de (2.8).—Soit maintenant a= S a^^ donné dans e^R. On introduit
^(e^n^î.) par

^(^^^^ n==o, i, . . .
(et ^=o si 7i<o).

Soient TQ et r^ donnés avec ^<R^. On veut montrer que

(a.x3) ^JI^"nlLi<^

(2.14) Sii^9-1)^!^^^
n==0

pour un A;(>i) convenable. Il suffit de vérifier cela pour une suite de TQ et de y-i,
avec fo^-Ro, ri->-Rr On peut donc toujours supposer que r^>rQ et que

r,_R,
^o KO'

Nous prenons ensuite A== J . Alors

S 11^^11^= S ̂ 1^= S l^lr^o)
r(==0 n==0 n=0

ce qui montre (2.13), et

S \\k^\ |,,i= S A»'6-1)!^ rr= S |^|<0)
n==0 n==0 n=0

ce qui montre (2.14) et achève la démonstration du théorème.
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