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MATHEMATICA!. MODELLMG AND NUHERICAL ANALYSIS
MODÉLISATION MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol. 30, n° 5, 1996, p. 549 à 574)

UNE NORME « NATURELLE » POUR LA METHODE DES
CARACTÉRISTIQUES EN ÉLÉMENTS FINIS DISCONTINUS: CAS 1-D(*)

par L BARANGER C\ A. MACHMOUM (0

Résumé. — On considère, pour l'équation de convection stationnaire à une variable, la
méthode des caractéristiques de pseudo-pas de temps k avec approximation de l'inconnue par des
éléments finis Pr discontinus sur un mailiage ST̂ . On construit, pour cette méthode, une norme
« naturelle », notée || || h k, pour laquelle on montre que le problème variationnel approché
( P* ) est bien posé et on obtient une majoration d'erreur. On montre que, quand k tend vers zéro,
le problème (PL

h) (resp. la norme ( || ||h k) a pour limite le problème {Ph) (resp. la norme
(H | | / t) , associé à la méthode de Galerkin discontinue.

Abstract. — We consider for the one dimensional steady transport équation the characteristic
method with a pseudo time step k. The unknown is approximated by Pr discontinuous finite
éléments on mesh 2TA. For this method, we exhibit a « natural » norm || || K kfor wich we show
that the discrete variationnal problem Pk

h is well posed and we give an error estimate. We show
that when k goes to zero problem (Pk

h) (resp. the \\ \\flk norm) has as a limit problem
( Pfi ) (resp, the \\ )| h norm) associated to the Galerkin discontinuous method.

1. INTRODUCTION

On se propose d'étudier, pour une équation du premier ordre, les liens entre
la méthode des caractéristiques de pseudo-pas de temps k, telle que décrite
dans [3] mais avec approximation de l'inconnue par des éléments finis Pr

discontinus, et la méthode de Galerkin discontinue introduite dans [7].
Dans [4] les auteurs remarquent que sur un mailiage triangulaire et pour des

éléments finis Pr discontinus, la méthode des caractéristiques converge for-
mellement vers celle de Galerkin discontinue lorsque le pseudo-pas de temps
tend vers zéro.

La norme d'étude de la méthode de Galerkin discontinue introduite dans [6]
est la norme

(*) Manuscrit reçu le 27 avril 1995 et sous forme révisée le 1er avril 1996.
0) Laboratoire d'Analyse Numérique et CNRS URA 740 Université Lyon 1, 43, Bd du

11 Novembre 1918, 69622 Villeurbanne Cedex-France.
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550 J. BARANGER, A. MACHMOUM

où I io i2 e s t ^a n o r m e £2( Q ), [ ] est le saut à travers la frontière commune
à deux éléments finis et (( ))h est définie par :

u2 |fc.n| dy

où Fh est l'ensemble des faces intérieures à Q.
On construit dans cet article une norme || \\hk qui apparaît comme une

norme « naturelle » d'étude de la méthode des caractéristiques. On montre que
cette norme converge, lorsque k tend vers zéro vers la norme || ||A. On
obtient également des estimations d'erreur pour la méthode des caractéristi-
ques en norme || || h k, cohérentes avec celles de [3] pour la méthode de
Galerkin discontinue.

Ces résultats sont actuellement limités au problème à une variable d'espace
pour lequel on peut expliciter la solution du système des caractéristiques

Cette étude de la méthode des caractéristiques est motivée par la construction
de méthodes performantes pour la simulation d'écoulements de fluides vis-
coélastiques. Dans les modèles différentiels on doit résoudre une équation de
transport du tenseur viscoélastique des contraintes (voir [1]).

Le plan est le suivant : au paragraphe 2 on rappelle la méthode de Galerkin
discontinue et les majorations d'erreur en norme || || h et on donne briève-
ment des résultats de majoration en norme | |0 pour la méthode des
caractéristiques analogues à ceux de [3] pour le cas V . b = 0. Au paragra-
phe 3 on étudie le cas des éléments Po qui permet d'introduire naturellement

l'hypothèse c - -z A' 5= c0 > 0. Au paragraphe 4 on étudie la forme
bilinéaire associée à la méthode des caractéristiques pour des éléments Pr

discontinus ; on montre sa convergence vers celle de Galerkin discontinue
quand k tend vers zéro et sa coercivité en norme || || h k obtenue grâce à une
formule d'intégration par parties « épaisse » ; au dernier paragraphe, on ob-
tient un résultat de majoration d'erreur.

2. MÉTHODE DE GALERKIN DISCONTINUE ET MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES

2.1. Méthode de Galerkin discontinue

Soit Q un ouvert polygonal borné de R de frontière F et soit £Th une
triangulation de Q

Q= {J K.
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METHODE DES CARACTÉRISTIQUES EN ÉLÉMENTS FINIS 551

On désigne par Fh la réunion des côtés intérieurs au maillage. On considère
le problème stationnaire suivant :

». VMH- eu = ƒ dans Q

t = g sur F~

avec F~ = {x G F, b. n(x) < 0} où n désigne la normale unitaire à F
orientée vers l'extérieur de Q ; on suppose que le maillage est compatible
avec F~ . On définit u+ et u~ par: w + ( x ) = lim u(x + eb),

u~ (x) = lim u(x —eb) et le saut de u par: [w]=w + — M~ .

Soit MA e V̂  = {MA G L 2 ( £ ) ; uh\K e Pr} où P r est l'ensemble des poly-
nômes de degré inférieur ou égal à r. La méthode de Galerkin discontinue pour
(P) est définie dans [7] par :

(b . Vuft + cuh) vhdx+ \ [MA] vh\n.b\ do = / t ^ d x

VÜAG Pr(AT) (2.1)

avec la convention w~ = g si d£~ c 7"~ où :

dlT = {JC G ÖÜT, fc . n(x) < 0} et dK+ ={xe dK,b. n(x) < 0} .

En posant :

(2.2)

.b\da (2.3)

on peut écrire (2.1) sous forme variationnelle :

(Ph) B(uhvh) ~L(vh) \/vhe Vh. (2.4)

vol. 30, n° 5, 1996



552 J- BARANGER, A. MACHMOUM

On introduit suivant [6] une norme « naturelle » associée

h \ \ \ u\\n.b\da. (2.5)

Et on montre dans [6] l'estimation d'erreur suivante :

THÉORÈME 2.1 : On suppose que b G Wl"(Q) et qu'il existe une constante

c0 telle que c~^~7 - b ^ cQ>0 et u^Hr + ï(Q) alors:

+ (2.6)

Un exemple numérique présenté dans [9] montre que cette estimation ne
peut pas être améliorée sur un maillage quasi-uniforme.

Dans toute la suite, Q ™ ]0, 1[ et b ^ bQ > 0. Dans ce cas, ( P ) devient :

{ bu + eu =ƒ dans Q

On utilise les notations suivantes: K.~ [xi_vxi] où x{~ih et uh = ui sur
Ki avec i = 1, ..., AT. Une approximation Galerkin discontinue du problème
(FI ) est de la forme :

» > * ,

-t V, (2.7)

avec wA G VA = {wA e L2( ]0, 1[ ) ; uh\K G Pr}. Dans le cas 1-D (2.2) et (2.3)
s'écrivent :

N fa

cuh)vhdx

= f fc^ (2.9)
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MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES EN ÉLÉMENTS FINIS 553

le problème (2.7) devient donc :

(Ph) B(uh,vh)=L(vh) Vt>Ae Vh. (2.10)

On rappelle que la coercivité de B s'obtient alors par le calcul suivant qui sera
utilisé comme modèle au paragraphe 3. On utilise la formule d'intégration par
parties :

2\' (bu'h)ukdx+\' b'u2
hdx=\ uhbnda (2.11)

et l'égalité :

K J dK i = l

+ (u'h )\xN) b(xN) (2.12)

on trouve :

Uuh )\xN)b(xN). (2.13)

Dans le cas 1-D la norme (2.5) devient :

N- 1

• 2 ( t t»(*/)-«i;(x/))2 *(*.•) (2-i4>

("/• )2(xN)b(xN) .

2.2. Méthode des caractéristiques

On introduit un paramètre k (pseudo pas de temps) et on note 5(x, f, T ) la
solution du système différentiel des caractéristiques :

vol. 30, n° 5, 1996



554 J. BARANGER, A. MACHMOUM

avec S( JC, t, t ) = x. On pose :

Xk(x) = S(x,tyt-k). (2,15)

Suivant [3], on approche le problème (P) par:

(uk(x)-uk(Xk(x)) k
k I 1 + c « = / d a n s Q

[M* = Q sur F' .

Une formulation variationnelle de (Pfe) est de la forme :

\{u\v) \{u\x£ ( « * , ! > ) - l («*(**( . ), u ) + c ( i / , » ) ) = (ƒ, v) v » ^ ^ l ( ^ ) (2.16)

avec uk G Hl(Q) et M*|r- = ^, où ( , ) désigne le produit scalaire dans
L2(Q). On peut remarquer que le problème (2.16) a une solution unique (voir
[3]).

THÉORÈME 2.2 : Si UG Hl(Q) est solution de (P) et u est solution de

(Pk), et si on suppose de plus que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

dans Q

p.p sur F

alors on a :

co\u-uk\OQ ^ C(b,u)k.

Pour la démonstration du Théorème 2.2, on utilise les mêmes techniques que
dans [3] pour un problème de convection-diffusion.

Remarque 2.1 : Dans la démonstration du Théorème 2.2 on utilise l'hypo-

thèse V . b = 0 pour avoir l'égalité : G(Xk(x)) dx = G(x) dx ; en

effet, d'après [8], si b est à divergence nulle alors le jacobien de la transfor-
mation x —> Xk(x) est égal à 1.

Remarque 2.2 : Dans [3], on montre une majoration d'erreur pour une
approximation par EF de (P*) obtenue par approximation Px continue de
u et Po de b. Plus précisément : soit Hh un espace d'éléments finis constants
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MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES EN ÉLÉMENTS FINIS 555

par morceaux sur ?Th et soit bh une approximation de b dans Hh ; on suppose
que g = 0 et que r = 1. Alors on définit le problème discrétisé en espace
de la façon suivante : trouver uh e Vh tel que :

Q-\(uk
h(X

L
h(.)),zh\a=(f,zh\Q Vz,eVh (2.17)

avec uh - 0 sur r et Xk
h(x) = Sh(x, (m + 1 ) k, mk) où Sh est défini par :

avec Sh(x, (m + l) k, ( m + l ) / : ) = x . Le problème (2.17) a une solution
unique, de plus on a l'estimation d'erreur suivante :

+ * ) ( 2 * 1 9 )

3. ÉLÉMENTS FINIS Fo

L'étude qui suit a pour but de trouver une norme naturelle associée à la
méthode des caractéristiques telle que, lorsque k tend vers 0, on retrouve la
norme de Galerkin discontinue.

Pour simplifier récriture, on note u par u dans ce paragraphe. Soit <p une
primitive de T, on peut alors expliciter Xk(x) défini par (2.15),
Xk(x) = <p~l(<p(x)-k); soit Ol=(p"\(p(xo) + k). On considère le
problème :

k 1 1 + cw=/dans ]0, 1[

\u(x\x)) = g si X E [JCO.0J.

Suivant [2], on peut supposer que u(X\x)) = g si x G [JC0, ÖJ. Une

h'formulation variationnelle (Ph) du problème approché de (Pk) est donnée

par :

. f uAx) - u,(Xk(x)) Ç
(Pi) t nvh(x)dx+\ cuh(x)vh(x)dx

- f f(x)vh(x)dx Vvhe Vh, (3.1)
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556 J. BARANGER, A. MACHMOUM

Soit 0. = <p~ x((t>(xi_ j ) + k). Comme b > 0 alors <p e t <p~ l sont
croissantes. On choisit donc k tel que :
(Pixi-1 ) < 0(*/_ i ) + & < 0(*/)- On obtient donc la condition CFL
suivante :

min

On a alors xi_l < 0. < x r

Etudions tout d'abord le cas où z = l . Dans ce cas, la formulation
variationnelle (3.1) devient :

/? vh(x)dx-

cuh(x)v.(x)dx = I f(x)v.(x)dx. (3.2)j cuh{x)vh{x)dx= I

Or si x G [x0, ÖJ alors M A ( X * ( ^ ) ) = g. Donc le problème (3.2) devient :

0, - x0
t, cuhvhdx=\ ±\ gvhdx. (3.3)

Supposons que i =£ 1. Donc pour x._l < x < Ö.,
<j>(xi_l)-k<<j>(x)<<p(8i)-k= 0 ( ^ _ ! ) ; si on pose
w /_i = 0" ̂ ^ ( ^ - i ) ~ ̂ ) o n obtient donc w._1 < Xfc(x) < x ._ r Et en
utilisant la condition CFL on trouve que x._2 < w._ r Donc :

xi_1<x\x)<xi,l, (3.4)

De même pour 0L<x < x( on a

<P(xt_ ! ) = 0( öf.) - * < 0 ( x ) - * < 0(x.) - A

d'où x._x <Xk(x) < <p~ \<p(xi) ~ k) = w. de plus w. < x. d'où:

/ : x / . (3.5)

Remarquons que le raisonnement fait ci-dessus pour obtenir (3.4) et (3.5) reste
aussi valable pour des éléments finis Pr discontinus.
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MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES EN ÉLÉMENTS FINIS 557

Donc on peut résumer pour r = 0 et i ^ 1 :

si JC._ ! < x < 0. => K A ( X ) = « ._ ,

et si 6t<x< xi => uh( x ) = w,.

Le problème (3.1) devient donc :

f f
M/-" , - i )^+ cuAi?Adx= l

(3.6)

d'où, en sommant sur les i = 2, „., N, on trouve

E n r 1 ( "•• -M' - »} v'+ j ' C M * "* * = j / " ^ • (3-7)

Sous la condition CFL, la formulation variationnelle (Pk
h) est équivalente à :

0 -x N 0 -x
u\ x0 sry ui xi-\S

1=2

f1

On définit Bc et Lc par :

0, - JC0 J ; 0, - x. .

i A vh dx= dx (3.9)
o

jvhdx. (3.10)

On pose :

vol. 30, n° 5, 1996



558 J. BARANGER, A. MACHMOUM

et on définit la norme associée à la méthode des caractéristiques par :

Nu2
N+\ u\dx.+ ANu2
N+\ u\dx. (3.12)

Afin d'étudier la coercivité de Bc selon une démarche proche de celle utilisée
par la méthode de Galerkin discontinue, on définit :

(3.13)

La formule d'intégration par parties (2.11) a pour analogue :

p A/«?£fa + i (A,-A I ._ , )^ = 0. (3.14)

On a alors :

THÉORÈME 3.1 : Sous Vhypothèse c - ~-A' ^ cQ > 0 on a ;

Bc{uh,uh)^C\\uhk\\lk. (3.15)

Démonstration : Si on utilise l'égalité (3.11), Bc(uh> uh) devient :

N fil

Bc( uh> ^ ) = 4 « M i i ( ui ~ ui-1 ) u>+\ culdx - (3-16>

En utilisant aussi l'équation (3.14) dans (3.16), on trouve :

(3.17)

donc si c -jA' £t co> 0 on a la coercivité de

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Remarque 3.1 : On peut énoncer le résultat de convergence suivant : on
suppose que h e WX^(Q), alors lorsque k tend vers 0 la norme associée à la
méthode des caractéristiques converge vers la norme associée à la méthode de
Galerkin discontinue, plus précisément on a :

lim | | K J | ^ = \\uh\\h. (3.18)
*-*o

En effet, si on pose 6{x) = <p~ l(<j>(x) + k) alors 6 peut s'écrire:

9(x) = 4T \<p(x)) + 4&

avec </>(x) < rj < (p(x) + k. Donc:

d(x)=x + kb(<t>-\ri)) (3.20)

d'où A(JC) = b(4T \rj)) donc lim A(x) = b(x) on a alors l'égalité (3.18).

Remarque 3.2 : L'hypothèse c - ^ A / ^ c 0 > 0 du Théorème 3.1
1correspond pour k —» 0 à c — ^ ^ ? / ^ c 0 > 0 du Théorème 2.1. En effet :

Donc

où ^ et wx sont tel que x < ̂ x < <f \<t>(x) + k) et x<wx< 9(x). On
a donc lim A'(x) = b\x).

4. ÉLÉMENTS FINIS Pr

On considère à nouveau le problème (P£). Trouver uh e VA tel que
Vi= 1, ...,7V

jK 1 vh{x)dx + J^ cuh(x) vh(x) dx

= f f(x)vh(x)dx VüAe V, (4.1)
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avec Xk(x) = 4>~ l(<p(x) - k) = y, donc (p(y) + k = (p(x) d'où
x = <jf l{<t>{y) + k) = 0(y). En sommant (4.1) sur les i on trouve:

pMAjç u, i _ ( j c ) < f a +f M* x % i _ ^ ( x ) d [ x (42)

+ f c(x)vh(x)dx= flf(x)vh(x)dx.

Suivant [2], on peut utiliser la condition uh(X
k(x)) -g si x e [x0, 0 J . La

formulation variationnelle (4.2) est donc équivalente à :

(Pk
h) Bc(uh,vh) = Lc(vh) (4.3)

avec :

^uh(x)-vh(x) n uh(x) - uh(X
k(x))

Bc(uh>vh)=\ 1 dx+\ k vh{x)dx (4.4)

Cl uh(x) - u.(Xk(x)) f

Jx, K JO

x)vh(x)dx + \ \ gvh{x)dx. (4.5)

On définit la norme || || h k par :

(4.6)

On peut énoncer le résultat suivant :

THÉORÈME 4.1 : On suppose que b € W1>o°(£2) ; alors la forme bilinéaire
Bc et la forme linéaire Lc définies par la méthode des caractéristiques
convergent respectivement vers la forme bilinéaire B et la forme linéaire L
définies par la méthode de Galerkin discontinue, quand k tend vers zéro ; de
plus, on a :

lim \\uh\\Kk=\\uh\\h. (4.7)
fc-»0
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MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES EN ÉLÉMENTS FINIS 561

Démonstration : On a

donc

Xk(x) =x-kb(<p~l(tt)) avec <p(x) - k < y <

Xk(x)<x, et

avec <p(y) < Ç < <p{y) + k donc 9(y) > y. On a alors :

d'où:

lim I -^j^vh{x) dx = b{xi_x) ul{xt^x)v^{xt_x) . (4.8)

De même, on a :

lim -\±vh

en outre, on a :

X*(0, .)-**(*,_,) =

or X*(ö(.) = x(._, car Ö,. = ö(xf._j), donc si on définit / par

on a alors :

*,-- . ) .
1

vol. 30, n° 5, 1996



562 J- BARANGER, A. MACHMOUM

Or y = Xk(x)=x-kb((j>-\()) donc

l i m I "N
 f vJx) dx = b(x._, ) uZ (x_1 ) vUx, , ) . (4.9)lim f' Uh{X^X)) vh

De même, on a :

- ~ vh(x)dx =

r*'uh(sut,Q)-uh(s(x,t,t-k))

avec :

vh(x)dx

donc :

vh(x)dx =

h(x)dx[f(z) = uh(S(x,ttT))]

-a
on a alors :

lim \X>Uh{x) UfX(x))vh(x)dx= \X'b(x)u'h(x)vh(x)dx. (4.10)

En utilisant (4.8), (4.9) et (4.10), on en déduit que :

lim Bc(uh,vh)=B(uh,vh). (4.11)
Jt->0
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MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES EN ÉLÉMENTS FINIS 563

De même, on a :

lim Lc(vh) = j ƒ(*) vh(x) dx + b(x0) g(x0) vh(x0)

= L{vh). (4.12)

Calculons maintenant la limite de || uh\\h k pour i = 2,. . . , N, on a :

(uh(x) - uh{X\x))f dx

+ l\X'(uh(x)-uh(X
k(x)))2dx,K Je,

(4.13)

considérons le premier terme du second membre de (4.13) :

(uh(x)-uh(X\x))fdx = l f u2
h

- f f uh(x)uh(X\x))dx,
xi-\

(4.14)

or d'après (4.8) on a :

lim f u2
h(x)dx= *(*,._, )« ; 2 ( i i _ I ) .

En utilisant aussi les mêmes techniques pour démontrer (4.9), on trouve

lim i f (uh(X\x)))2dx=

et de l'égalité (4.9), on a
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564 J. BARANGER, A. MACHMOUM

donc, on peut conclure que

Considérons le deuxième terme du second membre de (4.13)

1 f*' k i [Xi (uh{x) - uAX\x))\2

±] (uh(x)-uh(Xk(x)))2dx = k] { h K ' ^ })J dx,
or d'après les étapes faites pour démontrer (4.10), on a :

*(*))YJA *
Donc, pour i - 1,..., TV on a :

lim ( hK £ ) dx= (b(x)u'(x)fdx.
f*

=

On en déduit que le deuxième terme du second membre de (4.13) converge
vers 0. De plus près (4.8) et (4.9) on a :

lim

et

lim j ——•£ dx = uh
2(xN)b(xN) .

O n a a lo r s :

Hm II M, II, , = II Mj h

ce qui démontre le Théorème 4.1 •
Pour démontrer la coercivité de Bc on va utiliser une formule démontrée

dans le lemme ci-dessous qu'on appellera formule d'intégration par parties
épaisse et suggérée par la formule d'intégration (2.11) utilisée dans la méthode
de Galerkin discontinue pour démontrer la coercivité de B.
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LEMME 4.1 (formule d'intégration par parties épaisse) :

uh{x) - uk{X\x)) f
vh(x)dx+ AXx)uh(x)vh(x)dx

u(X (x))dx \uh(X\x))dx-\ " ^ ^ "dx

(4.15)

Démonstration : On a :

L ^
" X L d x

uh(x)v{x)dx

= - Z dx+\ —j—uh(x)vh(x)dx

uh(Xk(x))vh(x)
r

, Çuh(X(x))vh(X(x)) i
dx + T dx

L—*—dx+L
J , S dX

.

Jfe
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ce qui démontre (4.15). •

THÉORÈME 4.2 : Sous V hypothèse c - \ A' ^ cQ > 0 on a:

Bc{uh9uh)>C\\uhfKk. (4.16)

Démonstration : En appliquant l'égalité (4.4) pour vh = uh on a :

uh(x)dx
x0

Çxiuh(x)-uh(X
k(x)) f1 7

\ ,ft nuh(x)dx+\ c(x)u2
h(x)dx

Je, K Jo

xQ

et du lemme 4.1 avec vh~uh on déduit

(=1 Jx,.!

/ • = 1 w ^ , - l

- uh{X\x))f dx
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ce qui se réduit à

uh(x) - uh(X\x)))2 dx

X
x0

2 f iuh{x) - uh{X\x))f dx
1 = 2 Jx,_,

.

+ ^ dx.

On obtient alors après simplification de termes

, f' t o i r '
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donc si c--^A'(x) 5= c0 > 0, on a la coercivitée de Bc par rapport à la
norme || \\hk •

5. MAJORATION D'ERREUR

Pour donner une estimation d'erreur pour la méthode des caractéristiques on
va utiliser une autre forme de Bc démontrée dans le Lemme ci-dessous et
suggérée par la deuxième expression de B de la méthode de Galerkin discon-
tinue.

LEMME 5.1 : La forme bilinéaire Bc peut être définie par :

>*.«>*)= I <.c(x)-AXx))uk(x)vh(x)dx-

-I vh(x)-vh(X\x)) .
'h

i

uh(X\x))dx

tx>v„(x)-vh(Xk(x))
ie, *

(5.1)

f
Démonstration : En appliquant le lemme 4.1 à ( i \ ) on trouve

(c-AXx))uh(x)vh{x)dx-

L J

-r
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en sommant de i = 1, ...,N on obtient

(x)v,(x)dx-
*fc\-*/ vti

\\c-A\x))u
Jo

_ rvh(x)-v-v.(X\

uh(X\x))dx

= \ Ax)vh(x)dx + ï\ gvh(x)dx. (5.2)

En comparant (5.2) avec (P*) on déduit 5.1. •

LEMME 5.2 : Si U e H (Q) est solution de (P ) alors on a la relation de
consistance forte :

Bc(u-uh,vh) = 0 Vu, e Vh (5.3)

où u, est la solution du problème (Pk
h).

Démonstration : Soit vh G Vh on a

1 uAx) - MA(X*(*))

r
Jo

x+ r ^ ^ , ) (I)à (5.4)
J

or puisque w est solution du problème continu on a

u ( x ) - u ( X k ( x ) ) , , , , , # ,
£ +c(x)u(x)=j{x) (5.5)
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d'où

dUH' Vh) = I f ' «(*) Vh(x)dx+ [ ' C(X) «(*) Ph(x) & f f(x) Vh(X) dx
KJx0 Jx0 Je,

x + c(x) u(x)) vh(x)dx + j ' ƒ(*) ̂ (x) cic

f(x)vh(x)dx
e,

donc Bc( w - wft, vh ) = 0. •

Estimation d'erreur

On rappelle la majoration d'erreur (voir [5]) suivante :

LEMME 5.3 : Soit Phu la projection orthogonale dans L (Q) de u sur
Vh, m = 0, 1 1 =S p ^ « et r ^ 0» a/or5 il existe C indépendante de h
telle que :

I«-^«L, P ,^^ + 1 -H» | r + 1 ,^ , Vue W+'•>(*).

On peut alors donner une estimation d'erreur a priori du problème PI traité
par la méthode des caractéristiques.

THÉORÈME 5 .1 : On suppose que b e W1>o*(fi), we W r + 1 ' "(O) avec

r ^ 0 et qu'il existe c0 tel que c —^A'^c 0 >0 alors:

Vh on a :
Démonstration : Soit PA M la projection orthogonale dans Lz(Q) de u sur

uh- Phu\\l k ^ Bc(uh- Phu,Ull- Phu) = Bc(u - Phu, uh- Phu) .
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D'après (5.1) :

Bc(u~Phu,uh-Phu)=\ (c-A'(x))(u-Phu)(uh-Phu)dx-

' u — p IJ\( r} — ( u — P IJ}( Yk( r \ \

(5.7)

t-Phu)(Xk(x)) _p u){xk{x))dx

(5.8)

°^(.uh-Phu)(X\x))(Uli-Phu)(Xk(X))

Si on définit S par

alors on peut majorer (5,7) par

_ P „ v vkfx))
(uh-Phu)(X\x))dx

De même, on définit 7 par

/ = 1 \ Jx,
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alors on peut majorer (5,8) par :

2J \ 1 ( u - P h u ) ( X (x))dx
1 = 1 J K

- ("/,- PhuKXk(x))f dx\2T\ 2

Enfin pour (5.9) on a :

**•. (uh- Phu) (Xk(x))(u - Phu)(X\x))

^ - ^ ^ ^ • ^ ^ ^

uh-Phu\\hA " '^ (5.11)

Donc pour estimer || uh — Ph u |[ h k il suffit d'estimer les termes A et B pour
i = 1, iV avec ;

Pour A :

' (u-Phu)\x)6'(x)dxy

C , r + l ,
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Pour B :

(« - Phu)\x\x))dx

\Xi-x\Xi)\\ïr+l

Or x.-X(x.)=\ w'(l)dl avec
Jo

On a alors

(ije'*\u-phu)2(xk(x))dxy

\fc Uo

M\ = A £ (M - Ph u)\x) P(x) dx\

de plus, de la définition de la norme || || h k on a :
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On conclut donc que l'estimation de \\Pk u - u\\h k se fait également par A
et B. Enfin on a :

K - « l k * « II«*-^«II*.*+II^«-»H*.4 e5-12)
on a alors :

(5.13)

d'où le résultat.

Remarque 5.1 : On peut remarquer que la majoration d'erreur est au mieux

O(hr + 2) pour k ^ h, comme dans la majoration d'erreur donnée par la

méthode de Galerkin discontinue [6] et exactement O(hr+2) pour k = Ch.
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