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CALCUL DES CHARGES LIMITES D’UNE STRUCTURE ELASTOPLASTIQUE
EN CONTRAINTES PLANES (%)

par H. EL FEKIH () et T. HADHRI (*'?)

Commumqué par R TEMAM

Résumé — On présente dans cette étude une nouvelle caractérisation des charges limites d’un
solide élastoplastique régi par le modéle de Hencky en contraintes planes Chacune de ces
charges limites apparaitra comme étant I'inverse de la valeur de 'infimum d’un probléme de
mimmisation convexe non différentiable sur Uespace des champs d’autocontraintes

Pour le calcul de ces charges linutes, on propose une méthode de régularisation qui s’appa-
rente a celle utilisée dans les travaux de FRIAA [7] pour le matériau de Norton-Hoff généralisé

Abstract — In this paper we present a new caracterization of the linut loads of an elastoplastic
structure governed by a plane stresses Hencky model Each one of these limut loads amounts to

be the infimum value invert of a nondifferentiable minimization problem over the space of self
equilibrated stress fields

To compute these linut loads, we propose a regularization method which seems like the one
used for the generalized Norton-Hoff material in the work of FRIAA [7]

INTRODUCTION

Considérons un solide élastoplastique, homogene, 1sotrope, occupant un
domarne borné de IR®> Nous supposons que les chargements externes et le
déplacement 1mposé induisent un état de contraintes planes. Cecit nous ameéne
a considérer un domaine  borné de IR* avec un convexe d’élasticité K borné
[10], [11]. Le domaine £ est donc sounus a des forces surfaciques Af, A étant
le parametre de chargement, et a des efforts linéiques AF sur une partie /. de

sa frontiére. Sur I’autre partie /7, de la frontiere de £, le déplacement est
1mposé & u,.
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392 H. EL FEKIH, T. HADHRI

T, rF
U Q AF
u=u
° /:f
Figure 1.

Nous présentons dans la premiére partic de cette étude le probléme de
Hencky auquel on s’intéresse et nous rappelons quelques résultats d’existence
le concernant, en particulier, celui se rapportant au probléme aux déplacements
dans BD( 2 ).Nous donnons également une premiére caractérisation des char-
ges limites et A, donnée par Temam [16], Demengel [5], et Ben Dhia-Hadhri
dans [3].

Dans la deuxiéme partie, nous donnons une nouvelle caractérisation des
charges limites A et A, au moyen d’un probleme de minimisation convexe.

Nous donnons dans la troisieme partie, une méthode de régularisation pour
le calcul de A et A, qui consiste essentiellement a remplacer la norme L”, qui
intervient dans ’expression de la nouvelle caractérisation de 4 et 4, par la
norme L7 et a faire tendre ¢ vers ’infini.

o

1. FORMULATION ET ETUDE DU PROBLEME DE HENCKY EN CONTRAINTES PLANES

1.1. Probléme aux limites

Nous considérons un solide élastoplastique, homogene, isotrope, occupant
un domaine borné et régulier Q2 de IR*. Le solide est soumis a des forces
surfaciques Af agissant sur £, et a des efforts linéiques AF sur Iy, ou 4 est un
réel appelé paramétre de chargement. Sur /7, le déplacement est imposé.

En notant 382 la frontiere de 2, nous supposons que :
T,uTl,=I'=30Q et I'yNT,=9.

La loi rhéologique que nous adoptons, pour modéliser le comportement
élastoplastique, est de type Hencky.
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CALCUL DES CHARGES LIMITES,. 393

Le probléme aux limites que nous considérons consiste a trouver un champ
de déplacements u et un champ de contraintes ¢ qui vérifient les équa-
tions (1.1),..., (1.4) suivantes :

(1.1) o, +4,=0 dans Q, i=1,2

(1.2) o, Vv, = AF, sur Iy, (=12

(1.3) u=u, sur I, (PL)
(1.4) o(x) =P (A" "e(u(x))) [dx]pp.

Dans les équations (1.1) et (1.2) et dans toute la suite de ce travail nous
utilisons la convention de sommation sur les indices répétés qui prennent alors
leurs valeurs dans {1, 2}. L’équation (1.4) qui relie le tenseur des contraintes
o au tenseur des déformations e¢(u ) est la loi de comportement de Hencky.
Dans (1.1), ..., (1.4) nous avons noté :

K : le convexe d’élasticité défini par :

K={re IR} ;G(7) <0},

sym ?

ou G désigne une fonction convexe, vérifiant la condition de qualification
G(0)<0, et ou:

IRl ={r=(1,) € R;7,=7,1<ij<2)

v,:la j-ieéme composante de la normale unitaire v extérieure a €2,

-, J + la dérivée partielle par rapport 2 x,

A : I’opérateur d’élasticité, suppos€ étre un automorphisme symétrique de
IR4, ou les coefficients A gkn SODL fonctions d’un module d’Young et du
coefficient de Poisson du matériau étudié. En outre, A vérifie :

4 2 2 2
3C,>0,3C,>0;Vre IR, GColz|” = lizll, < C,|7|
ou :
2
|| : désigne la norme dans IR%, |z|>= 3 |r‘][2
,7=1
Il , : désigne la norme relative au produit scalaire défini par :

(1.5) (0,7),=A0.T=A,,0,T,, POUrC,TE IR‘:)”m )

(1.6) P :la projection sur K relativement au produit scalaire (.,.), défini par
(1.5)

(1.7) &(u): le tenseur des déformations linéarisé défini par ses compusantes

1 ..
eu(u)=—2—(ul’]+u]’!), 1<ij=<2.

vol. 29, n°® 4, 1995



394 H EL FEKIH T HADHRI

Nous supposons dans toute la suite que

Py e 4 P
(18) K est un convexe fermé borné de IRsym, contenant zéro dans son
intérieur

19 fe (LX2)), Fe (L™(Iy))
(110) u,estlarestriction a I';, de la trace I” d’un €lément de (H 1(.Q ) )2 que
nous notons aussi u,

1.2. Probléme aux contraintes et probléeme aux déplacements

La formulation variationnelle classique du probléme aux himates (PL) est
donnée par [13]

,
Trouver (o,u) € H(div, Q) N K, X U,, tel que
c.e(v—u)dx=AL(v—u VYve U
111 < f:z ¢ ) ( ) wd
J{Aa.(r—o)—s(u).(’r—o*)}dx20 Vie K,
fo)
on

(112)  H(dwv,Q)={rte L}(2,IR}

sym

Y,divre (LY (R2))%}

L@ ,IR:ym) ={t 2> IR:ym, || € L*(2)} mum de la norme classi-
que notée llnlle(Q IRem)

(113) Uy,={ve (H'(2)),v=uysur I}

(1 14) AL est la forme linéaire qui défimt le travail des forces extérieures
appliquées au solide considéré La forme L est donnée par

L(v) =J.f.vdx+j F.vdr
2

FF
{re LZ(.Q,IR:ym) ,7(x)e K [dx]pp xe Q}

= convexe des contraintes plastiquement admissibles

(115) K,

Il découle de I’hypothese (1 8) et du fait que Q2 est borné, que
(116) K, est un convexe fermé borné de LZ(Q , IR:ym) et borné dans
L7(RQ,IR* )

sym
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CALCUL DES CHARGES LIMITES.... 395

Le probléme aux contraintes relatif au probléme (PL) est :

(1.17) tesml(rgnkm{%fgllrnidx—fru(rv)uodf} (PC)

S4(A2) ={re LX(Q;IR:

sym

) ; T vérifie (1.1) et (1.2)}

= ensemble des contraintes statiquement admissibles .

(1.18)

Sous les hypothéses de régularité (1.9) et (1.10) prises sur les forces
surfaciques, les efforts linéiques et la condition aux limites sur I, et si
K,y ™ S,4(4) est non vide, alors le probléme aux contraintes (PC) admet une
solution unique o € Ky, N S,,(1) [13].

Le probléme aux déplacements consiste & minimiser, sur U, la fonction-
nelle énergie potentielle du systéme. Il s’écrit :

1)
(1.19) -
J(v)= L(v(E(V))dx—lL(V) ®

avec !

(120) p(e(v)) = (A" e(v), Pe(A™ " (1)), ~ 51 P(A™ " e(v))

Les problémes (P) et (PC) sont duaux et on a le

THEOREME 1.1 [16] :

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Inf(P)>—-o

(i) S(A)NK, =9

@@ii) Inf(P)=Inf (PC). W

En revanche, on ne peut pas établir I’existence d’une solution u € U, pour
le probléme aux déplacements (P) [15], [16].

1.3. Formulation du probleme aux déplacements dans BD (£2)

1.3.1. Choix du cadre fonctionnel

Contrairement 2 la théorie de 1’élasticité linéaire classique, les discontinui-
tés des contraintes et des déplacements sont physiquement admissibles. Le
tenseur des déformations e(u) peut alors présenter des masses de Dirac
réparties sur les surfaces de discontinuités de u, c’est-a-dire des mesures
bornées sur Q.

vol. 29, n° 4, 1995



396 H. EL FEKIH, T. HADHRI

Le cadre fonctionnel adapté au probleme aux déplacements (P) est celui des
fonctions a déformations mesures bornées, c’est-a-dire BD(2) [15], [16] :

(121) BD(R2)={ve (L'(2))%, ei(v) € My(R2),1<i,j<2}

ou M, (£2) est I’espace des mesures bornées sur €2, défini comme étant le dual
topologique de C,(£2) muni de la norme de la convergence uniforme.
On définit sur BD( ) la norme suivante :

2
(1.22) vl BD(Q) = ”V”(L‘(Q))2+ E Ilgij(v)llM,(g)
ij=1

avec :

(1.23) Nl 0y =Sup {{m w) w e C(2) 5 |y(x)]| < 1Vxe @}

ou <,> désigne le crochet de dualité entre Cy(£2) et son dual M,(2).
L’espace BD(£2) muni de la norme (1.22) est un espace de Banach. On

démontre [12] que BD(£2) est le dual topologique d’un Banach, et que sa

topologie faible * peut étre définie par la convergence définie ci-dessous :

v, —v dans BD(R) faible*

ssi
(1 24) rvm_)v danS(Ll(.Q))szrt
. 18,-1-( Vm)i‘a,-j(v) dans MI(Q) faible*, 1 < i,j <2
avec :
- dans M, (£2) faible*
(1.25) {Pm H .
Vl// € CO(Q)’ <l'lm’ l//) SN <‘U, l//>

1.3.2. Probléme aux déplacements généralisé

Pour étendre la fonctionnelle J,, définie par (1.19), a BD(£2), nous utilisons
les résultats de Temam [16], Hadhri [8] et [11], et Demengel [S] qui permet-
tent, en particulier, de définir la fonction de mesure ¢(&(u)) associée a la
fonctionnelle _(; définie par (1.20).

Une premiere généralisation du probléme (P), donné par (1.19), est: [10],
[16]

Inf{J,(v);ve BD(R),v=u,sur I',}

(1.26) Jz<v)=fg(p<s<v)> _AL(Y)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis
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ol : J p(e(v)) désigne la masse totale de la mesure bornée p(e(v)).
o)

Les théorémes d’injection et de trace dans BD( ), [15] et [16] permettent
de définir la forme linéaire L(v) pour v e BD( Q).

Pour A assez petit, on peut, d’une part, montrer [3] que toute suite mini-
misante u, du probléme (1.26) admet une sous suite (encore notée u,) qui
converge faiblement vers un élément u de BD(£2) au sens suivant :

u, > u dans (L'(R2))?* fort
(1.27) u, —u dans (L*(R))? faible
glj( u")lgt](u) dans M,(2) faible*, 1 < i,j < 2

et d’autre part, que la fonctionnelle J, est s.c.i pour la topologie (1.27). Mais,
ceci ne permet pas de prouver un résultat d’existence pour le probléeme
d’optimisation (1.26), puisque l’opérateur trace défini de BD(£2) dans
(L'(I))* n’est pas continu pour la topologie faible de BD( Q) définie par
(1.27). Et par suite une limite au sens faible d’une suite minimisante qui vérifie

u, = uy sur I',, ne vérifie pas toujours la condition aux limites imposée sur
I,
De plus, des expériences mécaniques montrent que le champ de déplace-
ments a 1’équilibre peut ne pas vérifier la condition aux limites 1mposées.

Pour remédier a cette difficulté, Temam [16], Hadhri [9] et Ben Dhia [3] ont
introduit le probléme aux déplacements relaxé qui apparaitra comme une
seconde généralisation du probleme aux déplacements (1.19). Ce probléme est
donné par :

Inf{J(v);ve BD(RQ)}

(1.28) (PG)

T (v)=J(v) +J.r5m(5‘"(uo—v))d1“

ol : J,(v) est définie par (1.26),

— t —
1.29) ¢ (7)= ,EIPw(p( tr) est la partie principale de la fonction ¢ définie
par (1.20),

(1.30) F(p), pour p e (L'(I) )2, est le tenseur symétrique défini par ses
composantes :

ZF(p)=3(pv,+pv) 1<ij<2.

vol 29, n° 4, 1995



398 H. EL FEKIH, T. HADHRI

Notons que le probleme (PG) donné par (1.28) dérive du probléeme (1.26)
en relaxant la condition aux limites : u = u, sur I, et en rajoutant a I’énergie

potentielle J, un terme de relaxation : 5”( F(uy—v))adr.
by

Deux justifications de la relaxation de’ la condition aux limites sur le
déplacement ont été données :

La premiere, mathématique, par Temam [16], consiste & montrer que:
1) lorsque les problemes relaxé (PG), donné par (1.28), et initial (P), donné par
(1.19) et (1.13), sont formulés dans un espace fonctionnel ou les déformations
sont des fonctions intégrables, alors ils admettent le méme probléme dual, qui
est le probléme aux contraintes (PC) donné par (1.17) et (1.18), et la mé€me
valeur de l'infimum. ii) le probléme relaxé (PG) formulé dans un espace
fonctionnel ou les déformations sont L’(.Q), et le probleme relaxé (PG)
formulé dans BD( ), admettent le méme infimum.

La deuxiéme justification, mécanique, est donnée par Hadhri [9] et Ben
Dhia [3], et consiste & considérer un domaine £, « plus grand que 2 » vérifiant
Q,=QUT,uU(£2,\Q), et 2 imposer le champ de déplacement u, dans la
partie 2,\Q2. Le probléme, consiste alors a minimiser I’énergie potentielle du
systeme £,. Ils utilisent par la suite les résultats sur les fonctions convexes de
mesure établis par Temam [16] et Hadhri [8] pour retrouver le probléme relaxé
(1.28).

1.3.3. Rappels de quelques résultats d’existence

Nous commengons cctie section par définir & la proposition 1.1 [3], deux
charges limites 4 et A telles que pour tout Ae ]| 4, 71 1a fonctionnelle énergie
7;1( v) définie par (1.26) et (1.28) est bornée inférieurement. On montre aussi,
que pour ces valeurs du parametre de chargement 4, la fonctionnelle .71( v) est
s.c.i pour la topologie faible de BD(£2) définie par (1.27). Cette propriété
permet de montrer un résultat d’existence pour le probleme aux déplacements
généralisé (PG) qui sera donné dans le théoréme 1.2 [3].

PROPOSITION 1.1 [3]:
Soient fe (L(R))%, Fe (L™(Iy)), uye (L'(I,))*. On définit I'en-
sembleA par (1.14), (1.26), (1.28), (1.29), (1.30) et

(1.31) A={AeIR,uEIErIl)f(Q)JA(u)>—oo}.

Alors A est un intervalle contenant zéro dans son intérieur :
(1.32) SupA=1>0 InfA=1<0.

De plus, pour A e 12, 4] la fonctionnelle 71 est s.c.i pour la convergence
faible définie sur BD(2) par (1.27). H
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CALCUL DES CHARGES LIMITES,... 399

THEOREME 1.2 [3]:

Pour fe (L} (2))’, Fe (L™(I)), uge (LN(Iy)) et e 14,4 [, on
A et A sont définies a la proposition 1.1, le probléme aux déplacements
généralisé (PG), donné par (1.28), avec (1.14), (1.26), (1.28), (1.29) et (1.30),
admet au moins une solution.

Nous terminons la premiere partie de cette étude, par le

THEOREME 1.3 [2]:
LES PROBLEMES (1.19) et (1.28) ((P) et (PG) respectivement) vérifient :

(1.33) Inf(P)=Inf(PG). m

2. NOUVELLE CARACTERISATION DES CHARGES LIMITES D’UNE STRUCTURE DE
HENCKY EN CONTRAINTES PLANES

Nous nous intéressons dans cette section au calcul des charges limites A et
A définies a la proposition 1.1. Pour cela, nous donnons une nouvelle carac-
térisation de ces charges limites.

Chacune de ces caractérisations est donnée par un probleme de minimisa-
tion qui fait intervenir la jauge d’un convexe, dont la définition et quelques
propriétés sont données au paragraphe 2.1. Nous donnons dans le théoréme 2.1
la nouvelle caractérisation de la charge limite 4, et dans la proposition 2.3 celle
de la charge limite A, comme étant ’inverse de la valeur de 1’infimum d’un
probléeme de minimisation convexe.

2.1. Rappels sur la fonction jauge d’un convexe [14]

Dans ce paragraphe, C désignera un convexe d’un espace de Hilbert E,
contenant zéro.

DEFINITION 2.1 :

On appelle jauge de C et on note j. la fonction, convexe sous additive
positivement homogéne de degré 1, a valeurs dans IR, U { + o} définie sur
E par :

2.1 jx)=Infla 20,xe aC}. W

LEMME 2.1 :
Soit C un convexe de E, fermé et contenant I’origine. Alors on a :
(i) pour tout xe€ E, si 0<j(x)<+eo alors xe j(x)C
(i1) soient x € E et r un réel positif non nul, on a:

2.2) jx)srexerC

(iii) j. est semi continue inférieurement

vol. 29, n°® 4, 1995



400 H EL FEKIH, T. HADHRI
(iv) si C est de plus borné, alors pour x€ Eon a:
si jo(x)<+eo alors x€ j(x)C
W) jx)= Inf{a >0,x€e aC} .

2.2. Nouvelle caractérisation de la charge limite

Nous utilisons dans cette section :

— P’espace de Hilbert :

(2.3) Y={ne LX(Q;IR: _);divye (L*(2))*}

sym

muni de la norme

2.4) Il’/”y= ”nlle(g,[R + ”diV??”(Lz(Q)):,

:ym)
et le sous-espace V défini par :
(2.5) V={ne Y;divy=0dans 2,7 .v=0sur I';}

qui est fermé dans Y (voir par exemple [9]) et donc un Hilbert lorsqu’on le
munit de la norme induite par celle de Y :

2.6) Il = lInlly= Inll 2o ms.,» POUTHEV

la fonction jauge j, du convexe K, définie par (2.1), ot K est le convexe
d’élasticité vérifiant :
(2.7) K est un convexe fermé borné de IR:y contenant zéro dans son

intérieur

m

— la solution ¢° du probléme élastique :

[ Trouver (%, u°) € ¥ x U,,

dive*+f=0 dans Q

c‘v=F sur I'p
(2.8) { W = ug sur I,

“=A""e(u)

\eu(ue)=%(ui]+ujl), 1<ij<?2

ou: U, est donné par (1.13)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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CALCUL DES CHARGES LIMITES,... 401

(2.9) les données f, F et u, vérifient les hypotheéses (1.9) et (1.10), et sont
telles que :

(2.10) o‘e L7(2;IR,,)

Lorsque fe (L7(2)),, Fe (W P P()Y pe 11,40, =T, et

fdx+ | Fdl'=0, on peut vérifier d’aprés Christiansen [4] que:
el r

‘e (WP(Q))

Lorsque p > 2 et puisque £ est un ouvert régulier de IR?, on obtient alors
(2.10).

Nous donnons a présent la nouvelle caractérisation de la charge limite

A

THEOREME 2.1 : Sous les hypothéses (2.7) (2.9) et (2.10) la charge limite 2
définie a la proposition 1.1 est donnée par :

(2.11) A= 1
Jof 1x((0° =7 )l o)

ou:
(2.12) L=VAL™(2;IR,,)

o est la solution du probléme élastique (2.8), et j, est la jauge du convexe K.

De plus la charge limite A est indépendante du déplacement imposé u, sur
I'y, et des caractéristiques élastiques du matériau considéré, i.e. de l’opéra-
teur d’élasticit¢e A. B

Avant de démontrer ce théoreme, nous donnons quelques résultats prélimi-
naires :

2.3. Résultats préliminaires

Soit H la fonctionnelle a valeurs dans IR,  { + o} définie sur V par:

(2.13) H(n) = i (=) Dl 1)

et intervenant dans (2.11).

vol. 29, n° 4, 1995



402 H. EL FEKIH, T. HADHRI

LEMME 2.2 : Soit K,; le convexe des contraintes plastiquement admissibles
défini par

(2.14) ={te L(Q;IR: );t(x)e K[dx]pp.xe Q}.

sym

Alors sous I’hypotheése (2.10) la fonctionnelle H, donnée par (2.13), s’écrit,
pour n € V, sous la forme :

(2.15) H(n) =jg (0= 7)
ou ji  est la fonction jauge du convexe K,
Démonstration :

Soit #7e V.On a:

H(n)= “jK((O'e_”)( . ))”L“(Q)'

Puisque la fonction jauge prend ses valeurs dans /R, on a:

H(n)=Inf{c>0;j((c°~n)x)) <cl[dx]ppxe Q}.

Comme K et K sont fermés dans IR €t LY(Q; IRsym) respectivement, alors
en utilisant la propriété (ii) d’une fonct1on jauge d’un convexe, donnée au
lemme 2.1, on obtient :

H(n) =Inf{c>0;(c°-n)(x) e cK [dx] pp.xe Q}
=Inf{c>0;(0°-n) € Ky} =jx (°—7),

ce qui prouve (2.15). W
PROPOSITION 2.1 : Sous les hypothéses (2.7) et (2.10), la fonctionnelle H
définie par (2.13) vérifie :

(1) H est convexe et semi continue inférieurement sur V

(it) | }llm H(ny)=+o

(iii) si (f F) = (0,0), alors Vyne V,H(n)>0.

Démonstration :

(i) La convexité de H découle du lemme 2.2 et de la convexité de ]K
Montrons que H est s.c.i:K,, étant un fermé de L*(Q; IRsym) alors j  est
s.cisur L°(; IRsym) Et par suite H est s.c.i sur V comme étant la composée
d’une fonction s.c.i sur L (Q IR* ) et d’une fonction continue sur V (la
fonction qui a 7 associe ¢° — 7).

(ii) Soit #, une suite d’éléments de V vérifiant :

sym

(2.16) 7,1l y ——— + o0
n—>+oo
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et supposons que lim H(#,) # + oo Alors 1l existe une constante ¢ > 0 et
n—>oo
une sous suite 7, de 7, telles que H(n, ) < c Il s’en suit, d’aprés le

lemme21 et le lemme22, que ¢° — N, € cK,4 et par conséquent, en
utilisant (1 16), le lemme 2 1 et (2 15), on obtient

lo* =m, 0o ke, <A,

ol A est une constante positive
4

Aunst la sous suite #, est bornée dans LZ( Q ,IRsym) Ce qui, grice a (2 6)
et (2 10), contredit (2 16) Et par suite (1) est vénifiée

() Sott (f, F) == (0,0) Pour # dans V défin1 par (2 5) et grace a (2 8) et
a la propriété (1v) du lemme 2 1, on ne peut jamais avoir

217) o —n=0

Amst H(p)est>0 ®W

THEOREME 2 2 Sous les hypothéses (27) et (2 10) le probleme de minimi-
sation

(2 18) }2%”]1{((68 - 77)( . ))HL“"(Q)

admet au mowins une solution

Démonstration
Le résultat est une conséquence directe de la proposition21 et d’un
théoréme classique d’analyse fonctionnelle [1] W

PROPOSITION 2 2 Sous les hypothéses du théoréeme 22, les solutions du
probléme de numimusation (2 18) sont dans L™( Q2 , IR*

sym ), et on a

(219) Inf H(n) = Inf H(n),

o V,=VAL(RQ,IR,,.)
Il s’en suit que le probléeme de mumimisation In‘f; H(#n) admet une solution
Démonstration Montrons d’abord (2 19) On a ﬁour toutye V

< + oo L=(Q,IRrR?
(2 20) H('?){ une L sym)

=+ oo sinon

En effet, comme K est borné et contient zéro dans son intérieur, alors 1l existe
deux réels strictement positifs r, et r, tels que

B(0,r,)cKcB(0,r,)
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ou B(0,r) desxgne la boule dans IR .. de centre O et de rayon r. Et par suite,
pour tout T € IR

1 1
r—z‘rl < 1) < r—1|t|

(-

1, e 1, e
(221 r—zlla Mm@ msy S H®) < 10" =7l -0 rs,) -

—

Le résultat (2.20) découle alors de (2 10) et (2 21), et par suite (2 19) est
vérifiée.
Montrons a present que les solutions du probléme de minimisation (2.18)

sont dans L™( 8 ; IRsym) Sort pour cela (#,) € V une suite mmmusante du
probléme (2.18) :

Jun H(#,)= Inf H(n)

H(#, ) étant bornée, alors d’apres la proposition 2.1, la suite #, est bornée dans
V. Il existe alors une sous suite 7, de #, faiblement convergente dans V

(2.22) 9 -—*77 dans V faible

n

Comme H est s.c.1. pour la topologie faible de V, alors _7; est une solution du
probléme (2 18). D’apres (2.10) et (2.21) la sous suite #, est bornée dans
L7(Q; IR ) elle admet donc une sous suite, encore notee #,,» qu1 converge
dans L~ (.Q IRY ) pour la topologie faible étoile :

sym

(2 23) n A% dans L7(Q:IR*

n

) faible *

sym

Utiisant  (2.23) et I'imjection continue de L (Q IR? dans

sym)

L'(Q; IRsym) on déduit :
* =
(2.24) M, —#n dans L Q; IRsym) faible
Comme V s’injecte continiment dans L (Q IRsy n)» alors d’aprés (2 22) on
obtient
(2.25) n,,—n dans L*(Q;IR} ) fable
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Par consequcnt ;=Z Ainsi les solutions de (2.18) sont des éléments de
L7(R,; IRsym) Finalement, d’aprés ce qui préceéde, le probléme In§ H(n)
nev.,

admet au moins une solution. M
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme 2.1.

2.4. Démonstration du théoréme 2.1
Soient

_ 1
Anf H(n)

So

et 1 la charge limite définie & la proposition 1.1.

i) Soit A un réel vérifiant 0 < 1 < /. Montrons que J est minorée sur
BD(£2). Il est clair que J est minorée sur BD( ), car d’apres la proposition
1.1, A<0<A Supposons donc A=0: 0<A<i D ‘aprés le lemme
22 et la proposition 2.2, il existe un élément ne V_ tel que
]Kad(a -7) < Z Utilisant le fait que Jk,, st positivement homogene de
degré 1 et que K, est fermé dans L? (2; IRsym) on déduit que :

Mo —-n)e K,

En utilisant (1.18), (2.5) et (2.8), on a A(o°— ;) € S,,(4). Ainsi
S,a(2) MK, # O, et par suite, d’apres le théoréme 1.1 et le théoréme 1.3,
I’énergie potentielle J, est minorée sur BD(£2).

Ainsi pour tout /le [0,1], on a ueﬁ%ﬁg)h(“b‘“' Il s’en suit,
d’apres la proposition 1.1, que i<

i) Supposons que A<Z T existe alors un réel A vérifiant
0<i<i<i On a alors:

1 _1
=< == Inf
153 Anf H(n)

et par suite :
(2.27) %<ij( o —7n), VneV,.
Utilisant le lemme 2.1 et (2.27), on obtient :

(2.28) Mo*-n)e Ky, VneV_.
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Par ailleurs, comme A < 4 alors 71 est minorée sur BD(£2). 1l existe alors,
d’apres le théoreme 1.1 et le théoréme 1.3, un élément g € S,(A) N K. Soit
alors ;7=oz——%a. Il est facile de vérifier, d’aprés (1.16), (1.18), (2.8) et

(2.10), que 7€ V_. En outre, il est clair que A(o°—7) € K,,. Ce qui
contredit (2.28).

Ainsi la charge limite A définie 2 la proposition 1.1 est égale 2 1;
c’est-a-dire que :

1=-—~i .
nf H (n)
iii) Montrons que 7 est indépendante du déplacement imposé u,.

Soient o et oy les solutions des problemes élastiques (2.29) et (2.30)
suivants :

( e e
Trouver (o}, u;) € YxX U,

dive; =0 dans
(2.29) W ojv=0 sur Iy
w = u, sur 17,

[ Trouver (oG, uy) e Y% H},(Q)2

divog+f=0 dans £
(2.30) ﬂ ogv="F sur Iy
ug=0 sur I,

Lo =A""e(u) .
La solution ¢° du probléme (2.8) est alors donnée par :

(231) of =0y +og=A""e(u)
' Lo = uf +uy.
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En rapprochant (2.29) et (2.30) de (2.8), on voit que sous les hypotheses (2.9)
et (2.10), les solutions élastiques of et o] sont dans L™(£2 ; IR;1 ym )- Et par suite,
en reportant (2.31) dans (2.11) on obtient :

1
”Ienf,_ ljx( (ot + 05 =m)Ce I =y

A=

1
,,Ieng_, lle((aS ) DI L=(Q)

puisque o] € V_. La derniére expression de A est indépendante de u,, et par
conséquent la charge limite 1 est indépendante du déplacement imposé u,,.

Pour finir, montrons que 7 est indépendante de I’opérateur d’élasticité A.
Soient o) et o5 les solutions du probleme d’élasticité (2.8) pour A = A, et
A=A, respectivement, ol A est I’opérateur d’élasticité. On a:

Jof i (ay =m)Ce D ey =

= Inf [jx((05= (05 =05+ N li=e

or 05— o] e V_, puisque d’une part on a, grice a I’hypothese (2.10), of
(i=1,2) est dans L™( ;IR:ym), et d’autre part, en vertu de (2.8), on a
div (o, —0})=0 dans Q, et (0;—-0])v=0 sur I',. Et par suite on
obtient :

7= !
S0 k(o7 =m)C- ) M~

1
86 (=) ey

Le théoréme 2.1 peut étre complété par la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 2.3 : Sous I’hypothése (2.7), on a :
(1) La charge limite A, définie a la proposition 1.1, est donnée par :

(2.32) A= —
”IGngw il (o™ =m)C- Il =)
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ot o © est la solution du probiéme élastique suivant :

(2.33)

(divo “+ (-f)=0 dans
o ‘v=-F sur Iy
=0 sur I,

— € 1 - € - LY
\eq(u =§(u” +u.“e), 1=<i,j=<2

et est supposée vérifier I’analogue de I’hypothése (2.10) :

(2.34)

6 ‘e L™(Q2;IR* ).

sym

(1) L’intervalle A défini a la proposition 1.1, est 'intervalle fermé :

A=1[4 z]

on A et A sont les charges limites définies a la proposition 1.1.

En particulier les énergies potentielles 71 et \71, définies par (1.28), sont
minorées sur BD( ). -

Démonstration :

1) Considérons le probleme de Hencky suivant :

(2.35)

dive'+ A(-f)=0 dans
gdv=A-F) sur Iy
w'=u, sur I,

o'(x) =P (A" 'e(u(x))) [dx]lp.p.

Le probléme aux déplacements généralisé, correspondant a (2.35), est donné

par :

(2.36)

N,

ou

ueIBrbf;.Q)J'{(u)

2.37) 71(u)=J w(e(u))—J 0 (F (uy—u))dlr - AL (u)
2

(2.38)

Iy

#

L'(u):f (—f).udx+‘} (~F).udl.
Q Iy
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En vertu de la proposition 1.1, I’ensemble A’, défini par :

(2.39) A'={}te IR, Inf i;(u)>—oo}

ue BD(R2)

est un intervalle contenant zéro dans son intérieur :
(2.40) InfA"= X

(2.41) SupA'=X.

Sous I’hypothese (2.9), la solution ¢~ ¢ du probléme élastique (2.33) appartient
aL=(Q; IR® ). Utilisant alors le théoréme 2.1, on obtient :

sym

(2.42) Z= : '
08 1jx((a™ = m)C ) =q)

Par ailleurs, pour tout A € IR, on a:

(2.43) Inf J_ (u)>—co& Inf J(u)>—oo

ue BD(Q2) ue BD(R)

ou 71 et 7’_ ;sont définies par (1.28) et (2.37) respectivement. 1l s’en suit que
P’intervalle A définie a la proposition 1.1, et correspondant a I’énergie poten-
tielle J,, vérifie :

A= {ie IR, Inf J(u) >—oo}

= {Ae IR, Inf 7 (u) >~°°}

==-A".

Et par suite, d’apres (2.42), la charge limite A définie a la proposition 1.1 est
donnée par :

A=InfA=—SupA'= =4 :
,nf ik (o™ =m)C- Dl =0y

ii) La nouvelle caractérisation de la charge limite 4, donnée par le théoréme
2.1, nous permet de montrer que I’énergie potentielle J; est minorée sur
BD(2) (cf. la partie i) de 1a démonstration du théoréme 2.1), c’est-a-dire que
de A.
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Les mémes développements détaillés ci-dessus (§ 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4),
permettent aussi de prouver que I’énergie potentielle J, est minorée sur
BD(Q), et donc A€ A. -

Par ailleurs, on a, d’apres la proposition 1.1 :
1hAlcAac(ii]),

et par conséquent A= [g,i]. n

3. CALCUL DES CHARGES LIMITES PAR UNE METHODE DE REGULARISATION

Dans la section précédente, nous avons donné deux expressions explicites
des charges limites A et 7 d’une structure élastoplastique régie par le modele
de Hencky en contraintes planes.

Notons H la fonctionnelle convexe définie par :

3.1 H(n)= l|jK((Ue—’7)( . ))“L"(g)

qui intervient dans 1’expression (2.11) de la charge limite P

La fonctionnelle H définie par (3.1) n’est pas différentiable. Ceci est di a
la présence de la norme | |, dans son expression. Or les algorithmes
classiques d’optimisation nécessitent la régularité de la fonctionnelle a opti-
miser. C’est pour cette raison que nous proposons de régulariser la fonction-
nelle H en remplagant la norme L™ par la norme LY, I’espace V_ par 1’espace
Vq qui sera défini par (3.4), et en faisant tendre g vers I’infint. Cette méthode
de régularisation s’apparente a celle utilisée dans les travaux de FRIAA [7]
pour le matériau de Norton-Hoff généralisé.

3.1. Régularisation du probléme

Nous définissons, pour g € [2, + e[, la fonctionnelle suivante, a valeurs
dans IR _ :

(3.2)
1 . e
Hq(ﬂ)=m I (0* =) oy > € LUAKLSIRG,)
ol
mes(Q)=f dx .
Q2
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Rappelons que 'on se place sous les hypotheses (2.7), (2.9) et que la
solution élastique ¢° du probléme (2.8) vérifie :

3.3) ‘e L™(Q; IRsym)

et par suite, grace a (2 7), H, est fime sur LY( Q2 ; IRsym)
Nous considérons, pour g > 2, ’espace de Banach V défin1 par.

(3 4) V,=VALYQ,IR.)
muni de la norme induite par celle de LY(Q ; IRSym)
3.5) - v, = ol LY2, IRYm)

I llzeco . xe,,) étant la norme classique de L™( 2 IRSym)

et la suite de problémes de minimisation régularisés suivants :
(3.6) Jof Hy(n)

ou H g cst Ia fonctionnelle définie par (3.2).
Avant de préciser le sens de la régularisation, qui sera donné au § 3.3, nous
donnons quelques résultats nécessaires a cette étude.

3.2. Résultats préliminaires

Pour montrer I’existence de solutions des problemes de minimisation (3.6),
nous énongons la

PROPOSITION 3.1 : Soit g = 2. Sous les hypothéses (2.7) et (3.3),
fonctwnnelle Hq est convexe et lLpschitzienne, donc continue, sur
LY Q;IR? ). De plus, elle vérifie .

sym

3.7 lim H(n)=+o
Inly,—>+e 4
Démonstration : Soit q = 2.
1) La convexité de Hq découle de la convexité et la positivité de la fonction
jauge j, et de la convexité de la norme || || LYY
Montrons que H, est lipschitzienne sur Li(Q; IRsym)

Utilisant 1a sous- add1t1v1te de j,, et le fait que le convexe K contient I’ongime
dans son 1ntérieur, on obtient :

3.8) Vt,{ € IR:ym 76(7) = 1(E)| < aft =& e

sym
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oll a est une constante positive, et | |« est la norme de IRSym

Il s’en suit gracc a(3.2)et (3.5 que H, est lipschitzienne et donc continue
sur L9(Q; IRSym)
ii) Soit #, une suite d’éléments de V,_ vérifiant :

3.9) 17,1, - 4o
w7 T o<

et supposons que lim Hq( n,) # +oo. Il existe alors une constante
n—>+ oo
A >0 et une sous suite #, de 7, telles que :

(Tn:s’(l}T))W 17 (0° =1, )= Nl oy < 4,

et par suite, puisque K est borné dans IR  ona:

sym?’
(3.10) lo® — Mol 2002, Ry S C(mes (2))"

ou C est une constante positive.
On en déduit, grace a (3.3) que:

iz, v, S C’ ou C’est une constante positive .

OnN A

Ce qui coniredii (3.9). Ainsi lim H

THEOREME 3.1 : Soit g = 2. Sous les hypothéses (2.7) et (3.3), le probléme
de minimisation :

(3.11) Inf H (1),

nev,

admet au moins une solution. On notera n, l'une des solutions.

Démonstration :
i) Soit #, une suite minimisante pour le probleéme (3.11):

lim H (7, )— Inf H, ()

n— +oe
H (n,) étant bornée dans IR, alors d’apres la proposition 3.1, nn est bornée

dans V, et par suite, d’apres (3.5), elle est bornée dans LY( Q2 ; IRsym) Il existe

alors une sous suite #, de #, faiblement convergente dans LY(Q ;IR sym) :

(3.12) 7, n, dans LY(Q;IR.,) faible.
kg — + o0
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Par ailleurs, comme H, est convexe et continue sur LY Q ;IR

sym) alors elle
est faiblement s.c.i. sur Lq( QIR

sym) et par suite, grice a (3.12), on obtient :

tim Inf H,(n,,) = H(7,) -
Pour que ﬁq soit solution de (3.11), il reste 2 montrer que ﬁq e V.

ii) Soitgp e (Cy(R2) )2 ; en utilisant (3.12) et la définition de la dérivation
au sens des distributions, on obtient :

J'div(;ynk).q)dx —_— J.div(;q).(pdx
Q =+ oo o

et comme divy, =0 dans €, alors div;7_ = 0.

La propriété g = 2 et le fait que £ est bome permettent alors d’affirmer
que 7, converge faiblement dans ¥ vers 17 . L'espace V étant un convexe fermé
de Y et donc faiblement ferme dans ¥, il en découle que 7, € V. R

3.3. Résultats de convergence

Considérons la suite réelle (4 )

4)q > 2 définie par :

1

(3.13) =
,,Ié‘f/q H (1)

>
<
\Y
N

Nous allons montrer dans cette section la convergence de cette suite de réels
(4 2)q =2 Vers la charge limite 4, donnée d’apres le théoréme 2.1 par :

i=—1
”Ien‘f/N H(#n)

ou H est la fonctionnelle convexe définie par (3.1), et V_ I’espace donné par
(2.12).

Et nous montrons, en particulier, que la suite des solutions (;q )q22 des
problemes de minimisation (3.11) admet des sous-suites qui convergent,
suivant une certaine topologie, qu’on précisera au théoréme 3.2, vers une
solution du probléme :

(3.14) ,,Ien‘f/,, H(n).
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LEMME 31 Sous les hypotheéses (27) et (3 3), la sute ( Eq ), > 2 défimie par

(3 13) est décroissante, convergente, et sa limite, notée A vérifie

(3 15) 1<7= lm 7,

q—+

N

ou 4 est la charge limite donnée par (2 11)

Démonstration Partant de 1’'1négalité de Holder on obtient

(3 16) I ey S (mes ()P flyny, P<gq

d’ou I’on tire que

317 {Vne a1 Hy(m) < H, (1)

Vne V., HJ(n) < H(n)
Utilisant (3 17) et le fait que V_ < Vq g C Vq, 1l est facile de vérifier que
0<is< ;tq+1 < 4,

11 s’en suit que la suite 4 , €St convergente, et que sa limute A est supérieure a

PROPOSITION 3 2 Sous les hypothéses (27) et (3 3), la suite (71 4 ) g>2 des

solutions n, des problemes de mimumusation (3 11), données par le théoréme
31

(3 18) H,(n, =”Ié1€qu(n), qg=2
vérifie

dR>0telque Vg = 2,0na

7,1 e « VS P
(3 19) TalLrce imim) = Pa
. Rmes (2)"
ou pq =———,—{ + HO‘ n LYqQ ,RWm)

q
En outre, 1l existe un élément ﬁ € V_ tel que pour tout n> 1, ; est limite

dans L"( L2, IRsym)fatble d’une sous-swite (1,), > , de la suite (7,), . , et

(3 20) 17~ mey < P
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ou p=

3.1.

e

+ | o° HL"’(Q R4 €51 la limite de Py A étant donné par le lemme

Démonstration :

i) Nous rappelons le résultat suivant qui est un cas particulier d’un lemme
donné dans Friad ([7], p. 130):

LEMME 3.2 : [7] Soient deux suites (h )q> , et (a )q2 5 VErifiant :

(D) Vg=2 a0 €lIR et aq——>a quand q— + o0

(2) Vg=2,h, € LI(Q; IRsym) et |h, l|Lq(Q_,R:ym) < a,
1l existe alors h e L™(Q2; IRsym) tel que ¥Yn>1, h est limite dans
L"'(; IRsym) faible d’une sous-suite (h )q > , de la suite (hq )q > 2 de plus

3.21)

<
Il L2 Rm) = & -

ii) On a pour tout g = 2, 17 € V . Comme K est borné dans IRS e alors
il existe un réel R > 0 tel que K < B(0, R), ou B(0, R) est la boule dans
IR:ym de centre O et de rayon R. Ainsi la jauge de K vérifie:

Je(. )= Ile | - |zs, Et par suite, grace a (3.2) et (3.3), on obtient :

11,0 Lo sy < RCmes ()Y H, (1) + 16°ll o, ms,. -

Il s’en suit, grace a (3.13) et (3.18), que :

I 77,1” LYQ; IRY) = Py

R(mes (2))"
= ¥ 10"l Lo me,my -
q
Ainsi (3.19) est vérifiée.
Par ailleurs, comme £2 est borné, alors en vertu de (3.3) et du lemme 3.1,
la suite p, est convergente. Sa limite, notée p, est donnée par :

. R
(3.22) p= ql_l)Tm Py= 1‘*‘ ol - (23 Rm) *
1i) Grace a la deuxiéme partie de la démonstration et au lemme 3.2, il

existe un élément # dans L™(Q2; IRsym) tel que, pour tout > 1, on a:

(3.23) Eq, -
q — +oo

n dans L"(Q; IR’ ) faible,

sym
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Y

ou:
(3.24) (-ﬁq,)q, > , €8t une sous-suite de la suite (ﬁq)

g=z2"

En outre on a

(3.25) 170 0y < P -

. N - . P - oo 4
iv) I reste a montrer que 77 € V. On sait déja que n € L™ (2; IR, ), la

suite de la démonstration est analogue a la partie i) de la démonstration du
théoreme 3.1. W

THEOREME 3.2 : Sous les hypothéses (2.7) et (3.3), on a les résultats
suivants :

i) Soient % la charge limite donnée par (2.11) et Zq la suite de réels définie
par (3.13), alors on a:

A= lim 1
q—-)

+oo 4"

i1) En outre, l’élément ; € V_ défini a la proposition 3.2, est une solution
du probléme de minimisation (3.14), c¢’est-a-dire que :

(3.26) H(n) = Inf H(n).

Démonstration :
i) On sait déja, d’apres le lemme 3.1, que:

(3.27) 2<7= lim 7.
q—)

+o0 4

Montrons que A = 2. Soit (Zq ) g > 2 1a suite de solutions des problemes de
minimisation (3.11), données par le théoreme 3.1 :

- 1
(3.28) H/(n,)= ,,Iengq H(n)= ik
q

Alors, d’aprés la proposition 3.2, il existe ; e V_, tel que pour tout
n > 1, il existe une sous-suite (nq,)q,?,l de (7, )q > , faiblement convergente
vers n dans L"( 2 . IR* ). Et par suite, sous ’hypothése (3.3), on obtient :

sym

329 -,

— 4 .
6°—n dansL"(Q2;IR,, ) faible.
q =+ i
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Par ailleurs, d’apres (3.8), la fonctionnelle convexe :

L', IRsym) - IR |
T - “]K(f( . ))”L"(Q)

est continue, et par suite, elle est faiblement s.c.i.. Il s’en suit, en utilisant
(3.29), que:

tim Inf 17 (0" = 7,00 Dy = 1l (0" =) ooy

En outre, grace a (3.17), et puisque ¢” = n, on obtient en utilisant (3.2), (3.13)
et (3.30):

(33D (mes(2))" limI fil—/||jK<<oE—5)<.>>uLu(m.

Utilisant le lemme 3.1, on obtient pour tout n>1:
n 1 . e -
(mes (£2))" = 1ix(Ca® =) Dl gy -

Faisant tendre n vers + oo, on obtient, d’apres (2.7), (3.1), (3.3), et le théoreme
2.1:

(3.32) % > (0 =)= Moy = H() =

il

puisque # € V_. Ainsi 4 > A Finalement ‘/17= A.
ii) II découle de (3.32) et de I’égalité de T et A que H(7) =1/ D’ apres
la proposition 3.2, # € V_. Ainsi grace a (3.1) et au théoreme 2.1, # est
solution de (3.14). W
Les mémes développements détaillés ci-dessus (§ 3.1, § 3.2 et § 3.3) per-
mettent aussi de prouver le résuitat suivant, concernant la charge limite A,
donnée a la proposition 2.3 par (2.32).

PROPOSITION 3.3 : Soit (4,), >, la suite réelle définie par :

-1
,TIengq{meS () Y HjK((Ue =)D L'!(Q)}

iy =

ot o ¢ est la solution du probléme élastique (2.8), en remplacant les char-
gements externes f et F par —f et — F respectivement.
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Alors sous les hypothéses (2.7) et (2.34), la suite (A )q - , €St convergente,
et sa limite est donnée par :

Iim A =4
g—o+e—% —

ou la charge limite A est donnée par (2.32). H

4. CONCLUSION

Le théoreme 2.1 (resp. la proposition 2.3) donne une nouvelle caractérisa-
tion de la charge limite 1 (respectivement A) qui se préte mieux a 1’approxi-
mation numérique que la caractérisation donnée a la proposition 1.1.

Cette nouvelle caractérisation de la charge limite p) (respectivement 4 ),
donnée par (2.11) (respectivement (2.32)) au théoréme 2.1 (resp. a la propo-
sition 2.3), consiste a résoudre un probléme de minimisation convexe. Le fait
que la fonctionnelle 2 minimiser n’est pas différentiable (ceci est di a la
présence de la norme L™ dans son expression) nous a amené 2 la régulariser
en remplagant la norme L™ par la norme L?, qui est numériquement plus facile
a calculer, différentiable, sauf en zéro, et admet des dérivées directionnelles en
tout point.

La fonctionnelle H, donnée par (3.2) est plus régulitre que la fonctionnelle
H donnée par (3.1) qui intervient dans I’expression de 4, bien que sa régularité
dépende de celle de la fonction jauge du convexe d’élasticité K.

En particulier, dans le cas ou le convexe X est le convexe de Von-Mises, la
fonctionnelle H 4 est différentiable en tout point de Vq défini par (3.4) et (2.5),
puisque o°—# =0 pour #ne V,, car d’apres (2.8) ¢ V, dés que le
chargement (f, F) = (0,0).

Ainsi le calcul de la charge limite A (respectivement 4 ) se ramene a calculer
la limite de la suite monotone de réels (7.q ) 9=2 définie par (3.13) (respecti-
vement (A )q>2 définie par (3.33)), ot chaque terme X (respectivement
A ) est donne par un probléme de minimisation convexe.

Un algorlthme numerlque pour calculer 2 (respectivement 4 ), en utilisant
I’approximation A ~ 1 (respectivement A,=4) pour g assez grand a été
mis en ceuvre. Les premiers résultats numerlques obtenus sont prometteurs.
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