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FORMULATION MIXTE D’UN PROBLEME
DE JONCTIONS DE POUTRES ADAPTEE A LA RESOLUTION
D’UN PROBLEME D’OPTIMISATION (*)

V. Lobs (1)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — En utilisant une formulation mixte, on peut calculer la dérivée exacte d’une
fonctionelle coiit j, dépendant réguliérement du déplacement d’un assemblage de deux poutres
minces, reliées par une charniére rigide, la variable de conception étant I’ angle ¢ entre les deux
_poutres. A I'aide d’un code éléments finis considéré comme une boite noire, on calcule une
approximation, dite gradient continu discrétisé, de la dérivée de j. On démontre I’ égalité du
gradient continu discrétisé avec le gradient discret, ¢’ est-a-dire le gradient de la fonctionnelle
approchée, calculé par les ingénieurs, pour un schéma éléments finis particulier, mais trés usuel.
Les résultats numériques sont proches de la solution analytique, calculée dans un cas particulier.

Abstract. A mixed formulation for a model of junctions of beams adapted to the resolution
of an optimization problem. — By writing a mixed formulation for a model of junctions of
beams with a rigid hinge, we can calculate the derivative of costs, which are regular functions of
the displacement. The design variable is the angle ¢ between the two beams. With a finite element
code, used as a black box, we calculate an approximation of the derivative of the cost, called
discretized continuous gradient, which, for a particular code in common use, is equal to the
discrete gradient, used by ingeneers. Numerical results are good approximations of the analytical
solution, calculated in a particular case.

INTRODUCTION

L’objet de cet article se situe dans le cadre général de 1’optimisation de
formes, utilisant les techniques classiques de contrble optimal. Il s’agit de
minimiser une fonctionnelle coiit, dépendant de U, ou U est la solution
d’une équation aux dérivées partielles, dont les coefficients sont fonction de
la variable de conception.

(*) Recu en décembre 1990.

(") Université de Nice, Laboratoire de Mathématiques, Parc Valrose, 06034 Nice Cedex,
France.
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524 V. LODS

On envisage d’utiliser des méthodes de descente. Pour cela, on doit faire
un calcul numérique de la différenticlle du coiit. Pour approcher cette
différentielle, deux méthodes sont susceptibles de fournir de bons résultats :

La premiere méthode est utilisée par les ingénieurs. Les équations d’état
et la fonctionnelle sont d’abord discrétisées. On calcule ensuite le gradient
de la fonctionnelle du probléme discret correspondant. Ce gradient est dit
« gradient discret ». Cette méthode utilise des notions mathématiques
simples.

La deuxiéme méthode a été €laborée par les mathématiciens. On calcule
d’abord la différentielle exacte du probleme, qui fait intervenir 1’état direct,
I’état adjoint et la g€éométrie. On en déduit ensuite une approximation de la
différentielle exacte, approximation dite « gradient continu discrétisé ».

L’avantage de cette méthode, détaillée dans [6], est d’éviter d’avoir a
réécrire le logiciel du calcul du gradient si on change de discrétisations. Par
contre, les résultats classiques de convergence des algorithmes de descente
ne sont établis que pour des directions de descente égales au gradient de la
fonctionnelle approchée, ce qui n’est pas assuré a priori dans la technique
du gradient continu discrétisé et qui 1’est pour le gradient discret.

Cependant, lorsque le « gradient continu discrétisé » et le « gradient
discret » sont égaux, le gradient continu discrétisé conserve ses avantages et,
de plus, on est assuré de la convergence de 1’algorithme d’optimisation.
Mais, si les deux méthodes donnent des résultats différents, il faudra choisir
entre les deux techniques. On s’intéressera donc a 1’égalité entre le gradient
discret et le gradient continu discrétisé obtenu 2 1’aide des mémes schémas
que ceux utilis€s dans la méthode discréte.

On traite ici le cas particulier d’un assemblage de deux poutres,
considérées comme des structures minces et étndiées sous le modsle de
Koiter. Les deux poutres sont reliées par une charniére rigide et font entre
elles un angle ¢, qui est la variable de conception. Soumises a un
chargement, un déplacement apparait. Ce déplacement, qui dépend de
¢, vérifie une équation variationnelle elliptique. L’espace des fonctions
tests associé a cette équation dépend de la variable de conception, nous ne
pouvons donc pas appliquer directement les résultats classiques de contrdle
optimal. Il faudra contourner cette difficulté. Par contre, numériquement ce
probléme d’optimisation peut se résoudre naturellement en utilisant une
méthode d’éléments finis car le vecteur de degré de liberté appartient a
R”", espace indépendant de ¢.

Nous allons d’abord ici étudier le probléme de minimisation continu. Afin
d’utiliser les techniques classiques de contréle optimal, nous écrivons
I’équation d’équilibre précédente sous la forme d’un probléme variationnel
associé a un espace indépendant de ¢, ce qui permet d’étudier la variation
du déplacement en ¢ dans cet espace. La formulation variationnelle a
laquelle on aboutit est de type mixte. Le théoréme des fonctions implicites
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OPTIMISATION DE JONCTION DE POUTRES 525

assure alors des résultats de régularité sur le déplacement, desquels découle
I’existence d’un minimum, ainsi que la possibilité d’utiliser un algorithme de
gradient.

Nous allons ensuite nous servir d’un schéma éléments finis particulier
mais trés usuel pour calculer le gradient discret et le gradient continu
discrétisé. Ce schéma éléments finis étant conforme en déplacements, nous
démontrons 1’égalité entre le gradient continu discrétisé et le gradient
discret. Ici, le gradient continu discrétisé présente l’avantage d’€tre tres
simple a implémenter.

Enfin, pour valider nos tests numériques, nous explicitons la solution
exacte dans un cas test.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons d’abord 1’équation d’équili-
bre d’un assemblage de deux poutres liées par une charniére rigide. Comme
I’espace des fonctions tests associé a cette équation dépend de ¢, nous
écrivons cette équation sous la forme d’un probléme mixte bien adapté,
c’est-a-dire sous la forme d’un systtme de deux équations variationnelles
posées sur des espaces indépendants de ¢. Nous établissons alors 1’existence
et I'unicité de la solution de ce probléme.

Dans le deuxi¢me paragraphe, nous étudions le probléme de minimisation
continu et nous déterminons en particulier ’expression de la dérivée exacte
de la fonctionnelle coft j.

Dans le troisiéme paragraphe, nous détaillons le code éléments finis, qui
nous fournit une approximation du déplacement des deux poutres.

Dans les paragraphes quatre et cing, nous calculons le gradient continu
discrétisé et nous le comparons au gradient discret.

Dans le paragraphe six, nous déterminons d’abord la solution analytique
dans un cas particulier, puis nous présentons nos résultats numériques.

NOTATIONS

1) Si A et B désignent des espaces hilbertiens, alors :

BL (A, B) désigne I’espace des formes bilinéaires continues définies sur
A x B.

L (A, B) désigne 1’espace des applications linéaires continues de A vers
B.

A* représente le dual de A.
2) Toute notation soulignée d’un trait _ représente un vecteur du plan
euclidien, comme par exemple le vecteur force : f.

Le produit scalaire euclidien et la norme associée dans le plan sont notées
(E,v)g: e ||E||g» de méme dans I’espace en remplacant le plan
R? par R
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526 V. LODS

3) On introduit les intervalles I = [0, [Jet] = [I, L] de R et on pose :
- ) dv,
V = {v = (v, V) € HYI)x H¥I), v,(0) = v,(0) = T ) = 0}

. - - . dv,

V= {5= (171,52)51'11(1)><H2(1),51(L)=02(L)=?(L)=0}
S

v =VXV.

On désigne par les lettres V = (v, ), U, W les éléments de v.

Le produit scalaire sur v est noté {, ) et la norme associée || |.

4) Soit (@;) une subdivision régulitre de m points de I de pas
h. On note :

V=V x Vg

ou: V, est ’ensemble des fonctions v,; telles que :

1) v, € CoU).

2) La restriction de v, a [a;, a; ] appartient 2 P,([a;, @; ,,]), pour
i=0,..,m-—1.

3) v, est définie par ses valeurs aux nceuds g;, i =0, ..., m.

4) v,,(0) = 0.
et V,, est I’ensemble des fonctions v,, telles que :

1) v, e CU).

2) La restriction de vy, a [g;, a;, ;] appartient 2 P;([a;, a; , {]).

3) vy, est définie par ses valeurs et par les valeurs de sa dérivée premiére
aux neceuds g;, pour i =0, ..., m.

av,,
— (0) = 0.
s (0)
De méme, on définit V, = V,, x V,, inclus dans V.
5) v, = Vh X {’h.
On désigne par les lettres V, = (v, U,), U,, W, les éléments de
V.
6) A tout ¢ et & de R sont associés les espaces :
®, des fonctions V = (v, ¥) de v, telles que :

4) v)(0) =

v () =cos (¢) V(1) —sin (¢) U,(1)
vy(1) = sin (@) T,(1) + cos (¢ ) V(1)
dv, dv,
Is () = e )
W, =0, Nv,.
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OPTIMISATION DE JONCTION DE POUTRES 527
7) On introduit 1’opérateur :

B(¢):V 5 R3:

v;(I) —cos (¢) 0,(I) + sin (¢) T, ()
Vo>B(¢)V = |v,(I) —sin (¢),(I) — cos (¢) T,(!)

dv, dp,
= D=0

et la forme b associ€e a B (¢ ), c’est-a-dire définie par :
b:RxvxR SR
(B, V, ) > BV, uhgs.

1. ECRITURE DE LA FORMULATION MIXTE
1.1. Position du probléme

Soient deux poutres [0, B] et [B, C] faisant entre elles un angle
¢, encastrées en O et C. Nous les paramétrons par leurs abscisses
curvilignes s et §, s appartient a I = [0,/] et § & I=1[,L] ou
| est la longueur de la poutre [O, B], I de la poutre [B,C], et

L=1+1.
c

[~

Chaque poutre est soumise a des densités linéiques de charge, qui
engendrent une déformation du systéme. Les vecteurs déplacements de
chacune des deux poutres sont notés respectivement u(s) et #(5). Le
vecteur u(s) est repéré par ses composantes (1,(s), u,(s)) sur la base locale
(¢, n) associée a la premicre poutre. De méme :

)=t +

IS
L:I
3

2(8)

1=

~ ou (z, i) est la base locale de la seconde poutre, définie par les relations :

Ii

cos ()¢t +sin (o) n
—sin (¢)t +cos(P)n.

1S I

vol. 26, n° 4, 1992



528 V. LODS

11 est connu (cf. [9]) que le systéme serait en équilibre si les deux poutres
étaient indépendantes sans liaison en B. Les composantes u = (4, u,) et
i = (i, i) des déplacements u et i appartiendraient respectivement aux

espaces V et V suivants :

A\

) ) dv,
{u = (v, ) e H' (I)x H*(), v,(0) = v,(0) = I ) = 0}

v

i _ " v,
{6 = @ 7)€ H'D) x HAD), 5i(L) = 5(L) = =2 (L) = 0} :
Y

La présence de la charni¢re rigide en B se traduit par les deux conditions de
raccord :
— continuité du vecteur déplacement :

u(l)=1u()
— continuité de la rotation de la normale :
dM2 dﬁz
— )y =—().
75 D) e D)

Pour décrire 1’équation d’équilibre, S. Fayolle dans [9] introduit alors le
sous-espace w, de v = V x V défini par :

@, ={V=(d)ew, v(l)=75) dvzf')—d—fh(l‘]
@ 3 ’ ) = Js dS \¢t ) = d_';* )I .

La dépendance en ¢ de cet espace provient de la premiére condition, qui
équivaut, par projection sur (Z, n), aux deux relations :

v,(1) = cos (¢) (1) — sin (¢) T, (1)
v,(1) = sin (¢) ,(1) + cos (¢) By(I) .

L’équation d’équilibre obtenue par S. Fayolle a partir des équations fortes
s’écrit :
(1) Trouver U%e w, tel que: a(U®, V)=1(¢,V) pour tout V € o,
ou:

— a est la somme des énergies a, et a, des deux poutres.

— | est la somme des travaux [, et I, des forces extérieures, qui

dépendent de ¢, agissant sur chacune des deux poutres.
Explicitons a et [ :

a:vxv-sR,
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OPTIMISATION DE JONCTION DE POUTRES 529
a(V,W)=a;(v,w) +a@®, w)ypour V = (v,9) et W = (w, W) avec:

. w) < ES J dv, dwld A d%, dw,
a (v, w) = —_— —ds + [ —
! I ds ds I ds2 dS2

ou E, S, A désignent le module de Young, la section, le moment d’inertie de
la premicre poutre.
De méme pour a, en remplacant v, w, I, E, S, A par ¥, w, ...

IL:vxRSR, I(¢,V)=1(¢,v)+ 10, D)

avec

(¢, v) = J (F1(P) vy + fo(d)vy) ds
I

ol f,(¢) et f,(¢) désignent les composantes de la densité linéique de
charge de la poutre {O, B] sur la base locale (¢, n).

De méme sur la deuxiéme poutre en remplagant v, I, f,, f, par
v, 1, ...

On pourrait par exemple considérer le travail du poids propre des poutres
ou de la charge de neige. Le cas des charges ponctuelles n’est pas traité ici.
On suppose dans la suite que :

(F1(d), fa(d)) e L2UI) et (F1(¢), fo(¢)) e LX), pour tout ¢ de R.

Il a alors été€ établi dans [9] I’ellipticité de la forme bilinéaire a, continue et
symétrique, sur w,. Par suite, le probléme (1) posséde une solution unique.
Ceci est encore valable si une seule poutre est encastrée, 1’autre étant libre
ou en appui simple.

Notons tue dans le cas de deux poutres de propriétés mécaniques
ideatiqucs et pour ¢ = 0, ’équation (1) correspond a ’équation d’une
poutre de longueur L encastrée a ses deux extrémités.

Cette formulation variationnelle « classique » ne permet pas d’étudier
directement la variation du déplacement en fonction de ¢, comme le fait B.
Rousselet dans [10]. En effet, on ne peut pas dériver par rapport a
¢ I’équation d’équilibre (1) car 1’espace des fonctions tests dépend de cette
variable de conception. Dans le paragraphe suivant, nous recherchons donc
une formulation ot ’espace test est indépendant de ¢. La formulation a
laquelle on arrive sera une formulation mixte.

1.2. Ecriture de la formulation mixte

Nous choisissons naturellement comme espace test indépendant de
¢ Tespace v =V X V et nous caractérisons w, en tant que noyau de

vol. 26, n® 4, 1992



530 V. LODS

I’opérateur traduisant les conditions de liaison entre les deux poutres, a
savoir :

v(l)=138()
dv, dr,
% O=—0.
Par projection sur la base (Z, n), ces conditions s’écrivent :
v, (l) = cos (¢)T,(I) —sin (¢) T,(1)
Uy(1) = sin (¢) 0,(1) + cos (@) U,(1)

dv,
ds

=220
Cds
Nous introduisons donc 1’opérateur :
B(¢):v > R3
v,(1) — cos () By (1) + sin (¢) By(1)
V. >B(¢)V = | v,(l) —sin (¢) 5,(1) — cos (¢) T,(1)
dv, dv,
— ()——
s ) pr ()
Ainsi w, = Ker B (¢).
Par des arguments de dualité, nous établissons la proposition :

PROPOSITION 1 : Pour tout U de v on a :
a(U,V)=1(¢,V)pourtoutV dew, (1"
si et seulement si il existe A* dans R tel que :
(B($)V, /\"’)R3 =—a(U,V)+1(¢, V) pourtoutVdev.
Démonstration : A ¢ et U fixés, définissons f dans v* et F dans v par :
FOV)=—aU,V)+1(,V)=(F,V) YVerw.
L’équation (1) est écrite sous les deux formes équivalentes :
KerB(¢)c=Kerf ou (Kerf)" < (KerB(¢))*
or: (Ker f)* = (Vect F)*+ = VectF
ou Vect F' désigne 1’espace engendré par F, et
(KerB(¢)* =RB($)*), (f-[2D.
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OPTIMISATION DE JONCTION DE POUTRES 531

Les deux espaces Vect F et R (B (¢ )*) étant fermés car de dimension finie,
I’inclusion précédente équivaut a I’appartenance de F 4 R (B (¢ )*), c’est-a-
dire a I’existence de A ¢ dans R? tel que :

B(¢)*A?=F cad (B(¢)*A% V)= (F,V)pourtoutVdew.

On a donc démontré le résultat souhaité. ]
Pour homogénéiser les notations, on introduit la forme bilinéaire
b associée a B(¢ ), c’est-a-dire définie par :

b:RxvxR >R
(6, V,p) - <B(¢)V, :“’)R3'

On peut écrire b sous la forme intrinséque suivante :
b($,V 1) —o(l D2 gy -T2,
’ ’ = v — 0 N —_— — —
(6. Vom)= (o) =3, wga + 3| 52 (D= —2 ()
avec u = pm L+ Myn.
Finalement, @, est le noyau de b, c’est-a-dire :
W, ={Vevb(,V,u)=0 VYu e R} .

De cette caractérisation et de la proposition précédente découle immédiate-
ment le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1 : Pour tout U de v, on a I’équivalence :

Uew,
[a(U, V=1(¢,V) YWew, (1)]

@al\ERs/[a(U,V)+b(¢,V,/\)=l(¢,V) VVev (2)]_
b(¢,U,p)=0 VueR’ 3)

Finalement, on va résoudre le probléme mixte suivant :
Trouver (U%, 1?) e v x R® tel que :

[a(U"’,V)+b(¢,V,/\4’)=l(¢,V) YV ew (2)].
b(¢,U% p)=0 VYueR? 3)

Du corollaire précédent découle le lien entre 1’équation d’équilibre
initiale et le probléme mixte. - Ce lien va nous permettre d’obtenir des
résultats d’existence et d’unicité de la solution du probleme mixte.

vol. 26, n° 4, 1992



532 V. LODS

1.3. Existence et unicité de la solution du probléeme mixte

Ftablissons d’abord 1’existence de la solution du probléme mixte et
I’unicité du premier élément du couple U?, en utilisant D’existence et
I’unicité, qui sont établies par S. Fayolle, de la solution de I’équation (1) :

U?ewm,, a(U%, V)=1(¢,V) VVWew,, ¢}

LEMME 1 :
1) (U% A?) e v x R? est solution du systéme d’ équations (2)-(3) :

a(U%, V)Y+b($,V,A%) =1(¢,V) VVev )
b(p, U n)=0 Vu e R? (3)

si et seulement si U? et A ® vérifient les équations :

U"’ewd,
a(U?, V)Y=1(¢,V) YVewm, 1)
aUs, VY+b(d, V, A% =1(¢,V) YVevr. )

2) Il existe une solution (U®, A %) e v x R> du probléme mixte (2)-(3) et
de plus le vecteur U® est unique.

Notons que le dernier systeme est redondant, car 1’équation (1) s’obtient
en choisissant dans (2) la fonction test V dans w,.

Démonstration

1) L’équivalence souhaitée est une conségquence directe du corollaire
précédent.

2) D’aprés 1’équivalence précédente, I’existence de (U?, A ?) équivaut
d’une part a I’existence de U? vérifiant (1), existence assurée d’aprés le
résultat de S. Fayolle, d’autre part, U ¢ étant connu, a l’existence de
A ¢ solution de (2), existence fournie par la proposition 1. Ainsi le probléme
mixte posséde une solution. En outre, pour tout couple (U?%, A %) vérifiant
(2)-(3), I’élément U*? est solution de (1), il est donc déterminé de maniere
unique. O

Il reste donc uniquement 2 établir 1’unicité de A . On démontre d’abord
les lemmes suivants, qui permettront également de justifier 1’unicité de la
solution discréte. Pour cela, on définit le sous-espace P de v par:

P = {V= (v, v)evavec:vlePl(I),vzeP3(1),§=Osurl~}.

LEMME 2 : L’image par B(¢) de I'espace P est R>.
L’opérateur B(¢) : v — R? est surjectif.
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OPTIMISATION DE JONCTION DE POUTRES 533

Démonstration : Notons que 1’image par B(¢ ) d’un élément V de
P est:

vi(D)
B(¢)V =1 vy(])

dv, 0
ds
Le triplet A = (A}, A,, A3) €étant donné, définissons v, et v, sur [ par:
v;e Py(I), v,(0)=0, v(l)=41,
P 0 =20y-0 v,y=2, P2ay=2
v v = — = v = —= = .
2, € P3(1), 2(0) ds() s 2 (1) 2 ds() 3
On a alors :
V=(@w0)ePetB(¢)V = A, d’ou le résultat. O
De ce lemme découle :

LEMME 3 : YU € v, il existe au plus un A tel que :

a(U,VY+b(d,V,2)=1(¢,V) VVev.

Démonstration : Soient A, A, deux solutions de I’équation ci-dessus. On
a:

b(d,V,A =) =0cad (B()V, A —A)=0 VVew.

Ainsi, A, — A, appartiennent 2 R(B(¢))* = {0} car B(¢) est surjectif.
D’ou 'unicité de A. 0

Regroupons alors maintenant les résultats des lemmes 1 et 3. Le lemme 1
assure I’existence de (U?%, A %) solution du probléme mixte constitué des
équations (2)-(3), ainsi que 1’unicité de U?, tandis que le lemme précédent,
appliqué a U?, permet d’obtenir 1’unicité de A ¢ solution de 1’équation :

A?eR? aU®,V)+b(ed,V,A?)=1(,V) VVeEw. 2)
Nous avons donc démontré la proposition suivante :

PROPOSITION 2 : Le probléme mixte :
Trouver (U®, A %) e v x R? tel que :

{a(U"’,V)+b(d>,V,A“’)=l(¢,V) YV e v (2)
b(¢,U® pn)=0 Vu € R? 3)

vol. 26, n° 4, 1992



534 V. LODS

posséde une solution unique, qui est aussi la solution unique des deux
équations :

{U"’ewd, a(U®, VY=1(s¢,V) VWea, )]
A?eR® aWU®, V)Y+b(d,V,A®)=1(sd,V) YV ev ¢))

Faisons alors la remarque importante suivante, qui permet également de
conclure a l’existence et a 1’unicit€é du probléme mixte (2)-(3) via le
théoréme de F. Brezzi (cf. [3]).

Remarque 1 :

1) D’aprés une caractérisation des opérateurs surjectifs, établie par H.
Brezis (cf. théoreme 2.19 [2]) a ’aide du théoreme de 1’application ouverte,
la surjectivité de la restriction B, (¢ ) de B (¢ ) a I’espace P, démontrée au
lemme 2, équivaut & ’existence de C (¢ ) = O telle que :

Vu e R ||Bp(d)* u||=C () x [|#]g-

En vertu des égalités :

(Bp(d)* m, V)
BP(gb)*,uzsup{ vl ,VeP
b(o,V, ) l
=sup { ———+——=,VEP
{ IV i )
P’inégalité précédente équivaut a la condition :
. b(o,V,
inf sup H =0. (4)

peRIVEP IIT NI IRS

A fortiori, b vérifie la condition « inf-sup » sur R3 x v c’est-a-dire :

inf sup M>O
MER3VEV ”V” “lu’”[R3

&)

Ainsi, on aurait pu appliquer directement le théoreme de F. Brezzi (cf. [3]),
qui assure l’existence et 1’unicité de la solution du probléme mixte (2)-(3),
ou les seconds membres des deux équations sont des formes linéaires
continues quelconques, sous les deux conditions :

— a est elliptique sur
wy,={Vev telque: b(¢,V,u)=0, Vu e R} .

— b vérifie la condition inf-sup (5).

Cette remarque sera utile lors de 1’étude de la régularité de la solution
(U?®, A?) par rapport a la variable de conception.
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2) L’écriture du probléme mixte pouvait également s’obtenir en écrivant
I’équation d’équilibre (1) sous la forme du probléme de minimisation :

min%a(V, V) -Il(¢,V)

sous la contrainte : V € w .
Les équations (2) et (3) correspondent alors aux équations d’Euler du
lagrangien défini par :

E(V,u)=%a(V,V)~l(¢,V)+b(¢,V,M). O

Intéressons-nous maintenant a 1’interprétation mécanique du multiplica-
teur de lagrange A ¢,

1.4. Interprétation mécanique

L’assemblage de deux poutres est soumis aux forces extérieures réparties
f et f, et a des efforts internes, de résultante nulle d’aprés le principe de

I’action et de la réaction, en particulier a la charniere. Ces efforts internes
proviennent d’une part de 1’action de la premiere poutre sur la deuxieéme,
qui engendre un vecteur force F (/) et un moment de flexion M (1), d’autre
part de l’action réciproque correspondant aux efforts (— F (1), — M (l)).
Ces efforts peuvent dépendre de ¢.
On consideére alors les deux sous-systémes constitués des deux poutres,
supposées indépendantes mais soumises a des efforts (F(l), M(l)) et
(— E(l), — M(l)) respectivement.
Pour la premiere, le principe des travaux virtuels s’écrit :

trouver u® € V tel que :

ay(u?, v) = 11(, v) + (EQ), 2(l)>,Rz+1V1(l)‘;—l;2 (I YveV. (6)

De méme sur la deuxi¢me poutre, on a 1’équation d’équilibre :
trouver #® € V tel que :

. - - dv, -~
B@*,8) = 1($,5) = (EW, 3Dy =MD L () VeV . (D)

Quels que soient les efforts £ (/) et M (1) ces deux équations possédent une
solution unique (cf. [9]) car les deux poutres sont encastrées a une
extrémité.

En outre V et V étant découplées, (6) et (7) équivalent a chercher
U? = (u® %) e v tel que :
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a(U¢,V)=l(¢,V)+(E(l),ﬂ(l)—5(1)>wz+
M dvzkl v, vV 5
+ ()<71?()_£(1)) = (v, b)ev. (8)

A priori, la solution de cette équation ne vérifie pas les deux conditions de
raccord :

u(l) = u(l)

du2 dﬁz
- D= r .
Seul le couple d’efforts F (1) = — A% et M(I) = — A{ impose a la solution
de I’équation (8) de satisfaire les conditions de raccord, d’aprés 1’existence
et ’unicité du systéme (2)-(3). Ainsi (A%, A$) et son opposé correspondent
aux efforts qu’il faut exercer d’une part sur la poutre [B, C ], d’autre part
sur la poutre [0, B] a la charniére, pour que les déplacements et les
rotations en B soient les mémes dans les deux poutres.

En conclusion, 1’équation d’équilibre initiale a pu étre écrite sous la forme
d’un probléme mixte, ol la nouvelle inconnue A ¢ a un sens physique. Ces
nouvelles équations (2)-(3) sont posées sur des espaces indépendants de la
variable de conception, ce qui permet d’étudier maintenant le probléme
d’optimisation continu.

2. LE PROBLEME D’OPTIMISATION CONTINU

Il s’agit de minimiser j(¢) =J(¢; U®?) ou J: R x v > R est de classe
C* avec k= 0. On pourrait choisir par exemple :

J(, V)= ||V |?

ou bien :

J($,V)=1(¢,V) sila forme [/ est assez réguliere, ce qui est le cas
lorsque cette forme représente le travail du poids des poutres ou de la
charge de neige.

En vue d’utiliser un algorithme d’optimisation, on souhaite calculer la
dérivée de j. Pour cela, nous étudions la régularité de 1’application :

¢ - (U% A% ev xR?

en reprenant le raisonnement utilisé par exemple par A. Habbal (cf. [8]).

PROPOSITION 3 : Supposons [I’application: R ->v*: ¢ - 1(¢p,.) de
classe C .
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Alors I'application R v x R*: ¢ — (U?%, A?) est C.
De plus, I'élément :

(dU"’ dr®

3
J,W)EVXR

est solution du probléme :

]
a<dU¢ v) +b<¢,V i’f—) % g vay+ 24, v)

de ' dé ) Y
YV ev )
au’ _ b 6 510

Démonstration : On utilise le théoreme des fonctions implicites (cf. [4])
en introduisant :

— L’opérateur : A : v — v défini par:
alV, W)= (AV, W) VYV, Wew.

Cet opérateur est indépendant de ¢.

— Le vecteur L (¢ ) de v défini par: (¢, V) = (L(¢), V) VYV € v.
Le probléme mixte est équivalent & chercher Y ¢ = (U%, A%) e v x R? tel
que: f(¢;Y?)=0
ol :

fiRxvxR>5vxR>?

(@, V. w) = f(95V, u)= {AV+B @I w —L()}

h

Montrons que f est de classe C ! en étudiant la continuité de ses dérivées
partielles.

— L’application f est affine en (V, ) donc sa dérivée partielle en le
couple (V, @) est continue.

— FEtudions la dépendance de f en ¢. Il est immédiat que 1’application :
B:R>L @, R):¢ B (¢)

ot L (v, R?®) désigne 1’espace des applications linéaires continues de v dans
R3, est continiment dérivable et sa dérivée :

B :RoL (v, RY:¢ 5B (¢)

vol. 26, n° 4, 1992



538 V. LODS

est définie par :
sin (¢) U,(/) + cos (¢) U,(1)

B'(¢)V = {—cos (¢)D,(I) +sin (¢) D,(I)
0

On en déduit alors la régularité C' de ’opérateur adjoint :
B*:R->L (R v):¢ >B(d)*
dont la dérivée est définie par :
(B*) :R-L (R v):¢ - (B (6))*.

11 reste a étudier I’application L: ¢ — L (¢ ) € v. Comme, par hypothese,
Papplication: ¢ — [($,.)€ v’ est de classe C', on en déduit par des
arguments algébriques simples que 1’application L est aussi de classe
C'et que sa dérivée est le vecteur L' (¢ ) de v défini par :

¢ (¢,V)= (L' (¢), V) pourtout V de v et pour tout ¢ de R .

Ainsi, f admet une dérivée particlle en ¢ continue, et elle est donc
continiiment différentiable.

Montrons la bijectivité de f (d) Y).

af ($,Y).Z = [AU';(Z()‘PU)*)‘] avec Z= (U, A)dansv x R3.

Résoudre I’équation : trouver Z = (U, A) € v x R3 tel que :

{AU+B(¢)*A -M
B(¢)U =N

ot (M, N) sont fixés dans v x R3, revient 2 résoudre le systéme :
trouver (U, A) € v x R? tel que :

{a(U, V)+b(h,V,u)=(M,V) VYVew
b(é,U, )= (N, p)g Vu eR3.

Ce probléme est de type mixte. Le théoréeme de F. Brezzi ([3]) fournit
I’existence et l'unicité de (U, A) (cf. remarque 1). Par suite la dérivée
partielle de f en Y est bijective.

Ainsi, le théoréme des fonctions implicites s’applique et ’application :
¢ > (U% A%)ev xR? est de classe C'. On peut alors dériver les
équations (2) et (3) initiales. O
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Finalement j est de classe C ' et admet donc un minimum sur tout compact
K de R. En particulier, j étant 2 w-périodique, on pourra choisir
K=10,2w]

Nous allons approcher le minimum de j en utilisant un algorithme de
descente, ce qui nécessite le calcul, a chaque itération, d’une direction de
descente. Nous choisissons comme direction de descente le gradient continu
discrétisé, qui est une approximation de la dérivée exacte de j qué nous
allons maintenant calculer.

PROPOSITION 4 : En supposant toujours [ et J de classe C' au moins,
Jj'(¢#) a pour expression :

J ("’)__5?(4’ U?, "’)——(¢ P? A%+

+—¢(¢ "’)+ (¢> P%)

ou I'état direct (U®, A?) e v x R? est défini par :

{a(U"’,V)+b(¢,V,A"’)=l(¢,V) VVev (2)
b(¢, U n)=0 Vu e R3. 3)

et I'état adjoint (P %, n?) e v x R est solution des équations :

a(P¢,V)+b(¢,V,n¢)=%<¢, U%.V VYVev (11)
b(¢,P?% u)=0 Vu e R3. (12)
En outre,

J'@)=nfuf@)—nfufd)+r$pt)—Ar¢pid) +

al
X p U+ 2 '
+ ¢(¢, )+a¢(¢>,P"’).

Démonstration : D’aprés la définition de j, on a:

i - oy, YY ¢
J'(é) (¢U)d¢ a¢(¢U)

L’équation (11) fournit alors :

[
(¢U)d

¢ dé dé

D’aprés les équations (9) et (10), dans lesquelles on choisit: V = P ¢ et
u=n%ona:

<p¢ ﬂ) (¢,M, ,7¢) .
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¢M) - ( ¢dL¢)ﬂ oy by 0L ¢
du® 4\ _ b ¢ .o
b(d’,%—,") )—5-(;(¢,U,ﬂ)~

L’équation (12) assure :

¢dL¢)_
b(dz,P e ) -0

On en déduit donc la premiére expression de j'(¢ ). On explicite alors les
termes en b. Par définition de b, on a, pour tout V de v:

% (6. V., ) = pi(sin (¢)5,(1) + cos(e) B (1)) +
+ Ho(—cos (¢) Dy(1) +sin (¢) ,(1)) .

Pour V appartenant a w4, cette dérivée partielle s’écrit :

a

20 (&, V, n)=p,0,(1) — pyv,(1).

Comme U? et P? appartiennent 2 w,, la seconde expression de
j'(¢ ) est immédiate. O

Finalement, I’expression de j'(¢ ) obtenue est trés simple. Il va alors étre
treés facile d’approcher cette dérivée. En effet, il suffit de remplacer dans
I’expression de j'(¢), les fonctions U? et P? et les scalaires A%,
n? par des approximations calculées a I’aide d’un code éléments finis
considéré comme une boite noire. Nous appellerons ’expression obtenue
gradient continu discrétisé.

Notre but étant de comparer le gradient continu discrétisé avec le
gradient discret calculé par les ingénieurs, nous devons préciser le code
éléments finis utilisé. Ce code a été élaboré sans souci de résoudre un
probléme d’optimisation. Il nous fournit donc uniquement les degrés de
liberté d’une fonction U} approchant le déplacement, et des fonctions de
forme permettant de créer une interface d’interpolation.

3. DISCRETISATION DE L’EQUATION D’ETAT

Nous travaillons ici sur un schéma éléments finis particulier, décrit par
exemple par S. Fayolle, permettant le calcul approché de la fonction
U?, solution de I’équation d’équilibre initiale :

Trouver U? € o, tel que :

a(U?, V)=1(¢,V) YWeom,. (1)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



OPTIMISATION DE JONCTION DE POUTRES 541

Dans ce paragraphe, nous ne nous intéressons pas au probleme d’optimisa-
tion.

Pour discrétiser cette équation d’équilibre, on recouvre les deux poutres
par une subdivision réguli¢re de pas s. Ce pas h est choisi indépendant de
¢, ainsi, la discrétisation n’est pas liée a la variable de conception. Les

intervalles / et I sont donc décomposés de la maniére suivante :

i=m-1 - j=N
1 = U [ai, a“_l] et I =U[aj, aj+1]
j=m

i=0
avec

a=0, a,=1, a,=1, ay,, =L
G~ =38 ,,—8G=h.

et N est le nombre total de nceuds, hormis les nceuds extrémaux.
Le principe du schéma éléments finis est le suivant :

— d’une part, on analyse chaque poutre par des éléments (P, P3), les
degrés de liberté en chaque nceud étant les coordonnées tangentielles et
normales du déplacement, et la rotation de la normale ;

— d’autre part, on tient compte de la condition de liaison entre les deux
poutres, qui est la méme que dans le cas continu :

e continuité du vecteur déplacement ;

e continuité de la rotation de la normale.

Ecrivons sous forme mathématique ce schéma. A chaque 4 est donc
associé un espace d’éléments finis v,, conforme ou encore interne, c’est-a-
dire inclus dans 1’espace v. On définira alors 1’espace w,, par:

0, =0, Nv,.

Précisons I’espace v, = V, x \N’,,.
— Définition de V, = V,; X V,.
V,: est I’ensemble des fonctions v, telles que :
1) v, € CoU).
2) La restriction de v,, a [a;, g; ,,] appartient a P,(la;, a; ,,]1), pour
i=0,....,m-1.
3) v,, est définie par ses valeurs aux nceuds @;, i =0, ..., m.
4) v,,(0) = 0.
V,, est I’ensemble des fonctions v, telles que :
1) v,,eC'U).
2) La restriction de vy, a [qg;, a; , ;] appartient & P;([a;, a; . {]).
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3) v,, est définie par ses valeurs et par les valeurs de sa dérivée aux nceuds
a;, pour i =0, ..., m.

dv,,
4) v,,(0) = s =0

Ainsi V, est inclus dans V.
— De méme, on définit V, = V,, x {’,,2 inclus dans i'/'h.

Par suite v, = V, x \7,, est inclus dans v. On a alors :
. dwy, dwyy
Wy = Wy N VYV, = Wh € vhtelque: wh(l) = wh(l)et—ds— (l) = —d?' (l) .

Ainsi, dim ®,, = dim v, — 3. On notera n la dimension de cet espace, qui
est donc indépendante de ¢.

Finalement, pour discrétiser 1’équation (1), il suffit de remplacer ’espace
w4 par le sous-espace w,,. En effet, toutes les intégrales sont ici supposées
calculées exactement, 1’utilisation d’un schéma d’intégration numérique
serait une étape ultérieure. Nous obtenons donc 1’équation :

U}?ewh¢ a(U;f, Vh)=l(¢;Vh) VVthh¢. (13)

L’énergie a étant elliptique sur w,, elle I’est a fortiori sur w,, et ainsi
I’équation discrétisée posséde une solution unique. Le code éléments finis
fournit le vecteur de degrés de liberté Ug 1ié a U par la relation :
Up = ,(¢)US

’I \ s R 5 e o est ’ondrataur 4°i

Cet operateur dépend de ¢. En effet, sur chacune des deux poutres, les
degrés de liberté sont les composantes, tangentielle et normale, du
déplacement, et la rotation de la normale, calculées en chaque nceud, le
nceud B étant considéré uniquement comme un nceud de la premiére
poutre. Ainsi, pour calculer les degrés de liberté associés au déplacement de

la seconde poutre en B, on utilise les conditions de transmission, qui
dépendent de ¢.

ﬂl

=’

4. CALCUL DU GRADIENT CONTINU DISCRETISE

L’idée est donc d’approcher directement la dérivée de j, dont nous
rappelons ici 1’expression :

i'(e)=nfuf)—ntufd)+Ar2$ptd)-a¢ pi”(l)+

il ,U¢ ¢
+35 (9 UD 432 (8. P?).
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S,

ol
— D’état direct (U®, A %) € v x R? est défini par :

{a(U"’,V)+b(¢, V,A®) =I1(¢,V) VYV er ?2)
b(¢,U% n)=0 Vu e R? 3

— et I’état adjoint (P?, n?) € v x R vérifie :
a(P®, V) +b(#,V, n®) = 22 ($,U").V WV ew 1)
b(¢1P¢9 /“')=0 V/"‘ER3 (12)

Il s’agit donc de calculer des approximations de 1’état direct et de 1’état
adjoint.

4.1. Approximation de I’état direct

Afin de nous servir du code éléments finis précédemment décrit, nous
utilisons 1’équivalence, établie au lemme 1, entre les équations (2)-(3) et les
équations : .

Trouver U? € w, tel que :

a(U®, V)=1(s,V) VWew,. ¢}
Trouver A ¢ € R3 tel que :
a(U¢1V)+b(¢aV1A¢)=I(¢’V) VVev (2)

ce qui permet de résoudre (2)-(3) en cascade: on calcule d’abord
U? en résclvant (1), puis A % en résolvant (2).

— Calcul de U? :

Le code éléments finis nous fournit le vecteur de degrés de liberté
Up, a partir duquel on calcule la fonction U = IT,(¢) Up par interpolation.

— Calcul de 1 *:

Dans 1’équation (2), intervient U?, qui n’est pas connue exactement. On
I’approche donc par la fonction Ug. En remplagant alors 1’espace v par le

sous-espace v,, qui a permis de construire ®,,, on obtient 1’équation
discrétisée :

Af € R®est tel que :
aU, V) +b(d,V,, A2 =1(s,V,) YV,ev,. (15
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L’existence et 1’unicité de la solution de cette équation seront justifiées lors
de la comparaison entre le gradient discret et le gradient continu discrétisé,
a la suite de la proposition 5.

4.2. Approximation de P’état adjoint

On utilise la méme démarche qu’au paragraphe précédent, en appliquant
le lemme 1 aux équations d’état adjoint (11) et (12), qui sont donc
équivalentes a :

e chercher P? € @, tel que :

a(P¢,V)=5"’é(¢,U¢).V VWeow, (16)

® chercher 7% € R® tel que:

a(P¢,V)+b(¢,V,n¢)=%(¢, U%Y.V VYVev. (11)

— Calcul de P % :

Comme précédemment, on remplace dans (16) naturellement U? par la
fonction U de ®,4, C& qui est licite car w;, est inclus dans v. On obtient
ainsi 1’équation « semi-continue » :

Trouver 2 € w, tel que :

APLYV) =0 (5, UD.V YWeaw,. (17)

Cette équation se présente sous la méme forme que 1’équation d’équilibre
(i) en U?. Eile peut donc étre traitée par le méme code éléments finis, qui
nous fournit donc en sortie les degrés de liberté d’une fonction P 7, elle-
méme calculée par interpolation dans ,,. Cette fonction vérifie donc
I’équation obtenue en remplacant dans 1’équation « semi-continue »
®, par m,,, c’est-a-dire 1’équation suivante :

Trouver P} € o, tel que :

aJ
a(Pp, Vv, = v (6, UPY.V, VV,eam,,. (18)

— Calcul de n*:

La encore, U? et v sont remplacés dans (11) par U? et v,. En outre,
P ¢ étant inconnue, elle est approchée par la fonction P ? déja calculée. On
obtient donc 1’équation discrétisée :

Chercher 7 € R® tel que :

aJ
aPg, V) +b(e,V,, nf) = 57 (6 UD.Vy YVew,. (19)
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Toutes ces approximations vont nous permettre de calculer une approxima-
tion de la dérivée de j.

4.3. Expression du gradient continu discrétisé

En utilisant les approximations précédentes, on obtient le gradient
continu discrétisé :

()l =nhubl)—nhub)+15pHU) -

9 ol
T (4, Upy + 2L

_A}?lp/%(l)"'ﬁ 20

(6, PP). (20)

Finalement, il est ici trés facile de calculer le gradient continu discrétisé,
que nous pouvons donc utiliser aisément dans les algorithmes d’optimisa-
tion. Dans ces algorithmes, les ingénieurs préferent se servir, pour calculer
la direction de descente, du gradient discret, que nous allons comparer au
gradient continu discrétisé.

5. COMPARAISON ENTRE LE GRADIENT DISCRET ET LE GRADIENT CONTINU
DISCRETISE -
5.1. Calcul du gradient discret

Le principe de cette méthode est de discrétiser d’abord 1’équation
d’équilibre afin de se ramener a 1’étude d’une fonctionnelle définie sur
R", puis de dériver ensuite cette fonctionnelle.

Avant de calculer cette dérivée, rappelons d’abord 1’équation discrétisée :

Trouver U € o, tel que :

a(UE, V) =1($,V,) YV, €awyy,. (13)

Cette équation peut s’écrire sous la forme matricielle équivalente :
Trouver US € R" tel que :

Kp(#)US =Fp(d) - (14)
ol :
— Kp(¢) est la matrice carrée d’ordre n, définie par :
(Kp(#)Vp, Wp) =a(ll,(¢)Vp, () Wp) VYV, WpeR"
~— Fp(¢) est le vecteur de R”", défini par :

(Fp(), Wp) =1($, I(¢)Wp) VWpeR".
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Rappelons que IT,(¢): R" - w,, est P'opérateur d’interpolation, qui
dépend de ¢, comme nous 1’avons noté au paragraphe 3. Ceci justifie la
dépendance en ¢ de la matrice K,(¢ ) et du vecteur F ().

Le vecteur Up est donc le vecteur de degrés de liberté associé
U?. En effet, comme 1’équation (13) posséde une solution unique, il en est
de méme de 1’équation (14), et on a la relation :

U = [I,(¢)I" ' U}
Les ingénieurs minimisent alors la fonctionnelle discréte :
Jn(d) =J(¢, U

qui est écrite, en fonction des degrés de liberté, sous la forme suivante :

Jn($)=Jp(s,UB), Yo eR,
ol Jp est la fonction vectorielle définie par :

Jp:RxR"SR:

Jp(d, Wp) =J(¢, IT,(d) Wp) .
Pour étudier ce probléeme de minimisation discret, les ingénieurs utilisent un

algorithme de descente, et calculent donc la dérivée de j,(¢ ), dit gradient
discret.

5.2. Expression du gradient discret

I’équation matricielle présente l’avantage d’étre posée sur R”, espace
indépendant de ¢. Ils introduisent eux aussi un état adjoint, également
solution d’une équation matricielle. Nous ne détaillons pas ici cette
démarche, car, pour comparer le gradient discret au gradient continu
discrétisé, il suffit d’adapter les résultats établis dans le cas continu, afin
d’obtenir « une expression sympathique » du gradient discret, qui est la
dérivée de la fonctionnelle discréte définie par :

jh(¢) =J(¢’ Ui?) =JD(¢’ Ug)

Le calcul de la dérivée de j.(&b) ne présente ici ancune difficulté car

Ulew,, alUP, V) =1(4,V,) VV,€ew, (13)
avec: Wy, = @, NV,

Pour calculer la dérivée de j,(¢ ), nous raisonnons donc comme dans le
cas continu, c’est-a-dire nous allons écrire 1’équation discrétisée sous forme

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



OPTIMISATION DE JONCTION DE POUTRES 547

d’un systtme mixte. Pour cela, nous reprenons point par point la proposi-
tion 1, le corollaire 1, et le lemme 1, en remplagant I’espace v par le sous-
espace v,, les démonstrations pouvant étre reprises intégralement. Nous
obtenons donc le résultat suivant :

PROPOSITION 5 :
1) U} € w,, est solution de I’équation :

aUL, V) =1(¢,V,) YV, €emy, (13)
si et seulement si il existe A}** € R? tel que U et Aj® sont solutions du
systéme :

Ufev, A} eR?
aU, Vi) +b0(8. Vi A =1(, V) YV, ew, @1)
b(¢, Uf, n)=0 Vu e R3. (22)

2) Chercher (U, Aj*) € v, x R? solutions du systéme (21)-(22) équivaut
a chercher (UP, Aj¥*) € v, x R? solution du systéme ci-dessous :

U,‘,”e ®,4
a(UL, V,) =1(¢4, Vy) VYV, € @, (13)
a(Ue, V) +b(b, Vi, AF*) =1(¢,V,) VV,ev,. 1)

En outre, le systéme (21)-(22) posséde une solution et U} est unique.

Notons que, dans le cas continu, l’unicité de /\;"‘” découlait de la
surjectivité de l’opérateur B(¢ ) défini sur ’espace v, qui elle-méme
découlait de la surjectivité de la restriction de B (¢ ) au sous-espace
P de v. Comme P est inclus dans v,, nous en déduisons la surjectivité de la
restriction de 1’opérateur B (¢ ) a i'espace v,. Par conséqueit, le systdmc
(21)-(22) posséde une solution unique. I/ en est donc de méme du systéme
(13)-(15), systéme équivalent au systéme (21)-(22), I'équation (15) n’étant
autre que I’ équation (22).

Remarque 3 : Au lieu de raisonner comme dans le cas continu, nous
aurions pu justifier I’existence et I'unicité de (UP, A*?), solution du
probléme mixte discret (21)-(22), en utilisant le théoréme de F. Brezzi (cf.
[3]); théoréme qui assure en outre la convergence de (U A ,;“"’) vers
(U?, A %) dans v x R?, (sous des hypothéses de régularité sur U ?). En effet,
ce théoréme s’applique si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

— soit A, = {W, € vy, b(¢, W), ;) =0 Vu, € R}, alors aest ellipti-
que sur A7, avec une constante d’ellipticit¢ indépendante de h, pour
h petit ;
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— b vérifie la condition « inf sup discréte » :

. b(¢’ Vh9 /"')
inf sup

— = B8'=0
R T N Y e
ol B' est indépendante de h, pour & petit.

La premiére condition est ici immédiate car A", = w,, et a est elliptique
sur ®,, donc uniformément elliptique sur le sous-espace @,,. Quant 2 la
seconde condition, elle découle de 1’inclusion de P dans v, et de I’inégalité
« inf-sup » sur P x R3 (¢f. remarque 1). O

Ainsi, j,(¢) = J(¢, UP) ou (U, A;*?) est solution d’un probléme mixte
discret. En appliquant alors le théoréme des fonctions implicites et en
utilisant des arguments algébriques simples comme dans les propositions 3
et 4, nous obtenons le résultat suivant :

PROPOSITION 6 :

1) En supposant toujours | et J de classe C' au moins, alors j,(¢) est
dérivable et sa dérivée a pour expression :

Jn()=nEt ufi() — ni® uh() + A2 pit () -

AR PR () + % (6, UP) + % (6, Pi*)

ou
— (U?, 1?) € v, x R? est solution du probléme mixte discret :
{a(U,‘f’, V) +b(b, Vi Af)=1($,V,) YV,ev, 1)
lb(o. Uf, u) =0 Vu eR3 (22)
— UPétat adjoint (P¥*, nj*) € v, x R? est solution des équations :
AP V) +b(B, Vi 1f®) = 20 (6, UV, YW,ew,  (23)
b(¢,Pr®, u)=0 Vu eR3. (24)

N

Nous pouvons a présent comparer le gradient discret au gradient continu

discrétisé.

5.3. Egalité entre le gradient continu discrétisé et le gradient discret
Rappelons 1’expression du gradient continu discrétisé :

U (@)= nihufh (1) — mihub) + A pih() —

oJ ol
- Ahph) + 35 (@ Ug) + 33
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ou les états directs et adjoints approchés vérifient les équations :

APeR? a(UR, V) +b(d,Vy, AP)=1(¢4,V,) VV,ev, (15

aJ
Ptew,y aPP, V) =—(s,U}).V, VYV, € w,, (18)
v

aJ
n¢eR® aPP, V) +b(d,V, 77;‘,”)=W(¢, Ug).v, VV,ev,.

(19)

D’apres les expressions du gradient discret et du gradient continu discrétisé,
il suffit, pour établir 1’égalité entre les deux, de comparer les deux triplets
AL, PP, mp)et (AF%, P¥?®, nji?), ce dernier étant déterminé a 1’aide des
équations (21), (22), (23), (24). Or, d’aprés la proposition 5, le systeme
mixte discret (21)-(22) est équivalent au systeme (13)-(21), soit encore au
systéme (13)-(15), et posséde une solution unique. Le méme raisonnement
s’applique aux systtmes adjoints (23)-(24) et (18)-(19). Par conséquent,
nous avons les trois égalités :

AP =27 PP=P}® nf=mnp.

De ces égalités découle 1’égalité entre le gradient discret et le gradient
continu discrétisé. On peut donc utiliser ce dernier comme direction de
descente dans les algorithmes d’optimisation, qui deviennent alors conver-

gents (cf. [S5]).

6. RESULTATS NUMERIQUES

Afin de valider nos tests numériques, nous avons faits les calculs dans un
cas particulier ol nous sommes en mesure d’avoir une solution analytique.

6.1. Calcul de la solution analytique dans un cas test

Les deux poutres sont ici identiques et sont soumises a des chargements
normaux de méme densité linéique uniforme. Ainsi, f, et f, sont nulles, et
f> est une constante égale a f,. On démontre alors, en écrivant les €quations

fortes du probléme mixte et en utilisant des propriétés de symétrie, le
résultat suivant :

vol. 26, n° 4, 1992



550 V. LODS

PROPOSITION 7 :
1) Pour ¢ # m, u, est le polynéme de degré 4 défini par :

u, (1) = le4 1
27 T 24 EA 12, (¢
1+-—-——12Atan (7)
duz
—(l)—O
d%‘Z f212 S 2 &
7‘{ l)=—m+ﬁtan ('5)“2(1)
d
“2(1)_ > tan? (igi)uz(z)
d Uy fz
P Y
et: ul(s)=tan<%>u2(l); Vsel
4,G) = —u (21 -%) Vsel
iy(5) = u(21 - §) Viel
2) Les fonctions :
: l duz l d2u2 l d3u2 l d42 l
¢_>u2()’79—(),d52()’d3()d4()

sont continues en 7. Par conséquent, les égalités

.

Nous allons alors minimiser les deux fonctionnelles :

Ji(#) = lu? D)2 = w1 + [uf ()]
J2(¢) =1($,U?).

N

Nous pouvons appliquer a ces critéres les résultats démontrés dans ce

chapitre. En effet,

Ji(B) =Ti($, U®) avec Ji(4,V) = [0, (DT + o)
Jo(#) = Jy(, U?) avec Jy(¢,V)=1(s,V).

Les fonctionnelles J; et J, sont de classe C Lsur R x v, et en outre, elles sont

ici indépendantes de ¢. Apres calculs, on démontre que ces deux
fonctionnelles admettent leur minimum en 7. Nous allons maintenant
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minimiser ces deux colits numériquement en utilisant 1’algorithme de
descente de Lemaréchal. Le logiciel d’optimisation, qui est pour nous une
boite noire, appelle plusieurs fois par itération un simulateur, que nous
devons créer, et qui doit fournir une approximation de la fonctionnelle coiit
et de sa dérivée. Nous choisissons donc ici comme approximation de la
dérivée le gradient continu discrétisé, calculé a I’aide du code éléments finis
déja précisé. Comme nous allons le voir, les résultats numériques obtenus
coincident avec la solution analytique.

Dans tous nos tests, les données mécaniques sont, en unités inter-
nationales :

E=2.10,A=1,24.100°,8=10%1=1,f,=1

et nous avons choisi 20 €léments finis, c’est-a-dire 10 par poutre.

Pour valider nos résultats numériques faits sur Appolo, nous avons testé
sur la forme initiale si le gradient continu discrétisé est proche de la dérivée
exacte, calculée analytiquement. D’autre part, nous avons vérifié que, pour
des formes initiales différentes, nous obtenons le méme minimum.

6.2. Optimisation du coiit : j,(¢ )

Le cofit exact minimum est 0.

a) Angle initial ¢ = 7/2.

Nous comparons d’abord, pour 1’angle initial, le gradient continu
discrétisé avec la dérivée exacte de j,, calculée a partir de son expression
détaillée précédemment

U'((7/2))), = — 0,1227 x 1073 j'(m/2) = — 0,1228 x 10°3.

Le test d’arrét est alors obtenu au bout de quatre itérations, avec un nombre

<

P Tz A’nenalyrona K T A P 4 1
moyen Nsim d’analyscs par &léments finis égal & 12. L’angle optimal est

¢ * = 3,1416, proche de 7 = 3,14159...

Itération 1 2 3 4

Coiit approché 2,02 E-04 0,2149 E-6 0,8120 E-9 2,00 E-15

Dés la deuxie¢me itération, le coiit décroit fortement. Le coiit optimal
obtenu numériquement est égal a 2 x 107 1%,

b) Angle initial : ¢ = 7/4
'(7/4)], = — 0,45359 E-4 j'(w/4) = — 0,4536 E-5 .
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Le méme test d’arrét est ici obtenu en deux itérations, avec Nsim = 5 et
I’angle optimal est encore : ¢ * = 3,1416

Itération 1 2

Colit approché 0,0002658 2 E-15

6.3. Optimisation du coiit : j,(¢)

Le coiit exact minimum est égal a 1,12 x 1073,
a) Angle initial : ¢ = 7/2

'(7/2)), = —0,80737 E-2 j'(w/2) = — 0,80773 E-2

Itération 1 2 ) 3

Cofiit approché 0,011165 0,0011212 0,00111995

Nsim = 9, ¢* = 3,1416

Le cofit optimal obtenu numériquement est une bonne approximation du
colit minimum exact.

b) Angle initial : ¢ =2 7/3

G'(2 w/3)], = — 0,85986 E-2 j'(2 m/3) = — 0,8599 E-2

Itération 1 2 3 4

Coiit approché 0,0066903 0,0011175 0,00111994 0,00111994

Nsim = 9, ¢* = 3,1416.

CONCLUSION

Nous venons de voir sur des exemples numériques que 1’utilisation du
gradient continu discrétis€ dans un algorithme de descente permet
d’approcher le minimum exact correctement, sans avoir besoin de connaitre
le code éléments finis. Nous aurions pu également minimiser le cofit en
choisissant par exemple comme variables de conception, 1’épaisseur ou la
longueur des poutres. Dans ce dernier cas, 1’espace des fonctions tests
dépend encore de la variable de conception 1, mais, pour se placer dans un
espace indépendant de cette variable, on introduit classiquement une
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paramétrisation des intervalles I et I et on effectue ensuite un changement
de variables. Nous avons considéré ici uniquement le cas de la charniére
rigide, mais tous les résultats sont encore valables pour une charnire
élastique, ou la rotation de la normale est alors libre.

Les raisonnements faits ici semblent pouvoir s’adapter a des structures
plus complexes, comme les jonctions de plaques, d’arches et peut-étre aussi
aux jonctions de coques. Dans le cas des jonctions de plaques, la charniére
n’est pas réduite a un point, mais a une droite. Par suite, les conditions de
transmission sont des égalités dans des espaces de Sobolev a exposants
fractionnaires, et les multiplicateurs de Lagrange doivent appartenir aux
duaux de ces espaces. Ainsi, de nouvelles difficultés théoriques se présen-
tent. Mais si on arrive encore a exprimer le gradient continu discrétisé
simplement, son intérét sera accru, car le gradient discret nécessite encore
ici le calcul de la dérivée de la matrice de rigidité devenue complexe.
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