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L’ELEMENT Q,-BULLE/Q, (*)

P. Mons (Y), G. RoGE (®

Communiqué par C. BARDOS

Résumé. — Cette étude présente I’ extension naturelle du mini-élément d’ Arnold-Brezzi-Fortin
a des éléments autres que des n-simplexes. L’ extension a été effectuée pour les quadrilatéres en
deux dimensions et est aisément généralisable en trois dimensions. Des tests numériques sont
présentés dans le cas bidimensionnel.

Abstract. The Q,/bubble-Q, element. — We present a natural extension to the well-known
Arnold-Brezzi-Fortin’s mini-element from n-simplexes to more general finite elements. We
achieve this extension to quadrilaterals in two dimensions. The same discussion can be applied to
a three-dimension case. We compare several elements in an academic like flow problem.

INTRODUCTION

La résolution numérique par éléments finis du probléme de Stokes
conduit au choix de deux espaces discrets différents pour la pression et la
vitesse, devant vérifier la condition de compatibilité de Ladyzenskaya-
Brezzi-Babuska.

11 est essentiel de pouvoir construire un maillage respectant les directions
privilégiées de 1’écoulement (zones de couches limites...), et donc d’utiliser
des éléments finis adaptés aux zones structurées et non structurées du
maillage.

En dimension 2, 1’élément fini quadrangulaire Q,/Q, de Taylor-Hood (cf.
[T], est du second ordre, conforme, et compatible avec 1’élément fini
triangulaire P ,/P ,, mais conduit a la résolution de grands systeémes linéaires.

(*) Regu en octobre 1990, révisé en mars 1991.
(") Université Paris VII, 2, place Jussieu, 75005 Paris, et Dassault Aviation.
(®) Dassault Aviation, 78, quai Marcel Dassault, 92214 Saint-Cloud.
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508 P. MONS, G. ROGE

L’élément fini Q,/P, ne permet pas de garder la continuité de la pression.
On se propose de construire un élément quadrangulaire compatible avec
I’élément fini triangulaire P ,-bulle/P; d’Arnold-Brezzi-Fortin et préservant
la conformité H' Le nouvel élément baptisé « Q,-bulle/Q, » conduit 2 la
résolution de systémes linéaires de méme taille que ceux de 1’élément
instable Q,/Q;, par élimination statique des degrés de liberté bulle.

L’extension de ce nouvel élément en dimension 3 permet 1’utilisation
simultanée d’éléments géométriques tétraédriques, prismatiques, hexaédri-
ques ou pyramidaux, et facilite donc la génération du maillage.

Les tests numériques bidimensionnels permettent simplement de valider
la méthodologie et retrouver les résultats obtenus aprés- résolution par
éléments P ;-bulle/P ;. Des tests numériques en dimension 3, cas ou le
nouvel élément prend tout son intérét, sont en cours.

1. DESCRIPTION DU PROBLEME

Nous allons considérer 1’approximation du probléme de Stokes station-
naire pour un fluide visqueux incompressible.
Le probléme a résoudre est le suivant :

—Au+Vp=f dans 2,
V.u=0 dans 2, (1.1
u=0 surl.

La formulation variationnelle de ce probléme s’écrit :
(u, p) est I’unique solution dans (H(}(.Q 1)? x LA(2)/R de :

f Vu:Vde—J pV.vdx = J f.vdx VYve (H\(2)),
0 0 n

f gV.udc=0 VYgelL {2)R.
n

Pour alléger I’exposé, nous supposerons {2 ouvert polygonal borné de R2.

La discrétisation a 1’aide d’une approximation interne Vg, x Q, de
(H3(2))* x LY(2)/R s’écrit :

(uy, py) est ’'unique solution dans V, x 0, de:

J\ Vuh:Vvhdx—J phv.vth:JA f.lihdx VthVOh,
0 () 0

(1.2)
J q,V.u,dx=0 Vq,eQ,.
o
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L’ELEMENT Q -BULLE/Q, 509

12
On munira H3(2) de la norme lul, o= (J |Vu|2dx) . 11 est bien
Q

connu (c¢f. Brezzi [BR]) que (V,, Q,) doit satisfaire la condition :

g,V .v,dx

Jdy = 0 indépendant de 2 tel que inf sup

—_— =7, (1.3)
91 € Qy v €Voy Ivhlluqh”()/R

de maniére a assurer 1’unicité de la pression et obtenir une erreur d’ordre
optimal.

2. CONSTRUCTION DU NOUVEL ELEMENT
2.1. Méthode isoparamétrique

On construit une triangulation G, de £ a I’aide de quadrilatéres
Ne
2 = U K', ot N, est le nombre d’éléments de la triangulation.
=1
Soit K le carré de référence de sommets :

a=1(0,0, a=(@0,0, a=(,1), a=(@O1

et K un quadrilatére quelconque de sommets a;, i = 1, ..., 4.
] .
3= (0) l) 33 = (11 1) a4
< a3
I : F / ;
——e
e l a
: K

N

31 = (0,0) 32 = (1,0)

Figure 1. — Transformation.

On appelle S;, pour 1=i =<4, le sous-triangle de K de sommets
a;, a; .1, a; .5, | +1 et i+ 2 calculés modulo 4. On pose

h = max hg ol hy est le diametre de K,
Ke T,

Pk =2 min {diamétre du cercle inscrit dans S}
l=si<4

vol. 26, n° 4, 1992



510 P. MONS, G. ROGE

hK
et U'Kz'—.
Pk

On sait qu’il existe une application F = (F,, F,) € (Q,)* de K dans K
telle que F(a@;)) =a;, i =1, ..., 4.

Nous ferons pour chaque quadrilatere K de G, les hypotheses géométri-
ques (H ) suivantes :

— K est convexe

— la famille de quadrangulations (G,), est réguliére au sens suivant :

do > 0Oindépendantde htel que oy <o VK€ BG,.

Notons que (H) implique que K n’a pas d’angle plat ou nul.
Placons-nous sur ’élément K de sommets g;, i = 1, ..., 4 (c¢f. fig. 1).
On a:

- - ‘———" ‘—" - —_— —_—
alF (X, ¥) = Xayay + yaas + Xy (aa; + aua,) .

En posant

DF:(?E .6_11)’

at oy
le jacobien J de la transformation F s’écrit :

J(X, ¥) = det (DF (%, y))

Tee N a /——> —_— —— — —_— ——
J(X, y) = det (a1, aja4) +

5

On a donc Jeﬁl et
J(G;) = det (Z‘—i:’iua Ez‘z'mz) l=si<4 (@ + 1eti +2calculés moduio4) ,

de sorte que J(d;) représente le double de la surface du triangle

S;. J atteint son minimum en un sommet de K, les hypotheses faites sur X
nous permettent alors la minoration :

J& ) =Cph=nt surk.
o

2.2. Espaces d’approximations

Nous allons maintenant décrire 1’élément Q;-bulle/Q,. Pour cela, nous
introduisons les espaces d’approximations suivants :
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DEFINITIONS :

Q)= {aula, € C%2), qux = G°Fk', G€ Q) VK€ B}
B, = {vs|vnx = Do Fg', € P3(K) NHYK)) VK€ B} @

@ {vh|vh|K —boFg!, pePy(Ky) NHNK,) VK € “G’,,}

= {va|vnk = [£1(K) &, + £,(K) ¢,10 Fg ),
(i (K)eR,i=1,2, VKe G,}.

@1(%,y) et ¢,(x,y) désignent les fonctions bulle 153 des triangles
Ifl et Ifz définies sur I’ élément de référence K (cf. fig. 2) par :
¢ 7)) =BRy(1—%-y) si Ky ek,
6,5 =BA-A-FE+Y-1) si (*y)eKk,,

ou B est une constante de normalisation. On prend 3 = 27 de telle sorte que
max ¢;(x)=1,i=1,2
X

W, = (Q,)
Wou =W, N (Ho(2))
Vi=W,® (B,
Vor=V,N (Hy(2)).

<)

G=(0,1) ay=(1,1)
3

-

K;

K

]

31 = (0,0) az = (1,0)

Figure 2. — Découpage de ’élément de référence.

Remarque 2.1 : L’approximation Q;-bulle/Q; (resp. I’élément P -bulle/
P, d’Amold-Brezzi-Fortin) a pour effet d’introduire deux degrés (resp. un
degré) de liberté supplémentaires par élément et par composante de la
vitesse, par rapport a un élément Q,/Q, (resp. P,/P;). En particulier cette
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512 P. MONS, G. ROGE

méthodologie dispense de la construction effective de la triangulation a
partir de la quadrangulation et évite le probleme des éléments totalement
déterminés.

Ce nouvel élément devient plus attractif dans le cas tridimensionnel ; en
effet, les techniques de macro-éléments n’assurent alors plus la continuité
de la pression aux interfaces.

Les fonctions de base bulle utilisées restant & supports disjoints, la partie
de la matrice de masse représentant les interactions entre fonctions bulles

reste bloc-diagonale (les inconnues bulle étant rangées a la suite des
inconnues P ;). On peut ainsi procéder a la classique €limination statique.

3. OPERATEUR D’INTERPOLATION

Fortin (c¢f. [F]) a montré que la condition (1.3) est vérifiée si 1’on sait

construire un opérateur I7,: (H}(£2))*> >V, tel que :
J @ V. ULv-v)dx=0, Yg,€Q,, Yve (H)2)?, @3.1)

)
et

|II,v], <C|v|,, Yve (Hy(42))*, avec C, constante indépendante de / .
_ (3.2)

Si Q, = C%42), on peut intégrer (3.1) par parties :

f (v—II,v).Vq,dc=0, Vq,€Q,, Yve (Hy(2))?*. (3.3)
n

PROPOSITION 3.1 : Soiis les hypoihiéses ({1}, I’ opératenr IT, vérifiant (3.1)-
(3.2) existe et la condition de stabilité (1.3) est vérifiée

Démonstration : Construisons II,.
Soit P, : (Hi(£2)) - W, satisfaisant

Y [Pyo-v|l =Cv]}, (3.4)
Ke Ty
- 2 2
et Yy hg ||th—v||0’KsC|v|l)ﬂ. (3.5)
Ke Gy

Un tel opérateur est construit par Clément (c¢f. [C]), ou Bernardi (cf.
[BED.
Plagons-nous sur un élément K de sommets a;, i = 1, ..., 4 et cherchons
II, v tel que:
IIiv=P,v+a, ¢ +are,.

a; et a, désignent deux vecteurs de R? ne dépendant que de v et de K.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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On cherchera a réaliser la condition plus forte que (3.3) :

fk(al¢1+az¢2)-V4hdx=
=J (w—-P,v).Vg,dx, Vgq,eQ,, VKeTG,.
K
C’est-a-dire :
J‘k(01¢1+a2952)'JDF_tV‘7hd’€:
=JK(U—th).Vq,,dx, Vg,€Q,, VKeTG,. (3.6)

L’espace des V4, est de dimension 3. I1 suffit donc de vérifier (3.6) pour la

base suivante :
L y . (1 . (0
Vql - (x..) ’ qu = (0) s Vq3 - (1) .

On obtient alors les trois équations :
— 360
det (al+2a2,a2a4)=—ﬁ— (v*th).Vqldx, (37)
K

3det (a; + @y a1a,) + det (a, + 2 ay, ayas + agay) =
SGOJ (v—P,v).Vg,dx, (3.8)

et

— — —
3 det (al + @y, alaz) + det (al +2 oy, Arasy + a4al) =

- 360[ (v—P,v).Vgsdx. (3.9)

Remarque 3.1 : L’adjonction d’une bulle unique (d’ordre quelconque) par
élément conduirait 2 la recherche d’un seul vecteur @ € R% Ce vecteur doit
alors vérifier trois équations indépendantes, ce qui conduit & une incompati-
bilité. L’utilisation de bulles symétriques (en X, 1 — X et y, 1 — y) conduit a
un systéme de trois équations linéaires dont le rang est strictement inférieur
a 3 et dont le second membre ne vérifie aucune relation de compatibilité.
Cela provient de la formule (lorsque & est sumétrique en X, 1 — X) :

ﬂ m(;e,y‘)d;edy‘zéﬂ ® (%, §) di dy .
K K

vol. 26, n° 4, 1992
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11 faut donc utiliser au moins deux bulles dissymétriques par élément.

On aura besoin de la matrice de rotation d’angle % 'R = 0 1).
-1 0
Des équations (3.7) a (3.9) on déduit :
360 Raa, — —
a1+2a2_—— (v—P v).Vgdx —— + Aayay, (3.10)
|a2a4
et
120 Ra a, —
al+a2—-—-— (v— A 0).V(gy+ q3) dx — 2+;La2a4. 3.11)

25129 '

Les réels A et u doivent d’aprés (3.9) vérifier la relation affine :

—_ — —_ - — 120 [
3 A det (ayas, @1a4) + p det (ayay, aa3 + a4a;) = 3 3 J (v—-P,v).
K

a, —_—
.qudx—9j (V—P,v).Vg, dx det | ——— @, -
K a2a4|

aa,  —  —
—J (v—-P,v).V(q,+ gq3) dxdet _142,a2a3+a4a1 . (3.12)
K a,ay

Les hypothéses géométriques (H) impliquent |det (@4, ac;4)| >Chk.
Cela prouve que pour u fixé, on trouve un unique A tel que (3.12). On en

déduit alors a et a, par (3.10) et (3.11). Le systeme (3.7)-(3.9) est donc de
rang 3.

Fixons u =0, II,v est alors déterminé. II, est linéaire puisque
a, et a, le sont.

Montrons la continuité de I7,.

La majoration

||ti]|0 (=<C, 1=1273
et les hypothe¢ses géométriques (H ) nous permettent d’obtenir :

C .
|e;] sE"U_P’IUHO,K’ i=1,2.

La majoration
]|ch,-||0stC , 1=1,2

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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nous conduit alors a :
C
|a1<p1+a2<p2|1,Ksh—HU—P,,UHOK. (3.13)
X .

Les équations (3.4), (3.5), et (3.13) permettent alors de conclure a la
continuité de I7I,. O

1l est facile de voir que (1.3) implique I’unicité de p, dans Q,/R et permet
d’obtenir des estimations d’erreur d’ordre optimal sur u, et p, (cf. Girault-
Raviart [GI] par exemple).

4. FORMULATION DE HELMHOLTZ DU PROBLEME DE STOKES

Une autre approche pour résoudre le probléme de Stokes (1.1) consiste a
utiliser une formulation mixte (c¢f. Glowinski-Pironneau [GP]).

La discrétisation doit alors étre effectuée au moyen d’éléments finis
mixtes. Nous allons montrer dans cette section que le couple (Vq,, Q)
défini & la section (2.2) vérifie la condition de compatibilité

q,V.v,dx

Jy = O indépendantde ~Atelque inf sup —— =y . (4.1)
GhE QR V€V, Iuhlolthl
PROPOSITION 4.1 : Sous les hypothéses géométriques (H), il existe une
constante vy indépendante de h telle que la condition de stabilité (4.1) soit
vérifiée.

Démonstration : Remarquons que :

f q,V.v,dx Jq,,V.vhdx
0 0

inf sup ——————= inf sup ——F—
g€ Qy VeV, lvhlo ‘thl 9, € Q4 V4 € B, Ivhlolthl

<
ou
K €

On peut donc se contenter de faire varier v, dans 1’espace des fonctions
bulles B,

Placons-nous sur un élément K et considérons un élément v, de
B,

On peut poser v, =0, ¢, +V, 0, et VK= (v,v,)eR? avec
o, =¢;oFglh i=1,2.

Soit g, dans Q,.

Sur K on a: §,(%, y) = aky + bx + ¢y + d.

Posons bX = JDF~'Vg,, le calcul donne :

bX = R[(@ya, + % (s + a21)) (@) + b) — (@13, + ¥ (@yas + agay))(a + c)].

vol. 26, n° 4, 1992



516 P. MONS, G. ROGE

On a alors :
J v,.Vg,dx=VE. AKX,
0
ot AKX = (AK AKY et

A{‘:J ¢; bfai, i=1,2.
&

De méme, en utilisant les propriétés du jacobien J :
j |Vq,|* dx = J |bK|21‘1d32s%J |b%)% dx .
K )¢ hg Jk
En appliquant 1’inégalité de Cauchy-Schwartz :

J v, .Vqg,dx Z vEk.ak
0

Ke Gy
max = C max

1/2 12
([ pegrax) T e (3 mavep)
2

Ke By

A K2 1/2

2
KeBy, hK

~

Il reste a comparer les deux formes quadratiques positives en (a, b, c) :
K2 (K2
JA*C et J |p*| " dx .
K

Deux formes quadratiques positives et définies constituent des normes
équivalentes sur ’espace des (a, b, ¢). Un simple calcul donne alors :

K — e e —_— —_ —_ —
360 A7 = aayay + b (3 ayay + aya; + a,a,) — c(3 aya; + a,a; + auq,) ,
et
K —— B — e —_— —_— - —_—
360 A2 =2 aa,a, + b(3 a,a, + 2 aas + 2 a4a1) — C(3 a,a, + 2 a,as; + 2 a4a1).
Il s’ensuit
—— —
AK = O=>b ala4 = Calaz.

Puisque notre quadrilatere n’a pas d’angle plat, les vecteurs aq, et
a,a, sont libres, b = ¢ = a = 0 et la premi¢re forme quadratique est définie
positive.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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La seconde forme quadratique est également définie positive car :

b¥=0=>A%=0=a=b=c=0.

1 1A %)”

Comme — |b%|? di et ——"-
hK K hK

existe une constante positive C (o) > 0 (indépendante de 4 !) telle que :

sont invariantes par dilatation de X, il

A K
Ke By hK Ke®By hK
On en déduit immédiatement le résultat. O

Remarque 4.1 : L’adjonction d’une seule fonction bulle par élément ne
permet pas de stabiliser 1’approximation lorsque I’on se limite aux
v, éléments de B,. En effet les formes quadratiques sont alors non définies.

Il est facile de voir que (4.1) implique ’unicité de p, dans Q,/R et permet
d’obtenir des estimations d’erreur d’ordre optimal sur u, et p, (cf.
Glowinski-Pironneau [GP]).

5. EXTENSION AU CAS TRIDIMENSIONNEL

L’extension en trois dimensions se fait par découpage (virtuel) en
tétraeédres de 1’élément considéré. On introduit 5 degrés de liberté bulle par
composante .'e la vitesse dans chaque hexa¢dre, 3 dans chaque prisme et 2
dans chaque pyramide. Les méthodologies employées dans les démonstra-
tions des propositions (3.1) et (4.1) s’étendent sans probléeme, cependant la
construction de l’opérateur II, devient trés technique. La démonstration
directe utilisée pour montrer la condition de compatibilité (4.1) demande un
peu moins de caicuis. Les démonsiratioinis compldtcs li€cs a ces €léments
« bulle » tridimensionnels, ainsi que les résultats numériques associés feront
I’objet d’une prochaine publication.

Remarque 5.1 : En utilisant 1’élimination statique des degrés de liberté
bulle on peut, en suivant 1’approche de Bank-Welfert (c¢f. [BA]), analyser
les éléments « bulle » introduits comme des méthodes de type Petrov-
Galerkin particulieres.

6. RESULTATS NUMERIQUES

Pour illustrer notre propos, nous avons considéré un test numérique
bidimensionnel. Il s’agit d’un écoulement de Poiseuille. Un profil de vitesse
parabolique est imposé a I’entrée et a la sortie d’une conduite rectangulaire.

vol. 26, n* 4, 1992



518 P. MONS, G. ROGE

De plus on impose une condition d’adhérence sur les parois latérales.

Si H désigne la hauteur de la conduite, alors la solution analytique du
probléme de Stokes (1.1) avec f =0 et la condition de Dirichlet non
homogeéne est donnée par :

u(x,}’)=<'2'%;y),o), P(x,)’)=—41:1—§+c-

Nous avons choisi H =1 et ¢ = 0.

La formulation variationnelle (1.2) a été choisie pour discrétiser le
probléme homogene associé a notre probléme affine.

Le systéme discrétisé a été résolu par une méthode directe, ainsi que par
une méthode itérative (gradient conjugué sur la pression).

Nous présentons sur la figure 3 les trois maillages (batis sur les mémes 81
sommets) que nous avons utilisés pour notre discrétisation en éléments finis.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.8 X T 6 0.8 1 0.2 x o oF 1

128 éléments 64 éléments 96 éléments
Maillage triangulaire Maillage quadrangulaire Maillage mixte
Figure 3.

On donne sur les figures 4 et 5 la pression obtenue avec les différents
éléments finis testés.

On remarque que les fortes oscillations de la pression disparaissent dans
les calculs utilisant 1’élément P ;-bulle/P, ou 1’élément Q, + deux bulles/
Q, introduit dans cet article. Le calcul sur le maillage mixte de la figure 3
mélant ces deux éléments donne aussi un bon résultat. Bien entendu, dans
tous les cas on obtient la vitesse avec une trés bonne précision (cf. fig. 6).

Sur la figure 7 sont représentées sur 1’élément de référence les fonctions
de base bulle utilisées dans les éléments de type Q;-bulle/Q;.

Enfin, le tableau 1 compare les erreurs relatives sur la pression obtenues
avec le nouvel élément, ceci pour différents maillages réguliers m x m. On
constate que 1’erreur d’approximation est bien en O (k).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Pression max 27,7132

Pression min — 20,1199
PP,

Pression max 5,63035

Pression min — 3,57342
Q, + une bulle/Q |

L’ELEMENT Q ,-BULLE/Q,

Pression max 0,12012

Pression min — 3.77231
P -bulle/P

Figure 4.

Pression max 0,19997

< \"t\‘&;\\
NN
\\§‘k\\
TR
AUITITTUTS

Pression min — 3,71257
Q, + deux bulles/Q

Figure 5.

s Vitesse

(R |
Tpom o s s s s
6 ——m>—a————— —
5 —— e > P> D > >
4 —»——«b->-——;—>—>—>—>~—>~
'3[ —_— e s s — s s —> —s o
ZL ——————————
15 2 T 6 8 10

Vitesse max 0,5

519

Pression max 43,307

Pression min — 15,8038

Q/Q,

] Pression max 0,20313

Pression min — 3,71001
Mélange

Figure 6. — Vitesse obtenue avec I’éiément Q, + deux bulles/Q,.
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TABLEAU 1
Erreur relative sur la pression.

lp —pull
m h | ———
el

|

8 3 0,0763
1

16 16 0,0379
1

32 3 0,0190
1

64 & 0,00951

CONCLUSION

L’adjonction de nouvelles bulles dissymétriques en 2D et 3D a permis
d’étendre naturellement le mini-élément développé par Arnold-Brezzi-
Fortin (cf. [A]). Des tests numériques sur un écoulement de Poiseuille ont
été effectués. Les tests numériques tridimensionnels sont actuellement a
I’étude. Les couples d’éléments finis proposés vérifient la condition de
compatibilit€¢ de type Brezzi (c¢f. [BR]) habituelle pour le probleme de
Stokes, ainsi que la condition de compatibilité modifiée apparaissant lors de
la formulation mixte présentée par Glowinski et Pironneau (c¢f. [GP]).
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