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RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME
AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE

PAR ÉLÉMENTS FINIS EN r, z
ET SÉRIES DE FOURIER EN 0 (*)

par B MERCIER (*) et G RAUGEL (2)

Communique par P G CIARLET

Résume — On montre que pour résoudre un problème tridimensionnel a svmetne axisymetnque,
en coordonnées cylindriques r, z, on peut utiliser une methode d'éléments finis standard, en supposant
seulement que la famille de triangulations, destinée a tnanguler la méridienne du domaine considère,
est reguliere

On généralise ensuite a des problèmes ou seul Vouvert est axisymetnque Pour représenter la
dependance éventuelle de la solution en 9, Vangle azimutal, on utilise un développement en serie de
Founer tronque a V'ordre N

Abstract — We study the approximation of three-dimensional problems with cylindncal symmetry
in polar coordinates r, z We show that one can use standard finite éléments, by a^suming only that
thefamily of triangulations used is regular

Wegenerahze to problems whereonly the domain has cylindncal symmetry To take into account the
variation oj the solution with respect to 9, we use Founer set les truncated at the order N

INTRODUCTION

Pour résoudre le problème de l'élasticité dans un ouvert axisymetnque,
avec un second membre (la charge extérieure) quelconque (non nécessairement
à symétrie cylindrique), une méthode bien connue des ingénieurs consiste à
développer le second membre en séries de Founer

Les modes de Founer de la solution (le déplacement) sont alors calculables
en résolvant autant de problèmes bidimensionnels (en général par la méthode
des éléments finis)

(*) Reçu en octobre 1981
l1) Mathématiques Appliquées C E A, Centre d'Etudes de Limeil, B P 27, 94190 Villeneuve-

st-Georges
(2) Laboratoire d'Analyse Numérique, Université de Rennes I, Campus de Beaulieu,

35042 Rennes Cedex

R A I R O Analyse numenque/Numerical Analysis, 0399-0516/1982/405/$ 5 00

© Bordas-Dunod



406 B. MERCIER, G. RAUGEL

Nous nous intéressons dans ce travail à un problème elliptique quelconque
posé sur un ouvert axisymétrique, les coefficients de l'opérateur n'étant pas
nécessairement constants (comme dans le cas du problème de l'élasticité).
Un tel découplage mode par mode n'est bien entendu plus possible et la réso-
lution du problème est plus coûteuse.

Mais on est ainsi en mesure de résoudre une classe plus vaste de problèmes :
en effet beaucoup de problèmes posés sur des ouverts quelconques peuvent se
ramener par changement de variables à des problèmes posés sur des ouverts
cylindriques. Bien entendu, si les coefficients de l'opérateur sont constants pour
le problème initial, ils ne le sont plus pour le problème posé dans l'ouvert
cylindrique, d'où l'intérêt de cette étude.

Notre étude montre en particulier que pour résoudre des problèmes à symé-
trie cylindrique on peut utiliser des méthodes d'éléments finis (en r, z) standard,
en supposant seulement que la famille de triangulations est régulière.

Ce résultat contraste avec ceux de travaux antérieurs (Bendali [3]) où des
fonctions singulières sont prises en compte dans les fonctions de base des
éléments finis, et les maillages font intervenir des éléments à côtés parallèles
aux axes.

Le plan de ce travail est le suivant :

1. Le problème à résoudre en coordonnées cartésiennes.
2. Passage en coordonnées polaires.
3. Décomposition en séries de Fourier.
4. Rappel des propriétés de certains espaces de Sobolev avec poids.
5. Description de l'espace approché et du problème approché.
6. Propriétés de l'opérateur d'interpolation Uh.
7. Rappel des résultats de Clément [6].
8. Construction de l'opérateur rhN.
9. Estimation d'erreur pour la norme de H.

10. Généralisation au cas d'éléments finis de degré 2.

Notations :

Dans les §§ 1-2 on note les dérivées partielles avec un indice inférieur; par
exemple uxy = ô2u/dx dy. A partir du § 3 on revient à la notation classique.
En outre on dénotera pour p = { (3X, P2 }

o ù
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PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 407

1 LE PROBLÈME A RESOUDRE EN COORDONNEES CARTESIENNES

Soit Q un ouvert axisymétnque de [R3 de frontière F On veut résoudre le
problème vanationnel

a(u,v) = L(v), VveV (1 1)

ou V = H^Q)

m a(u9 v) = (ux9 uy, uz).jz?.{vx, vy, vz)* dx dy dz
Jn

• se = sé{x, y, z) désigne une matrice 3 x 3 de coefficients telle qu'il
existe a > 0 avec

Re Ç*.sf(x9 y, z).% ̂  c£*.$9 V̂  e C\ { x, y, z } e Q , (1 2)

(ou £>* désigne la transposée du complexe conjugué du vecteur colonne Ç),

f
• L(v) = fv* dx dy dz (où v* est le complexe conjugué de v)

L'hypothèse (1 2) entraîne immédiatement que la forme sesquihnéaire a est
F-elhptique

R e a ( u , i ? ) ^a\\v\\^,\fveV , (13)
où

! (| vx |2 + | vy |
2 + | vz \2)dxdydz\12

est la norme de V
Si ƒ e H 1 (Q), le problème (1 1) admet donc une solution unique ueH^ (Q)
On supposera que ƒ appartient a l'espace L2(Q)5 pour simplifier Dans la

suite, on supposera souvent que la solution u considérée est dans l'espace
H2(Q)

(Rappelons que si ƒ e L2(ü), la solution u de (1 1) est dans H2(Çl) n F,
si les coefficients de se et l'ouvert Q sont suffisamment réguliers (voir Grisvard
[ll],Necas[12])

2. PASSAGE EN COORDONNÉES POLAIRES

Soit S1 le cercle unité de U2 paramétré par

Tx = ] - K, + 7t] -> Sx

Soit Qa cz U2 la méridienne de l'ouvert axisymétnque Q

vol 16, n° 4, 1982



408 B. MERCIER, G. RAUGEL

Soit a = aa x Ti.
A toute fonction M définie sur Q on peut associer une fonction ü définie sur

Q par la formule

u(r, z, 9) = u(r cos 0, r sin G, z)

pour r,zeÇlaiQeTv (Si u est continue, M est par conséquent continue et
périodique de période 2 n en 6.)

D'après la formule de changement de variables

u(x, y, z) |2 dx dy dz = | iï(r? z,Q) 2 r dr dz dQ
a Jn

on voit que l'image de L2(Q) est l'espace

muni de la norme

H = {u:r1/2iïeL2{Ù)}

)l/2

D'autre part, on a, pour r / 0,

ux = cos 9 ür - sin 0 ( - ü{

uv = sin 0 ür + cos 9 ( - u,

de sorte que

I I K =

\ l / 2
uz\

2)dxdydz\

+ a, |2
l /2

(2.1)

R A I R O Analyse numénque/Numencal Analysis



PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 409

C o m m e
N l l i P c n ) = (II " ll£*(ft) + W^WvY12 ( 2 . 2 )

on en déduit que l'image de Hl(Q0) (où Qo désigne l'ouvert Q privé de Taxe
r = 0), est l'espace

W = l Ü

Comme l'axe r — 0 est de capacité nulle dans Q, W est aussi l'image de HX(Q),
D'autre part l'image de V est l'espace

V = { M e W : M = 0 sur Ta x Ti}

où Fa est la frontière de la méridienne Qa (axe r = 0 exclu).

On munit W de la semi-norme

\\u\\y = ([ (\ur\
2 + ifie 2 + \üz\

2\rdrdzd0\1/2 . (2.3)

qui est une norme sur V.
Par passage en coordonnées cylindriques r, z, 0, le problème variationnel

(1.1) est ainsi transformé en un autre problème variationnel : trouver üeV tel
que

b{iï,v) = L{v) WeV (2.4)

où la forme sesquilméaire b est donnée par

f / 1 / 1 \*
b(usi3)= I M r ,-%fiJ.^.( tv,-ue, îTzj rdrdzdQ (2.5)

avec

où R est la matrice orthogonale 3 x 3 :

/cos 9 - sinG 0\

R = ( sin 9 cos 0 0 .

0 0 1/

(l) La dérivée par rapport à 8 est prise au sens des distributions périodiques, et donc toute
fonction de W est périodique en 0, de période 2 n

vol 16, n° 4, 1982



410 B. MERCIER, G. RAUGEL

D'autre part on a :

L(v) = j fv*rdrdzdQ.
h

On déduit immédiatement de (1.2) que

Re (ri*.#(r, z, 9).r|) 3* OLT\*.I\ , Vn e C3, { r, z, 0 } e fi ,

et que la forme sesquilinéaire b est F-elliptique :

(2.6)

Les résultats suivants nous donnent en outre des caractérisations des images
des espaces H2(Q) et H 3(Q).

LEMME 2.1 : On a la formule suivante

i (l«x
Jil

+ I « w I2 + I " 2 Z I 2 + 2 | u „ |2 + 2 | «„ |2 + 2 I wxz \
2)dxdydz =

1 ~ 1

pour tout UG H2(Q).

LEMME 2 . 2 : Soient

Jn

Jn

c . f
Jn

alors on a

3 _ 2 ~ 1 _

1 2 2
r UrrB r3 " e r2 "

2 „ 1 „

2 1 „

+
1 ^

1 ~
r r

2 + \iïzz\
2\rdrdzdB

eee
2

r dr dz d9

2
r dr dz d0

1 1 2

r dr dz d0

[ (I «« |2 + 3 | t/ |2 + 3 | uxyy |2 + | uyyy \2)dxdydz ="*xxy I

urrr \
2 rdrdzdQ + A + B + C .

R A I R O Analyse numérique/Numencal Analysis



PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 411

En particulier, si ue H3(Q,), les trois quantités A, B et C sont finies. En outre,
on a

1
et

(Ifxxzl'- + 2\uxyz\
2 + \uyyz\

2)dxdydz =

r rz " rdrdzdQ < + oo

(K uzz,\
2)dxdydz =

- M .'zz8 \2)rdrdzdQ<+öo.

La vérification (technique) de ces résultats est laissée au lecteur. Les for-
mules (2 1) à (2.3) et les deux lemmes 2.1 et 2.2 permettent en pratique de
caractériser les images par l'application u -> iï des espaces H2(Q) et H 3(Q).

Nous nous servirons de ces résultats au § 3 suivant pour majorer les normes
des composantes de Fourier de ü lorsque u est dans H2(Q) ou dans H3(Q).

3. DÉCOMPOSITION EN SÉRIES DE FOURIER

Toute fonction üe H peut être décomposée partiellement en séries de
Fourier de la façon suivante

w(r, z, 9) = V un(r, z) e

avec

un(r, z) =

Les fonctions un sont appelées modes de Fourier de ù
Définissons l'espace

R =

muni de la norme

= L?/2(Qfl)

w U =
y / 2

v(r, z) |2 r dr dz \

(3.1)

vol 16, n° 4, 1982



412 B MERCIER, G RAUGEL

On vérifie immédiatement que les fonctions un e R et que

iï WH = 2 7t < -f oo (3 2)

De même on vérifie que (voir (2 3)) siiïeW, alors

Ü |[2 = 2 71
d

dr

2

R
+

d

oz

2

R
+ ft

un

r
T < + « (3 3)

et par consequent

un e XH(Qa) ^

pour n ^ 0, et

Soient

w e L2{Çïa) I p I = 1, r"

r1/2 D*we L2(Qa\ | p

j r ^ ( n j w = o sur ra

Si M 6 K, on a M = 0 sur Ta x Tl9 on en déduit que

un = 0 sur Ta ,

de <iorte que s1 » e ^, on a,

« „ e X ^ K n j , p o u r n ^ O ,

«o e W\f
2
2(Qa)

A l'aide du lemme 2 1, on peut alors caractériser les modes de Fourier de iï,
lorsque u e H2{Q)

LEMME 3 1 Soient u e H 2(Q) et iï{r, z, 0) = u(r cos 9, r sm 6, z) Alors les
modes de Fourier un de ü vérifient {en plus de (3 3))

^ 2

r dr

1 du„ n2

ôrdz

< + oo

< + 00

< + oo

0 0

(3 4)

(3 5)

(3 6)

(3 7)

R A I R O Analyse numerique/Numencal Analysis



PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 4 1 3

COROLLAIRE 3 1 Si u e H2(Q\ alors on a

2

I n2

\n\ ̂  2

V n4

\nf$2

dr < + 00

< + 00

< + 00

Preuve du corollaire 3 1 Pour | n | ^ 2 on vérifie que

On en déduit que

IÔK

Or

entraîne

* " 9

1 \ 1
n r

du„

= n

n -

r ôr r2

\dun

TSF

(3 8)i)

(3 8)n)

(3 8)ni)

(3 9)

J_ (\ dun n2

n\

'•17
2n2

r ôr r2 " R n2 „
~ô7

d'où (3 8)1) grâce à (3 9), (3 6) et (3 7)
D'autre part on a

n1 - 1
„2 "«^ = \^u„--rW

d'où

(n2 - l ) 2 . < 2

r ôr r2

+ 2

Comme pour | n | ^ 2

vol 16 n" 4, 1982



414 B. MERCIER, G RAUGEL

on en déduit avec (3 6), (3 7) que

,tn' 2 Y (n2 - l ) 2

72 00

d'où(3.8)u).
Enfin (3 8)m) découle immédiatement de (3 8)n) et de (3 3), C.Q.F.D.

Enfin, à l'aide du lemme 2.2, on peut caractériser les modes de Fourier de u,

lorsque u e H3(Q).

LEMME 3.2 : Soient u e H3(Q) et u(r, z, 0) = u(r cos 0, r sin 0, z). Alors les

modes de Fourier un de ü vérifient {en plus de (3 3) à (3 7))

oo (3.10)

(3.11)

(3.12)

33u„

r dz

2

R

2

1

2

R

d3un

dr2dz

< -h oo

2

R

d3un

drdz2

2

R

d3un

dz3

Z

1 d2un _ ^(K
r dr dz r2 dz

1 Ô2un n2 du
r dr dz r2 dz

A. du" 1 ( 5

r2 dr r3

< + oo

< + 00

2un 2 dun 2

2un 1 + n2 dun 2 n2

< + oo

< + oo

r dr2 'W 00

COROLLAIRE 3 2 . Si u e H3{Q), on a

00

< + 00

Z n4

V^ 2

r dr2

< + oo

< + 00

(3.13)

(3.14)

(3 15)

(3 16)

(3

(3.17)n)

(3.18)

(3.19)

R A I R O Analyse numenque/Numencal Analysis



PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 415

Preuve du corollaire 3 . 2 : O n a

un 3n dun + 2
3 n ôun

T~5F

Comme n6 ̂  (n3 + 2 n)2, Vn e Z, on en déduit (3.17) grâce à (3.14) et à
(3.8).

D'autre part, en posant

a = 1 g X 2 du 2
r dr2 r2 dr r

3 Un

1 d2un 1 + n2 dun 2 n2

r dr2 r2 dr r
3 "

3 ôwn n2 + 2
Cn = Jï . 3 •*«

on a

a- ~ b" ~
n2 - 1

= 3( " 2
n2 +2} Ôr ~

n2 — 1 n2 — 4 <3un

p n2 + 2"3r"

comme, pour | n | ̂  3,

on a

dr

„2 ^ 3(n2 - 1) (n2 - 4)
^ n2 + 2

3^-3^-6^-^c,

cn \\i 0 0

d'après (3.14) à (3.16), d'où (3.18).
Enfin, on a

d'où

1 \n Qy

n2 - 1 1 d2un

n | r
= \n \a„ -

n2 - 1 1 dun

vol. 16, n°4, 1982



416 B. MERCIER, G. RAUGEL

c o m m e , p o u r \ n \ ^ 2 , o n a

u 2 < l 6 ( n 2 -

on en déduit

1 d2

r dr

Un
2 n2 || fl(1 ||* + 4 || b„ III + n2

d'après (3.15), (3.16) et (3.18) cette quantité est donc bornée si ueH3(Q)
d'où (3.19). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 3.3 : Si us H 3(Q), on a

M» 2 r2 dz

r ôr dz

< + 00

< + oo

EX*
p| = l neZ

< + 00 .

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(La démonstrat ion de ce résultat est analogue à celle du corollaire 3.1)

4, RAPPEL DES PROPRIÉTÉS DE CERTAINS ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS

Le point générique x de U2 sera noté : x = (r, z) et le point générique de U
sera noté simplement x = r.

On désigne par Un+ l'ouvert de 1R" suivant : { x e Un : r > 0 } pour n = 1, 2.
(R+ sera souvent noté R + .)

Soit 6? un ouvert de R+, de frontière 3© lipschitzienne.

DÉFINITION 4 . 1 : Soîêftf / e N, a e U et p e U tel que : 1 < p < + oo.

(i) On désigne par W^p(&) Vespace

(31

i de /a norme

(ii) On désigne par X^p((9) l'espace

P
R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 4 1 7

muni de la norme

" "• \\LP(&)

• Les espaces Wlf((9) et X\ip(G) ainsi définis sont des espaces de Banach et,
dans le cas p = 2, ce sont des espaces de Hubert.

• Si (9 est un ouvert borné et si la distance de (9 à l'axe r = 0 est strictement
positive les espaces Wl^p(G) et X^p((9) coïncident avec l'espace de Sobolev
ordinaire WUp{(9).

En utilisant les inégalités de Hardy on démontre aisément les résultats
d'inclusion suivants : (cf. [4], [8], [9]).

THÉORÈME 4.1 : Pour l e f̂ J*, 1 < p < + oo, on a les inclusions algébriques
et topologiques :

(i) Si oc e U avec o c + - < O o w / < o c + - , alors
P P

Wl>p(Mn
+) c^ Wl-Jj'{R\) pour j = 0 , 1 , . . . , / .

(ii) SiaeU avec 0 < a H— ^ /, alors
P

Wl>p(M\) c^ W'-Jj>{Un
+) pour ; = 0 , l , . . . , | ~a + £

où a H— désigne le plus grand entier positif ou nul strictement inférieur à

a + - .
P

Grâce à des démonstrations longues et essentiellement techniques, on obtient
les résultats de densité suivants ([4], [9]) :

T H É O R È M E 4 . 2 : Soient le N, aeU et p eU tel que 1 < p < + oo, alors

(i) SU ^ 1,®(RB
+) est dense dans X^([R"+).

(ii) Si / ^ 1, ®(Rn
+) est dense dans Wl^p(Un

+) pour a + - ^ 0 o w / ^ a + i .

(iii) Si a + - > 0, ^ (Ü ' | ) « r <feww? <4ro Wl;p(Ul).

On introduit maintenant un domaine borné Qa de Un
+ dont une partie de la

frontière est sur l'axe r = 0. Plus précisément, si n = 1, Qa désignera un

vol 16, n°4, 1982



418 B. MERCIER, G. RAUGEL

segment ]0, a[ où a > 0 ; si n = 2, Qa désignera un domaine borné à frontière
lipschitzienne tel que :

où Q* est un trapèze dont une des bases est contenue dans Taxe r = 0, où la
distance de 0 à l'axe r = 0 est strictement positive et où Q^ n S = 0.

Soit r 0 = ÔQa n { r = 0 }, Va = ôQ f l\ro .
Donc pour n = 2, Qa aura la forme suivante, par exemple :

Figure 4 .1 .

DÉFINITION 4.2 : ScuY p e [R tel que : 1 < p < + oo, on désigne par

^p(Qa) et X^p(Qa) les espaces :

LEMME 4 . 1 : Soit D une demi-droite de U\ ayant pour extrémité Vorigine 0 ;
soit 0 la mesure de Vangle orienté formé par Vaxe z = 0 et la demi-droite D
(— n < 0 < n). On désigne par CQ (respectivement C6J Vouvert

{(r,z)eU\ :z < rAgQ}

(respectivement F ouvert { (r, z) e U2
+ : z < r.tg 9 + X }).

Soit l e N, a. e R et p e R, 1 < p < + oo.Ona alors les propriétés suivantes :

(i) Si u G WlàP{CB) (respectivement X^P(CQ% alors ux e Wl^p(CBX) (respecti-
vement X^P(CQX)) où

ux(r, z) — u(r, z — X), X > 0 .

En outre, quand X tend vers 0, ux tend vers u dans Wl^p(CQ) (respectivement

(ii) Si u appartient à @(CQ) alors P1 u appartient à Cl(U2
+) où P1 est Vopé-

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 419

rateur de prolongement défini par

(Plu)(r,z) =

u(r, z) si (r, z) e Ce

£ \ u(r, (j + 1) (tg 9) r - jz) sinon
I

(4.1)

et
i+i

X (~jf\= 1 Pour /c = 0,1, 2 , . . . , / .

En outre, il existe une constante C > 0 ne dépendant que de l, p, a telle que

et
PlU x^(Ul)

Démonstration :

• L'assertion (i) est presque évidente. Il suffit de remarquer que si u e L^(CQ),
alors ralp u e LP(CQ) et, puisque ralp ux tend vers ra/p u dans LP{CQ) quand A, -> 0,
ux^> u dans LJ(C9) quand A -^ 0.

• On peut vérifier l'assertion (ii) par des calculs un peu longs, mais faciles.
Remarquons que le prolongement Pl u de u à R+ est le prolongement de
Nikolskii défini, par exemple, par Adams ([4], p. 84) ou Necas ([12], p. 75).

En utilisant des partitions de l'unité, on déduit du théorème 4.2 le

THÉORÈME 4.3 : Soient l e N, a G U et p e U tel que 1 < p < + oo, alors
(i) Si l ^ 1, V ensemble des restrictions à Qa des fonctions de @(Un

+) est dense

dans Xp(na).
(ii) Si l > 1, V ensemble des restrictions à Qa des fonctions de @(Mn

+) est dense

dans Wl*(Qa) pour a - f - ^ 0 o u / ^ a + - .

(iii) Si a + - > 0, 9{Qa) est dense dans W**p(Cla).

Démonstration : Démontrons, par exemple, l'assertion (iii). Dans ce but, nous
montrerons que l'ensemble des restrictions à Qa des fonctions de W^P(M2

+),

C1) O n conviendra que || u \\ n ( C y ) = + oc (respectivement ]| « x ( ( ( = + oo) si

u ^ Wl^(CQ) (respectivement u $ X£P(CQ)).
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est dense dans W^p(Qa). Ensuite il suffit d'appliquer le théorème 4 2 pour
conclure. Nous ne traiterons que le cas n = 2.

Rappelons que Qa = Q* u & et que

à =
distance (0, axe r = 0) si G # 0

hauteur du trapèze Q* si 0 = 0
(4 2)

On introduit alors une fonction co(r) G @(M) telle que

o(r) = \
1 pour

O pour |r | ^ - j -

(4.3)

Soit u e Wl/(Qa\ alors u = ou + (1 - 0) u.

• La fonction w = (1 — (D) M est nulle pour r ^ d/2 et appartient donc a
pyi>p(Qfl). Puisque Qfl est un ouvert à frontière lipschitzienne, on peut construire
une suite de fonctions wn de Wl>p(U2

+) telles que wn converge vers w dans
W1 p(Qa) quand n tend vers l'infini et telles que les fonctions wn soient nulles
pour r ^ d/4 (voir Necas [12], démonstration du théorème 3 1, p. 67). Les
fonctions wn appartiennent alors à Wl^p(Qa) et la suite (wM)neN converge vers w
dans W¥(na).

m Tl f(=»o+p» Q P A n o t r i n r p nnP 1 cintp» HP> f/^nr'tirfno H^ M/^'^TfD1^ ^ r*r\r\\rf^rcif>or\t \;p*ro

v = ou dans Wl^p{Qa)

Soient MlS 1 ^ z ̂  4 les 4 sommets du trapèze Q̂  et soient (rv zj les coor-
données du point Mt. On supposera que rx = r2 = 0, r3 = r4 # 0 et zx > z2

(c/yîg-4.2).

1 * 3

Figure 4.2.
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Soit (U^ 3^3 un recouvrement ouvert de Q* tel que

t/3 n M2M3 = U3n MXM4 = U1n M2M3 = U2 n MXM± = 0 (4.4)

et soit (<D I)1^1^3 une partition de l'unité subordonnée au recouvrement
( Ut) ! <= x ̂  3. On pose alors

vt = <pt<pu. (4.5)

Puisque v3 est nulle pour r ^ 3 d/4 et au voisinage des côtés MXM4 et M2M3

de Q*, on définit, pour ne N, v3n comme le prolongement par 0 de v3 à U2
+.

Alors v3n appartient à Wl;p(U2
+).

Soit uin, i = 1, 2, le prolongement par 0 à [R2 de la fonction tTin, i = 1, 2, où

üln(r, z) = ©! cDM(rs z - 1/n)

^2«(^ Z) = 92 ©«fa Z + V") •

Pour n assez grand (n ^ n0), les fonctions vin sont bien définies. A l'aide du
lemme 4.1 , on montre immédiatement que les fonctions vm appartiennent à
W«P(^+ ) P o u r n ^ no e t q u e «,n converge vers vt dans ^ p ( Q a ) quand n tend
vers l'infini.

3

Finalement les fonctions vn = J^ vin appartiennent à Wl^p(U2
+) pour n ^ n0

i = i

et vn converge vers v dans Wl^p{Qa) quand n tend vers l'infini. C.Q.F.D.
Enfin du théorème 4.1, on déduit le

THÉORÈME 4.4 : Pour le f̂ J*, 1 < p < + oo, on a les inclusions algébriques et
topologiques :

(i) Sz a G R avec Q c 4 - - ^ 0 o i W < a + - , a/or5
P P

W^{Çla) c^ Wl-Jf(Çla) pour ; = 0 , l , . . . , / .

(ii) Si aeU avec 0 < a H— ^ l, alors
P

Wl~_Y(Qa) pour j = 0, 1,..., |~a + ̂ 1 .

Démonstration : Démontrons, par exemple, l'assertion (i).Nous ne traiterons
que le cas n = 2.

Soit u une fonction de Wl^p(Qa\ alors

u ^ cou + (1 — CD) M OÙ (D est la fonction donnée par (4.3) .
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La fonction w = (1 — CD) U est nulle pour i ^ d/2, donc la fonction w
appartient à l'espace W^J/i^J P o u r J = 0, 1, J et il existe des constantes
Cl > 0 et C > 0 telles que

1 (1 - <D) M || K , P(Qû) ^ C2 1 (1 - CD) u 1 w[P{Qa) ^ C || u || ̂ / < a a ) (4 6)

II reste à considérer le terme v = <DU Comme v est nulle pour r ^ 3 d/4
il suffit de montrer que v appartient a ^ _ J / ( Q ^ ) p o u r j = 0, 1, , /etàmajorer
la norme de v dans ces espaces Dans ce but, nous allons définir un prolongement
Pl v de v à R+ et appliquer ensuite le théorème 4 1

Avec les notations utilisées dans la démonstration du théorème 4 3, la
fonction v s'écrit

u = ux + t>2 + u3 ou les fonctions i;( sont données par (4 5)

On note Pl
3 v3 le prolongement par 0 à M2+ de la fonction v3

Soit 9x (respectivement 92) la mesure de l'angle oriente formé par l'axe
z = 0 et MlM4r (respectivement M2M3) On note alors vx (respectivement v2)
le prolongement par 0 à C9i (respectivement [R+\C62) de la fonction vx (respec-
tivement v2) Finalement on pose

si {r, z)eCBl

'jV1(ri{j-^l)rtgQi -Az-zJ+zJ sinon,
J = I

fv2(i,z), si (r, z)eRi\C92

Pl
2 v2(r z) = j i+1

s = i j l ) 2 W 2 ; z Zl Zl

ou les \j, pour 1 ^ 7 ^ 1 + 1, sont donnés par (4 1)
On peut alors définir le prolongement Pl v de v à U2

+ par

piv = p\ v + p\ v- + p^ Ü (4 7)

Grâce à l'assertion (n) du lemme 4 1, il est clair que la fonction P ' v appartient à
Wl

a
p(U2

+) et qu'il existe une constante C > 0 telle que

\ \ P l v \ \ w i , { * 2 + ) ^ C \ \ v \ \ K P { Q l ) (4 8)

Le théorème 4 1 nous dit alors que Pl v appartient à W[_JjP{U2
+) pour

0 ^ ; ^ / et qu'il existe une constante C > 0 telle que

\ \ P l v \ \ w l J j P { U l ) ^ C \ \ P l v \ \ K P { U i ) (4 9)
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Grâce aux majorations (4 8), (4 9), on obtient finalement

II V || wi% Y{Ql) < II Plv II W% 7(RÎ) ^ C || Ü || w'SiQi) (4 1 0)

Les majorations (4 6) et (4 10) nous démontrent le théorème C Q F D

Remarque 4 1 On déduit immédiatement du théorème 4 4 que

Wl/lfàa) ^ ^-i/2+e(^fl) pour tout nombre réel 8 > 0

En particulier, on a

Nous donnerons ci-dessous quelques autres propriétés des espaces de
Sobolev avec poids qui nous seront directement utiles dans les paragraphes
suivants

Soit V((la) l'ensemble des restrictions a Qa des fonctions de @(M\ ) On a alors
la

PROPOSITION 4 1 L'application u i—• yu = u(0, z) de V(ila) dans
se prolonge par continuité en une application lineaire continue de X\i\(Çïa)
dans L2(T0), cette application est encore notée y et vérifie en outre,

VueXlfi(Qa)9 yu = 0 dans L2(T0)

Démonstration On ne fera la démonstration que dans le cas n = 2

Si M e V(Qa\ on a évidemment (yu) (z) = u{0, z) = 0, Vz Soit co la fonction
introduite en (4 3) Posons v = <DU , le prolongement Px v défini en (4 7) pour
/ = 1, appartient a CX([R + ) et s'annule pour r ̂  3 d/4, en outre, il existe une
constante Cx > 0 telle que

1 v \\x\î(MD< Ct II v \\x\uni) (4 11)
On a, d'autre part,

| (yu) (z) |2 = | a>(0, z) , z) |2 = | P 1 v(0, z)

= - 2 {Plv)(r,z)Uplv{rtz))dr
Jo
3d/4

3d/4

3d/4

0

3d/4

l / 2

dr
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d'où, avec les notations introduites dans la démonstration du théorème 4 3,

, (yu) (z) I2 dz

\JZ2 JO

{P'vf-drdz 11" drdz

A l'aide de (4 11), on en déduit

II Y" llL2(ro) < C II P 1 Ü IU;2(K2+) < C II M Il^lKQj

Puisque F(QJ est dense dans X^f (Qö), on peut prolonger l'application y,
par continuité, de X^f (QJ dans L2(F0) De plus, puisque yu = 0 dans L2(F0)
pour u e ^(f20), il en est de même pour u e X//2

2(Qa)

PROPOSITION 4 2 77 existe une constante C > 0 fe/Ze gwe, V u e i f ^ Q J ,

nfl

l / 2

(4 12)

Démonstration Soit \|/ e @(Qa\ alors, par une formule de Green, on obtient

f 1 2/ A P 1 <9\J/
r2 V r 3r v

9̂7

d'où

I.±y\f2(r,z)drdz ^ 4

l / 2

dr dz

l / 2

et (4 12) s'ensuit par densité •

COROLLAIRE 4 1 / / existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction

u e H1(Qa) vérifiant u \To = 0, on ait

,2 \ l / 2

^à^z\ (4 13)

Démonstration Soit M e f l ^ Q J telle que u |Fo = 0 Soit o(r) la fonction
introduite en (4 3) On a alors M = QW + (1 — o)wet

CDU Ilia i(ftfl) + |[ U ||21(Qfl)) (4 14)
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Majorons le terme || <ou ||L2_l(Qa). Puisque o est nulle pour r ^ 3 d/4, il suffit
de majorer || ou \\Lil{aiy Posons v = CDW; le prolongement P1 v, défini en
(4 7) pour / = 1, appartient à H 1{U2+) et s'annule en dehors d'un rectangle
Ra = ]0, a[ x ]b, c[ où a ^ 3 d/4, è < z2 < zx < c. La trace de P 1 v sur l'axe
{ r = 0 } est, en outre, nulle et il existe une constante C > 0, indépendante de v,
telle que

WP'VWH^^CWVWB^. (4 15)

Si on applique la proposition 4 2 à Pl v qui est bien dans H £ (Ra), on obtient :

I I ^ I I L ^ ) ^ C I P 1 » ^ . (4.16)

Des majorations (4 15) et (4.16), on déduit

il v \\LlliQa) < \ \ P x v \\Lll{Ra) < C \ \ v \\Hliaa). ( 4 . 1 7 )

Finalement, grâce à (4 14) et (4.17), on a :

I M I L Î ^ ^ Q \\u\\HHQa) (4.18)

D'après l'inégalité de Poincaré (voir Nécas [12, p. 20]) applicable puisque u
est nulle sur To, on déduit de (4.18)

II « IL^tfio) < C i II u WHH^ ^ C I u \HHCU) • (4 19)

Maintenant on va donner un résultat de compacité. •

T H E O R È M E 4 . 5 : Soient i e N J ^ l ; V injection de Wl{f2(Qa) dans Wl{j2
U2(Qa)

est compacte.

Ce théorème est une conséquence directe du

LEMME 4 2 : Uinjection de W[jl(Qa) dans L^/2(Qa) est compacte.

Démonstration : On ne fera la démonstration que dans le cas n = 2.

On commence par montrer que si u e W\^{Çïa\ alors

r ( i / 2 ) + s u e H i ( Q j p o u r 8 > O f i x é .

En effet, v = r(1/2)+E M e L2(Qa) par définition (Qfl est borné),
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et

| + e g + fe + A ( i/2) + s u a pp a r t lent a L2(QJ

grâce a l'assertion (n) du théorème 4 4 En outre, l'inclusion continue (n) nous
donne l'existence d'une constante C£ > 0 ne dépendant que de e telle que

\/u e W\f\{Çia), || r ^ 2 > + £ u \\HHÇÎa) ^CJ\u \\w{ , (QJ (4 20)

Soit alors une suite (wJneN bornée dans W\^(Çla), la suite r(1/2)+eun est
bornée dans H1(Qa) pour 8 > 0, grâce au théorème de Rellich-Kondrachov,
on peut en extraire une suite (riil2)+e uni) qui converge fortement dans L4(QJ,
par exemple, vers un élément v Et la suite (uni) converge fortement dans

£(Q0) vers ^~1^2^-e
 v = u En outre, on a

(1 r(l/2) + eMni -vfdrdz

(4 21)

d'où, en utilisant l'inégalité de Holder,

\ l / 2

r drdz\
na J

\r1/2 + Eum - v\4drdzY^( ! r^V* (4 22)

Pour s < -ù s'ensuit donc de (4 22), que la suite (uni) converge fortement

dans L\j2{Çla) vers la fonction w, qui est dans L2
/2(Qa) d'après une inégalité

analogue à (4 22) •

Rappelons que Pk(Qa) désigne l'espace des polynômes sur Qa de degré
inférieur ou égal à k

On munira l'espace W^iQJ de la semi-norme suivante

y

SI M (^ Wl'P(Cï 1 (A JVi

THÉORÈME 4 6 Soit l e N, l ^ Q9 alors la semi-norme \ ù \wl + i 2{Çla) est une
norme sur Vespace quotient W1^ 2(£2J| P(üfl) equivalente a la norme quotient

Démonstration Soit w un élément de W1^ 2(Qa)/Pl(Qa) et soit w un repré-
sentant de w dans H^^1 2(Qa)
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On a

W»} 2(QJ/P,(QJ = i n f II w + P il W\+j 2(QJ •

Évidemment, on a

w

On veut montrer qu'il existe une constante C > 0 telle que, pour tout

< C | w | w^ 2{QJ . (4.24)

Soit N = dim P,(QJ et soit ƒ, 1 < i <! N, une base du dual de P^QJ.
En utilisant le théorème de Hahn-Banach, on montre qu'il existe des formes
linéaires continues sur W^2

lt2(Çla), encore notées ƒ, 1 ^ i ^ N, telles que,
Vp G P/(fîa)s on a : f£p) = 0, si et seulement si p = 0. On va montrer qu'il
existe une constante C > 0 telle que :

\/v e W[^2(Qa), || » || w,y HQJ ^c(\v\ K.r , w + ^ \ft(v) \\. (4.25)

Supposons (4.25) démontré, alors on en déduit que si w est un élément
quelconque de W^^i^aV^ii^a) e t s* o n ^ x e s o n représentant w par les N
conditions :

Vi, 1 ^ f ^ N , ft(w) - 0

on a, d'après (4.25),

1*} 2(nj/p,(Qj w

On va démontrer (4.25) par l'absurde. Si (4.25) n'est pas vérifié, on peut
trouver une suite (un)n e Wly2'2(&a)

 t e ^ e

(4.26)

La suite (un)n vérifie

VP, | P | = / + 1 , limDpMfl = O dans L2
1/2(Qa) fort. (4.27)

n-* oo
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La suite (un)n est bornée dans Wl^2
li2(Qa\ donc il existe une sous-suite (uni)

de Wl^2-
2(Qa) qui converge faiblement vers u dans W[+2>

2(Qa). ®
n a :

VP, | P | = / + 1 , lim Dp uni = D*u dans L\j2{Qa) faible . (4.28)
ni-»oo

En utilisant (4.27), (4.28) et l'unicité de la limite faible, on en déduit

V p , | p | = / + 1 , D*u = O dans L2
/2(QJ

i.e. u e P^QJ.
Puisque um converge faiblement dans Wl^2

>2(Qa)
 v e r s w> d'après le théo-

rème 4.5, la suite (uni) converge fortement vers u dans Wl{f2(ila)9 donc

lim || M - uni\\w[2i{Qa) = 0 . (4.29)
ni—* oo

De (4.26), on déduit que :

|| « 1 1 ^ ^ = 1 . (4.30)

De plus, la suite (uni) converge fortement vers u dans VF/
1|2

1>2(Qa). De (4.26),
on déduit que ft(u) = lim ft{uni) = 0. Donc, puisque u e P,(Qfl), on conclut

«I—* OO

que u = 0, ce qui contredit (4.30).

COROLLAIRE 4 .2 : Soit k = 2 OM 3 et X «R espace de Banack tel que
W\f2(Qa) <=> X.

Soit n un opérateur linéaire continu de W\f2(Q.a) dans X tel que

a/ors i/ existe une constante C > 0 td/e gue powr tout élément u de Wi'/2(QJ,

| M - nw|x ^ C I U I Ï V ^ O J . D

Dans la suite, nous définirons l'interpolée de Lagrange d'une fonction u de
Wl'jl(Qa) ; c'est pourquoi nous utiliserons le résultat suivant :

T H É O R È M E 4 . 7 : Soit leN,l^2,ona l'inclusion continue

Wl
{f2(Qa) ^ C ° ( Q J . (4.31)

Démonstration :

• La remarque 4.1 nous dit qu'on a l'injection continue :

Wlf2{na) c^ Hl(Qa). (4.32)
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Donc, si Qa est un ouvert de R, on déduit l'injection (4 31) de (4 32) et de
l'injection de Sobolev classique H 1 ^ ) Q, C O ( Q J

• Si Qa est un ouvert de M2, l'mjection (4 32) ne suffit pas et il faut faire une
démonstration en plusieurs étapes

l r e étape Si u e Wl^QJ, alors r(1/2)+£ u e f l ^ Q J pour s > 0 et il existe
une constante Ce > 0 ne dépendant que de 8 telle que

Vu E W\t
2

2{na), 11 ̂ 2 > + ' u \\HHQa) < C£ || u ||„,! î(Q-) (4 33)

Puisque r ( 1 / 2 ) + eu appartient a H ^ Q J pour £ > 0, r(1/2) + ew appartient a
L*(QÖ), 1 < g < + oo par injection de Sobolev et il existe alors une constante
C£ q > 0 ne dépendant que de q et de e, telle que

Vu e W ^ ( Î U 11 r(1/2)+£ « llLg(na) ^ C e , || M || w\ \{çim) (4 34)

2e étape On va montrer que pour tout p < 4

W\2
2(Çïa) c-> W\£{Sla) (4 35)

Pour cela, il suffit de montrer que

W\fl(Cla) ^ LÇ/p(Qfl) pour tout p , 1 ^ p ^ 4 (4 36)

Pour établir (4 36), on remarque en premier heu que si p < 4, il existe des
scalaires 5, 5 et a tels que

- + - = 1 et s > 1
s s

as < 1

s(l + a) = p / i +

D'après l'inégalité de Holder, on a

(4 37)

Par consequent, si ueW\il(Qa), d'après (4 34) (applique avec q = ps) le
second membre de (4 37) est borne et u e Lp

lip(Qa) d'où (4 36)
3e étape Soit Q 1 ouvert de U3 tel que Qa soit la méridienne de Q
Soit u(f9z) une fonction de Cl(Qa) 9 on pose alors

iï(x, y, z) = u{i, z) — u{Jx2 4- y2, z) (4 38)
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où (x, y, z) est un point quelconque de O. On montre aisément que les dérivées
premières au sens des distributions et au sens ordinaire pour la fonction
u coïncident sur Q { (x, y, z) e Û . x = y = 0 } et qu'il existe une constante
Cp > 0 ne dépendant que de p telle que :

\\u\\m,P{n)^Cp\\u\\w[Pp{Qa) (4.39)

e f f e t , f \v\pdxdydz = f \v\prdr dz\

Puisque @(Qa) est dense dans V/\fp{Çla\ d'après le théorème 4.3, on déduit de
(4 39) que si u e W\fp(Qa\ alors u e Wl "(Q) et il existe une constante Cp > 0
ne dépendant que de p telle que :

II u\\mP{Çl) ^ Cp\\u\\wli,{Qa) . (4.40)

en

4e étape : D'après les étapes 1, 2, 3, si u e W^(O a ) , il existe p0 > 3 tel que

appartienne à WUpo(Q). Mais WUpo(Q)

et il existe une constante Ca > 0 telle que :

ü appartienne à WUpo(Q). Mais WUpo(Q) Q> C°'a(Q) pour 0 < a < 1 - —
Po

; CJI iï\\m,Po(n). (4.41)

Les majorations (4.34), (4.40), (4.41) et l'injection (4.35) nous donnent
l'existence d'une constante C > 0 telle que :

Vu € Wlf2(Qa), || S Hco^) < C || u | | n i w .

On en déduit l'injection (4.31). •

5. DESCRIPTION DE L'ESPACE APPROCHE ET DU PROBLÈME APPROCHE

Nous supposerons pour simplifier que le domaine tridimensionnel Q a des
faces inférieure et supérieure planes (l'axe de symétrie de Q étant supposé
vertical) et que Q est convexe (x).

C1) Si Q a des faces inférieure ou supérieure non planes, on peut facilement adapter les démons-
trations qui suivent En effet les seules difficultés qui se presentent sont d'ordre technique . il faudra
utiliser des éléments finis courbes au voisinage de Fo
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La méridienne Qa d'un tel domaine a donc par exemple l'allure donnée par
la figure suivante

Figure 5.1.

(et vérifie en particulier les hypothèses faites sur Qa au § 4)
Soit h un nombre réel positif destiné à tendre vers zéro On lui associe une

triangulation Th vérifiant les conditions suivantes

a) les éléments de Th sont des triangles de diamètre inférieur à h,

b) la réunion des triangles de Th forme un polygone Qah <= Qa dont la
frontière contient les côtés horizontaux de Qa et la partie F o de l'axe de symé-
trie située entre ces deux côtés,

c) les sommets frontières de Qah sont situés sur la frontière F o u Ta de Q.a

Un exemple d'une telle triangulation Th est donné sur la figure suivante

Figure 5.2.

A chaque h > 0, on associe donc une telle triangulation Th. On suppose
en outre que la famille (Th)h de triangulations ainsi constituée est régulière,
c'est-à-dire qu'il existe une constante G > 0 indépendante de h, telle que

\fh > 0 , V X e T , , — (5 1)

où hK et pK désignent respectivement le diamètre de K et le diamètre de la
plus grande boule contenue dans K

II existe alors une constante a0 > 0 indépendante de h telle que la mesure
de tous les angles de Th soit minorée par oto

Autrement dit il n'y a pas de petits angles dans la triangulation Th.
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On introduit alors l'espace Rh des fonctions wheC°{Qa) qui sont affines
par morceaux sur les triangles de Th et nulles sur Tah (et prolongées par zéro

L'espace Rh est un espace d'éléments finis de degré 1 La dimension de
l'espace Rh est égale au nombre S(h) de sommets de Th qui ne sont pas situés
sur la frontière Ynh.

MM

On vérifie immédiatement que Rh ci W^KQJ Soit alors

On vérifie que

e Rh wh = 0 sur

La dimension de R® est égale au nombre S°{h) de sommets interieurs de Th

Soit alors

VhN = \ i ï u(r9 z , 9 ) = X « i * f r z ) *"* > U n h t R h > n ^ O e t u O h e R h

On vérifie que

VhN ci V (5 2)

et que l'espace VhN est de dimension égale a S(/i) + 2 JV x X°(
Le problème approché est alors défini par

Trouver ühN e VhN tel que

ühN9 vhN) = L(vhN), WhN e
f

J

D'après (5 2) et la 7-ellipticité (2 6) de la forme sesquilinéaire b, on a le
résultat classique suivant (voir Ciarlet [5], p 104)

THÉORÈME 5 1 Le problème approché (5 3) admet une solution iïhN unique
et il existe une constante C > 0 telle que

II ö - «wv IIK < C II M - ^ | |K (5 4 )

pour tout vhN e FftiV, où iï est la solution du problème (2 4)

Pour estimer l'erreur || iï — iïhN \\v entre la solution iïhN du problème appro-
che (5 3) et la solution iï du problème (2 4), il suffit donc de savoir construire
une approximation convenable rhN iï de iï C'est ce que l'on va faire dans le
paragraphe suivant
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Remarque 5 . 1 : Dans le cas bidimensionnel où Q est le disque unité de R2,
l'ouvert Qa coïncide avec l'intervalle ]0, 1[. La variable z n'intervient plus du
tout et les résultats des §§ 2 et 3 sont encore vrais.

La famille de triangulations Th devient alors simplement une famille de
subdivisions de l'intervalle ]0, 1[ telle que

0 = ro(h) < Tl{h) < r2(h) < - < rp{h) = 1

avec
fe = max {rJ+x{h)-rj(h)).

On demanderait alors qu'il existe une constante C > 0 telle que

V i W c
r}(h) ^

Les résultats des paragraphes suivants sont encore vrais dans ce cas (il serait
facile de les démontrer directement). •

6. PROPRIÉTÉS DE L'OPÉRATEUR D'INTERPOLATION Uh

Soient Z = {cp G C°{Çla) : cp = 0 sur Ta} et h > 0 donné. Nous définissons
un opérateur Tlh : Z -> Rh de la façon suivante : si © G Z, Tlh cp est la fonction
de Rft qui coïncide avec (p en tous les sommets de Th.

L'opérateur Tlh est appelé opérateur d'interpolation de Lagrange,
Soit KeTh donné; on rappelle que Pt(K) est l'ensemble des fonctions

définies sur K qui sont des polynômes de degré < L Soit Zx l'ensemble des
noeuds de K tel que Zx soit (Pj(K)-unisorvant (voir Ciarlet [5]). Supposons
que K soit un élément fini de Lagrange de degré /. On définit alors un opérateur
d'interpolation local

tel que
(IÏK q>) {Q}) - 9(0,) pour tout Q} e LK .

Si / = 1, ZK se compose des 3 sommets Qrj = 1, 2, 3 de K et si / = 2, ZK se
compose, en outre, des 3 milieux des côtés (QJ)9 j = 4, 5, 6 du triangle K.)

On remarque que, pour / = 1 on a

(Le cas / = 2 sera traité essentiellement au § 10.)
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Nous allons établir quelques résultats préliminaires. Soit Qo un sommet
de la triangulation Th situé sur Fo. Soient ( X , ) ^ ^ ^ les triangles de Th qui
ont Qo pour sommet. La famille de triangulations Th étant régulière il existe
un nombre No indépendant de h tel que;0 ^ JV0.

On notera SQo le polygone défini par

S Q o = U Kt.
1 ^ 1 ^ JO

On suppose que les triangles Kt çtKl + l sont adjacents pour 1 ^ i ^ j0 — 1
et on note Il s cp la fonction continue définie sur SQo dont la restriction à
chaque Kl9 i = 1,..., j coïncide avec IIKi cp où CD s C°(SQo}.

LEMME 6.1 : On suppose que la famille de triangulations (Th)h est régulière.
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction u appartenant
à ^ I /2(SQ 0 ) OÙ QO 6 Fo est un sommet de Th, où k = 2 dans le cas d'éléments
finis de degré letoùk = 3 dans le cas d'éléments finis de degré 2, on ait :

I u - n S Q o « |fll(Sob) < ch"-3'21 u k- ( S Q o ) (6.2)

et, si, en outre, u est nulle sur To,

|| r-^iu - nSflo u) |L2(Se , ^ Ctf-1 | « !,-^SQo; (6-3)

Démonstration : On place momentanément l'origine en öo pour simplifier
les notations de la démonstration. Trois cas distincts peuvent se présenter :

à) Qo e r 0 \ d r 0 et ; 0 ^ 3.

On peut définir un élément S de référence de la manière suivante :

§ = { (f, z) : 0 < r ^ 1 , - 1 < f < 1 }

i = l

OÙ

Kr est le triangle de sommets (0, 0), (0, - 1) et (1, - 1),
KJo est le triangle de sommets (0, 1), (0, 0) et (1, 1),
Kt est le triangle de sommets (0, 0), (1, mt), (1, ml+1)
où

^ 4 - 1, 2 < i ^ 7 0 .
Jo ~
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On posera dans la suite Qo = (0, 0), Qx = (0, - 1), QJ0 + 1 = (0, 1) et

ft = ( l ,»0 2 < i^j0 (cf.fig.6A).

-1 Figure 6.1.

Pour tout i e { 1, ...S7O } on note Ft l'unique application affine qui envoie
le triangle Kt sur le triangle Kt et FSQ l'application de S sur iSQo telle que

SQQ I*.

b) Q o e r o \ 3 r o e t ; o = 2.
On choisit l'élément de référence S égal au triangle de sommets (0, — 1)

(1, 0) (0, 1). Cet élément sera divisé en deux triangles K± et K2, Kx étant le
triangle de sommets (0, 0) (0, — 1) (1, 0) et K2 son complémentaire {cj.fig. 6.2).

+1

-1

K2

Figure 6.2.

Si 70 = 1 la définition de S est évidente.
Si j 0 ^ 2, on définit 5 par

et

et

§ = {(r, z) : 0 ^ r < 1 , 0 < f < 1 }

S = U Kt où « ! est le triangle de sommets (0, 0), (1, 1), (0, 1)

Kt, pour 2 ^ i ^ j0 est le triangle de sommets (0, 0), (1, m(), (1, mI+ J
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Jo + 1 - i
m, = io -

On posera pour la suite Qo = (0, 0), Ql = (0, 1) et Q.t = (1, m,) pour
^ i < ; 0 ( c / / W . 6.3).

+1 ÏTI2

m3

+1 Figure 6.3.

On notera encore F, l'application affine qui envoie le triangle Kt sur le
triangle Kt et FSQ^ l'application de S sur SQo telle que

FsQo li. = f, •

Dans la suite de la démonstration on ne distinguera plus les trois cas ci-
dessus.

L'application FSQ : Q -• Q qui transforme S en SQo est telle que si g e K}

avec

(puisque Q e Kp on a 0 ^ X ^ 1, 0 ^ Y ^ 1 et X + Y < 1), alors son
image par F S Q est donnée par

(6.5)yn _|_ vn

Soient (r, z) les coordonnées de Q et (r, z) celles de g, on va montrer qu'il
existe une constante C indépendante de h telle que

(6 6)

où d(SQo) désigne le diamètre de Sôo.
En effet, la famille de triangulations (Th)h étant régulière, il existe une cons-

tante C indépendante de h telle que si (rJ9 z3) sont les coordonnées de Qp on
ait

1 (6.7)

pour tout; e { 2, . . . , j 0 }.
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D'après (6.4) et (6.5) on a en particulier

437

Yr

Yr
J+i

J+1.

Dans le cas où 2 < ; ^ j 0 — 1 (et j 0 > 3), on a r3 = fJ+ x = 1 d'où

r = X + 7 .

D'après (6.7), on a d'autre part

et

d'où (6.6).
Dans le cas où j = 1 (le cas j = j 0 se traiterait de façon analogue) on a

r1 = pj = 0, de sorte que

r — r 2 r
d'où (6.6).

Soient alors wetw deux fonctions telles que

w(Ô) = W(FS Q Q

On vérifie que w e Wl^p(SQo) équivaut à w G ̂ P ( ^ ) e t c l u e d'autre part

n^ ( w = n K i w, î < Ï < j 0 .

On définit l'opérateur II sur S par

ne = îQ}.
Soit Bt la matrice de l'application Ft : Kl -* K„ on peut écrire en utilisant

(6.6) et les formules de changement de variables

f{
JKi \

^-(u~ nSou) dr dz

Cd(SQo) s u p (|| B r 1 ||2 | d e t B t \)\Û~ Û û \2
w{/î

{È)
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Puisque la famille de triangulations (Th)h est régulière, (voir Ciarlet [5], p. 120),
on obtient

| u - U S Q Q U \2
wlfî{SQo) < Cd(SQo) \ Û - Û Û \2

W{À{È). (6.8)

D'après le théorème 4.7, W\f2{Ê) Q. C°(S). L'opérateur Et est donc bien
défini sur W\>2

2{Ê) et, en particulier, / - i l est continu de W\f2(S) dans
W\f2{S)pouxk = 2 ou 3 :

\Û-ÛÛ\wlAiS) < C\\Ûi\wiî{È) (6.9)

Comme, d'autre part,

on déduit du corollaire 4.2 que, dans (6.9), quitte à changer la constante C, on
peut remplacer au second membre la norme || û Ww^liè) P a r ^a semi-norme

I û \wUiSY
Or, en utilisant une nouvelle fois (6.6), on obtient

d'où, puisque la famille (Th)h est régulière

h2h"2

I " \hàs) ^ <~ J^—^ I u \~w^2isQo) •

Finalement à l'aide de (6.8 ), (6.9 ) et (6.11 ), on a démontré que

| u - USQ U \w[fliSQ) ** Chk~l | u \W^2{SQ)

(6-11)

c'est-à-dire (6.1).
De même, en appliquant le corollaire 4.2 (avec X = H1 (S) ce qui est loisible

d'après la remarque 4.1), on obtient :

I « " n 5 Q o u \2
W{SQQ) ^ C \ Û - Û Û \HH§) < C | û l2,^ . ( 6 . 1 2 )

On en déduit (6.2) à l'aide de (6.10) en tenant compte du fait que la famille
{Th)h est régulière.

Enfin, si, en outre, u est nulle sur Fo, u — I1SQ U l'est aussi et puisque
u — nSQo u est dans l'espace Hl(SQo), u - USQ U est dans l'espace IA^SQ^

d'après le corollaire 4.1 ; il est alors légitime de considérer

R A I R O Analyse numénque/Numerical Analysis



PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 4 3 9

Grâce aux formules de changement de variables et à (6.6), on a encore :

^ Cd{SQoY
l sup | det Bt | || r"2{Û - ÛÛ) \\lHÈ) • (6.13)

Puisque û - Ûû est nulle pour f = 0 et que û - Ûû est dans l'espace H1 (S)
on peut appliquer le corollaire 4.1 : il existe alors une constante C > 0 telle
que

|| r V2(Û - ÛÛ) yiè) ^ c i a - ÛÛ \HH§). (6.14)

De (6.10), (6.12), (6.13) et (6.14), il s'ensuit :

^ Cd(SQoy
2 ( s u p | d e t Bt \) s u p (|| Bx \\lk \ de t Bt I " 1 ) | u \2

W^SQQ) .

On en déduit (6.3) en tenant compte du fait que la famille {Th\ est régulière.
C.Q.F.D.

LEMME 6.2 : Si la famille de triangulations (Th)h est régulière, il existe une
constante C > 0 telle que si K e Th9 K nT0 = 0, et si u e W\f2(K) (où
k — 1 est égal au degré des éléments finis utilisés), on a :

u - UK u \wl/2{K) < Chk~l | u

où k ^ 2.

Démonstration : On a

| u - IlK u \w\f2{K) < C sup {Jr) | u - TlK u \Hl{K) (6.15)

et, d'après les résultats classiques de Ciarlet-Raviart [5],

| u - UK u \HHK) ^ Chk
K~l | u \Hk{K]. (6.16)

D'autre part, on a

i n f v ^ ) I u \wï,î(K) • ( 6 - 1 7 )

Soit r0 = inf r ; puisque la famille de triangulations (Th\ est régulière on
K

peut démontrer qu'il existe une constante C > 0 indépendante de h et de K
telle que

ro^C/ î i C ; (6.18)
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on en déduit que

sup (Jr) (infy^V1 ^ (r0 + hK)^2 r^2 < (l + A - ) < C (6 19)

où C > 0 est indépendante de h et de K
Finalement les inégalités (6 15) à (6 19) nous donnent le résultat désiré

C Q F D

De façon analogue, on démontre le

LEMME 6 3 Si la famille de triangulation {Th)h est régulière, alors il existe
une constante C > 0 telle que si K eTh, K n To = 0 , et si u e W\f2(K)
(où k — 1 est égal au degré des éléments finis utilises), on ait

|| r-u2(u - UK u) \\LHK) < Chk~x | u \WÎ22{K)

où k > 2

Démonstration En procédant comme ci-dessus, on a

r-ll2(u - nK M) ||iHJ0 ^ c(^VA ' II « - nK « \\L2

d'où

hk
K\u\Hk(K)

^iu - UK u) \\L2{K) ^ cfmîr) \k
K\u \w>/i{K) (6 20)

\ K /
Si r0 = inf r, on obtient, en utilisant (6 18) et (6 20),

K

u - UK u)
LHK)

d'où le résultat •

Nous rappelons maintenant un lemme démontré dans [7], qui nous per-
mettra d'estimer des termes du type || \|/ ||L2(na\nah) pour \|/ appartenant a
W\ 2(Qa) Par souci de commodité pour le lecteur, nous en donnerons la
démonstration

LEMME 6 4 SI la famille de triangulations (Th)h est régulière, il existe une
constante C > 0 telle que pour tout u e W*'2(QJ, on ait

) ^ Ch II u H*n2(na) ( 6 2 1)
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Preuve
Puisque la partie courbe de la frontière Ta se trouve a une distance b > 0

de Taxe r = 0, il suffît de montrer que, pour tout ue H1(Qa\Bb\ (ou
Bb = {{r,z)eQa 0 < r < b }, on a

Ch\\u (6 22)

et de remarquer que si v est dans l'espace W\ 2(Qa\ alors v appartient a

Soit K un triangle de la triangulation Th tel que K n Ta = { Q^ Q2 }
et soit 0 l'ouvert borne de frontière formée par le segment QXQ2 et par la
portion de Ta d'extrémités öi e t Ö2 (c/ fis 6 4)

r2

- • Figure 6.4.

Alors© est de la forme

0 = {(x, y) e U2
 a i < x < b l 9 ft{x) < y < f2(x) }

ou fx et f2 appartiennent a C° 1([a1, fcj)et ou

0 < /2(x) - /x(x) < Ch2
K

(ou C > 0 est une constante indépendante de h et de K )
Nous poserons T2 = {(x, /2(x)) x e [als fej }
Si u appartient a C ̂ Q), on a

u(x, 3;) - u(x, f2(x)) - ^ - (x, r)

d'où

+2, dt

et, par Cauchy-Schwarz

\u(xiy)\
2 ^2
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d'où, en intégrant en x

du
u(x, y) |2 dx ^ 2 || u |||2(r2) + 2 Ch\

By
(6 24)

Par densité, (6 24) est encore vérifiée pour u appartenant à ff *(0) En
intégrant (6 24) en y, on a .

I u \ h m ^ 2 Ch\ || u \\lHYl) + 2C2h*K\u | J 1 ( e ) (6 25)

L'mégahté (6 22) s'obtient en écrivant que Qa\flah est (à un ensemble de
mesure nulle près) une réunion disjointe d'ouverts du type© C.Q.F D.

PROPOSITION 6 .1 : Si la famille de triangulations (Th)h est régulière, il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout u e Wj^QJ n W\)l(OJ,

| u - Tlhu \wl/2iQa) ^Ch\\u \\wU{Qa) (6 26)

et telle que, pour tout u e W\)\{Çla) n X^/f (Qfl), on ait, en outre,

|| r~V2(u - Uh u) \\LHaa) ^Ch\\u \\w2 2{Qû). (6 27)

Démonstration . Remarquons que, d'après la proposition 4 1, toute fonction
u de X1

1/|(Qa) est à trace nulle sur Fo.

• Si Çïah = Qa, la proposition 6 1 est alors une conséquence directe des
lemmesó. 1 à 6 3.

• Si Qah / ^ a , il nous faut encore majorer les expressions

| u - Uh u |»Ki/l(«tt\ftah> et || r~m{u - n„ u) |

Puisque la partie courbe de la frontière Ta se trouve à une distance b > 0
de l'axe r = 0 et que Tlh u = 0 sur Qa \Qa h , cela revient à majorer

et II u

Ces dernières estimations sont une conséquence directe du lemme 6 4.

Orientation : Pour obtenir une estimation d'erreur optimale dans le cas où u
appartient à H2(Q\ nous allons devoir recourir à un opérateur Ph de type
« projection-interpolation », introduit par Clément [6] Dans le cas où u appar-
tient k H3(Q), ce n'est pas nécessaire et nous recommandons au lecteur
pressé de se reporter directement à la remarque 8.1.
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7. RAPPEL DES RÉSULTATS DE CLÉMENT

On va définir dans ce paragraphe un opérateur Ph :

qui ne sera pas, contrairement à l'opérateur Uh, un opérateur d'interpolation,
et qui nous servira à établir une estimation d'erreur optimale dans le cas où la
solution u du problème (1.1) est seulement dans H2(Q).

Dans ce paragraphe on supposera que la famille de triangulations (Th)k

est régulière. On appellera Eh l'ensemble des sommets Q de la triangulation Th,
I,h l'ensemble des S(h) sommets Q de Th qui ne sont pas sur la frontière Ta

et Z° l'ensemble des S0(h) sommets intérieurs de Th. On rappelle que si Q
est un sommet de Th, SQ désigne l'ensemble réunion des triangles K de Th

qui ont Q pour sommet.
Étant donné un point Q de Eft, il existe une unique fonction <\>Q appartenant

à C°{Qah) telle que

i) VKeTh, ^ „ e P J X ) ;

ii) <|>Q(e) = 1 ;

in) V f i ' e £ f c , Q'±Q, 4>Q(Ô') = 0.

Remarquons que SQ est précisément l'intersection du support de <\>Q avec

On remarque également que Rh est l'espace vectoriel engendré par les S{h)
« fonctions de base » <j>Q, Q e Y,h et que R® est engendré par les S°(h) « fonctions
de base » <\>Q, Q e Z°. On notera d(SQ) le diamètre de SQ.

Figure 7 .1 .

Rappelons enfin que puisque la famille de triangulations (Th)k est régulière,
il existe des constantes Cr > 0, C2 > 0 et M > 0 telles que, si SQ = \J Kt

où Q appartient à £/l9 alors
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Soit Q e t,h donné, on appelle alors PQ : L2(SQ) -• P1(Se) l'opérateur de
projection orthogonale sur l'espace PX(SQ). Par définition, on a pour
VEL2(SQ):

{v - FQ Ü, p)L2(SQ) = 0 , Vp e PX(SÖ).

On rappelle le résultat suivant (Clément [6]).

(7.2)

LEMME 7.1 : II existe une constante C > 0 teWe gwe, pour tout u e Hq(SQ) où
SQ est le support d'une fonction (j)Q, Q e Ëh, on ait :

« ~ PQ U \HHSQ) (7.3)

où 0 ^ q ^ 2 et 0 < /c sg q.
On notera JB̂ ° l'intérieur de la réunion de tous les triangles de la triangulation

Th qui touchent Fo.
On définit également Bh comme l'intérieur du fermé

{ K e Th : K n 5J ^ 0 } .

(Autrement dit, Bft est la réunion des supports des fonctions de base §Q asso-
ciées aux sommets de la triangulation Th qui sont dans B£.)

Figure 7.2.

On posera

= supr, (7.4)

On a alors le

LEMME 7.2 : Soit (Th)h une famille régulière de triangulations. Alors il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout u e W1j2

1/2(Bh{h)% on ait :

I u Ll1/2(Bg) ^Ch\u | ^ L j / a ( B l l l h ) , ( 7 . 5 )
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et

l"lL2-1/2(Bh) < C h I « \WLUB1IW) (7 6)

où

Bm = {(r,z)eaa:O<r<l1(h)}

Démonstration : On ne démontrera que l'inégalité (7 6), l'inégalité (7 5) se
démontrant de manière analogue.

On va subdiviser Bll{h} en rectangles

R = {(r ,z) :0 < r < Z^fc), c, < z ^ rfA }

tels que

cl,{h) ^ L h ^ d h - c h ^ ChQi)

où c > 0 et C > 0 sont des constantes indépendantes de /i. (Autrement dit,
on construit une triangulation de Bli{h) formée de rectangles.)

Pour démontrer (7 6), il suffit alors de montrer

I « \L2-1/2(R) < C h \ u l ^ i j / 2 ( 5 ) (7 7)

Soit alors £ le carré ]0, 1[ x ]0, 1[ du plan (f, f) On introduit pour tout
rectangle R, l'application affine F^ qui transforme R en R ; F^ s'écrit

= AX + b où X = (r, f)

"/JA) 0 \

0 L ^
Si w(X) = U(FR(X)), on vérifie (comme dans Ie lemme 6 1) que :

et où A est donnée par la matrice

En procédant comme dans la fm de la démonstration du lemme 6 1, on
obtient {cf. (6 13) et (6 14)) :

II r'12 u \\hCR) < C&W)- 1 | det A | || r 1 / 2 « ||£a(A). (7 8)

Puisque û appartient à Wlj\j2(R\ û est dans l'espace X\>f\(R) et donc
M = 0 sur r = 0; on peut donc appliquer le corollaire 4 1 et il existe une
constante C > 0 telle que :

II î~m û \\L2iR) ^ C \ Û \H1(k) ^ C \ û \ w i Uk). (7.9)
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En retournant sur l'élément R, on a :

I û &bUA) ^ C | det A r 1 h(h) \\A H2 | u \fr_Uk) (7.10)

(7.7) est alors une conséquence directe de (7.8), (7.9) et (7.10). C.Q.F.D.

Nous définissons à présent l'opérateur Ph

Pour v G L2(Qa), on définit

(7.11)

où les scalaires vQ sont définis à partir de l'opérateur PQ par

vQ =(PQV)(Q)

et où E^1 désigne le sous-ensemble de Z° des sommets de Th qui n'appartiennent
pas à la bande B^0. De cette façon, la fonction Ph v est identiquement nulle
sur B® ; d'autre part, Ph v est nulle sur Tah.

THÉORÈME 7.1 ; Soit (Th)h une famille régulière de triangulations. Alors il
existe une constante C > 0 telle que, pour tout ue Wbf/2{^a) o Hj(Qa), on
ait :

\\u - Phu ||Li1/2(na) <Ch\u \wl'l/2iaa) •

Preuve ; On va distinguer plusieurs cas :

1) Si K c Bjj, alors, d'après (7.11), on a : Fh M = 0 sur K et, d'après le
lemme 7.2,

\\u- Phu \\Ll1/2{Boh) = || u ||L!1/2(rf) < Cfc | u IFKL.Î/2(BIICM) • (^-l2)

2) Si iC ci Bh\B®, alors on peut supposer que le sommet Q1 de K est
dans 2?,° ; Ph u s'écrit alors

3
p
h
 u

 \K = Z UQ, ^ Q , ?
i=2

en convenant que wQ[ = 0 si Qi $ Z^.
On a donc

\ \ u - P h u \\2
Llu2iK) < C^|| M | | h W ï ( J 0 + £ | MQi |

2 || <|>Qi | | h 1 / l W ^ . (7.13)
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Or

( 7) nQl\\hw < Cfc£ (sup £) • (7.14)

Si Qt i Y.\, on a wQi = 0 et sinon, grâce au lemme 7 .1 , on obtient :

d'où

I PQ. « \ÎHK) < C\(™P r) II " Wb-u*n + d(Saf (S
S

UP
 r ) I u \wl--UsQ,)\ •

(7.15)

En passant sur un élément fini de référence K et en utilisant l'équivalence
des normes sur l'espace P^K), on aboutit à l'inégalité :

Les majorations (7.13) à (7.16) donnent :

II u - Ph u ||£il/2(JC) ^ c(\\ u \\h_il2{K) + £ ( s u p i ) iïsup r) \\ u \\hi/2(K) +
\ i=2 \ K ' / \ \ K /

D'où, puisque ( sup - ) [ sup r ) < C,

V K rJW J

Finalement le lemme 7.2 et la propriété (7.l)i) entraînent, en sommant
sur les triangles K cz

« - PH « H h ^ a x a g , < ^ 2 | u \2
w,.fn{BlHh)) - (7.17)\w,.fn{BlHh)) -

3) Si X c(: Bh, alors, en désignant par (ôi)i^ là3, les 3 sommets de K, on a :

3
Ph u

 \K = X Ud, $Q>

OÙ «Qi = o si e ^ s i-
voi. 16, n° 4, 1982
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a) Si K n Ta = <f>9 si K n Ta = 1 côté de K, ou bien si X n Ffl = { Öi }
tel qu'il existe un triangle K1 e SQi avec Kl nTa = 1 côté de Kl9 alors on
peut écrire, d'après Clément [6, théorème 1 et inégalité 7]

et par conséquent,

u-Phu \\2
Lli/2iK)

W

i

Ch2(inîr) ' £ fsup r) | « |

d'où, puisque ( inf r | sup r ) ^ C, on déduit
V* / \s J

u~Phu \\hi/2{K) ^ Ch2( g | u |SrL.î/2(SQi)^ • (7.18)

b) Si i C n T a = { 6i }» tel Qu'il n'existe pas de triangle KleSQi avec
ICj n Tfl = 1 côté de Kt ou bien si K n Ta = { Ql9 Q2 }, alors K est un
triangle voisin de la frontière courbe de Qa.

On a :
3

Ph u \K = Z MQ. ^Q.

où uQi = 0 si Qt $ £];.
On supposera que Q3 n'appartient pas à Ta ; si Q2 est sur Fa, alors uQl = 0

et K n Fah = Qi Ô2-
On a, en tenant compte du fait que Q.ah est à une distance b > 0 de Taxe

r = 0 :

3

t = l

| | £ a ( K ) 1=2
(PQi u) (Q.) - ttût |2 II <()ôi ||

2
2(K) 1

J
d'où, avec le lemme 7.1,

- Pfc u \\lil/2{K) u \2
HHSQi) + / i2 | uQi | 2

3

i = 2
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Si Qi i rflî grâce au lemme 7.1, à (7.1) et à (7.16), on a :

| (PQl u) (Qd - uQt |
2 ^ Ch^U PQlu-u \\tHK) +\\PQiu-u | |*2 ( J K )] ^

^ C(\ u \2
HHSQi) + | u \2

Hl(SQt)) ( 7 . 2 0 )

et si Q2 e Ta, on a :

\(PQlu)(Q2)-uQ2\ = \PQlu(Q2)\. (7.21)

Si Q2 G Ya, on notera x1 le segment QXQ2 ? sinon xL c= 3Qah désignera le
côté d'un triangle Kx vérifiant la relation :

Q1ex1 cz Kx c 5Ö1 ;

(7.19) et (7.21) nous montrent qu'il nous reste à majorer || PQi u ||L«(Tl).
En utilisant le lemme 4 de Clément [6], on peut écrire :

h K l I PQl » \IHU) < C(hK> I u \ h M + \u-PQlu \2
LHKi) +

+ h l \ u - PQi u \ 2
H H K l ) ) .

D'où, à l'aide du lemme 7.1, d'une inégalité inverse et de (7.1), on déduit :

i PQl u | £ . ( t l ) < C(fc<V | u |£2(T1) + | u \2
HHSQI)) . (7.22)

Or, d'après (6.24)

fcxV I « l i ^ o < CfcKl | u\2
HHBi) (7.23)

où@ j est l'ouvert borné de frontière formée par xx et la portion de Ta comprise
entre les extrémités de TX. Les majorations (7.19) à (7.23) nous donnent enfin

u-Pk* n£i1/a

ui
4) Finalement, puisque Ph u = 0 sur Q a \Pö f t et que Qah est à une distance

b > 0 de l'axe r = 0, le lemme 6.4 nous donne :

II u - pk u \\hl/2iaa\aah) < C/z2 || u ||^^ /2(aa) • (7-25)

On obtient enfin la majoration du théorème 7.1 par sommation des majo-
rations (7.12), (7.17), (7.18), (7.24) et (7.25). •
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THÉORÈME 7 2 Soit (Th)h une famille régulière de triangulations Alors il
existe une constante C > 0 telle que, pour tout

u e Wl2
m{Çïa) n HJ(Qfl) n W2J(Qa),

on ait

I w - pft « Iwi^n.) ^ CMll w IL 1 ï/2<n.) + II w 11^(0 . ) )

Démonstration Remarquons tout d'abord qu'on a les inégalités suivantes

<Ch\u\w^i/2{Biiw) (7 26)

et
I M IfKÎ/̂ BH) < Cfc | M |„,i ï/2(Bll(l0) Ü 27)

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 7 1,
c'est pourquoi nous ne la ferons pas en détail Comme dans la démonstration
du théorème 7 1, on distingue plusieurs cas Les cas 1), 2), 3) a) et 4) se trai-
tent comme pour le théorème 7 1, en utilisant les résultats de Clément [6,
théorème 1, lemme 4 et inégalité 7], le lemme 7 1, les majorations (7 26) et
(7 27) et le lemme 6 4

Par souci de commodité pour le lecteur, on traitera ci-dessous le cas 3) b\
on considère donc un triangle K vérifiant

• soit K n Ta = { <2i } tel qu'il n'existe pas de triangle Kie SQi avec
Kn Ta = 1 côté de Kl9

• soit KnTa = {Ö1.Ö2Ï

Si on reprend les notations du théorème 7 1, alors Ph u \K s'écrit

3
Ph u

 \K = Z UQt ^Q. O U UQt = ° S1 Ô, t £ j
1 = 2

En procédant comme dans la démonstration du théorème 7 1, on obtient

\u-Phu \^K) ^ cïh2 g | u \2
HHSQJ + || PQl u | | i . ( t i )l (7 28)

Grâce au lemme 4 de Clément [6], on a, en outre

hKl I ̂ e , " \IH,Ù < C(fcXl | u |£J(ti) + | u - PQl u

+ h 2
K i \ u - PQi u \2

HHKJ
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d'où, à l'aide du lemme 7.1, de (7.1) et d'une inégalité inverse, on déduit

il PQx « 112-( t l, ^ C ( h ^ | u \lHzi) + h l \ u \2
HHSQi)). (7.29)

Or, d'après (6.24) et (6.25), on a

V / I u \bM ^ ChKi | u \2
HH@I) < ChlX\ « fi.(r,) + I « l^(®,)] (7-30)

où F j désigne la port ion de Ta comprise entre les deux extrémités de xx.
Les majorations (7.28) à (7.30) donnent enfin :

u-Phu \l\fl{K) ^ Ch2 £ | u \2
HHS , + | u |̂ (@1) + | u \2

HHri) . C.Q.F.D.

8. CONSTRUCTION DE L'OPÉRATEUR rnN

En vue d'étudier les propriétés d'approximation de l'espace VhN introduit
au § 5, nous allons étudier l'opérateur rhN : -V -> VhN défini de la façon sui-
vante :

{rhNu)(r9z9Q)= ^ ujr,z)ë* (8.1)i)

avec

| n ^ n , si | n | ^ l

"h 1 P , Wn, si 2 < | n | ^ N .

Quant au domaine de définition ^ de rhJV il peut être choisi de la façon
suivante :

<T= {us V : 3 w e i f 2 ( Q ) n H j ( Q ) avec

u(r, z, 9) = u(r cos 0, r sin 0, z) } .

THÉORÈME 8.1 : Si (Th)h est une famille régulière de triangulations il existe
une constante C > 0 te//e que, Von ait, pour toute fonction u appartenant à
Hl(Q) n iîJ(Q) avec / = 2 OM 3,

/ + /z) || u ||HI(Q) . (8.2)

Preuve : Soit

u N ( r , z ,6 )= X «„(r.z)^"9

où les fonctions Mn(r, z) sont les modes de Fourier de u (voir § 3).
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On a

II u - rhN ü \\y ^ || ü - uN \\y + II iïN - rhN ü \\v ,

de sorte qu'il suffit d'estimer séparément les deux termes.

1° Estimation de \\ iï — uN \\v

(8.3)

On a

Z
n\>N

u„(r, z) em

(ü-üN)=

2

+

r ( du

Tr r 'Z

ïjv)

2

^ N

\dQ =

-2k y l y, \2kl n
2 dun

SI

d'où en multipliant par r dr dz et en intégrant sur Qa

CN

2

H

-2k V r,2kl / 2
dr

De même, on a

— u„ emd

et

2it J
1 d , „

dun • (8.4)

R A I R O Analyse numénque/Numencal Analysis



PROBLÈME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMÉTRIQUE 4 5 3

d'où

«S AT" I n (8.5)

Finalement, les majorations (3.5) et (3.8) montrent que si u e H2(Çl\ on a :

D'autre part, si u e H3(Q) les formules (8.4), (8.5) et les majorations (3.17)
et (3.22) montrent que

2° Estimation de \\ % — rhN ü \\ y

On a

~ rhN ü -

d'où

2K

(un(rs z) - unh(r, z)) e
inB

II

En multipliant par le poids r et en intégrant en r et z, on obtient :

^ : ( % - rhNu)

Ch1

- 2 71 MB -

«Jîk-u iJ < cfe2 n « «à.(H)

où l'on a appliqué successivement la proposition 6.1 (pour | n | < 1), le
théorème 7.2 (pour | n | ^ 2) et les majorations (3.4), (3.5) et (3.8)i) qui
sont vraies pour u e H2(Çl).

La définition (2.3) de la norme V montre que pour achever la démons-
tration du théorème, il reste à démontrer que

Ch2\\u\\2
H2iQ). (8.6)
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Or on a

et
1
r

ô

d
dQ(u

B. MERCIER,

* " rhN «) = ]

rhNu)
2

= 2 7
H

G. RAUGEL

r (in) (MB - «„J é
< JV

[ n [ ̂  N

1

7 K -

O n majore en premier lieu les termes | n | = 1, à l'aide de la proposit ion 6 . 1 :

i
I

R | « | = 1

Ensuite, on utilise le théorème 7.1 qui montre que

E n2

On déduit alors des majorations (3.4) (pour | n \ — 1) et (3.3), (3.5), (3.8)i)
(pour | n | ^ 2) que si u G H2(Q), on a

Z(un ~ Unh)

d'où (8.6) et le résultat. C.Q.F.D.
Remarque 8.1 : Si Ton définissait rhN par

on obtiendrait seulement

+ hN) || t/ ||H2(n)

En revanche, si ueH3(Q), on obtiendrait toujours

II S - rhN Ü \\y ^ C ( N ~ 2 + h ) \ \ u \\HHn). (8.7)

En effet, dans la démonstration précédente, seule changerait l'estimation de

u\\l
d _

^ ( % - rhNu)

. (8.8)
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Or, les deux premiers termes du second membre sont toujours majorés par
Ch2 si ueH2(Q) d'après la proposition 6.1 et la majoration (3.4).

Mais d'après la proposition 6.1, on obtient seulement la majoration sui-
vante pour le troisième terme

n2 | un a ) . (8.9)

Donc si ueH2(Çl\ d'après (8.9) et (3.4), on obtient seulement l'estimation

2

Ch2 N2 . (8.10)

En revanche, si ueH3(Q), les majorations (3.11), (3.19), (3.21) et (3.4)
montrent que

«e Z

et donc, grâce à (8.9), on obtient l'estimation

1 d _
Ch2 || u \\2

H3{n)

(8.11)

(8.12)

d'où (8.7).
(L'avantage de cette démonstration pour le lecteur qui n'a pas lu le § 7

est qu'elle ne fait pas appel aux résultats de Clément.) n

9. ESTIMATION D'ERREUR DANS LA NORME DE H

Un corollaire immédiat des théorèmes 5.1 et 8.1 est que, sous les hypo-
thèses du théorème 8.1, si la solution u du problème (1.1) est dans Hl(Çl),
avec / = 2 ou 3, alors

1~l + h)\\u | U (9.1)

pu iïhN est la solution du problème approché (5.3).
Dans ce paragraphe nous montrons que sous certaines hypothèses supplé-

mentaires que nous expliciterons, on a

- v «H
1-' + h)(N-1 + h) I| u ||HI(Oa). (9.2)
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Pour établir restimation (9.2) on procède alors de la façon suivante. On
remarque en premier lieu que

(9.3)

Soit alors w e F la solution du problème adjoint

Vue F, b{v,w) = (vj)â. (9.4)

Si le problème adjoint de (1.1) est régulier, i.e., si l'application :

(où w est l'unique solution de

VveV , a(v, w) = L(v))

est un isomorphisme de L2(Q) sur H2(ÇÏ) n F, on a, en posant

w(r cos 9, r sin 9, z) = w(r, z, 0)

|| w || 2 ^ C || ƒ II ~ (9 5)

Comme d"autre part (voir 2.4) et (5.3))

b(u - uhN9 whN) = 0 , VWfcjv G VhN ,

on déduit de (9.4) que

(ü — ïïhN,f)fi = b(u — uhN, w — vvftiV)

et

| (« - «wv, ƒ)« I ̂  c II « - ühN Wv II w - whN ||^ . (9.6)

Or en appliquant (9.1) à w (avec / = 2), on a

-1 + fc ) l |w | | l i a ( û ) . (9.7)

Finalement (9.3), (9.5), (9.6) et (9.7) montrent que

II « - i^v II H ^ C(N~1 + fc) || u - uhN \\y

d'où (9.2), grâce à (9.1).
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10. GÉNÉRALISATION AU CAS D'ÉLÉMENTS FINIS DE DEGRÉ 2

On suppose pour simplifier que la méridienne Qa est un polygone convexe,
de sorte que Qah = Qa et Tah — Ta. Dans le cas où Ton utilise des éléments
finis de degré 2, l'espace Rh est défini comme l'ensemble des fonctions
wh e C°{Qa) dont la restriction à chaque triangle KeTh est un polynôme
de degré ^ 2, et qui s'annulent sur Ta.

(Dans le cas où Qa ne serait pas un polygone, il faudrait utiliser des éléments
finis isoparamétriques, ce qui alourdit beaucoup les notations.)

On peut choisir comme degrés de liberté pour l'espace Rh les valeurs aux
sommets et aux milieux des côtés des triangles K de Th qui ne sont pas situés
sur la frontière Ta.

L'opérateur d'interpolation de Lagrange 11^ est alors défini de la façon
suivante : pour cp e Z (voir § 6), ïlh <p est la fonction de Rh qui coïncide avec ©
en tous les sommets et en tous les milieux des côtés des triangles K de Th.

Figure 10.1. — Degrés de liberté de l'espace Rh dans le cas d'éléments finis de degré 2.

L'opérateur d'interpolation local

= n, \K

a déjà été étudié au § 6 (voir lemmes 6.1 à 6.3 dans le cas k = 3).
Les résultats obtenus sont résumés dans la proposition suivante :

PROPOSITION 10.1 : Si la famille de triangulations (Th)h est régulière, il existe
une constante C > 0 telle que pour tout u e Wf^QJ n W{jl{Qa)

u-Uhu \ (10.1)
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et telle que, pour tout u e W^^QJ n X\^(Çï^, on ait, en outre,

1 r-^iu - Uh u) \\LHQa) ^Ch2\u \wî}iiQa). (10.2)

Preuve : L'inégalité (10.1) est une conséquence directe du lemme 6.1
(cf. l'inégalité (6.1)) et du lemme 6.2 appliqués avec k = 3. Remarquons que,
d'après la proposition 4.1, toute fonction u appartenant à X\}l(Qa) est à
trace nulle sur To ; l'inégalité (10.2) découle alors immédiatement des lem-
mes 6.1 (cf. l'inégalité (6.3)) et 6.3 appliqués avec k — 3. C.Q.F.D.

On aura besoin en plus du résultat suivant :

LEMME 10.1 : Sous les hypothèses de la proposition 10.1, il existe une cons-
tante C > 0 telle que pour tout ue Wblj2(Çïa) n W^KQJ, on ait

|| r-V2(u - Uh u) \\LHaa) ^Ch2\u \w2.*2fM . (10.3)

Preuve : Démontrons, en premier lieu, que si Qo G F O est le sommet d'un
triangle X de T,,, on a :

II r - v \ u - USQou) \\LHSQO) ^ C h 2 \ u \wi.UsQo). (10.4)

Avec les notations du lemme 6.1 et grâce aux majorations (6.13) et (6.14),
on obtient :

r'1/2(u-Us u)\\2
LHSQ)^Cd(SQo)-

l( sup

(10.5)

Or I — IÎ est un opérateur continu de H2(S) dans H1 (S) s'annulant sur
l'espace P2(S); on a donc la majoration classique :

\ û - U Û \2
HHÈ) ^ C \ Û \2

H2{à) ^ C \ Û \ 2
w i , U è ) . (10.6)

En revenant à l'élément SQo, on obtient alors

I « lJk-î/l(S) < C d(SQo) sup (| det B, r 1 || B, ||4) | u \^USQ ,. (10.7)
1 ^ i ̂  jo

De (10.5), (10.6) et (10.7), on déduit (10.4) en tenant compte du fait que
la famille (Th)h est régulière.

Avec des techniques analogues à celles utilisées pour les lemmes 6.2 et
6.3, on montrerait que, si K est un triangle de 7\, tel que K n To = 0 ,
on a :

|| r-^{u - UK u) \\lHK) ^Ch*\u \2
wi,UK). (10.8)lHK)
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La majoration (10.3) s'obtient alors par sommation à partir des majorations
(10.4) et (10.8). C.Q.F.D.

On peut enfin énoncer l'analogue du théorème 8.1, pour l'opérateur rhN

défini par

(rhNu)(r,z9B) = £ (Uh un) (r, z) einQ.

THÉORÈME 10.1 : Si la famille de triangulations (Th)h est régulière, alors il
existe une constante C telle que Von ait, pour toute fonction u appartenant à

h2) || u

Preuve : L'estimation du terme || ü — üN \\v est la même qu'au théorème 8.1
(cas / = 3), et nous donne

fi- CN~2 \\u \HHSl) '

Pour estimer le terme || iïN - rhN ü \\v, on utilise la relation (8.8). On a
alors

8 ,~
uN - rhNü)

Ch* || u \\2
HHSl)

d'après la proposition 10.1 et la majoration (3.10).
Enfin, pour majorer le troisième terme (voir (8.9))

1 d .„ _
- 3 9 k - rhNu) = 2n

\n\iN
-Aun-nhun)

on applique d'une part la proposition 10.1 et la majoration (3.10) aux pre-
miers termes | n \ = 1 ou 2 :

- (un - Uh un) un \2
whî{na) ^ Ch* II u \\2

HHÇÏ)
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et d'autre part le lemme 10.1 et les majorations (3.11), (3.19), (3 21) aux
termes d'ordre I n I ^ 3 :

-(«„ - Uhun)
2

it

u H J 3 ( n )

d'où le résultat. C.Q.F.D.

On en déduit avec une modification convenable des définitions de l'espace
VhN et du problème approché (5 3) que si iïhN désigne la solution obtenue
par éléments finis de degré 2 en (r, z) et séries de Fourier en 6 et que si la solu-
tion u du problème (1.1) est dans H3{Q), on a

Des arguments similaires à ceux développés au § 9 montreraient que, si le
problème adjoint au problème (1.1) est régulier, on a

II 5 ~ uhN ||H < C(N'2 + h2) {M'1 + h) || u \\HHn).

On pourrait bien entendu généraliser à d'autres types d'éléments finis et
monter en degré (mais il faudrait dans ce cas établir des majorations analogues
à celles du § 3 lorsque u e Hk{Q) avec k ^ 4).
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