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RESOLUTION D'UN PROBLEME
AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE
PAR ELEMENTS FINIS EN r, z
ET SERIES DE FOURIER EN ¢ (*)

par B Mercier (1) et G RaUGEL (%)

Communique par P G CIARLET

Resume — On montre que pour resoudre un probleme tridimensionnel a svmetrie axisymetrique,
en coordonnees cylindriques 1, z, on peut utiliser une methode d’elements fimis standard, en supposant
seulement que la famille de triangulations, destinee a trianguler la meridienne du domane considere,
est reguliere

On generalise ensuite a des problemes ou seul I'ouvert est axisymetrique Pour representer la
dependance eventuelle de la solution en 0, I’angle azimutal, on utilise un developpement en serie de
Fourier tronque a l"ordre N

Abstract — We study the approximation of three-dimensional problems with cylindrical symmetry
in polar coordinates r, z We show that one can use standard finite elements, by assunung only that
the family of triangulations used 1s regular

We generalize to problems whet e only the domain has cylindrical symmetry To take into account the
variation of the solution with respect to 0, we use Fourier set1es truncated at the order N

INTRODUCTION

Pour résoudre le probléme de Pélasticité dans un ouvert axisymétrique,
avec un second membre (la charge extérieure) quelconque (non nécessairement
a symétrie cylindrique), une méthode bien connue des ingénieurs consiste a
développer le second membre en séries de Fourier

Les modes de Fourier de la solution (le déplacement) sont alors calculables
en résolvant autant de problémes bidimensionnels (en général par la méthode
des éléments finis)

(*) Requ en octobre 1981

(*) Mathematiques Appliquees C E A, Centre d’Etudes de Limeil, BP 27, 94190 Villeneuve-
st-Georges

(%) Laboratowre d’Analyse Numerique, Umiversite de Rennes I, Campus de Beaulieu,
35042 Rennes Cedex
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406 B. MERCIER, G. RAUGEL

Nous nous intéressons dans ce travail a un probléme elliptique quelconque
posé sur un ouvert axisymeétrique, les coefficients de 'opérateur n’étant pas
nécessairement constants (comme dans le cas du probléme de I’¢lasticité).
Un tel découplage mode par mode n’est bien entendu plus possible et la réso-
lution du probléme est plus coiiteuse.

Mais on est ainsi en mesure de résoudre une classe plus vaste de problémes :
en effet beaucoup de problémes posés sur des ouverts quelconques peuvent se
ramener par changement de variables a des problémes posés sur des ouverts
cylindriques. Bien entendu, si les coefficients de 'opérateur sont constants pour
le probléme initial, ils ne le sont plus pour le probléme posé¢ dans I'ouvert
cylindrique, d’ott lintérét de cette étude.

Notre étude montre en particulier que pour résoudre des problémes a symé-
trie cylindrique on peut utiliser des méthodes d’éléments finis (en , z) standard,
en supposant seulement que la famille de triangulations est réguliére.

Ce résultat contraste avec ceux de travaux antérieurs (Bendali [3]) ou des
fonctions singuliéres sont prises en compte dans les fonctions de base des
éléments finis, et les maillages font intervenir des éléments a cotés paralleles
aux axes.

Le plan de ce travail est le suivant :

Le probléme a résoudre en coordonnées cartésiennes.

Passage en coordonnées polaires.

Décomposition en séries de Fourier.

Rappel des propriétés de certains espaces de Sobolev avec poids.
Description de 'espace approché et du probléme approché.
Propriétés de opérateur d’interpolation II,.

Rappel des résultats de Clément [6].

Construction de I'opérateur r,y.

Estimation d’erreur pour la norme de H.

. Généralisation au cas d’¢léments finis de degré 2.

00NNk w

—
o

Notations :

Dans les §§ 1-2 on note les dérivées partielles avec un indice inférieur ; par
exemple u,, = 0°u/dx dy. A partir du § 3 on revient a la notation classique.
En outre on dénotera pour § = { B, B, }

6 P!y ,
DPu=—57m ou IBl=B +B,.

R A.1 R O Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE 407

1 LE PROBLEME A RESOUDRE EN COORDONNEES CARTESIENNES

Soit Q un ouvert axisymétrique de R* de frontiere I' On veut résoudre le
probléme variationnel

a(u, vy = L(v), YveV (11D
ouV = H{(Q)

® a(u,v) = J (uy, uy, u,)e ot (v, vy, v,)* dx dy dz
Q

o o/ = /(x,y,z) désigne une matrice 3 x 3 de coefficients telle qu’il
existe o > 0 avec

Re&*.o/(x, y,2).5 = aE*.E,VE e C>, {x, 9,2} €Q, 12
(ou &* designe la transposée du complexe conjugué du vecteur colonne §),
o L(v) = J So* dx dy dz (ou v* est le complexe conjugué de v)
Q

L’hypothese (1 2) entraine immédiatement que la forme sesquilinéaire a est
V-elliptique

Rea(w,v) = alv|Z,VweV, a3
ou

1/2
foly, = (J (v >+ 1o, 1> + |, Iz)dxdydz>
o

est la norme de V
Sife H '(Q),le probléme (1 1) admet donc une solution unique u € H(Q)
On supposera que f appartient a I'espace L*(Q), pour simplifier Dans la
suite, on supposera souvent que la solution u considérée est dans I'espace

H*(Q)

(Rappelons que s1 fe L?(Q), la solution u de (1 1) est dans H3(Q) N V,
s1 les coefficients de .o/ et I'ouvert Q sont suffisamment réguliers (voir Grisvard
[11], Necas [12] )

2. PASSAGE EN COORDONNEES POLAIRES
Soit S, le cercle unité de R? paramétré par
T,=]1—-mn+7n]-3S,
0 - eze
Soit Q, = R? la méridienne de I'ouvert axisymétrique Q

vol 16, n° 4, 1982



408 B. MERCIER, G. RAUGEL

SoitQQ =Q x T,.
A toute fonction u définie sur Q on peut associer une fonction # définie sur
Q) par la formule

ti(r, z, 0) = u(r cos 6, r sin 6, z)

pour r,zeQ,0eT,. (Siu est continue, & est par conséquent continue et
périodique de période 2  en 0.)
D’apres la formule de changement de variables

J | u(x, y, z) |* dx dy dz :J | #(r, z, 8) |* r dr dz d6
Q 0]

on voit que 'image de L2(Q) est I'espace
H={i:r"?iel*Q))}

muni de la norme

1/2
||ﬁ||g=<j |ﬁ(r,z,6) |2rdrdzd6> . (2.1
Q
D’autre part, on a, pour r # 0,

u, = cos@ i, — sin GG 179)

&
]

, = 8in 0 i, + cos 0 G 179>
de sorte que

1/2
Ll s(f U 2+, + |, |2)dxdydz>
Q

SICE

1/2

2
+ Iﬁzlz)rdrdzd9> ,

lu
e
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PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE 409

Comme
I uliggy = (I u 72 + | u 132 (2.2)

on en déduit que I'image de H'(Q,) (ou Q, désigne 'ouvert Q privé de I'axe
r = 0), est lespace

W = {ﬁeﬁ ;a,,a,,%a‘,eﬂ}(l).

Comme I'axe r = 0 est de capacité nulle dans Q, W est aussi 'image de H }(Q).
D’autre part I'image de V est I'espace

V={ieW:a=0surl, x T,}

a

ouI', est la frontiére de la méridienne Q, (axe r = 0 exclu).
On munit W de la semi-norme

Ly z(ﬁ(lw "
Q

qui est une norme sur V.

Par passage en coordonnées cylindriques r, z, 9, le probléme variationnel
(1.1) est ainsi transformé en un autre probléme variationnel : trouver i €V tel
que

~

1
7 Yo

2 1/2
+ |ﬁz|2>rdrdzd9) . (2.3)

b(#@i, B) = L(b) VeV (2.4
ou la forme sesquilinéaire b est donnée par

*
b(@, 3) = j <a,,%a9, az).g.(a,,%ae, 5) r dr dz do 2.5)
Q

avec
% = R* AR

ou R est la matrice orthogonale 3 x 3 :

cos® — sinb 0
R =|sin 96 cos 0 0
0 0 1

(!) La dérivée par rapport a 0 est prise au sens des distributions périodiques, et donc toute
fonction de W cst périodique en 6, de période 2

vol 16, n° 4, 1982



410 B. MERCIER, G. RAUGEL

D’autre part on a :

L) = J fo*rdrdzd.
s}
On déduit immédiatement de (1.2) que
Re (M*.4(r, z,0).m) = an*.n, YneC3{rz0}eQ,
et que la forme sesquilinéaire b est V-elliptique :

Reb(@,0) > a |52, VieV.

(2.6

~

Les résultats suivants nous donnent en outre des caractérisations des images
des espaces H*(Q) et H3(Q).

LeEMME 2.1 : On a la formule suivante

J(luxx|2+|uw12 +luy P+ 20w P+ 20w, P+ 2] u, I?)dxdydz =
Q

~ 1. I 1. 1|7 ~
= | (1 2 fae |+ | s faf +inr+
o
1 2
+ |5 +l17tzz|2\)rdrdzd9
| /
pour tout u e H?*(Q).
LEMME 2.2 : Soient
2
AEJ %ﬁro—%ﬁo+—3ﬁeoe v dr dz do
a7 r
B = lﬁ +£~ —217 2rdwlzd@
- a r rrd r3 (] }’2 r9
2
CE[ —%uee+l2u,99—lzt~,+lﬁ,, rdr dz do
& r r r

alors on a

J (s P 3 [ thyy 1P+ 3y 2 + |y, P) dx dy dz =
Q

Q

=j | @, ?rdrdzdd + A+ B+ C.

R AIR O Analyse numénique/Numerical Analysis



PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE 411

En particulier, st u e H3(Q), les trois quantités A, B et C sont fimes. En outre,
ona

j (e P + 2 10y, 2 + [y, 17) dx dy dz =
Q
=J <Iarrz|2 + 2
o

J (e 17 + 1ty P+ |0, P) dx dy dz =
o

=j (Iﬁ I+
a

La vérification (technique) de ces résultats est laissée au lecteur. Les for-
mules (2 1) a (2.3) et les deux lemmes 2.1 et 2.2 permettent en pratique de
caractériser les images par I'application u — i des espaces H2(Q) et H3(Q).

Nous nous servirons de ces résultats au § 3 suivant pour majorer les normes
des composantes de Fourier de #i lorsque u est dans H?(Q) ou dans H3(Q).

2

+ 1.

ﬁ“zee + -,

1.
7“}‘29 - ;2‘“29 r

2
)rdrdzd@ < 4+ o

et

2

1.
; U9

+ Iﬁzzzlz)rdrdzde < + .

3. DECOMPOSITION EN SERIES DE FOURIER

Toute fonction @i e H peut étre décomposée partiellement en séries de
Fourier de la fagon suivante

ii(r, z,0) = % u,(r, z) e 3.1

avee

w(r,z) = TIEJ ii(r, z,8) e do .

Les fonctions u, sont appelées modes de Fourier de u
Définissons 'espace

R={w:w=wrz),r"?wel*Q,)} = L},(Q,)

12
fwlg = <j | w(r, z) | rdr dz) .
Q,

mumn de la norme

vol 16, n° 4, 1982



412 B MERCIER, G RAUGEL

On verifie immediatement que les fonctions u, € R et que

lalg=2n ) lulg <+ o (32

neZ
De méme on verifie que (voir (2 3))s1ii e W, alors

P

HﬁII%EMZ‘i( )<+oo (3 3)

I

et par consequent
u, € X12(Q,) ={weR r'?DPwel?Q) B! =1r""wel*Q)}
pour n # 0, et
uo € Wi5Q,) ={weR r?DPwel?Q,)|B|=1}
Solent
X{3@,) = {we X{2@,) w=0surl,}
Vf/}jﬁ(ﬂa) ={weW}iQ,) w=0surl,}

S1 éieV,onaii =0 sur, x Ty, on en deduit que

u,=0 sur [,

de corte que st ife ¥ on 2,
u, €X13(Q,), pour n#0,
uo € WiAQ,)
A Taide du lemme 2 1, on peut alors caracteriser les modes de Fourier de ,
lorsque u € H?(Q)

LemMmE 3 1 Sotent ue H*(Q) et ii(r, z,0) = u(r cos §, rsm 6, z) Alors les
modes de Fourier u, de i verifient (en plus de (3 3))

*u, |? u, |2 %u,, || - G 4

— — —-— o0
; or* |r oroz || | 02 IR

1 0u, |?
S o9
n R

10u 12

2| Lou, 1

Il Tt | <t (3 6)
10, n* |?
; 7-5;-—’—‘2-1/1,,R<+OO 37

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE 413

COROLLAIRE3 1 Stue H?(Q), alors on a

10u, ||?
2 n
Inéz n iy oy . < 4+ (3 8)1)
2
21 < + o 3 8)u
|né2 2 (3 8)u)
2
2l <+ (3 8)m)
nez R

Preuve du corollaire 3 1 Pour | n| > 2 on vérifie que

, 16 1Y
SR AU

On en déduit que

Lou, ||> 16 1\2| 10u, |?

n|Z2 ’ ror R<~9‘|n|zzzz<ln|*m> r or R 39
Or

QM—iymhlﬁM_il_LG%_ﬁO

|n|]r or or P2 " nl\rdr 2"

entraine
ORI R LN R YL

| 7| r or lig ror 2", n2|;6r 2 " g

d’ou (3 81)gracea (3 9),(3 6)et(3 7)
D’autre part on a

n—1 ([ 1 0u, 10u, 1
v R A T T

d’ou 5 5 R s |10 2
u 1 0u n | 1o0u, 1
2 2 I < " _ | = — = !
(n DAl = oS 2 “ = —~ U, . + G 3 iR
Comme pour |n| =2
(n* =12 > %n“

vol 16 n° 4, 1982



414 B. MERCIER, G RAUGEL

on en déduit avec (3 6), (3 7) que

2
<2y (P -1y
R In{=2

2

< + ®©
R

P ] U
”

2

U,
r

\n]=2
d’ou (3.8)n).
Enfin (3 8)m) découle immédiatement de (3 8)u) et de (3 3). C.QF.D.

Enfin, 4 'aide du lemme 2. 2, on peut caractériser les modes de Fourier de #,
lorsque u € H3(Q).

LEMME 3.2 : Sotent ue H3*(Q) et ii(r, z, 0) = u(r cos 0, r s 9, z). Alors les
modes de Fourier u, de i vérifient (en plusde (3 3)d (3 7))

Pu, | Bu, |? Pu, |? Bu, ||?
n —_n " z 3.10
Z(H Fre R+‘ a7 9z | x H6r022 R+‘ o2 R><+°° (3-10)
10%u, ||
Z,,: r 0z |z
1 %u 1 ou |?
20 __®»_ _ "
};n rordz r* oz R<+oo (3-12)
1 0%u, n*ou, |?
g ¥oroz 20z R<+oo (3.13)
| 1 . |2
SianZe L+ 2mu,| < +w (.14)
n r2 ar 7'3 n R
10%u, 2 du 2 2
2 n “ n
S eE T e | <t G 15)
10%u, 1+ n*du, 2n%> |2
Llsem T T <t (3 16)
COROLLAIRE 3 2 .Siue H3Q),ona
2
In;"z n® r_; . < 4+ © 3 17y
2
Yl 2l <+ (3.17)m)
nel R
W 1o, |?
Ings n ;—2' or X < + o© (318)
1 0%u, |2
2| 2% %
P 77 | < 4+ 0. (3.19)

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE 415

Preuve du corollaire 3.2 : On a

2 2

2
<2
R

3 nou,

r or

s ol 300
(n +2n)r2 "o | .

u"
(n* + 2 n)r—2

Comme n® < (n® 4+ 2n)%, Yne Z, on en déduit (3.17) grace & (3.14) et a

(3.8).
D’autre part, en posant
10%u, 20u, 2
"Sr e P2 or Bt
b 10%u, 1+ n?du, 2n?
S i A A
_30m w42
Cu r2 ar r3 Uy, s
on a
n? -1 1 n?* — 1\ ou
a —b -2 L 2) _ Oty _
w12 rz( L +n) 6n2+2>6r
n* — 1n?® — 40u,

comme, pour | n| = 3,

P i V)

n* + 2
ona
2 2 2
n* ou n? —1
w—=| < 3a,—3b, —65——c,
=3 v or | {Fs n? +2 "

<C<z lalf+ T Ib0;+ % ucnu,%)<+oo

[n]=3 n[=3

d’aprés (3.14) a (3.16), d’ou (3.18).
Enfin, on a

b, 1\ 1%, 1 + n? 1 du,
'”'“"‘|n|‘<'""m>7ar2 +< )

d’ou

n* — 110, b, n?—110u,
B T R T RN T

vol. 16, n° 4, 1982



416 B. MERCIER, G. RAUGEL

comme, pour [n| = 2,0n a

on en déduit

|

1%, ||?

r Or?

1 Ou,

2 —_—
r2 6r

2
)
d’apres (3.15), (3.16) et (3.18) cette quantité est donc bornée si u e H?*(Q)
d’ou (3.19). C.QF.D.

. 1
<C. % (whalh bl

R |n|23

In|23

COROLLAIRE 3.3 : Siue H3(Q), ona

1 6u, (?
4 - n
o n i + @ (3.20)
1 0%u, |I?
2 n
s Ol el e . < 4+ (3.21)
1 2
n* | =DPu, | < + . (3.22)
IBI=1 neZ r

(La démonstration de ce résultat est analogue & celle du corollaire 3.1)

4. RAPPEL DES PROPRIETES DE CERTAINS ESPACES DE SCBOLEV AVEC POIDS

Le point générique x de R? sera noté : x = (r, z) et le point générique de R
sera noté simplement x = r.

On désigne par R”, 'ouvert de R" suivant : { xe R":r > 0} pourn = 1, 2.
(RL sera souvent noté R,.)

Soit ¢ un ouvert de R",, de frontiére 00 lipschitzienne.

DEFINITION 4.1 : Soient le N,aoeR et peR tel que : 1 < p < + co.
(i) On désigne par Wh2(O) Pespace

W (0) = {ue2'(0):*DPuel?(0),0< |B| < I}
muni de la norme

1/p
Il u "W;.p(@) = (n:lz;l [ Dby ”ZP((!))

(ii) On désigne par X:P(O) Pespace
X0)={ue2'(0): » " DPyeLr0),0<|B| <!}

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE 417

muni de la norme

1Bl <t

1/p
Hunx;w(z I “-"*'Df*uuzw) - "

e Les espaces W4P(0) et X P(0) ainsi définis sont des espaces de Banach et,
dans le cas p = 2, ce sont des espaces de Hilbert.

e Si O est un ouvert borné et si la distance de @ a I'axe r = 0 est strictement
positive les espaces WP(0) et X!P(©0) coincident avec I'espace de Sobolev
ordinaire W P(0O).

En utilisant les inégalités de Hardy on démontre aisément les résultats
d’inclusion suivants : (cf. [4], [8], [9]).

THEOREME4.1 : Pour le N*, 1 < p < + o0, on a les inclusions algébriques
et topologiques :

1) SicxeRavecoc+l<00ul<a+%,alors

S

WeRY) o WL P(RY) pour j=0,1,..,1.

(i) SiaeRavec0 < o +l< l, alors

S

WEARYL) o W P(RY) pour j=0,1,. I:oc + %j'

ou I:oc + ;] désigne le plus grand entier positif ou nul strictement inférieur d

o+

|

Grice a des démonstrations longues et essentiellement techniques, on obtient
les résultats de densité suivants ([4], [9]) :

THEOREME 4.2 : Soient le N, aeR et pe R tel que 1 < p < + oo, alors
(@) Sil=1,2(R") est dense dans XLP(R™).
1

(@) Sil = 1, 2(R") est dense dans W5P(R", ) pour o + P <Ooul<a+

=

() Sio + —;— > 0, D(R") est dense dans WLP(R").

On introduit maintenant un domaine borné Q, de R”, dont une partie de la
frontiére est sur I'axe r = 0. Plus précisément, si n = 1,0, désignera un

vol 16, n° 4, 1982



418 B. MERCIER, G. RAUGEL

segment ]0, af ou a > 0;sin = 2, ), désignera un domaine borné a frontiere
lipschitzienne tel que :

Q=Quvo

ou Q] est un trapéze dont une des bases est contenue dans I'axe r = 0, ot la
distance de ¢ a 'axe r = 0 est strictement positive et ou Q} N b= @.

Soit T'hy =0Q,n{r=0}T,=0Q,\I,.

Donc pour n = 2, Q), aura la forme suivante, par exemple :

4

|
'R
n‘ai &
\! > Figure 4.1.
P
DEFINITION 4.2 : Soit pe Rtel que : 1 < p < + o0, on désigne par
Whr(Q,) et X}?(Q,) les espaces :

Vi’j”’(ﬁa) ={ueWy?Q,) :ujr, =0}
et

X1rQ) = {ue X2?@Q):ulp, =0}. m

LeMME 4.1 : Soit D une demi-droite de R%: ayant pour extrémité I’origine 0 ;
soit O la mesure de ’angle orienté formé par I’axe z = 0 et la demi-droite D
(— m < 0 < n). On désigne par C, (respectivement Cg,) I"ouvert

{(rnz2)eR% 1z < r.tgb}

(respectivement Pouvert { (r,z) e R} :z < r.tg8 + L }).
SoitleN,aeRetpeR, 1 < p < + o0.0naadlors les propriétés suivantes :

(i) Si ue WLP(C,) (respectivement X2P(C,)), alors u, € WiP(Cy,) (respecti-
vement X 'P(Cy,)) ou

w(r,z) =ulr,z — A),A > 0.

En outre, quand A tend vers 0, u, tend vers u dans W?(C,) (respectivement
X H(Cy))-

(i) Si u appartient @ D(C,) alors P* u appartient & C'(R%) ou P est 'opé-

R.A.IR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLEME AUX LIMITES DANS UN OUVERT AXISYMETRIQUE 419

rateur de prolongement défini par

u(r,z) si (r,z)eC,

P'u)(r,z) = | 1+1 4.1)
> Aulr,(j + 1) (tg8)r —j2)  sinon

et

I+1
Zl (—)Fr =1 pour k=0,1,2,..,1.
F-

En outre, il existe une constante C > 0 ne dépendant que de 1, p, a telle que

L I Plu wiowz)ySC I ullwenc, ")
et

L I P ulxirmey < Cllulxinc, - ()

Démonstration :

e L’assertion (i) est presque évidente. Il suffit de remarquer que si u € L2(C,),
alors /7 u e LP(C,) et, puisque ' u, tend vers r*/” u dans L?(C,y) quand A — 0,
u, — u dans LZ(C,y) quand A — 0.

e On peut vérifier 'assertion (ii) par des calculs un peu longs, mais faciles.
Remarquons que le prolongement P'u de u & R2 est le prolongement de
Nikolskii défini, par exemple, par Adams ([4], p. 84) ou Necas ([12], p. 75).

En utilisant des partitions de 'unité, on déduit du théoréme 4.2 le

THEOREME 4.3 : Soient le N, aoeR et peR tel que 1 < p < + o0, alors
(i) Sil = 1, ’ensemble des restrictions a Q, des fonctions de 2 (R",) est dense

dans X1P(Q,).

(i) Sil = 1, Pensemble des restrictions a Q, des fonctions de Z(R",) est dense

dans WhP(Q,) pour o + _Il; <Ooul<a+ %

(i) Sio + % > 0, 2(Q,) est dense dans W-P(Q,).

Démonstration : Démontrons, par exemple, 'assertion (iii). Dans ce but, nous
montrerons que Iensemble des restrictions a Q, des fonctions de WL?P(R2),

(*) On conviendra que July ,= + % (respectivement |u |  ,= + ®) s
ug¢ WhP(C,) (respectivement u¢ X ?(Cy)).
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est dense dans W.P(Q,). Ensuite 1l suffit d’appliquer le théoréme 4 2 pour
conclure. Nous ne traiterons que le casn = 2.
Rappelons que Q, = Q) U 0 et que

distance (¢, axer = 0)s10 # J 49
| hauteur du trapéze Q! s10 = & “2
On mtroduit alors une fonction o(r) € Z(R) telle que
1 pour |r|< %
o) = 4.3)
0 pour |r|= %g

Soit u e Whe(Q,), alorsu = ou + (1 — o) u.

e La fonction w = (1 — ®) u est nulle pour r < d/2 et appartient donc a
Whe(Q,). Puisque Q, est un ouvert & frontiére lipschitzienne, on peut construire
une suite de fonctions w, de W"P(R2) telles que w, converge vers w dans
W'P(Q,) quand n tend vers I'infini et telles que les fonctions w, solent nulles
pour r < d/4 (voir Necas [12], démonstration du théoréme 3 1, p. 67). Les
fonctions w, appartiennent alors & W:?(Q,) et la suite (w,), .y COnverge vers w
dans WLP(Q,).

a Tl recte 4 constriire une suite de foncts
e 11 reste a construire ung suile ge ionction W

v = ou dans W5?(Q

a
Solent M, 1 < 1 < 4 les 4 sommets du trapéze Q! et soient (r,, z,) les coor-
données du pomnt M. On supposeraquer, =r, = 0,r; =1, # O0etz; > z,

(cf. fig. 4.2).

Figure 4.2.
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Soit (U)), <,<3 un recouvrement ouvert de Q} tel que

U3ﬁM2M3=U3ﬂM1M4=UlﬂM2M3=UZ('\MIM“:Q (44)
et soit (®:)1szs3 une partition de T'unité subordonnée au recouvrement
(U)1 <.<3- On pose alors

v, = O, OU. 4.5)

Puisque v; est nulle pour r > 3 d/4 et au voisinage des cotés M, M, et M, M,
de Q}, on définit, pour n e N, v,, comme le prolongement par 0 de vy a R .

Alors v, appartient 3 WP(R3).
Soit v

~

1 = 1,2, le prolongement par 0 a R? de la fonction #,, i = 1, 2, ou

wn
T4 2) = 0, ou(r,z — 1/n)
Tonlr, 2) = 0, ou(r, z + 1/n).
Pour n assez grand (n > n,), les fonctions #,, sont bien définies. A I'aide du
lemme 4.1, on montre immédiatement que les fonctions v,, appartiennent a

W.P(R%) pout n > n, et que v,, converge vers v, dans W:?(Q,) quand n tend
vers P'infini.

3
Finalement les fonctions v, = Zl v,, appartiennent a8 WLP(R%) pour n > n,

et v, converge vers v dans W.?(Q,) quand n tend vers I'infini. C.QF.D.
Enfin du théoréme 4.1, on déduit le

THEOREME 4.4 : Pourle N*,1 < p < + 00, onalesinclusions algébriques et
topologiques :

(i) StaeRaveca +=<Ooul < « +%,alors

1
p
W (Q,) o WL2P(Q) pour j=0,1,.,1.

J

(i) Sice Ravec0 < o + — < [, alors

1
14
- . 1
WE(Q) o W.PQ,) pour j=0,1,.. [a N 15]
Démonstration : Démontrons, par exemple, ’assertion (i).Nous ne traiterons

que le cas n = 2.
Soit u une fonction de W.?(Q,), alors

u=ou+ (1l —o0)u ol oestlafonction donnée par (4.3).
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La fonction w = (1 — o) u est nulle pour 1 < d/2, donc la fonction w
appartient a I'espace W,/ 7(Q,) pour j = 0,1, et 1l existe des constantes
C, > Oet C > Otelles que

[ —o)ul Wi @, S Ci |- o)u] wirey S Cluliyng, (46

Il reste a considérer le terme v = ou Comme v est nulle pour r > 3 d/4
1l suffit de montrer que v appartienta W,_J ?(Q})pourj = 0, 1, ,leta majorer
la norme de v dans ces espaces Dansce but nous allons définir un prolongement
P!ydeva R? etappliquer ensuite le théoreme 4 1

Avec les notations utilisées dans la démonstration du theoreme 4 3, la
fonction v s’écrit

v = v, + v, + v ou les fonctions v, sont donnees par (4 5)

On note P} v, le prolongement par 0 a R% de la fonction v,

Soit 0, (resgectlvement 0,) la mesure de l'angle orente formé par I'axe
z = 0 et M, M, (respectivement M,M;) On note alors 7, (respectivement )
le prolongement par 0 a C,, (respectivement R% "\ C,,) de la fonction v, (respec-
tivement v,) Finalement on pose

v,(r, 2) st (r,z) € Cq,

Pluv(r,z) = &
100 2) 21 A+ 1) rig8 —j(z—z,)+2,) smon,
=

o
4+

5,0, z), st (r,z) e RA\G,,
Pluy(1t z)= § 1+
2 M0+ Drtgl, —jz—z)+z,) s (r,2)eC,
=1
oulesA,pourl < <! + 1, sont donnés par (4 1)
On peut alors définir le prolongement P! vdeva R2 par

P'v = P{v, + Piuv, + Pjv, @7

Grace a I'assertion (11) du lemme 4 1,1l est clair que la fonction P! v appartient a
W!P(R?)et qu'il existe une constante C > 0 telle que

I Plo | Wir(R) <Clol wirQl) 4 8)

Le théoréme 4 1 nous dit alors que P'v appartient a W' “’([R{ ) pour
0 < j < let quil existe une constante C > 0 telle que

P oy somzy < CUHP' |wise, 4 9)
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Grace aux majorations (4 8), (4 9), on obtient finalement
lolw ey < |l Pl w, @) S Clv gy (4 10)

Les majorations (4 6) et (4 10) nous demontrent le theoreme CQFD

Remarque 4 1 On deduit immediatement du theoreme 4 4 que

Wi3Q,) o L%,,..(Q,) pour tout nombre reele > 0

En particulier, on a

WiiQ) = HYQ,) .

Nous donnerons ci-dessous quelques autres proprietes des espaces de
Sobolev avec poids qui nous seront directement utiles dans les paragraphes
suivants

Soit V(Q,) 'ensemble des restrictions a Q, des fonctions de 2(R".) On a alors
la

ProrosiTION 4 1 L’application uvw yu = u(0,z) de V(Q,) dans 2(T,)
se prolonge par continuite en une apphcation lneaire continue de X 1;5(Q,)
dans L*(T',), cette application est encore notee v et verifie en outre,

Yue X[ 7(Q,), yu=0 dans L*T,)

Demonstration On ne fera la demonstration que danslecasn = 2

S1u e V(Q,), on a eviddemment (yu) (z) = u(0, z) = 0,Vz Soit © la fonction
mtroduite en (4 3) Posons v = ou, le prolongement P! v defini en (4 7) pour
I = 1, appartient a C'(R?) et sannule pour r > 3 d/4, en outre, 1l existe une
constante C; > 0 telle que

P ollxiz@e) < Cy llwlxizon (4 11)
On a, d’autre part,

| (yu) (2) |2

| 00, ) u(0, z) |> = | P* v(0, z) |

3d/4
= — ZJ‘ (P‘u)(r,z)g;(P1 o(r, z)) dr

0

3d/a 1 172 3d/4
Z(J (Po)? - dr) (j ¥
0 r 0

3d/4 1 34/4
gC(J (Plv)z;dr+J r

0 0

N

9 p1
arPU

2 1/2
dr>

2
dr)

— l b
6rP v
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d’ou, avec les notations introduites dans la demonstration du theoréme 4 3,

j | () @) [P dz <

z2
zy 3d/4 1 2z 3di4
<C<J J (Plv)z—drdz-l—j J‘ r
z2 JO r z2 JO

A l'aide de (4 11), on en déduit

oP'yp

=

2
dr dz>

|yt oy < CIIPY D Ixrzme) < Cllullxiyg,

Puisque V(Q,) est dense dans X | 7(Q,), on peut prolonger I'application v,
par continuité, de X {,(Q,) dans L*(I'y) De plus, puisque yu = 0 dans L*(T')
pour u € V(Q,), 1l en est de méme pour u € X, 7(Q,)

PROPOSITION 4 2 Il existe une constante C > 0 telle que, Yue H}(Q,),

uZ 1/2
(JQ dr dz) < Clulma, @ 12)

Demonstration Soit € Z(Q,), alors, par une formule de Green, on obtient

1, _ 10y )
L ;—2-\}/ (r,z)drdz =2 ‘; -;—(.;\lld; dz <

2 1/2 2 172
< 2<J %Y dr dz) <J i’Tdr dz)
.| " o F
d’ou
2

j l2\|/2(r,z)drdz < 4J N dr dz

o, a or
et (4 12) s’ensuit par densite u

COROLLAIRE 4 1 [l existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction
ue H'Y(Q,) vertfiant u |, = 0, on ait

u2 1/2
—2—dr dZ < C i u lHl(Qa) (4 13)
Q, ¥

Démonstration  Soit ue H'(Q,) telle que u |-, = 0 Soit o(r) la fonction
mtroduite en (4 3) Onaalorsu = ou + (1 — 0)uet

[l u H%} (O S C(“ ou “%} @y T |l u "1%11(9,,)) (4 14
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Majorons le terme || ou ||,z - Pusque o est nulle pour r > 3 d/4, 1l suffit
de majorer || ou ;2 1. Posons v = ou; le prolongement P!y, défim en
(4 7) pour | = 1, appartient a H*(R%) et s’annule en dehors d’un rectangle
R, =10,a[x]b,c[oua > 3d/4, b < z, < z, < c. La trace de P! v sur l'axe
{r = 0} est, en outre, nulle et 1l existe une constante C > 0, ndépendante de v,
telle que

i Ply ”H’(Ru) <Clv "H‘(O - (4 15)

S10n apphque la proposition4 24 P! v quiest bien dans H}(R,), on obtient :

I P vl 2, ky < CIP 0 |gig, - (4.16)

Des majorations (4 15)et (4.16), on déduit
Tollizony < TP ol ry < Clvlpe, - ¢.17)

Finalement, grace 4 (4 14)et(4.17),on a :

hu ||L£,(Qa) < Cl I u ”Hl(Qa) (4.18)

Draprés I'mégalité de Poincaré (voir Nécas [12, p. 20]) applicable puisque u
est nulle sur 'y, on déduit de (4.18)

Il Q) = <Cilu ”Hl(n,,) < Clu |H1(Q ) 4 19)
Maintenant on va donner un résultat de compacité. ]

THEOREME4.5 : Sotent 1e N, | > 1; I'mjection de W5}, (Q,) dans W'7}*(Q,)
est compacte.

Ce théoréme est une conséquence directe du
LEMME 4 2 : L'mjection de W};3(Q,) dans L} ,(Q,) est compacte.

Démonstration : On ne fera la démonstration que dans lecasn = 2.
On commence par montrer que s1u € W{;3(Q,), alors
HU2%e e HY(Q,) pour € > 0 fixé.

Eneffet, v = r/2*¢ y e L2(Q,) par définition (Q, est borng),

w _ H1/2)+e Ou
0z

0z e L*Q)
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et

ov ou 1
_— (1/2)+¢ — > ( 1/2)+e 2
== =+ (2 + z,) r u appartient a L*(Q,)

grice a l'assertion (1) du théoreme 4 4 En outre, I'inclusion continue (1) nous
donne l'existence d’une constante C, > 0 ne dependant que de ¢ telle que
Vue W{/%(Qa) ;[ rRTEy oy < G llu Hw{ 2Q,) (4 20)

Soit alors une suite (u,),.n bornee dans W13(Q,), la suite r/2**y, est
bornée dans H'(Q,) pour € > 0, grice au theoréme de Rellich-Kondrachov,
on peut en extraire une suite 2 4, qui converge fortement dans L*(Q,),
par exemple, vers un élément v Et la suite (u,) converge fortement dans
Ly 2)+:(Q,) vers 17 1/27¢y = u En outre, on a

12 12
(J rlu, — TP 2 dr dz> = <J PR Dy — P dr dz)
Q, Q,

@ 21)

d’ou, en utilisant 'inegalité de Holder,

172
(J rlu, —r V2=ey 2 drdz) <
Qﬂ
/r N1 4 /7 14
(], 1 —vi“drdZ) (J r) 4 22)
Q. Q.

1l s’ensuit donc de (4 22), que la suite (u, ) converge fortement

N

1
4
dans L} ,(Q,) vers la fonction u, qui est dans L?,,(Q,) d’apres une megalité
analogue a (4 22) O

Rappelons que P,(€,) désigne I'espace des polyndmes sur Q, de degré
inférieur ou égal a k
On munira I'espace W!?(Q),) de la semi-norme survante

Pour € <

1/p
L lwy pony = < Y ™ DPu "Ep(ga)> st oue Whr(Q,) (4 23)
1

BI=1

THEOREME 4 6 Soit [e N, [ = 0, alors la semi-norme | u lwis: 2@, est une

norme sur I'espace quotient W', *(Q,)| P(Q,) equivalente a la norme quotient

Démonstration  Soit w un élément de Wi} 2(Q,)/P,(Q,) et soit w un repré-

sentant de w dans W1i7,' 2(Q,)
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Ona
[ . 1 t
!] w || Wit = inf || w + 1+12 .
i QIP@) < e Pliwi e,

Evidemment, on a

[Wlwi) < CUW o), -

On veut montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
we Wih2(Q,)/P(Q,), on ait :

l

W

lwii2eyeiey < CIWlpiieg, - (4.24)

Soit N = dim P,(Q,) et soit f,1 < i < N, une base du dual de P,(Q,).

En utilisant le théoréme de Hahn-Banach, on montre qu’il existe des formes

hnéaires contmues sur W]%512(Q,), encore notées f, 1 <1< N, telles que,

VpeP)(Q,), on a : f(p) = 0, si et seulement s1 p = 0. On va montrer qu™l
existe une constante C > 0 telle que :

AI
Voe Wl;/rzl’z(Qa) ’ ” v “ W"Tzl 2(Q,) < C(l v |W'ljzl 2(Q,) + Z |ﬂ(v) l) . (4.25)
1=1

Supposons (4.25) démontré, alors on en déduit que si w est un élément

quelconque de Wi7,'(Q,)/P(Q,) et si on fixe son représentant w par les N

conditions :
Vi, 1<i<N, f(w=0
on a, d’aprés (4.25),
W T wiszqym) < T wilwerg) < Clwiyesg, -

On va démontrer (4.25) par absurde. Si (4.25) n’est pas vérifié, on peut
trouver une suite (), € Wi5;3(Q,) telle que :

o fwiepoy =1
|ty | wiep 2y + l:i; | filu,) | < % (4.26)
La suite (u,), vérifie
VB,IBl=1+1, ImDPu, =0 dans L2,(Q,)fort. (4.27)
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La suite (u,), est bornée dans W17,"2(Q,), donc il existe une sous-suite (u,,)

de Wi1,*(Q,) qui converge faiblement vers u dans Wi7,2(Q,). Ona :

VB, IBl=1+1, lim DPu, = DPu dans L},(Q,)faible. (4.28)

En utilisant (4.27), (4.28) et 'unicité de la limite faible, on en déduit

ie. u e P,(Q,)
Puisque u,, converge faiblement dans W'};-*(Q,) vers u, d’aprés le théo-
réme 4.5, Ia suite (u,,) converge fortement vers u dans W47 (Q,), donc

lim " U — u, “W,lZZ(Qa) =0. (429)

n;—> oo

De (4.26), on déduit que :

wll wirQ,) = 1. (4.30)

De plus, la suite (u, ) converge fortement vers u dans W17,"?(Q,). De (4.26),
on déduit que f(u) = lim f,(u,) = 0. Donc, puisque u € P,(Q,), on conclut

ny—* o

que u = 0, ce qui contredit (4.30).

wiiQ,) = X.
Sout I1 un opérateur linéaire continu de W55 (Q,) dans X tel que

COROLIAIRE4 2 : Soit k=2 ou 3 et X

11
v

nonaro
wr Copulc

I—-Ip=0, VpeP,_,(R,)
alors 1l existe une constante C > 0 telle que pour tout élément u de W55(Q,),

|u—Hu|X<C|u|Wn

1/2

@ - O

Dans la suite, nous définirons I'interpolée de Lagrange d’une fonction u de
W13(Q,); c’est pourquoi nous utiliserons le résultat suivant :

THEOREME 4.7 : Soit le N, | = 2, on a ’inclusion continue
wi@Q,) o C%Q,). (4.31)

Démonstration :

e Laremarque 4.1 nous dit qu’on a l'injection continue :

wWHiQ,) o H'(Q,). 4.32)
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Donc, s1 Q, est un ouvert de R, on dedut I'imjection (4 31) de (4 32) et de
I'njection de Sobolev classique H'(Q,) o C°%Q,)

e S1Q, est un ouvert de R? I'injection (4 32) ne suffit pas et 1l faut faire une
demonstration en plusieurs etapes

1re etape  S1ue Wi3(Q,), alors r/» ¢y e H'(Q,) pour £ > 0 et 1l existe
une constante C, > 0 ne dependant que de € telle que

Vue Wi3Q), 172 ulima, < Clullwiia,) (4 33)

Puisque rV/2*ey appartient a H'(Q,) pour & > 0, r'*/2*¢y appartient a
IHQ,), 1 < g < + oo par mjection de Sobolev et 1l existe alors une constante
C., > 0 nedependant que de g et de g, telle que

Vue WisQ) I M2 u |l yq, < Coglullwize) 4 34)
2¢ etape  On va montrer que pour tout p < 4

WisQ) s Wi (4 35)
Pour cela, 1l suffit de montrer que

WiiQ,) o L§,Q,) pourtoutp, 1<p<4 4 36)

Pour etablir (4 36), on remarque en premier lieu que s1 p < 4, 1l existe des
scalaires s, s et a tels que

W | -

+=-=1 e s>1

e |-

as < 1

s(1 + o) = ps<% + s)

D’apres I'negalite de Holder, on a

1/p 1/ps 1/ps
(Jv vlulPdr dz) < <I A+ |y |Ps dr dz) <J r% dr dz)
Qg Qa Qa

4 37)

Par consequent, s1 ue W}3(Q,), d’apres (4 34) (apphque avec g = ps) le
second membre de (4 37) est borne et u € LY, ,(Q,) d’ou (4 36)

3¢ etape  Soit © louvert de R tel que Q, soit la meridienne de Q

Soit u(#,z) une fonction de C ‘(I_Ea) , on pose alors

i(x, y, z) = ulr, z) = ul /x> + ¥, z) 4 38)
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ou (x, v, z) est un point quelconque de Q. On montre aisément que les dérivées
premiéres au sens des distributions et au sens ordinaire pour la fonction
it comcident sur @ {(x,»,2)e Q. x = y = 0} et qu’il existe une constante
C, > 0 ne dépendant que de p telle que :

L lwing < C,llu ”w:;(sz,,) (4.39)

(en effet, j |0 |Pdxdydz = j v |Prdr dz).
Q Qq

Puisque & (Qa) est dense dans W} €, ), d’apres le théoreme 4. 3, on déduit de
4 39) quesiue W P(Q,), alors e W' "(Q) et il existe une constante c,>0
ne dépendant que de p telle que :

" ﬁ “W‘ P(Q)) < Cp “ u ”W:!Z(Qa) . (4.40)

4¢ étape : Daprés les étapes 1, 2, 3, si ue W1;5(Q,), il existe p, > 3 tel que
#i appartienne a W17 (Q). Mais W% (Q) o C%*Q)pour0 <a <1 — 3

Po
et il existe une constante C, > 0 telle que :

I llcowmy < Cy |  llwi.poqer - (4.41)

Les majorations (4.34), (4.40), (4.41) et I'injection (4.35) nous donnent
I'existence d’une constante C > 0 telle que :

Vue WiB(Q,), [ llcos@m < Cllullweg,

1/2

On en dédut I'injection (4.31). O

5. DESCRIPTION DE L’ESPACE APPROCHE ET DU PROBLEME APPROCHE

Nous supposerons pour simplifier que le domaine tridimensionnel Q a des
faces inférieure et supérieure planes (I'axe de symétrie de Q étant supposé
vertical) et que Q est convexe ().

(*) S1Q a des faces inférieure ou supérieure non planes, on peut facilement adapter les démons-
trations qui suivent En effet les seules difficultés qui se presentent sont d’ordre techmque . 1l faudra
utiliser des éléments finis courbes au voisinage de ',
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La méndienne Q, d’un tel domaine a donc par exemple 'allure donnée par
la figure suivante

' fa

Figure 5.1.

(et vérifie en particulier les hypothéses faites sur Q, au § 4)

Soit k un nombre réel positif destiné a tendre vers zéro On lu1 associe une
triangulation T, vérifiant les conditions suivantes

a) les eléments de T, sont des triangles de diametre inférieur a h,

b) la réunion des triangles de T, forme un polygone Q, < Q, dont la
frontiere contient les cdtés horizontaux de Q, et la partie I’y de I'axe de symé-
trie située entre ces deux cotés,

¢) les sommets frontiéres de Q,, sont situés sur la frontiére 'y U I', de Q,

Un exemple d’une telle triangulation T, est donné sur la figure suivante

4

Figure 5.2.

A chaque h > 0, on associe donc une telle triangulation T,. On suppose
en outre que la famille (T,), de triangulations amnsi constituée est réguliere,
c’est-a-dire qu'il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h, telle que

hK

K

Vh>0, VKeT,,

N

o 51

ol hy et pg désignent respectivement le diameétre de K et le diamétre de la
plus grande boule contenue dans K

11 existe alors une constante o, > 0 indépendante de 4 telle que la mesure
de tous les angles de T, so1t minorée par a,

Autrement dit 1l n’y a pas de petits angles dans la triangulation T,,.
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On ntroduit alors I’espace R, des fonctions w, € C°(Q,) qui sont affines
par morceaux sur les triangles de T, et nulles sur I',, (et prolongées par zéro
dans Q,\Q,,)

L’espace R, est un espace d’é¢léments finis de degré 1 La dimension de
I’'espace R, est égale au nombre S(h) de sommets de T, qui ne sont pas situés
sur la frontiere I' ;.. s

On vérifie immediatement que R, = W1/3(Q,) Soit alors

RY ={w,eR, w,=0sur Iy}
On vérifie que
RY < X{3(@,)
La dimension de R est égale au nombre S °(h) de sommets interieurs de T,
Soit alors

Vv = {{1 ii(r, z,0) = | |Z<N Uy(r,z) ™, u,eRY, n+#0 et ugy, ER,,}
n|x

On vérifie que
Viwe V (5 2)

et que I’espace V, est de dimension égalea S(h) + 2 N x S°(h
Le probleme approché est alors défim1 par

Trouverii,y € V,y tel que
hN hN q } 5 3)

b(@,n, Ohy) = E(ﬁhN) , Vowe Vi
D’apres (5 2) et la V-ellipticité (2 6) de la forme sesquilinéaire b, on a le
résultat classique sutvant (voir Ciarlet [5], p 104)

THEOREME 5 1 Le probléme approché (5 3) admet une solution i,y unque
et 1l existe une constante C > 0 telle que

I — i lly <ClIi— Oy G4

pour tout O,y € V,n, 0l i est la solution du probleme (2 4)

Pour estimer 'erreur || # — #,y ||, entre la solution i,y du probleme appro-
che (5 3) et la solution & du probleme (2 4), 1l suffit donc de savoir construire
une approximation convenable r,y # de i C'est ce que I'on va faire dans le
paragraphe suivant
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Remarque 5.1 : Dans le cas bidimensionnel ou Q est le disque unité de R?,
I'ouvert Q, coincide avec l'intervalle ]0, 1[. La variable z n’intervient plus du
tout et les résultats des §§ 2 et 3 sont encore vrais.

La famille de triangulations T, devient alors simplement une famille de
subdivisions de I'intervalle ]0, 1] telle que

0 =roh) < ry(h) <ryh) < <ry(h)y=1
avec
h= max (r,,(h) —r(h).
o<y y<sp—1

On demanderait alors qu’il existe une constante C > 0 telle que

T+ 1 (h) <

Py S C.

Les résultats des paragraphes suivants sont encore vrais dans ce cas (il serait
facile de les démontrer directement). O

6. PROPRIETES DE L’OPERATEUR D’INTERPOLATION II,

Soient Z = {0 e C°(Q,) : @ = Osur T, } et h > 0 donné. Nous définissons
un opérateur I, : Z — R, de la fagon suivante : si © € Z, I, © est la fonction
de R, qui coincide avec @ en tous les sommets de T,

L’opérateur IT, est appelé opérateur d’interpolation de Lagrange.

Soit K e T, donné; on rappelle que P,(K) est 'ensemble des fonctions
définies sur K qui sont des polynémes de degré < I Soit £y I'ensemble des
noeuds de K tel que Ty soit P,(K)-unisolvant (voir Ciarlet [5]). Supposons
que K soit un élément fini de Lagrange de degré I. On définit alors un opérateur
d’interpolation local

Iy : C%K) - Py(K)
tel que
(M ©)(Q,) = ©(Q,) pour tout Q, €Ty .

Sil =1, Zgsecompose des 3 sommets Q. j = 1,2,3de Ketsi/ = 2, X, se
compose, en outre, des 3 milieux des cotés (Q)), j = 4, 5, 6 du triangle K.)
On remarque que, pour / = 1 ona

Hh(pll( :HK(P

(Le cas I = 2 sera traité essentiellement au § 10.)
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Nous allons établir quelques résultats préliminaires. Soit 0, un sommet
de la triangulation T, situé sur T'y. Sotent (K)), ¢, <, les triangles de T, qu
ont Q, pour sommet. La famille de triangulations T, étant réguliére il existe
un nombre N, indépendant de h tel que j, < N,,.

On notera S, le polygone défini par

Soo = K

11y

e

On suppose que les triangles K, et K, ; sont adjacents pour 1 < 1 < j, — 1
et on note Il;, © la fonction continue definie sur S, dont la restriction a
0 . .
chaque K, i = 1, ..., j comncide avec ITy ¢ ott o € C%(S,,).

LEMME 6.1 : On suppose que la famille de triangulations (T}), est réguliére.
Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction u appartenant
a Wi5(Sy,) ou Qg € Ty est un sommet de T, ou k = 2 dans le cas d’éléments
finis de degré 1 et ou k = 3 dans le cas d’éléments finis de degré 2, on ait :

k—
l u — HSQO u |W:/§(SQO) g Ch ! l u lwi‘ﬂz(sgo) (6 1)

k—3/2
|u — 1_ISQO u |Hl(sQD) < CH7302% u |W§‘,§(sgo) (6.2)

et, si, en outre, u est nulle sur ',

—~
[#))
(9]

~—

2(S .
S

P42 (u — TIg, w) || oy S CH M u

lyk 2 o

Py 1/2\0QD)
Démonstration : On place momentanément l'origine en Q, pour simplifier

les notations de la démonstration. Trois cas distincts peuvent se présenter :

a) QoeT N\l et j, = 3.
On peut définir un élément S de référence de la maniére suivante :

S={#2:0<7<1, —1<2<1}
t R Jo A
) §= VUK,

ou
K, est le triangle de sommets (0, 0), (0, — 1) et (1, — 1),
K ,, est le triangle de sommets (0, 1), (0, 0) et (1, 1),
K, est le triangle de sommets (0, 0), (1, m,), (1, m,, ;)
ou

i—2
2- —
Jo— 2

m

1, 2<i<y,.

13
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On posera dans la suite 9, = (0, 0), Ql = (0, — 1), QJ0+1 = (0,1)et

0,=1U,m) 2<i<j, (cffig.6.1).

A

+1 mJo

et L A
o] [ r

+

K¢ m3
-1 my

Figure 6.1.

Pour tout ie{l,..,j,} on note F, I'unique applicatior} affine qui envoie
le triangle K, sur le triangle K, et F So, I'application de S sur S, telle que
Fso Ik, = Fo

b) Q, €T\l et j, = 2.

On choisit 'élément de référence S égal au triangle de sommets (0, — 1)

(1, 0) (0, 1). Cet élément sera divisé en deux triangles K, et K,, K, étant le
triangle de sommets (0, 0) (0, — 1) (1, 0) et K, son complémentaire (cf. fig. 6.2).

A
+1
A
K2
ol S
K1
-1
Figure 6.2.

¢) Q,edly,

Sij, = 1 la définition de S est évidente.
Si j, > 2, on définit S par

S={(2:0<i<1, 0<z<1}
et
S = K, ou K, est le triangle de sommets (0, 0), (1, 1), (0, 1)
0

1<:1<y

et
K, pour 2 < i < j, est le triangle de sommets (0, 0), (1, m,), (1, m, . ,)
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ou

13

Jo—1
On posera pour la suite Q, = (0,0), 0, = (0,1) et Q, = (1, m) pour
2 < i <Jjo (¢f fig. 6.3).

N
ZA
+1 m2
A
K1 m3
_a--1Mjo
Z—"Kio
0 MY ) Figure 6.3.

On notera encore F, 'application affine qui envoie le triangle K, sur le
triangle K, et Fs, I'application de § sur S, telle que

FSQO g, =F

Dans la suite de la démonstration on ne distinguera plus les trois cas ci-
dessus.

L’application Fy o Q — Q qui transforme S en S, est telle que s1 Q€ K|
avec

Q = XQ] + YQ]"’I (64)

(puisque QEKJ, onald<X<1,0g<Y<1let X+ Y<1), alors son
image par F Seq est donnée par

Q= XQ, + YQ,+1 . (6.5)

Soient (7, Z) les coordonnées de Q et (r, z) celles de Q, on va montrer qu’il
existe une constante C indépendante de A telle que

1 . X
Zd(Sg,) F < < Cd(S,) 7 6 6)

ou d(S,,) désigne le diamétre de S,

En effet, la famille de triangulations (T,), étant réguliére, il existe une cons-
tante C indépendante de h telle que si (r,, z,) sont les coordonnées de Q,, on
ait

1
Zd(Sg) < 1, < Cd(Sg,) (6.7)

pourtoutje {2, ..., j, }.
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D’aprés (6.4) et (6.5) on a en particulier
P=XF + Y,

r=Xr, + Yr,.

Danslecasou?2 < j < jo — l(etj, = 3),ona? =7#,, = 1dou

F=X+7Y.

D’apreés (6.7), on a d’autre part
r< (X + Y)Cd(S,,)
et
1
r= E(X + Y)d(S,,)

d’ou (6.6).
Dans le cas ou j = 1 (le cas j = j, se traiterait de fagon analogue) on a
ry = 7, = 0, de sorte que

r=r,7
d’ou (6.6).
Sotent alors w et w deux fonctions telles que

W(Q) = W(FSQO(Q)) *
On vérifie que w € W4P(S,,) équivaut a w e W.?(S) et que d’autre part
P
My w=1Ixw, 1<i<j,.

On défimt I'opérateur I sur S par
A S
HU = HSQQ v.

Soit B, la matrice de I'application F, : K, — K, on peut écrire en utilisant
(6.6) et les formules de changement de variables

2 —
[u — HSQO u |W},§(SQ°) =

= z r
1<i1<)0 K
f

< Cd(Sg,) sup (I B 'II*[det B, )| a — ITa [ 35 -

1<)

0
a(u - quo u)

2 0
+ ‘a—z(u - I'ISQO u)

2
)drdz<
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Puisque la famille de triangulations (T,), est réguliére, (voir Ciarlet [5], p. 120),
on obtient

|u — HSQ u 'wl,z(sq y < Cd(Sp,) | it — Ia |w,,§(5)- (6.8)

D’aprés le théoréme 4.7, Wi3(S) o C °(S) L’opérateur IT est donc bien
défini sur W”Z(S) et, en particulier, I — IT est continu de WW(S) dans
W12(S)pour k = 20u3:

la — T btz < CLa ey (6.9)

Comme, d’autre part,

I-Mp=0 VpeP, ()

on déduit du corollaire 4.2 que, dans (6.9), quitte a changer la constante C, on
peut remplacer au second membre la norme | @ |y 25 par la semi-norme

L lwt 39 _
Or, en utilisant une nouvelle fois (6. 6), on obtient

R I B, 11> | det B, |"*
| lszs < C sup ( o) ulbise,  (6:10)
It Jjo 0

d’ou, puisque la famille (T,), est régulicre

s h2k 2
ju |;V’f %(S s d(SQ ) I u |W1/Z(SQ )" (6 11)
o

Finalement a 'aide de (6.8), (6.9) et (6. 11), on a démontré que

k-1
|u — HSQO u |W{,§(SQO) < Ch [ u |W‘,‘,§(sgo)

c’est-a-dire (6. 1).
De méme, en appliquant le corollaire 4.2 (avec X = H '(S) ce qui est loisible
d’aprés la remarque 4. 1), on obtient :

lu — I, u 2 HiSg,) S < Cla— I g < Cla |w”2(5~). 6.12)

On en déduit (6.2) a l'aide de (6.10) en tenant compte du fait que la famille
(T,), est régulicre.

Enfin, si, en outre, u est nulle sur I, —Ilg, u I'est aussi et puisque
u— HSQ0 u est dans I'espace H 1(SQ0)’ u— 1'[5 oo U est dans lespace L% 1(8g,)
d’aprés le corollaire 4.1 ; il est alors légitime de considérer

” r‘llz(u — HSQo u) ”LZ(SQO) ’
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Gréce aux formules de changement de variables et a (6.6), on a encore :
-1/2¢,, _ 2
| r 2 (u I, u) "Lz(s%)é

< Cd(Sy,)"" sup |detB,| | # 2@ — Ila)

1<)

15 - (6.13)

Puisque @ — ITi est nulle pour # = 0 et que # — I1i est dans 'espace H'(S)
on peut appliquer le corollaire 4.1 : il existe alors une constante C > 0 telle
que

[ 7742 — 114) |25 < C |6 — T s, - (6.14)
De (6.10), (6.12), (6.13) et (6. 14), il s’ensuit :

H V_llz(u - HsQo M) Hiz(sgo) <

1<) 1<i1<o

<Cd(sgo)-2( sup | det B, |) sup (I B, 17| det B, |™*) | u s, -

On en déduit (6.3) en tenant compte du fait que la famille (T,), est réguliére.
C.QF.D.

LeMME 6.2 : Si la famille de triangulations (T ,), est réguliére, il existe une
constante C > 0 telle que si KeT,, KnTy, =, et si ue Whi(K) (ou
k — 1 est égal au degré des éléments finis utilisés), on a :

k-1
lu = Mg gy < CH70 [k zi
ouk = 2.

Démonstration : On a

= Tl < Csup (/7)1 = Tyt ey (6.15)

et, d’apreés les résultats classiques de Ciarlet-Raviart 5],

|t = Ty t gy < CHCH Lt ey - (6.16)

D’autre part, on a

-1
| gy < (12f\/r_> [ w2 - 6.17)

Soit r, = inf r; puisque la famille de triangulations (T,), est réguliére on
K

peut démontrer qu’il existe une constante C > 0 indépendante de h et de K
telle que

ro = Chy; (6.18)
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on en déduit que

- -1 _ hy
sup «/7) <12f\/;> < (rp + M2 rgt? < (1 + Eh_) C (6 19)

ou C > 0 est indépendante de h et de K

Finalement les mnégalités (6 15) a (6 19) nous donnent le résultat desiré

CQFD

De fagon analogue, on demontre le

LemMme 6 3 St la famille de triangulation (T,), est reguliére, alors 1l existe
une constante C > 0 telle que ss KeT,, KnT, =, et st ue Wi/,(K)

(ouk — 1 estegal audegre des eléments finis utilises), on ait

| 712w — Mg ) |2y < CH71 u byt 2k
ouk =2

Demonstration En procedant comme ci-dessus, on a

|| 2w — T u) "LZ(K) (mf\[) u— g ullp2g

-1
< C(lnf r) R | u | ey
K

-1
| r= 12w — Mg u) |20 < C<1féfr> i |t lws 3k

dou

S1r, = inf r, on obtient, en utilisant (6 18)et (6 20),
K

) hg
| 7722 = Ty u) oagg < CH 1<Ch )'“'sz““

d’ou le résultat O

(6 20)

Nous rappelons maintenant un lemme démontré dans [7], qu1 nous per-
mettra d’estimer des termes du type || ¥ || 20 \q,, POUr V¥ appartenant a
W' 2(Q,) Par souct de commodite pour le lecteur, nous en donnerons la

démonstration

LEMME 6 4 Si la fanulle de triangulations (T)), est réguliére, 1l existe une

constante C > O telle que pour tout u € W'3(Q,), on ait

| u ||L2(Q.,\sza,,) S Chlu Ilwl 2(Q,)

(6 21)
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Preuve

441

Puisque la partie courbe de la frontiere I', se trouve a une distance b > 0
de l'axe r = 0, 1l suffit de montrer que, pour tout ue H'(Q,\B,), (ou

B,={(rzeQ, 0<r<b}ona

% 2@ 0m < Ch It myeN s,

6 22)

et de remarquer que s1 v est dans l'espace W??(Q,), alors v appartient a

H'(Q,\B,)

Soit K un triangle de la triangulation T, tel que KnT', = {Q,,0, }
et soit @ louvert borne de frontiere formee par le segment Q,Q, et par la

portion de I", d’extremites Q, et Q, (cf fig 6 4)

®

P

P Figure 6.4.
Alors® est de la forme
O ={(,y)eR a <x<b;, fix)<y< fo(x)}
ou f, et f, appartiennent a C° *([a,, b,]) et ou
0 < fo(x) ~ filx) < Chy

(ou C > Oest une constante independante de het de K)
Nous poserons I'; = { (x, f,(x)) xela;, b,]}
Si1u appartienta C!(®), on a

S 2(x) au
u(x, y) = ul(x, f,(x)) — J a—y(x, t)dr
y
d’ou
£20 | 5 2
Fule, v) 12 < 2| ulx, () | + 2([ a—y(x, t) dt)
y
et, par Cauchy-Schwarz
S 2(x) du 2
| ulx, ) |2 < 2] ulx, f,x) > + 2 Chij 3y 60| dt
J1(x)
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d’ou, en intégrant en x

2

C\)

u!

; (6 24)

Q)

b |
J Lu(x, ) 2dx < 2 ulfxyr, + 2 Ch2 )
L?(©)

a

Par densité, (6 24) est encore vérifiée pour u appartenant 4 H'@) En
mtégrant (6 24)en y,ona .

| u IL2(®) 2 Ch [l u i|12,2(r2) +2C? h?( | u Ilzil((a) (6 25)

L’mnégalité (6 22) sobtient en écrivant que ©,\Q,, est (3 un ensemble de
mesure nuile prés) une réunion disjointe d’ouverts du type ® C.QFD.

PROPOSITION 6.1 : St la famulle de triangulations (T ), est réguliére, 1l existe
une constante C > 0 telle que, pour tout u e W33(Q,) N WM(Q ),

| u— 1l u |W1/2(Qa) Ch ” u l]Wn/é(Qa) (6 26)

et telle que, pour tout u e W33(Q,) 0 Xl,2 (Q,), on ait, en outre,

[ 72 — T, ) || 20, < Ch |l ullpzzq, - 6 27)
Démonstration . Remarquons que, d’apreés la proposition 4 1, toute fonction
u de X {/7(Q,) est a trace nulle sur I',,.

e S1 Q, = Q, la proposition 6 1 est alors une conséquence directe des
lemmes6.1a6 3.

o S1Q, # Q. 1l nous faut encore majorer les expressions
—-1/2
lu = T u lwigomam € [ 7772w = T 0) [ a0a gu -

Puisque la partie courbe de la frontiére I', se trouve a une distance b > 0
del'axer = OetqueIl, u = OsurQ,\Q,, celarevient & majorer

R PPN S R 7R RPN

Ces derniéres estimations sont une conséquence directe du lemme 6 4.

Orientation : Pour obtenir une estimation d’erreur optimale dans le cas ou u
appartient 3 H?(Q), nous allons devoir recourir & un opérateur P, de type
« projection-interpolation », introduit par Clément [6] Dans le cas ou u appar-
tient & H3(Q), ce n’est pas nécessaire et nous recommandons au lecteur
pressé de se reporter directement a la remarque 8. 1.
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7. RAPPEL DES RESULTATS DE CLEMENT

On va définir dans ce paragraphe un opérateur P, :
P,:L*@Q,) - R,

qui ne sera pas, contrairement a 'opérateur I1,, un opérateur d’interpolation,
et qui nous servira a ¢établir une estimation d’erreur optimale dans le cas ou la
solution u du probléme (1. 1) est seulement dans H *(Q).

Dans ce paragraphe on supposera que la famille de triangulations (T,),
est réguliére. On appellera £, I'ensemble des sommets Q de la triangulation T,
%, lensemble des S(h) sommets Q de T, qui ne sont pas sur la frontiére I',
et =) I'ensemble des S°(h) sommets intérieurs de T,. On rappelle que si Q
est un sommet de T, S, désigne I'ensemble réunion des triangles K de T,
qui ont Q pour sommet.

Etagt donné un point Q de £,, il existe une unique fonction b, appartenant
a C°Q,,) telle que

1) VKeT,, ¢Q|K eP,(K);

i) $o(Q) = 1;

iii) VQ' e E,, Q" # @, $o(Q") = 0.

Remarquons que S, est précisément lintersection du support de ¢, avec
Q.

On remarque ¢également que R, est I'espace vectoriel engendré par les S(h)

«fonctions de base » ¢, Q € Z, et que R, est engendré par les S °(h) « fonctions
de base » ¢, @ € T, On notera d(S,) le diamétre de S,,.

Figure 7.1.

Rappelons enfin que puisque la famille de triangulations (7',), est réguliére,
il existe des constantes C; > 0,C, > Oet M > Otellesque, siS, = U K,

115y

ou Q appartient a %,, alors

i) 1<j<M o
ii) Cihg, <dSp) < Crhg, 1<i<j. '

N

1
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Soit Q € £, donné, on appelle alors P, : L*(Sy) — P,(S,) I'opérateur de
projection orthogonale sur I'espace P(S,). Par définition, on a pour
ve L*(Sy) :
(v — PQ v, p)L?-(sQ) =0, Vpe Pl(sg) . (7.2)
On rappelle le résultat suivant (Clément [6]).

LemME 7.1 : Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout u € H%(S,) ot
Sy est le support d’une fonction §y, Q € 3, onait :

u — Py ulpgsy < Cd(Sp)*™ klu lHas o) (7.3)

onld<g<2 e 0<k<ay
On notera By I'intérieur de la réunion de tous les triangles de la triangulation
T, qui touchent I',

On définit également B, comme Pintérieur du fermé

{KeT,:KnBX#J}.

(Autrement dit, B, est la réunion des supports des fonctions de base ¢, asso-
ci¢es aux sommets de la triangulation T, qui sont dans B° )

[ B' Figure 7.2.

h

On posera

li(hy =supr, (7.4)
Bn

On a alors le

LeEMME 7.2 : Soit (T,), une famille réguliére de triangulations. Alors il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout u € Wl_’f,Z(B,I(h)), on ait :

| u lL 1,1(80) < Ch | u lW l/Z(Bll(h)) (7 5)
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et

| u |L31,2(3,.) < Chlu IW‘_f,z(B,l(,,,) (7 6)
ou
By ={02eQ,:0<r<(h)}
Démonstration : On ne démontrera que I'inégalité (7 6), 'négalité (7 5) se

démontrant de maniére analogue.

On va subdiviser B, = en rectangles

Lin
R={(r2:0<r<L(h), ¢<z<d,)}
tels que

cy(h) < L, = d, — ¢, < ClLi(h)

ou ¢ > 0 et C > 0 sont des constantes indépendantes de 4. (Autrement dut,
on construit une triangulation de _E,l(,,) formée de rectangles.)
Pour démontrer (7 6), 1l suffit alors de montrer

| u le_l,z(ﬁ) < Chluly 2,2(R) a7
Soit alors R le carré 10, 1[ x 10, 1[ du plan (7, £) On mtroduit pour tout
rectangle R, I’application affine Fz qui transforme R en R ; Fj s’écrit
FeX)=AX +b ou X = (,2)
ly(h) 0
et ou A est donnée par la matrice
0 L,
S1 6(X) = u(Fg(X)), on vérifie (comme dans le lemme 6 1) que :
ue Wi, (R)<iie W2 ,(R)
En procédant comme dans la fin de la démonstration du lemme 6 1, on

obtient (cf. (6 13) et (6 14)) :

=2 u gy < CUR) ™  [det A | 7747 4 | F2g - (7 8)
Puisque & appartient a WL, (R), i est dans 'espace X };3(R) et donc

i = 0sur 7 = 0; on peut donc appliquer le corollaire 4 1 et 1l existe une
constante C > 0 telle que :

7 124 ”LZ(R) <Cla IH!(R) < Clit |y 1R - (7.9)
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En retournant sur I’¢lément R, on a :
Ld lyrz,m < Cldet A7V L) | AL T ulfe: g (7.10)

(7.7) est alors une conséquence directe de (7.8), (7.9) et (7. 10). C.QF.D.

Nous définissons a présent I’opérateur P,
Pour v € L*(Q,), on définit

Pov= ) v,00€R, (7.11)

QeZ)

ou les scalaires v, sont définis a partir de 'opérateur P, par

Vg = (PQ ) (Q)

et ou X! désigne le sous-ensemble de = des sommets de T, qui n’appartiennent
pas a la bande B. De cette fagon, la fonction P, v est identiquement nulle
sur B? ; d’autre part, P, v est nulle sur I,

THEOREME 7.1 : Soit (T},), une famille réguliére de triangulations. Alors il
existe une constante C > 0 telle que, pour tout ue W11,(Q,) n H{(Q,), on
ait :

lu = Pyulliz, o < Chlulyia,-

Preuve : On va distinguer plusieurs cas :

1) Si K < BY, alors, d’aprés (7.11), on a : P, u = 0 sur K et, d’aprés le
lemme 7.2,

Iu— Ph u ||LZ~ 128R) = Il u "Lz—l/z(Bg) < Ch lu |W'—'%/2(811(h)) : (7.12)

2) Si K <= B,\BY, alors on peut supposer que le sommet Q, de K est
dans B ; P, u s’écrit alors
3

Poulg = .22 Uy, o,
i<

en convenant que u, = 0 si Q; ¢ Z;.
On a donc

3
lu—Pyullfz a0 < C<|| ullzz, m + Zz lug, I* | &g, ”12«2—1/2(1()>' (7.13)
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1
100,120 < (330 1) Wolbun < Chi(swp 7). .19

Si Q;¢X;, on auy =0 et sinon, grace au lemme 7.1, on obtient :

| PQ, u |i1(1() < lu |%,2u() + Cd(SQ.)2 | u |1211(SQ.)

d’ou

| Po, u |i2(K) < CI:(Sllip r> IhullZ2 N d(SQ.)2 <SSUP ") | u |%V‘.*§,2(SQ )] .
o, '
(7.15)

En passant sur un élément fini de référence K et en utilisant I’équivalence
des normes sur I'espace P,(K), on aboutit a I'inégalité :

| Py, u |2 4y < Chg 2 | Py agg - (7.16)

Les majorations (7.13) & (7.16) donnent :

3
|u— P,u ”iz_ k) S C(“ u ”1211,2(1() + Z (SUP )[(S‘ip r> | u ”%,2_ oKy T

+ d(Sy)? (sup r) [u 22,0 ):D .
SQ. H
T 1
D’ou, puisque [ sup= |{supr |} < C,
K T/ \ So,
|u— P,u 172 k) S C(” ulliz gy T h? 22 | u [ :3/2(Se, ))

Finalement le lemme 7.2 et la propriété (7.1)i) entrainent, en sommant
sur les triangles K = B,\B?,

lu— Pyulize, oo < Ch? 1,0 - (7.17)
3) Si K ¢ B,, alors, en désignant par (Q,),, ;5. les 3 sommets de K, on a :
3
Pyulg = -21 ug, $o,
i<
ou uy, = 0si Q; ¢
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a)SiKnI',=¢,siKnT,=1cotéde K,oubiensi KnI,={0Q,}
tel qu’il existe un triangle K, € S, avec K; nT', = 1 cdte de K, alors on
peut écrire, d’aprés Clément [6, théoréme 1 et inégalité 7)

3
L= Pyl < @(zwmm)

et par conséquent,

-1 3
v~ P,u ||i%1,z(x) < Chz(ilr:f r> _Z (SUP r) | u e 120500

-1
d’ou, puisque (inf r) (sup r) < C, on déduit
K

So,

3
lu—P,u ”%,2.,,2(1() < Chz( Z,l | u |§V‘:§,Z(SQI)>- (7.18)

b) Si KnT,={Q,}, tel qu’il n’existe pas de triangle K, € S,, avec
K,nT,=1co6te de K, ou bien si KnI', ={Q,,0,}, alors K est un
triangle voisin de la frontiére courbe de Q,.

On a:

3
Poulg = Zzug,q)q.
=

ou uy, = 0siQ, ¢ X

On supposera que Q; n’appartient pas a I, ; si Q, est sur I',, alors u,, = 0
et KnT, =0, 0,

On a, en tenant compte du fait que Q,, est a une distance b > 0 de l'axe
r=0:

3 12
uu_mwmwmsc{u—zw@w@wg‘K+
t LY(K)

3
+ IMQl |2 i (t)Q, “12_2(1() _Z I(PQ, u)(Q,) — Up, | i ¢Q‘ "%.2(1()}

d’ou, avec le lemme 7.1,
2
lu— P,u ”L2 ,,2(1() |:h [u |Hl(sQ y T h2 | Ug, |+

3
hg =Zz | (Pg, u) (@) — ug, IZ]. (7.19)
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SiQ; ¢l grace au lemme 7.1, a (7.1) et a (7.16), on a :

|(PQ1 “) (Q;) — Up, |2 < Ch[(_z[" PQl Uu—1u ”12,2(1() + | PQl u—u Iliz(K)] <
< C(l ulfpsey + | lfisg,y) (7-20)

etsiQ,el,ona:

| (Po, u)(Q2) — ug, | = | Py, u(Q,) |- (7.21)

Si Q, eI',, on notera 1, le segment Q,Q,; sinon 1, < 0Q,, désignera le
cdté d’un triangle K, vérifiant la relation :

Q,ety c K, =8y, ;

(7.19) et (7.21) nous montrent qu’il nous reste a majorer || Py, u |1 (-
En utilisant le lemme 4 de Clément [6], on peut écrire :

hKl | PQl u ][2,2(11) < C(hl(, | u llz_z(n) + ju - PQ1 u IiZ(Kx) +
+ hE lu— Py ulfg,) -
D’ou, a 'aide du lemme 7.1, d’une inégalité inverse et de (7.1), on déduit :
| PQl u |i°° oy S C(hk_.1 | u IiZ(n) + |u |1211(SQ1)) . (7.22)
Or, d’apres (6.24)
hx_ll | u |il(n) < ChK, | u |1211(®,) (7.23)

ou®, est 'ouvert borné de frontiére formée par t, et la portion de I', comprise
entre les extrémités de t,. Les majorations (7.19) a (7.23) nous donnent enfin

3
b= Pyl < C’“Z(Zl | Borisqy + |8 tfp(@l)). (7.24)

4) Finalement, puisque P, u = 0 sur Q,\Q,, et que Q,, est & une distance
b > 0 de I'axe r = 0, le lemme 6.4 nous donne :

[u— P,u ||i2_ 2Oy S Ch? | u ”lzv'.’f,z(na) . (7.25)

On obtient enfin la majoration du théoréme 7.1 par sommation des majo-
rations (7.12), (7.17), (7.18), (7.24) et (7.25). O

vol. 16, n° 4, 1982



450 B MERCIER, G RAUGEL

THEOREME 7 2 Soit (T,), une famille réguliere de tiiangulations Alors 1l
existe une constante C > 0 telle que, pour tout

ue W}' lZ/Z(Qa) m H(l)(Qa) m W12122(Qa) >
on ait

lu — Pyulyilon < Ch(ll u fly 200 T lu Hw%,é(sz,,))

Demonstration Remarquons tout d’abord qu’on a les inegalités suivantes

| u |Wi/§(B;) < Ch I u IWI f/z(Bx1 (h)) (7 26)
et
L lw! 3 < Ch LU lw' 20, 0 (7 27)

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoreme 7 1,
c’est pourquol nous ne la ferons pas en détail Comme dans la démonstration
du theoreme 7 1, on distingue plusieurs cas Les cas 1), 2), 3) a) et 4) se trai-
tent comme pour le théoréme 7 1, en utilisant les resultats de Clément [6,
théoréme 1, lemme 4 et mégalité 7}, le lemme 7 1, les majorations (7 26) et
(7 27) et le lemme 6 4

Par souci de commodité pour le lecteur, on traitera ci-dessous le cas 3) b),
on considére donc un triangle K verifiant

e soit KNI, ={Q,} tel quil n’existe pas de triangle K, € S, avec
KnT,=1cote de K,
d SOlthra = {QI’QZ}

S1on reprend les notations du théoréme 7 1, alors P, u | s’écrit
3
Poulg = Y uy g, ou uy, =0 s1 Q¢X)
1=2

En procédant comme dans la démonstration du théoréme 7 1, on obtient

3
= P < 12 3 Tl + 1P u ] 029

Gréace au lemme 4 de Clément [6], on a, en outre
2 2
hKl | PQ1 u ‘Lz(n) < C(kKl I u |L2(11) + lu - PQ1 u Iiz(Kﬂ +
+ hl%l | u — PQl u Ilzil(Kl))
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d’ou, a l'aide du lemme 7.1, de (7.1) et d’'une inégalité inverse, on déduit
| Po, tl1F oy < Clhg Nu oy + M, N linsg ) (7.29)
Or, d’aprés (6.24) et (6.25), on a
1;11 | u |i2(t1) < Chxl | u I;I‘(@),) < Ch,%l[l u Ilzil(r,) + | u |1212(®1)] (7.30)

ou I'; désigne la portion de I', comprise entre les deux extrémités de t,.
Les majorations (7.28) a (7.30) donnent enfin :

3
2 2 2 2
lu— Pyulytix < Ch (Z | u IIZiZ(SQ) + | g2, + 1u !111(r1)> . CQFD.
i=1 !

8. CONSTRUCTION DE L’OPERATELUR r,,

En vue d’étudier les propriétés d’approximation de I'espace V,y introduit
au § 5, nous allons étudier 'opérateur r,y : ¥~ — V,y défini de la fagon sui-
vante :

(raw @) (r,2,0) = ) uy(r, z) ™ (8.1)i)
|n|<N

avec

1 <
unh={n““"’ stoinl<1 8. 1)ii)

P,u,, si 2<|n|<N.

Quant au domaine de définition ¥ de r,y il peut étre choisi de la fagon
suivante :

¥ ={tieV :3ueH*Q)n H{(Q) avec
i(r,z,0) =u(rcos®, rsinb, z)}.

THeOREME 8.1: Si (T,), est une famille réguliére de triangulations il existe

une constante C > 0 telle que, I’on ait, pour toute fonction u appartenant d
H'(Q)n HL(Q) avec | = 2 ou 3,

it —ryiillyg S CIN*! P + h)|lu ey - (8.2

Preuve : Soit

iy, z,0) = Y u,r,z)e™
e

ou les fonctions u,(r, z) sont les modes de Fourier de u (voir § 3).
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I —ryilly <l —dyly+ iy —ryily, 8.3)
de sorte qu’il suffit d’estimer séparément les deux termes.

1o Estimation de || &l — iy |y

On a
i— iy = Y urz)e™
|n|>N
J . . n
E(u — iy) = N 7;78
a ~ ~ _ " inf
a_z(u - ”N) - 2N az e
1" P
ﬁj (’E( ‘ (@ — )

ou,
22 (1, 2)

)de _
Z( | +]

2
)<

ou, 2 ou, 2
< N -2k 2k | “H%n Ol
<N |,.;z>:1vln| (5}' 0z )
d’ou en muitipliant par r dr dz et en intégrant sur {3,
2 P 2
— (@ — @ + =@ - <
20wl +| S
| ou, ||?
< CN-% n( n |90 g4
nEN or |r || 0z |&
De méme, on a
10, . 0
= =5z — iy) = u, e’
rae( v) SN T
et
1L (™10 2 n?
> -~ =@ -1 do = — ,2) | <
2“.[.,, ; 06( ~) lnlz>:N 2 | u,(r, 2) |

- 1
< N2 In‘ZN n2k+2 = | u,(r, 2) |?
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2
i < N—Zk z nZ(k+1)
H |nj>N

1 ¢ 2
7 35— )|

,un
r |R

Finalement, les majorations (3.5) et (3.8) montrent que si u € H2(Q),on a :

. @.5)

I —dy 3 < CN72 | ullfzq -

D’autre part, si u € H3(Q) les formules (8.4), (8.5) et les majorations (3.17)
et (3.22) montrent que

& —dylZ <CN *|u "313(9)-
20 Estimation de | iy — ryy 4 ||y
On a

iy — il = Y (u,(r, z2) — uy,(r, 2)) €
|n|<N

d’ou
1 (" d . - ?
2—'1;]‘_" <l'a—r(uzv — Fuy )

2
+ o =

'a;(ﬁN — Ty %)

En multipliant par le poids r et en intégrant en r et z, on obtient :

2
+

)

0
E(un - unh)

0
E (un - unh)

2
+

H

a . 5 2
E(uN_rhNu) =

0 . ~
“ E(“N — Ty i)

=21 Y |ty = Uy w20, <
|n|<N

< Chz[I |Z<N lu, 52200+ 2. N ||fv‘_'f/z(na)] < Ch? || u |l
nis

2<|n|<N

ou l'on a appliqué successivement la proposition 6.1 (pour |n| < 1), le
théoréme 7.2 (pour |n| > 2) et les majorations (3.4), (3.5) et (3.8)i) qui
sont vraies pour u € H2(Q).

La définition (2.3) de la norme ¥ montre que pour achever la démons-
tration du théoréme, il reste a démontrer que

2

10
< Ch? | u g - (8.6)
H

= %(ﬁN — Ty #)
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Orona
a ~ ~ ; o
6_e(uN — N u) = Z (ln) (un - unh) e
|In|<N
et
1 0 2 1 2
= (= ry 0l =2n n? | =, —u
¥ ae( hN ) P '"IZSN r( n nh) R
On majore en premier lieu les termes | n | = 1, 4 'aide de la proposition 6.1 :

2
2
. < Ch? Y lu, i 2a, -

1
-, —u
7’( n nh) 21

[n]=1

Ensuite, on utilise le théoréme 7.1 qui montre que

n2

2<in|<N

1
7 (un - unh)

2
2 2 2
< Ch Z n I Uy, |W—i'/§(9a) :
R 2<(nl<N

On déduit alors des majorations (3.4) (pour |n| = 1) et (3.3), (3.5), (3.8)i)
(pour |n| = 2) que siue H*(Q), on a

12
n2

I < Ch?liu Iifiz(ﬂ)
|n|<N

1
;(un - unh)

K

d’ou (8.6) et le résultat. C.Q.FD.
Remarque 8.1 : S1 I'on definissait r,y par

(ray @) (r,2,0) = Y (T, u,) (r, 2) €™
|nj<N

on obtiendrait seulement

l & —ryilly < CINT' + hN) || u | g

s1ue H%(Q).
En revanche, si u € H3(Q), on obtiendrait toujours

I —rwiilp < CINT2 + h) || u g - (8.7)
En effet, dans la démonstration précédente, seule changerait ’estimation de

0

2
~ 2 - ~
iy — ity = “E(“N — Ty @) .+
A

1 f
R P

‘10 ,. |17
+ 7 a_e(uN — InN u) (88)
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Or, les deux premiers termes du second membre sont toujours majorés par
Ch? si ue H?(Q) d’aprés la proposition 6.1 et la majoration (3.4).

Mais d’aprés la proposition 6.1, on obtient seulement la majoration sui-
vante pour le troisiéme terme

2 |2

=2 3 nzi
i

|n|<N

10

- ~ 1
;a—e(un_"m“) ;(“n_nh“n) <

R

< Ch? Y n?|u, 30, - (8.9)

|n|<N

Donc si ue H*(Q), d’aprés (8.9) et (3.4), on obtient seulement I’estimation

2

< Ch® N2, (8.10)

H 7 56('71\: — Ty i)

En revanche, si u € H*(Q), les majorations (3.11), (3.19), (3.21) et (3.4)
montrent que

2 2
U, lwi ey < + © (8.11)
ne”

et donc, grace a (8.9), on obtient I'estimation

2

I3}
< Ch | u (8.12)

1 - ~
7 %(UN — Fyy i)

d’ou (8.7).
(L’avantage de cette démonstration pour le lecteur qui n’a pas lu le § 7
est quelle ne fait pas appel aux résultats de Clément.) O

9. ESTIMATION D’ERREUR DANS LA NORME DE A

Un corollaire immédiat des théorémes 5.1 et 8.1 est que, sous les hypo-
théses du théoréme 8.1, si la solution u du probléme (1.1) est dans H(Q),
avec | = 2 ou 3, alors

Ia =yl < CN'TH+ ) |l u gy, 6.1)

pu #,y est la solution du probléme approché (5.3).
Dans ce paragraphe nous montrons que sous certaines hypothéses suppié-
mentaires que nous expliciterons, on a

I =ty g < CN'H+ R)(NTH + h) | u ey - 9.2)
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Pour établir I'estimation (9.2) on procede alors de la fagon suivante. On
remarque en premier lieu que

l(ﬁ - ﬁhN,f)ﬁl

Il & — ity |z = sup 9.3)
A
Soit alors W e ¥ la solution du probléme adjoint
VieV, bE,w)=@,]);. (9.4)
St le probléme adjoint de (1.1) est régulier, ie., si I'application :
feH Y Q) weV,
(ot w est I'unique solution de
YveV, a(,w)= L))
est un isomorphisme de L*(Q) sur H*(Q) n V, on a, en posant
w(r cos 0, rsin 0, z) = W(r, z, 0)
w2 < CIF G- 9.5)
Comme d autre part (voir 2.4) et (5.3))
b(i — Uy, W) = 0, VWiiy e I7hN s
on déduit de (9.4) que
@ — ﬁhNaJT)ﬁ = bl — yy, W — WhN)
et
| @ = s N | S CHE = Gy 5 | W = Wiy 17 - 9.6)
Or en appliquant (9.1) a w (avec [ = 2), on a
[ W — Wiy g < CIN™H + h) | w g2 - ©.7)

Finalement (9.3), (9.5), (9.6) et (9.7) montrent que
I3 — Gy llg < CINTY + B) | & — iy |y
d’ou (9.2), grace a (9.1).
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10. GENERALISATION AU CAS D’ELEMENTS FINIS DE DEGRE 2

On suppose pour simplifier que la méridienne Q, est un polygone convexe,
de sorte que Q,, = Q, et I'), = I',. Dans le cas ou I'on utilise des éléments
finis de degré 2, I'espace R, est défini comme l'ensemble des fonctions
w,eC °(£—Za) dont la restriction a chaque triangle K € T, est un polynoéme
de degré < 2, et qui s’annulent sur I',.

(Dans le cas ol Q, ne serait pas un polygone, il faudrait utiliser des éléments
finis isoparamétriques, ce qui alourdit beaucoup les notations.)

On peut choisir comme degrés de liberté pour I'espace R, les valeurs aux
sommets et aux milieux des cotés des triangles K de T, qui ne sont pas situés
sur la frontiere T,.

L’opérateur d’interpolation de Lagrange II, est alors défini de la fagon
suivante : pour @ € Z (voir § 6), IT, o est la fonction de R, qui coincide avec ©
en tous les sommets et en tous les milieux des cotés des triangles K de T,.

Figure 10.1. — Degrés de liberté de Pespace R, dans le cas d’éléments finis de degré 2.

L’opérateur d’interpolation local
Oy = I, |g

a déja été étudié au § 6 (voir lemmes 6.1 a 6.3 dans le cas k = 3).
Les résultats obtenus sont résumés dans la proposition suivante :

ProposITION 10.1 : Si la famille de triangulations (T ), est réguliére, il existe
une constante C > 0 telle que pour tout ue W33(Q,) n Wi3(Q,)

[u —TL,u lw,‘;ﬁma) < Ch?*|u IWf,’g(Q‘,) (10.1)
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et telle que, pour tout u e Wuz(g )N Xuz(Q ), on ait, en outre,

[T = T, u) | 2, < 2 lu w3 i@ - (10.2)

Preuve : L’inégalité (10.1) est une conséquence directe du lemme 6.1
(¢f. 'inégalité (6.1)) et du lemme 6.2 appliqués avec k = 3. Remarquons que,
d’aprés la proposition 4.1, toute fonction u appartenant a X };3(Q,) est a
trace nulle sur I'y; I'inégalité (10.2) découle alors immédiatement des lem-
mes 6.1 (¢f. 'inégalité (6.3)) et 6.3 appliqués avec k = 3. C.QFD.

On aura besoin en plus du résultat suivant :

LeEMME 10.1 : Sous les hypothéses de la proposztzon 10.1, il existe une cons-
tante C > 0 telle que pour tout ue W?2 1/2(9 )N 4 ,Z(Q) on ait

|72 — T ) [, < Ch* U lw2ia, - (10.3)

Preuve : Démontrons, en premier liew, que si Q, € I'y est le sommet d’un
triangle K de T, on a :

| r 12 — s, u) ],2(50) Ch? | u |y 7Sy * (10.4)

Avec les notations du lemme 6.1 et grice aux majorations (6.13) et (6.14),
on obtient :

/ A\ o
|72 = Tlsg, 1 [y < CalSa)™ (sup, 1t Bl -1 = M
<i<yo
(10.5)

Or I — I1 est un opérateur continu de H?(S) dans H!(S) s’annulant sur
I'espace PP,(S); on a donc la majoration classique :

| & — Iln g < Clilhg < Clily 2,8 - (10.6)
En revenant a I’élément S, , on obtient alors

L [22,6 < Cd(Sg,) ,Sup (1det B, |71 [ By 1*) [ u [y, - (10.7)

De (10.5), (10.6) et (10.7), on déduit (10.4) en tenant compte du fait que
la famille (T,), est réguliére.

Avec des techniques analogues a celles utilisées pour les lemmes 6.2 et
6.3, on montrerait que, si K est un triangle de T, tel que K nI'y = (&,
ona:

[ 72 — Ty u) 2o < Ch* | uli2z,u - (10.8)
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La majoration (10. 3) s’obtient alors par sommation a partir des majorations
(10.4) et (10.8). C.QFD.

On peut enfin énoncer I'analogue du théoréme 8.1, pour 'opérateur r,y
défini par

(ry @) (r,z,0) = Y (I, u,)(r, z)e™.

In|<N

TuEOREME 10.1 : Si la famille de triangulations (T,), est réguliére, alors il
existe une constante C telle que I’on ait, pour toute fonction u appartenant a

H3(Q) n HYQ)

I = riilly < CONT2 + h?) || u g -

Preuve : L'estimation du terme || ## — iy || est la méme qu’au théoréme 8. 1
(cas I = 3), et nous donne

& —iylly <CN ?|u 3y -

Pour estimer le terme | iiy — r,y i ||, on utilise la relation (8.8). On a
alors

12

0 . - |1? J . -
E(uN——rhNu) g+ %(uN—rhNu)

- 2
=2n 3 lu, — I u, [fi3a, <
InfRN

< Ch* Z | u, |%Vi’}§(ﬂa) < Ch* | u ||213(n)

|n|<N

d’apreés la proposition 10.1 et la majoration (3.10).
Enfin, pour majorer le troisi¢éme terme (voir (8.9))

L0y — )| =27 T 2|t - 1w |
rae N hN i 2N pon h “n R’

on applique d’une part la proposition 10.1 et la majoration (3.10) aux pre-
miers termes |[n| = 1ou 2 :

n2
|nf<2

1
;(“n = I, u,) < Ch* | |Z<2 | u, |$v?;§(n.,) < Ch* [ u "%13(9)
ns

2
R
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et d’autre part le lemme 10.1 et les majorations (3.11), (3.19), (3 21) aux
termes d’ordre |n| > 3 :

2
4 2 2
< Ch n*lu, |WE},Z(Q,,) <
3<fnl<N

1
": (un - Hh un)

n2

3<|n|€N
< Ch* | u |i1213(n)
d’ou le résultat. C.Q.F.D.

On en déduit avec une modification convenable des définitions de P'espace
V,n et du probléme approché (5 3) que s i,y désigne la solution obtenue
par éléments finis de degré 2 en (r, z) et séries de Fourier en @ et que s1 1a solu-
tion u du probléme (1.1) est dans H3(Q), on a

i — 1*~‘mv “17 < C(N_Z + hz) [ u ||H3(Q)'

Des arguments similaires a ceux développés au § 9 montreraient que, si le
probléme adjomnt au probléme (1.1) est régulier, on a

1@ = By I < CN2 4+ B2 (N TH + 1) [ s -

On pourrait bien entendu généraliser 3 d’autres types d’éléments finis et
monter en degré (mais il faudrait dans ce cas établir des majorations analogues
a celles du § 3 lorsque u € H*(Q) avec k > 4).
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