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SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS
POUR LES EQUATIONS D'EVOLUTION PARABOLIQUES
LORSQUE L'OPERATEUR DEPEND DU TEMPS (*)

par Marie-Noélle Le Roux (*)

Communiqué par P A RAVIART

Résumé — On étudie la semi-discrétisation en temps d’une équation d’évolution parabolhque ou
Popérateur dépend du temps Cette équation est discretisée par une méthode multi-pas On obtient des
majorations d’erreur lorsque l'opérateur est maximal sectoriel et la méthode multi-pas utilisée
d’ordre p(p=1), fortement A(0)-stable (0<8=mn/2)

Abstract — We study the error due to the discretization in time of a parabolic problem with time
dependent operator The discretization is carried out by means of a multistep method Error estimates
are obtained for a maximal sectorial operator and a multistep strongly A (0)-stable (0 <0 < nt/2) method
of the order p(p21)

1. POSITION DU PROBLEME

Soit A(t) un opérateur linéaire, non borné sur un espace de Hilbert H, de
domaine D (A) indépendant de ¢, dense dans H. On suppose que A(t) est
maximal sectoriel et on considére I’équation

W (t)+AC)ult)=f(¢), 0<t§T,}

u(0)=uy, )

On se donne alors deux polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou
égalaqg:

q

PO-F al @ oQ=Y BL  (4>0).

1=0

L’approximation u, dela solution u(t,) de (1) est obtenue au moyen du schéma

q q
Z (<x,+At BIA(tn+l))un+l=At Z Blf(tn+l)‘ (2)
=0 =0
les valeurs de démarrage ug, u,, . . .,u,_; étant obtenues par une autre méthode.

(*) Regu mai 1978
(*) Université de Rennes, Département de Mathématiques Informatique, Rennes
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120 M.-N. LE ROUX

On suppose alors que I'opérateur A vérifie ’hypothese
Vs, t=0, |4~ AW || ew m=C. 3)

ce qui permet de définir u, (n=0) de fagon unique dans H si up, . . ., 4,—, sont
dans H. D’autre part, si les B, (0<i<qg—1) sont nuls, I'hypothése (3) devient
inutile.

On suppose que la méthode (p, o) utilisée est d’ordre p, ce qui a lieu si et
seulement si, on a

q q
Y fo,=1Y #7'B, 1=0,1,...,p. @)
1=0 1=0

On suppose aussi que la méthode (p, o) est fortement A4 (8)-stable. On pose
s 2)=p@)+z0(),
Se={zeE/z=oo ou 0 ou —9=<Argz< +0}.

La méthode est fortement A (0)-stable (0<8=m/2) si et seulement s1 pour
tout z intérieur A S,, les racines des polynémes @ (., z) et ¢ sont toutes de
modules < 1. Dans le cas ot 8=0, on dit que la méthode est fortement A4 (6)-
stable si et seulement s1 pour tout x>0, les racines de ®(., x) et de o sont de
modules <1, les racines essentielles {, de p sont simples et leurs facteurs de
croissance A, vérifient ReA,>0 ou les A, sont donnés par

o (€)
A= .
)
On pose alors :
Sl(z)=:‘~;g—;z; 0<i<q.

=8g-1(2) ... =8:i(2) —do(2)

1 0 0

L(z)= . : , L(z)e.Z (C, C9).

0 ' 0 :

1 0.

On définit ’erreur de troncature g, :

o= 3 [l )+ AL B A )l )~ ALB, £ ()

=0

1 q
ZE 1=Zo [azu(tn+x)._Atl31u,(tn+t)]
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SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 121

et on pose
yn=u(tn)_um
y. est alors solution de

S (o + At By Aty 1)) yus = Ate, )
1=0

Sotent Y, et E, les vecteurs de H? définis par

yn+q—l En,l
Yn= yn+¢.;——2 ) En= 0
Y 0

ou
E, 1=+ At By A(t,1g)) &
On note : I 'opérateur 1dentité,
A, =0+ AL By A(tnsg) (0 +ALB, A(ts+ ),
Ap =g+ AL By Aty )™ 04+ ALB, A (L1 ) =8, (A A(ty+)),

—An,q—l T _An‘ l_An,O _Zn,q—l o _Zn,l —Kn,o
1 0 0 _ 1 0 0
A,= . . , A= : .
0 0 0
1 0 1 0

La relation (5) peut alors s’écrire :
Yn+1 =An Yn+AtEn
et Y,+, s’exprime alors en fonction des données initiales par la relation
n
Y”+1=An...AO Y0+At Z A"...A”_k+1En_k+AtEn. (6)
k=1
Pour majorer Y,, il faut donc obtenir une majoration de

lAn- - Akl g gy 0=ZkZn.

vol 13, n°® 2, 1979



122 M -N LE ROUX

Admettons provisoirement les propositions suivantes

PROPOSITION 1 On suppose qu’il existe une constante a>0 telle que A(t)—al
soit un opérateur auto-adjoint positif vérifiant

Jeel0, 1] et M>0 tels que Vt, t'=0, } ™)

A=A —-AENA () | g m=M|1—1]
Vi, 520, [|A 'OAO-AW)|ew n=M|i—t|  ©)
Bi=PB.= =Bq—1=0 (8 brs)

On suppose ausst que la méthode (p, o) utilisée est fortement A (0)-stable Alors 1l

existe des constantes positves C, u telles que lon ait pour tout n=0,
1=k=n+1

” A'l An-k+1 ”g(nq Hq)éc e(CM—u)kAt (9)

PropPoOSITION 2 On suppose que A (t) est un operateur maximal positif vérifiant
les hypothéses (7) et (8) ou (8 bis), amnsi que ’hypothése (10)

T
da>0 et 00|0<0p< = V=0, YueD(A4),
’ o(00<3) ez “ (10)
(A(t)—aDu, weS,
On suppose ausst que la méthode (p, o) utilisée est fortement A(B)-stable

(0o <0 <m/2) Alors il existe des constantes positives C, y telles que 'on ait pour
tout n20, 1<k=n+1

HA Auoisr “z’(m g = C MR 4 | LogAt|). (11)

ProposiTION 3 On fait les hypothéses de la proposition 2 sur I'opérateur A et
on suppose que la méthode (p, o) est fortement A-stable Alors il existe des
constantes positives C, | telles que I'on ait pour tout n=20, 1<k=n+1

~WkA
NA, Ancisi||gws mySC MR (12)
De ces propositions, on déduit alors les théorémes

TueorREME 1 On fait les hypotheses des propositions 1 ou 3 et on suppose de
plus que la méthode (p, o) est d’ordrep Alors 1l existe des constantes
positwes Cy, C,  telles que I'on ait pour tout n= g

|u<tn>-un|aécl{e‘c“‘“"" max |u—u(t)]s
0<s=q-1

n
+ AP J e(CM‘“)""""|u“’“’(t)|dt} (13)

0
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SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 123

Démonstration D’aprés la relation (6), on a la majoration

[ u(tnsd =thrrg|nZ | Yors = An Aollown ug | Yollu+At]| En s

+Atk;1 HAn An—k+1“$(H° H")”En—~kHH"

L’utiisation de la formule de Taylor nous permet de montrer que s1 la
méthode (p, o) est d’ordre p et s1 ue C?**(0, T, H), on a

Loty
le.| SCAP~? j |u®* D (t)|pdt
L,

et on a la méme majoration pour E, dans H?
De plus,

|| Yol|m= max |u,—u(t)|y

0ss<g-1

On en déduit immédiatement la majoration (13) en utilisant les propositions 1
ou3l

THEOREME 2 On fait les hypothéses de la proposition 2 et on suppose de plus que
la méthode (p, ©) est d’ordre p Alors il existe des constantes positwves Cy, C, p
telles que l'on ait, pour tout n> g

|u(t,)—u, |y <C1(1+|LogAt]) {e(CM"‘”" max | us—u(ts)|q

0ss<q—1

t
+At"J e(CM‘“)('"“)|u"’“’(t)|dt} (14)

0

La démonstration de ce théoreme est identique a celle du théoréme 1

2. RAPPEL DU CAS OU A EST INDEPENDANT DE ¢

S1 Vopérateur A est indépendant de ¢, on a
Ay=A,=A=L(AtA) et Y, =A""'Yo+At Y A¥E,_,
k=0

11 faut donc majorer || A* || g e 5o Pour cela, on utihise les lemmes techniques
suivants

LemMmE 1 Soit zy un point intérieur au domane de stabilité absolue de la
méthode (p, o) 1l existe un voisinage ¥ de z,, une constante ¢, (0<c,;< 1), une
matrice wversible H tels que

|H 'L H| g nSc1,  Vze? (15)

vol 13 n° 2 1979



124 M -N LE ROUX

Démonstration Soit z, un point intérieur au domaine de stabilité absolue de la
méthode (p, o), alors les valeurs propres {,(zo) de L(zo) qui sont les racines
de @ ( , z,) sont toutes de module <1

De plus, pour tout £ >0, on peut trouver une matrice inversible H telle que

Ci(zo) &1
H 'L(z))H= T gy
Cq(zo)

avec g,=¢ ou 0 (0=:1=¢g—1) (forme réduite de Jordan)
Donc pour ¢ suffisamment petit, on obtient

|H ' L(zo)H||,<1

Et par continuité, on en déduit qu’il existe un voisinage ¥~ de z, et une
constante ¢, (0<c, <1) tels que

|H ' L@H|,< e, <1,  Vze?

LEMME 2  On suppose que la méthode (p, o) est fortement A(6)-stable
(0=06=m/2) Il existe un voisinage B, de O dans Sy de la forme

Bo={zeC/z=E+re*®, 0=<r=m,, 0SEEo),

une application z — H (z) € & (C?) avec H (z) nversible et une constante p>0 tels
que pour tout ze By, on ait

|H ' @ LEHE)|<e* (16)

Démonstration  Notons £, (0), ,((0) les racines de modulel
de w( , 0)=p( ), ces racines sont simples Il existe donc un voisinage ¥ de 0
danslequel les racines {, (z) (1 <1 <s)de @w( , z) sont simples et sont des fonctions
holomorphes de z et de plus,

|62 Sc<l,  s+1zi15¢q
Le polynéme caractéristique w( , z) de L(z) s’écrit alors sous la forme
o 2)=C-0:(2) (C-LEPE, 2),

ou le polyndme P ({, z) a des coefficients holomorphes en z dans ¥"; On a,
pour ze ¥,

Ci=Ker(L(2)-C:(2) @ @ Ker(L(2)—L(2) @ Ker(P(L(2)), 2)

R ATR O Analyse numerique/Numerical Analysis



SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 125

Considérons alors la matrice H'(z) dont les vecteurs colonnes sont des vecteurs
de base des Ker(L(z)—(;(2), ..., Ker(L(z)—{,(2)), (Ker P(L(2)), z); il est
possible de choisir ces vecteurs de fagon que les coefficients de H'(z) dépendent
de maniére holomorphe de z dans un voisinage ¥", de O et on a

€1(2) ) :
H ' QLOH @)= | - ___ C_sﬁzl_:L

ou les coefficients de I'(z) sont des fonctions holomorphes de z. De plus les
valeurs propres de I’ (z) sont (.., (z). . .{,(z) et sont donc de module < 1;on peut
donc trouver une matrice he % (C?7°) telle que

|h=tr©)h] <1

et par continuité, il existe un voisinage ¥ de O et une constante c; €]0, 1 tels
que

Vze?s, |h U @h| Se <l

On pose alors H(z)=H'(z)<%§%> etl(zy=h"t1'(2)h.
On a la relation
Ci(2) E 0
H™'(z) L) H(2)= _____;;.f_ESﬁZ)_E ________
U ()

d’ou
|| H = (2) L(2) H (2)|| £(max | (2)]. c). Vze¥ .
1=5:<s
Or il existe un voisinage B, de 0 dans S, de la forme
By={zeC/z=(+re*®, 0<r=<m,, 0S( =00}

et une constante p' >0 tels que

VzeBo, [Li(2)| e  (1Zi<q) [4].

Donc il existe une constante positive p telle que

VzeBon¥;  H '(2L()H(@)<e M
vol. 13, n° 2, 1979



126 M.-N. LE ROUX

LemME 3 : On suppose la méthode (p, o) fortement A(B)-stable (0<0=n/2).
Alors il existe des constantes positwves R, p, C telles que pour tout z tel que
—0,=<Argz=<0,(0<0,<0)s10>0et zeR, 220 51 0=0, on ait

“ L"(z)|| £Ce ¥ si z=E+ret®, £20, |z| =R,

17
|L"@2)|| =Ce™™  si |z|2R. 47

Démonstration : La méthode étant fortement A4 (6)-stable, il existe une matrice
inversible H telle que

|H *L(o)H|| <1,

et par continuité, il existe des constantes positives R, p telles que, pour |z| 2R,
on ait
|H 'L(z)H| se™*,
d’ou on déduit
lL"@|| < |H||.||H ' L@H||".||JH *|| £Ce ™, VzeS,, |z|ZR.

D’autre part, d’aprés le lemme 2, il existe un voisinage B, de 0 dans S, de la
forme

Bo={zeC/z=(+re*, 0Sr=n,, 0SC=Go ),
une application holomorphe z — H (z) € £ (C? et une constante p, >0 tels que

|H '@ L) H ()| <e™,
donc
L @ = | H@ | H @) e ™™ <Coe ™™™ VzeB,.
Par ailleurs d’aprés le lemme 1, on peut trouver des points z,€ S, , 1 £j<k, des

voisinages B, de z,, des matrices H, inversibles et des constantes p, tels que :
k

(i) |J B, recouvre I'ensemble {zeC, |Argz| <0y, |z| £R, z¢ B, };

=1
(ii) on ait, pour tout ze B, 1<j<k :
|H;* L@ H, | e
d’ou, pour tout zeB, :
|2 @l < 1L B LB L@ s C e
et en posant

_W

10
z={+re*?, W="p"

L") £C, e,

R ATIR O Analyse numérique/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 127
On a donc le résultat cherche en prenant
C=max{C,, 05k}, p=min{p, 0<;<k}

LeMME 4 On suppose la methode (p, o) fortement A(0)-stable Alors il existe
de constantes positives R, u, C telles que, pour tout z tel que
—0,<Argz<0, (0£0,<0)s10>0et zeR, 220 510=0, on ait

un

|| L"(2)— L" (o) || gc%l pour |z| =R (18)

Démonstration Pour n=1, on a I’égalité

cx'q—lf-)’q—O(qu—l» ’ cxOBq_anO

0

donc
||L(z)—L(oo)||§% pour |z| 2R
Pour n>1, on a I’egalité
n—1

L*(z)—L"(c0)= ZOL"(Z)(L(Z)—L(OO))L"—I_k(OO)

k

d’ou en utilisant le lemme 3,

e—uke—u("—l—k) e mn

| L"(2) - L"(0) || gc"i1 < pour |z|2R
k=0 | 2] |z|

ProposITION 4 On suppose qu'il existe a>0 tel que A—al soit un opérateur
maximal positif et que la méthode (p, o) est fortement A-stable ou fortement A (0)-
stable s1 A est auto-adjoint Alors il existe deux constantes C et uo ne dépendant
que de p, a, © et At telles que, pour At < Atg, on ait

A || gre g < C e -

Démonstration S1 la méthode est fortement A-stable et A —al maximal
positif, on a

[ A* || = | L* (A A) || 10 = sup | L*(At)||

ez=a

vol 13 n° 2 1979



128 M.-N. LE ROUX

et d’apres le lemme 3 :

HL"(Atz)H < C e HhkbRez < (0 p—ikBia pour |Atz| <R
et
IL¥(Atz)|| SCe™™  pour |Atz|ZR.

On en déduit la majoration (19) avec po=inf(pna, p/Aty).
Si la méthode est fortement A4 (0)-stable et 4 auto-adjoint, on a

| A*]] ¢y = SEP”L"(A”‘) |

x2a
et le résultat se déduit de 1la méme fagon.

ProrosiTION 5 : On suppose que la méthode (p, o) est fortement A(0)-stable
(0<0<m/2) que 'opérateur A est maximal positif et vérifie :

3a>0 et 90<0<60<g>: VueD(A), (A—al)u, weS,. (20)

Alors pour tout At,>0, il existe deux constantes C et p, ne dépendant que
de p, o, a, By et Aty telles que pour At < Aty, on ait

| A¥|| ey S C(1+ | Log At|) e~k (21)
Démonstration : On a I’égalité

Ak:Lk(ArA)=Lk(oo)1+2LmJ (L*(Atz)— L*(c0)) (z I — A) ! dz,

a’-l-]'g1

ou a'=a/2, Ty est le contour orienté positivement défini par Argz# +6,

A 0
(8o<0; <) et A& (HY) est définie par A= ,
0 A
D’autre part, on a la majoration [4] :
C 1 '
leI-A)"gwm= Vzely +a'.

0—0, |z—a'|+a"’

On définit Ty et I', par

. R , R
F1={zerei+a,lz|§5}, F2={zel"e‘=a,|zlgzt-},

R ALR.O Analyse numérique/Numerical Analysis



SEMI DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 129

On obtient en utilisant le lemme 3

”LJ (L¥(Atz)— L*(o0)) (zI— A) "' dz
2m Jr,

R/At
< C J‘ e—uokAt(a +r(sin(0—0,)/sin} dr

- 9—90 0 r+a’
—pok R/At d C
tCq |, v o g, ek Logat)

en posant

;B
u0=1nf<ua , ’ATO),

en utilisant le lemme 4, on obtient

1—j (L*(Atz)— L*(c0))(z I — A) Y dz
2ni )p,

<) —pk
< C R dr Sg e *
=0—00 ) AP TR

on en déduit donc la majoration (21)

3. ETUDE DU CAS OU I’OPERATEUR 4 DEPEND DE ¢
Notations on notera Xm =L (c0) et Z(t) lopérateur de & (H %) défin: par

A(t) 0
A(t)= .
0 A1)

LEMME 5 On suppose qu'il existe a>0 tel que pour tout t =0, A(t)—al soit un
opérateur auto-adjoint positif On suppose que la méthode (p, o) est fortement
A(0)-stable Alors pour tout &, tel que 0<e =1, 1l existe deux constantes C et |
ne dépendant que de la méthode (p, ©), a et € telles que

—pkAt

At ) R R L 0 S€ @2

Démonstration La méthode étant fortement A (0)-stable et A(t)—al auto-
adjoint positif, on a

A% (60 ) (A =A%) || g < sup || % (L¥(Atx) — L¥(00)) |

x2a

vol 13 n° 2 1979



130 M -N LE ROUX

Soit xeR, a<x<R/At ou R est défim1 dans les lemmes 3 et 4, on a

—u kAt
. k Tk < —pkAtx —pk &< .
[[x*(L* @)~ LA (@) | £ Cle™ +e™)x* < C"
avec
n= lnf( 2 2At0>

Soit maintenant x = R/At, d’aprés le lemme 4, on a alors
—pk —pk e—ukAl

. X k <ct _ t< "€ <L -
|| x=(L* (Atx)— L* (c0)) || £ CA x*=C A = (kALY

D’ou, on déduit immédiatement la majoration (22)
S1 la méthode est fortement A(0)-stable (0<6=n/2), on a un lemme
analogue

LEMME 6 . On suppose que A(t) est un opérateur maximal positif vérifiant

Ja>0 et 90(0<90< E),
2 (23)

Vt=20, YueD(4), (A(t)—al)u, u)eS,,

On suppose ausst que la méthode (p, o) utilisee est fortement A(0)-stable
00 <0=m/2) Alors pour tout ¢ tel que 0<e <1, 1l existe deux constantes C et p
ne dépendant que de la méthode (p, ©), a, 0, 8, € telles que

e~ kAt

“ A® (triq) (Ak Aﬁo)”y(m H“)=C(k ALy (24)
Démonstration On a ’égalite
_ _ 1 —
A (tas ) (AL —AL) = 5 — 2 (L*(Atz) — L* (o)) (z 1 — A (o)~ ' dz,
a +Fﬂl

ou a'=a/2 et Ty est le contour orienté positivement défin1 par Argz= 16,
0,<06,<0)
D’autre part, on a la majoration

_ C ,
|zI—A(tnsy) Yo H)él_zm, VzeTly +a

On défimt I'; et I, par

, R , R
I“1={zea +re,r|Z|§E}’ F2={zea +T,. |z gE}

R AIRO Analyse numerique/Numerical Analysis



SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS POUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES 131

On obtient en utilisant le lemme 3 :
1 v«
” — f Z5(L*(Atz)— L*(0)) (z I — A (tn+ )" dz
2wi Jr,

© R/At
é C (e—pkAm'J‘ e-pkAtr(sm(B—Gl)/smG) re—— 1 dr-I— e—uk J‘ e 1 dr) R
0

0

Dans la premiére intégrale, on fait le changement de variable y=(k Atr)*. On
obtient alors :

LJ 2(L*(Atz)— L* (o)) (2 [ — A (ty4 ) "L dz
r,

2ni
e—ukAla’ © ) e~ pk e—llokAl
< C( J e—u(sln(e--el)/sme)y”‘ dy + > <C

(kAtF |, At (kAr)"
en posant
—3 ’ u’
uo—mf(ua , ~—2At0>'

En utilisant le lemme 4, on obtient :

2ni

LJ (L4 (Atz)— L*(00)) (2 I — A (ty1 )~ dz

2

o) £~ 2 —pk e~ 1
<c| . e mk] dr=Ce R .
R/At At At e-1

On en déduit donc
e—pkAt

I Z‘(t,,ﬂ) (Ak—A%) | ¢ a0 = C(kAt )y

LeMME 7 : Onfait les hypothéses des propositions 1,2 ou 3, sauf ’hypothése (8)
ou (8 bis). Alors il existe une constante C, ne dépendant que de la méthode (p, o),
a, € telle que pour tout a=0, pour tout k=1, on ait

| A4 1 = AX]| e < CM At e (25)

Démonstration : On démontre cette majoration d’abord dans le cas ou k=1.
Si k=1, on a d’aprés la définition de A,:

— — a-1 —
“An+l _An“y(ﬂ")éc =Zo ” An+ 1, 1—An,i||2(H,H)

vol. 13, n° 2, 1979



132 M.-N. LE ROUX

et
Zn+ 1, z_Zn, B =(aq +At ﬁq A (tn+q+ 1))— !

X At(Bz aq— Bq al)(A(tn+q+ 1)_A (tn+q))(aq+At BqA(tn+q))_l’
d’ou

“Z'H-l,t _Xn,t”.’!(li H)
é“(%;"‘At l‘)’qA(tn+q+ 1))_1 Ae(tn+q+1)“g(u H)Atl Bla’q_Bqal|’
“ A" (tyrgr 1) (A(Lns g l)—A(tn+q))A_l+t(tn+q)”2’(H H)
x”Al_a(tn+q)(aq+At BqA(tn+q))_l ” .

Or,
—1 »e C
||(0tq+Atl3qA(tn+q+1)) A (t""'q‘“)”-g’(ﬂmé'&'t?'
) 11— -1 C
“A‘ (t,,.,.q)(Clq-i-At BqA(tn+q)) ”g(y H)é"Atl—_e
et

” A_e(tn+q+ l)(A(tn+q+ 1)—A (tn+q))A_ ! +S(tn+q) ”2’(H H)é MAt’

d’aprés ’hypothése (7).
On en déduit
” An+ 1 —‘An "2(1‘1’ H‘)é CM At‘

Si k est supérieur ou égal a 2, on a alors :
— — k-1 __ — —_—
A§+1 _A’ti= Z A£+l (An+1 _An)A’ri_p_l

p=0

k-2 L o _
= Z (Ag+1—Alo’o)(/\n+1—An)(Aﬁ_p_l—Aléo—p_l)
p=1
k-2 __ . _
+ Y AL A —A)ATPTE AP
p=0
_ k—1

+kii A2y = AL) Ay = ADAL P 4 3 AL (R —AD AP
= p=
On majore e;suite séparément chacun des termes de cette somme
[AZs s = AZ) At —AD NS = AP || g e

§” (K£+l "K&)Ze(twﬁ 1)“3’(11«) ,
1A (tnrgs ) B 1 = AN A7 ()|

X “Zl T (tar ) (AETET ! _Kl;:p—l) ”z’(nv) .
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D’aprés le lemme 5, on a

J— — e—upAt
“(Ag+1_A‘olo)Az(tn+q+1)”g(Hq)§C(pA_t)E
et
— v L Tkep—1 e—p(k—p—l)At
142 (G ) (AP = AT )llz’(ﬂﬂ)éc((k—p—I)At)l—s
En outre

"Z_e(tn+q+ 1)(Xn+ 1 _Xn)z_l-“:(tn-f-q) “_?(H")

q—1 __ A .
éc Z HA_e(t""'q*'l)(An-)»l 1—An z)A —1+S(t,,+q)“
1=0
et
”A_E(tn+q+1)(An+1,.—An,,)A_“"(th)”g(H)
<At]o, B~ By ||| (g +A B Altnsqe 1) o
A7 s ) (At gr 1) Altr ) A7 i |
|| (ctg+ AL By A (a1 )™ || o 1S CM AL,
d’aprés ’hypothése (7)
On en dédut

A2y 1 —AZ) Ay — A (A, = AP || g e 1

6‘”(k— DA

<CMAt—
- p*(k—1—p)!

On majore ensuite le deuxi€éme terme
” Acp;o (An+ 1 _An) (A,rcl—p_ ! _Al:n—p- 1) "LI’(H" HY)

<Ce ™| Ans1—A) A1 (t,ry) Py

A8 (e ) (AETP7 = AP )| e 1
Or,

H(Kn+ 1 _K»Z*l +s(tn+q)”£’(ﬂ" HY)
q—1
<CAt _ZOM Bo— o By || (g + AL By Altns g 1) ™" A (ns s ) || 20y »

“ A_E(tn+q+ 1) (14(tn+q+1)—-"1(tn+q))*‘4_1 +s(tn+q) ”,‘Z(H H)
x|+ At B A(tas ) o ;ySCM AL275,
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d’aprés (7). Donc

— — — — —kk—p—1At
| AL (Ans 1 —A)AE P = AP || ey SCM At e"“’@_—l—_——p)l—:,
de méme
_ _ - —ple—1-p)
“ (AR 1= AB)A, 1 — AN P! ”&’(H’,H“) SCMAte .
et
| A2 (Ans 1 —A)AS || e g S CM AL e7HED
on obtient la majoration
”Aﬁﬂ _A’rfnz(H".H")
k—2 e-u(kAl)Al k—2 e—ppe—p(k—l—p)At
<CMAt —+ —
{,,zlzve(k—l—p)1 ,,;o (k—1-p)!
k=1 o—upAt p—p(k—1-p)
+ > —-—————8—~—+(k—1)e‘“("*”}
p=1
(k—1A ‘& 1
SCM At e W= ‘<1+ ——_—)
p; pPk—=1-p)~®

k—2

11 reste donc & majorer la quantité : 1/(pt(k—1—p)* o).
p=1
On considére pour cela la fonction

S x)=

W, O<x<1;

cette fornction atteint son minimum en ¢, on en déduit

1
(k—1)(p/k~1)F(1—(p/(k—1)'*
p/k— 1) dx )
= F(l—)—¢ our ——=<¢
—{(xwl)j(k—l)xe(l—x)l—s p —1
et
1
(k—=1)(p/(— 1)y (1 =(p/(k—1))""*
(p+ 1)/(k—1)
= p - pour Lga,
“Joe-n  X¥(=x)'7° -1
d’ou
v 1 ! dx
= =C O<e<1
pglps(k_l_P1—E—Jox5(1_x)1—;_ pour e
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et donc
|| Akyy—AL[|SCM AL e # D™

Ce lemme nous permet alors de démontrer les propositions 1, 2, 3

Démonstration de la proposition 3 Pour simplfier les notations, nous nous
contenterons de faire la démonstration dans le cas k=n+ 1, la démonstration se
généralisant sans difficulté au cas k#n+1 On a ’égalité

n+1

Ay Ae=ARt 4 Y (ALFVPA,L Ag—ANERTPA,L, A
p=1
En outre,
ATFPAL L Ag—ALTITPA,, A
=(AFTTPAREIT)A, s A AT TP (A —A,m) A, A,
d’on
| A Aol e o =|| Ayt || 2 o
+ X A=A A Aol
rp=1
n+1 . _ _
+ Z H(Azti_p_AZ:l_p)As(tp—1+q)“
p=2
X[| A7 (tp-140 Bp-1=Ap-d) || [Ap2 Aol
n+1 —
XA A= Apill 1452 Ao
o
H A -AD A @) 47 @ Ro=Ad [+ AL [[Ao=Ao]
D’apres la proposition 5,
| A5 || g e sy < C e @08 (1 +| Log At |)
d’aprés le lemme 8§,

An+l-p__An+i- ~plr+1-p)At
| Ap P — A7 || e ug S CM At e ,
d’aprés le lemme 6,
e p(n+1—p)At e—u(n+l-—p)At

e An+l-p_Antl-p\|l< <
”A (tp—1+q)(Ap-—1 A% )H:C((n-l-l—P)At)a_C At® ’

d’aprés le lemme 3 .
” K'S 1-p ” < CeHo+1-p
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Il reste & majorer les quantités
“Z—e(tpﬂ)(/\p—/_\-p)” et “Ap_xp“'
Or,
_ _ q—-1 —
” A_e(tp+q)(Ap—Ap)”§C —Zo "A_z(tp**q)(Ap.t*AP,l)”n?(H H)
et
“Aa(tp‘fq)(Ap,l_Ap,l)“
él Bl I ” AtAl—e(tp+q)(aq+At BqA(tp+q))_l “y(H H)
H A” ! (tp+q)(A(tp+z)—A(tp+q))“ .
Donc d’aprés I’hypothése (8) ou (8 bis), on obtient :
| 472 (tys ) (A — A || gitre i S CM AL,
de méme
A=A [l e 9= CM At

Posons alors :
Ao = 1,

ap=eupAt“Ap_1 o AO“E’(H",H')’ 1§p§n+1.

On a alors :

a,,+1§C<(l+|LogAt|)+MAt Y a,,>
p=0

Montrons par récurrence I’mégalité
a,=C(1+|LogAt|)(1+CM At)".

En effet, ce résultat est vrai pour n=1; supposons que cette inégalité ait lieu
pour n; dans ce cas, on a

a,,+1§C(1+|LogAt|)(1+CMAt y (1+CMAt)">,
p=0

1+CM ALY+ —1
a,,+1§C(1+lL0gAt|)<l+CMAt( +CM AL )

CM At
d’ou
@nr1 SC(1+|LogAt|)(1+CMAt)**! <C(1+|LogAt]|)eM@+nar
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On obtient donc la majoration
HAn AO”.Z’(H" Hq)éce(CM—")"A'(l+|L0gAt|)

La démonstration des propositions 1 et 2 est analogue
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