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SUR LE DECOUPLAGE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES
DANS DES OUVERTS CYLINDRIQUES DE R?
AVEC DES ELEMENTS FINIS PRISMATIQUES (%)

par O PIRONNEAU (*) et O P SHARMA (%)

Communique par P G CIARLET

Resume — Ce bref aiticle a pour but de rappeler comment un probleme elliptique dans un
ouvert cylindrique de R®, discretise par une methode d’elements fimis prismatigues, se decompose
par une methode spectrale en un nombre fini de problemes elliptiques dans R? Cette methode est
bien connue en differences fimes mais apparemment oubliee en elements finis On montre qu’un
Jacteur entie 10 et 100 peut etre gagne sur la place memorre et le temps calcul dans certains cas

0. INTRODUCTION

Soit Q un ouvert cylindrique de R® Q=0Q, x10, Z[ On considére par exemple
le probléme swivant trouver u solution de

—Au=f dans Q,  u|;=0, (1)

ou I est la frontiére de Q Pour intégrer numériquement (1), une méthode
classique consiste a faire une décomposition de Fourier par rapport a la derniere
variable On cherche u(x{, x,, x3) sous la forme

u(xy, X3, X3)= Z“x(xh x2) w, (x3) @

Alors (u,, w,) dowent satisfaire a

a>w,
- Y(w A, utu=s )=/ dans Q )
1 3

(*) Manuscrit regu le 3 mars 1978
(*) Ina-Laboria, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, 78150 Le Chesnay
(*) Indian Institute of Technology, Math Dept , New Dellu
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56 O. PIRONNEAU, O. P. SHARMA

Donc si on choisit pour w; les solutions du probléme aux valeurs propres
d2 w;
- =\ w; dans 10,Z], w; (0)=w;(Z)=0. 4)

3

Alors u; est solution de
—A, ., withu=f1, “ilr, =0, 5)

ou I'; est la frontiere de Q, et ou f; est la décomposition de f sur la base { w; }
c’est-a-dire

Zﬁ(xl X2) w; (x3) = f(x1 X3 X3). (6)

Numériquement on peut alors discrétiser (5) par une méthode d’éléments finis de
Lagrange triangulaire d’ordre 1, par exemple.

Alternativement on aurait pu discrétiser (1) directement par une méthode
d’éléments finis. Si on utilise des éléments prismatiques de Lagrange d’ordre 1,
alors la présente étude montre que les deux méthodes sont rigoureusement
équivalentes lorsque f vérifie (5) et 4 condition que (4) soit discrétisée en éléments
finis de degré 1. La méthode mixte (2)-(5) n’est donc rien d’autre qu’un
algorithme de résolution par décomposition du systéme linéaire obtenu en
discrétisant (1) avec des éléments prismatiques. La méthode s’étend a quelques
opérateurs a coefficients non constants et aux éléments finis de Lagrange de
degré quelconque. Notons que cette méthode est trés proche de la méthode
spectrale pour l'intégration des problémes paraboliques par découplage en
problémes elliptiques et qu’elle est souvent utilisée en différences finies
(problémes de météorologie c¢f. Sadourny [1] par exemple) sous une forme
légérement différente. Il ne s’agit donc pas d’une nouvelle méthode mais d’un
rappel qui peut étre trés utile aux analystes numériciens désireux d’illustrer de
nouvelles méthodes ou de nouveaux schémas sur des problémes tridimension-
nels simples lorsqu’ils disposent des codes bidimensionnels. Comme nous allons
le voir la méthode permet aussi un gain substantiel sur I’occupation mémoire en
machine.

Notons deux applications pratiques pour lesquelles la méthode ci-dessus est
bien adaptée :

1° les écoulements tridimensionnels externes autour d’un barreau pour les
modéles de turbulence (Perrier-Pironneau [2});

2° le calcul du champ électromagnétique dans un moteur linéaire
(Marrocco [3]).

Apres avoir posé le probleme au paragraphe 1, on étudie une discrétisation par
éléments prismatiques, ainsi que la décomposition du probleme, au
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SUR LE DECOUPLAGE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES 57

paragraphe 2. Au paragraphe 3, on compte les opérations et les mémoires
nécessaires lorsque les systémes linéaires sont résolus par une factorisation de
Cholesky. Pour les discrétisations typiques des problémes 1 et 2 ci-dessus on
trouve que le nombre de mots-mémoire nécessaires et le nombre d’opérations
sont divisés par 20, factorisations non comprises. Ces gains sont tout a fait
remarquables malheureusement la méthode se généralise mal aux opérateurs
non constants et ne s’applique pas si Q n’est pas cylindrique.

1. POSITION DU PROBLEME

Soit Q; un ouvert borné de R™ de frontiére I'; et 2, un ouvert borné de R” de
frontiére T',. Soit Q P'ouvert cylindrique de R, M=m+n et I sa frontiére

Q=0Q,; xQ,, I'=T; xT,, (1.1)

soit ay, a;;e L*(Q), i, j=1,. .., M des coefficients vérifiant la propriété

ao (x)=ag (x;) B(x2),
aij(x)=ai1j(-\'1)B(~\'2), L,jSn, Vx=(x1, x)eQ; xQ,,
=a.’2j(X2)Y(X1), iI,j>n.

Soit fun élément de H™ ! (Q), g un élément de L2 (T') et uo un élément de H! (Q).
On considére le probléme elliptique aux limites non homogénes suivant :

M a a
- Z a—(aijgj:—>+aou=f dans Q.
i,j=1i 1 J

ou
v,

(1.3)

ul,=uoly, et =g.

r,

ou (I';, I',) est une partition de I'. Avec des notations évidentes on suppose que

Ig=T14xT2y, (1.4)
Iqn=1—‘l nxrln'
On fait les hypothéses habituelles de coercivité sur les g;; :
M
> aijai&jgalglz’ VEeRM. (1.5)
i, j=1
pour un o > 0 et
a4 =20 ou ayza si Iy=0. (1.6)
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58 O. PIRONNEAU, O. P. SHARMA

En plus on suppose que la matrice A des coefficients g;; est de la forme

— Al 0 .
A—<0 A2>, 1.7

a;j=0, Vi,jtelquej>ni<noui>nj<n (1.8)

c’est-a-dire que

Pour donner un sens précis au probléme (1.3) on notera

V:{veLZ(Q)leeLZ(Q)M,urd=0}. (1.9)
ou Ov
a(u, v)= Laija—xj -é;c—idx-k Laouv dx, (1.10)
b(v)=vadx+J gvdx, (1.11)
Q T,

de telle sorte que le probléme a résoudre est le suivant :

a(u, v)=b(v), Vve V,}

1.12
u_uoeV, ( )

ou u, est une extension dans H* (Q) de u, |r- Sous la forme (1. 12) on démontre
par le lemme de Lax-Milgram que u existe et est unique dans V.

2. APPROXIMATION PAR DES ELEMENTS PRISMATIQUES
2.1. Approximation de Q

Soit 7} une triangulation de Q,, J 7 une triangulation de Q, ot h désigne le
plus grand coté des triangles. Comme d’habitude on suppose que les triangles
ont une intersection vide ou réduite & un sommet ou a un c6té; on suppose que
lorsque h tend vers zéro les angles des triangles restent compris entre o et P,
o> 0, B <r et que le rapport du plus grand c6té des triangles sur le plus petit coté
reste borné et strictement positif.

A partir de | et F? on peut construire une triangulation de Q par des
prismes

Pn={P=T,xT,|T1eT}, T,eTi}. 2.1

Soit Q, I’approximation de Q correspondante

Qh-: UP

Pe?,
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De fagon évidente on définira Ty, et T',,, les approximations de I'; et I', induites
par 2,.

2.2. Approximation de V

Avec les éléments prismatiques on travaille avec R* ’espace des polynomes de
degré ken x, a x, fixé et de degré k en x, a x, fixé. On définit une approximation
Vh de V:

Vi={0,€C°(Qy)|vn| pe R*Y P P} v,=0 sur T, }. (2.2)

2.3. Notations

Pour la suite nous introduisons les notations suivantes :
{q,})=1 les nceuds de 2,;
N, N4, N, le nombre de nceuds de 2, 71, T2;

I={i|q,eT4}, 2.3)
V= {0a€CO(Qu) | vm| 7€ PX, VT, € Th va| v, =0}, i=1,2, (2.4)
ol P* est ’ensemble des polyndmes de degré k.
PRropOSITION 1 : Soit { w), }f’il une base de V,,. Alors quel que soit v eV, il
existe vi,eVy,, i=1,..., N, tel que

N,

v(X)= ) wh(x2)via(x1),  Vx=(xy, X2) €Qy. 2.5

1=1
’ . . — N .
Démonstration : Soit { w}, },2, la base canonique de V5, telle que

wh(g2,)=38,,, Vq,, neeud de J3. (2.6)
Posons _
vllh(xl)=vh(xlr qu)’ (2'7)

alors d’apres (2. 6), on peut re-écrire (2.7) comme

N>

on (X1, q2))= Z lEﬂ(Qz,) vy a(x1), Vi=1,..., N,. (2.8

1=

Comme w}, vy, €V}, par construction, I’égalité (2. 8) est vraie en tout point

N,

on(x)= Z wh (X2) 014 (X 1), Vx=(xy, X3) €. (2.9

1=1

Pour démontrer que (2.9) est vraie pour toute base {w}} on écrit la base
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60 0. PIRONNEAU, O. P. SHARMA
canonique sur cette base

wh= Y o, wi 2 10)

et on pose
1h'—zauvlh (211)

2.4. Décomposition du probléme discret

Sous forme discréte le probléme (1.12) s’écrit :

a(uh, Uh)Zb(Uh), Vv,,e Vht} (212)
Up—Upp€ Vhr
ou ug, est une approximation contenue dans V), de u, et
6uh avh
a(u,,, Z)h)= J;)}flub?l &;dx, (213)
b(vy) = J Sfopdx+ J gu, dx. (2.14)
Q, Con
Dr’aprés ’hypothése (1.7), (2.13) s’écrt :
duy, au,,
a(uhr Uh)"[]}:l o, lJa a
i Ouy, 61;,,
+ Y a,— apupvdx. (2 15)
L, j=n+1 JQ, ox, OXJ Q,

D’aprés la proposition 1, étant donnée une base quelconque { wj, },2 de ¥, on
peut écrire :
N>

uy= ), whttiy (2.16)

k=1

Donc en prenant v, =wjv,, dans (2.15) on obtient :

N, a a
a(up, wivi= Y, [ 3 J w,,w,,aUau" _;1_"dx
Q, J

k=1 1;gn

Ak Al
Wy oW
ko, h h
+ Y, UL n O 5 dx
1y>nJQ, X x!

+ J dg w;: lU;l u’ihv”,dx]. (2. 17)
Q,
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Soit, compte tenu de (1.2) :

< ou ov
1
aluy, Wyv1,) — Z |: Z J Bwﬁwidxzj al aua 1hdx1
Q,

k=1| 1j<n ax}

, Owj, dw,
+ Z Jv ‘yu’ihv”,dxl J' ”6 h hd X2
[

1y>n

+j ap uipvypdx Bwﬁwidxz:'~ (2.18)
th

Qo

Soit {w, }f’:’ 1 la base des vecteurs propres

6 0 ~
) J @} a“"‘ a“"‘dxz—xk f B ok whdxa,
1y>n JQy, Qa4 (2'19)
l"‘l,...,Nz.

[Dapres (1.2) B~ a? est posmve défime. Le systéme (2.19) admet donc une
solution unique {7»,, }k= {wk }k= 1

Dans la base w;, (2.18) s’écrt :

NS
a(uy, ﬁvu): Z <j ﬁﬁﬁfﬁdh)
k=1 Qa4

ouf, 0
x[ ) {a o "“‘dmf (xkv+aé)u';hvu.dx1]. (2.20)
o x, Ox .,

1j<n J

NoTATION : Posons

0 ov )
o}, v15)= Ja},#ﬁ “'dx1+J Oy +ad)uppvipdx,.  (2.21)
1j<n JQ, ox, ax] Qyp

Pour découpler (2 .12) on doit pouvoir écrire

\
bwivin= ) bk(ulh)j B 1w}, w} dx, (2.22)
k=1

Qay

alors (2. 12) devient

Ny
Z [ (U, v18) — by (vy w) j Bwi,w{‘,dx2=0,
k=1

Q.. (2.23)
VvlhEVlh: Vl, u,,—uo,,th
Le probléme (2 23) se découple s1 on choisit #%, solution de
at Wk, v1)=b.(v14), Vo€ Vin
k( 1h lh)k k(klh) 1h 1h } (224)
Uin—Uon€ Vyn,

vol 13, n° 1, 1979



62 0. PIRONNEAU, O. P. SHARMA

ou ug, est tel que
v

Ug = Z u](‘) h l‘l:",ﬁ (2 . 25)

k=1

[on notera que les hypothéses sur les a,, impliquent ’existence et Punicité des
solutions de (2 .24)]. Donc pour pouvoir écrire (2.22) on pose

Oy = J B wk w} dx, (2.26)
[

et on calcule f § solution de

N2

Z O‘ij fhvindx, =J fﬁi.”mdx‘*'J‘ gwi vy ,dr, '

k=1 Qs Q, Tan ‘ (2 . 27)
Vvlhe Vlh: Vl=1,. . .,Nz. /

Pour résoudre (2.27) on peut procéder comme suit : d’aprées la proposition 1,
I'interpolé f;, de f peut s’écrire

N,
Julxy, x3)= ; S u(x) w}, (x2) B (x2), (2.28)
car { Bw}, }, est aussi une base de V,,, donc
N, _—
jfhi‘;invlth= Z J f’ihv1hdx1j szwidxzx (2.29)
Q, k=1 JQ,, Q)

qui est bien de la forme (2. 27) lorsque g = 0. Pour calculer {f } } est donc ramené
a résoudre un systéme linéaire N, x N, en’chaque nceud. En effet, si
S~ \ : -—
= Y b, wh, i=1,..., N, (2.30)
=1
alors

Ny
; fin@)b,B(a)=1i4q). V(g q) neud de 2. (2.31)

TuEOREME 1 (9=0) : Soit {k,, w} },I‘V;l la solution du probléme aux valeurs
propres

@w,, 6uh

Y ”é‘ o dxz—kkj B wk w, dx,, Yw,eVyn  (2.32)

13>0 8,
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Soit { f%,} les solutions de (2.31) et soit { uf,} les solutions de

ay (u 5, U1h)=j flihvlhdx: Voin€Vin
S (2.33)

k k
Uiy — U6n€ Vi

alors
A"

Uy = Z uf j wf, (2.34)
k=1
est solution de (2.12).

REMARQUE 1 : Lorsque g est non nul, on peut soit résoudre (2 . 24) soit convertir
I'intégrale frontiére en intégrale sur Q, en définissant une extention g, de g et
utiliser (2.31) sur f +g.

REMARQUE 2 : En fait on a pas besoin de f% mais de

koLl
J inU1sdx,
th

oules { v} , } forment une base de ¥, ,. On peut donc résoudre directement (2 . 27)
avec v, =0} ,. Soit un systéme linéaire N, x N, en chaque nceud.

THEOREME 2 : Si Q=Q, et si la solution de (1.12) est dans H*** (Q) alors :
Huh—unm(g) é Chk]ulHkH(Q).
Démonstration : Voir Ciarlet [4].

ReMARQUE 3 : Il semble que le méme type de résultat soit vrai lorsque Q, , est
triangulé par des €léments quadrangulaires isoparamétriques.

3. EXEMPLES D’APPLICATIONS ET DECOMPTE DES OPERATIONS

3.1. Ecoulements incompressibles visqueux
Le calcul des écoulements incompressibles visqueux

% —VAu+uVu=Vp;, V.u=0 dans Q (cf. fig. 1) u|r=u,. (3.1)
est un sujet de recherche pour lequet il peut étre intéressant de tester les modéles
proposés sur I’exemple tridimensionnel suivant : Q= ]1,1[3*—C ou C est un
cylindre d’axe ox; et de rayon r < 1. De tels écoulements sont tridimensionnels
turbulents si v est assez petit et il faut un grand nombre de nceuds dans le fluide
pour une précision correcte. Certaines méthodes {cf. Glowinski-Pironneau [5]
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64 0. PIRONNEAU, O. P. SHARMA

par exemple) raménent la résolution de (3. 1) & une succession de problémes de
Dirichlet dans Q pour 'opérateur ((1/At)—v A). Une telle méthode est aussi
utilisée en météorologie pour des problémes du type (3.1) dans un cube
(¢f- Sharma [6]). Une discrétisation typique pour ces problemes est : 20 tranches
de 1000 nceuds, la largeur de bande dans chaque tranche étant de 20 environ,
alors que la longueur de bande du probléme non découplé est de 400.

3.2. Moteur électromagnétique linéaire
Si A4 désigne le potentiel vecteur du champ, il faut résoudre (méthode du
Lagrangien augmenté) :
min max %, (A4, q. 1), (3.2

i p=0 &
u

avec
1
Z,(4, q,k)=§j{¢(lqlz)+r(n(q—V x AP +n|V.A]»)
Q
Y 2 . Y n—1
4 2 — A)— s
+AtA + [T\Mq V xA) ]A+AtAA ]}dx, (3.3)

0 points == .
-0 @80 points —emm

[
LNEN4 20 points 24 points
N
v
Xy O’r' -—= 1" 2y
* 2 20 points

Z / YR 12 poi\?ts

x

1 %
Figure 1. Figure 2.

ot Q est un rectangle, \ est une fonction de R dans R donné, re R donné,
M (%1 X2 X3)=14 (X1 X2) N2 (x3); v, At, A" ' deux constantes et une fonction
données.

On approxime A par des éléments prismatiques PQ comme ci-dessus et A et g
par des fonctions constantes par morceaux sur chaque prisme. Alors (3 . 2) résolu
par 'algorithme d’Uzawa donne :

connaissant Ap*', gp, Ar calculer Ar*', grtl, Ar*! en résolvant
successivement

rf [(n VA, V) + ~—(A,, w,,)} dx
o At

=j[(ﬂ(rqh—7»h)wah)+(j, wy) + Ky_(An_lrwh):ldx» § (3.4
Q t

Yw,€eVy, ApeVy; Ahxnlrz(),
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V(g antrinda=rinVx4,> —<{n>h, (3.5
M=h+p(g— CV x 4,7), (3.6)

ou < f> est une fonction constante par morceaux sur chaque prisme, la
constante étant la valeur moyenne sur le prisme. La constante p est donnée. Les
équations (3.5) (3. 6) se résolvent sur chaque élément, il reste (3 .4) qui est une
équation de Poisson vérifiant les hypothéses du théoréme 1. Pour résoudre (3 . 4)

on calculera doncles vecteurs propres suivant la direction x; et on sera ramené a
la résolution d’une équation de Poisson sur chaque tranche k :

"J M VAL, Vo )dx,

Y
+ j (K; My A w0y h>dxl= J‘ (gh» va) dx,, 5
Q, &

A}i,,XnZO,

(3.7)

ou gk est obtenu par analyse de Fourier du deuxiéme membre de (3 .4).

Pour des résultats numériques sur ce probléme on renvoie & Marrocco [3].

3.3. Décompte des opérations

La situation typique étant Q=Q, x]0, Z[, m=2, n=1, supposons que Q, ait
été triangulé avec N ; nceuds et une largeur de bande i, et J0 Z[ a N, nceuds. Alors
QaN; x N,nceuds et une largeur de bande de N; + 1. Comme en général (3.5) :

N, < Ny;

la matrice des coefficients des w, est petite et leur temps de calcul est négligeable.
La place mémoire est donc celle de N, matrices de rigidité des opérateurs a* dans
Q,, C’est-a-dire

Ny x Ny xpy,
qui doit étre comparé avec
Ny xN;yxp,

c’est-a-dire le nombre de coefficients bande de la matrice de rigidité de largeur de
bande p de’opérateur a dans Q,. Dans le cas de ’exemple (3 . 1) on a donc divisé
par pu/p, =20 la place mémoire nécessaire. Dans le cas de I’'exemple (3.2)
Wy =24,

Une fois la factorisation faite, une résolution d’un systéme linéaire de M
inconnues par la méthode de Cholesky demande 2 M p divisions ou p est la
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66 O PIRONNEAU, O P SHARMA

largeur de bande de la matrice Pour le gros systéme cela fait 2 Ny x N,
divisions et pour les N, petits systemes cela fait N, (2 Ny p;) La encore on a un
gamn de N,/p, sur le temps calcul mais le calcul des { f}} peut étre non
néghgeable puisqu’l fait faire une multiplication par la matrice inverse des b, sur
chaque nceud, c’est-a-dire (N,)?> N; x N, multiphcations Sachant qu’une
multiplication est 30 fois plus rapide qu’une division on obtient dans le cas de
I’exemple (3 1) encore un gain de temps de 100

Résumons cette discussion dans la proposition suivante

ConcrusioN S1’on doit résoudre le probléme un grand nombre de fois par
une méthode directe (Cholesky), et s1le nombre de tranches est nettement plus
petit que le nombre de nceuds dans chaque tranche, alors I'opération de
découplage étudiée au paragraphe 2 divise les temps calculs et la place mémoire
nécessaire par le rapport des largeurs de bande des matrices de I’opérateur 1nitial
et de l'opérateur decouplé
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