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APPROXIMATION D'UN PROBLEME
AUX LIMITES ELLIPTIQUE D'ORDRE DEUX
PAR ELEMENTS FINIS RATIONNELS DE W ACHSPRESS
AVEC INTEGRATION NUMERIQUE ()

par D. ApprATO, R. ARCANGELI (%)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On étudie Ieffet de I'intégration numérique dans I'approximation d’un probléme
elliptique du 2¢ ordre par des méthodes d’éléments finis rationnels de Wachspress. Les estimations
asymptotiques de Ierreur obtenues par ces méthodes sont analogues a celles qui résultent de
lutilisation d’éléments finis polynomiaux.

1. INTRODUCTION

Soient Q un ouvert polygonal de R2, convexe, borné, de frontiére I' et p
un nombre tel que 1 < p < + oo. Pour tout me N, on désigne par W™"?(Q)
I'espace de Sobolev des (classes de) fonctions v qui appartiennent & LP(Q)
ainsi que toutes leurs dérivées partielles

acxu _ 8""0

"'6xoluax§27 az(al,u’Z)ENz, |a|=a’1+a’2’

d’ordre |a| < m, muni de la norme

1/p
H v Hm,p,Q = < Z j | ) |"dx> .
lajsm JQ

et on note H™(Q) = W™*Q), || * llma = Il * llm2.0-
On utilisera également les semi-normes

i/p
lv|z,p,n=<ZJ|aaU|pdx) . o<i<m,
\|a|=1 JQ

lorsque p < + oo, avec la modification habituelle lorsque p = + oo, et on
pose |- ha=1"l2a-

(*) Manuscrit regu le 27 avril 1978.
(*) Faculté des Sciences Exactes, Département de Mathématiques, Pau.
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4 D. APPRATO, R. ARCANGELI

Pour tout compact K de R?, on notera W™?(K) au lieu de W'""’(I°() et on
écrira || v|[pmpxs [0,k € |0k au lieu de || v I, pe» 10 hpg €t vl 2.

Enfin, pour tout entier k > 0 et pour toute partic non vide 4 de R? on
désigne par Py (A) [resp. par Q,(4)] I'espace vectoriel des (fonctions) poly-
ndmes a deux variables sur A de degré < k par rapport a I'ensemble des deux
variables [resp. par rapport & chaque variable].

Soient d’autre part a;;€ L*(Q), i, j = 1,2, et f e L*(Q). On suppose que

2
H'Y > 0’ Vé = (éls 52)E Rz > Z u'(x)é;]&.n 'Ygl §‘2 > (1'1)

i,j=1
pour presque tout xe Q.
On considére le probléme modéle (qui d’aprés (1-1) admet une solution

unique)
ue HYQ)
2 ou Ov (1-2)
Vve H)(Q), Yy Ja-——dx=Lfvdx,
1

i
ij=1Ja = 0x; 0x;

ou H{(Q) désigne 'adhérence de 2(Q) dans H(Q).
Soit 5# un ensemble de réels strictement positifs. Pour tout he s, on se

donne un sous-espace vectoriel ¥, de dimension finie de H3(Q) et on associe
au probléme exact (1-2) le probléme discret

u, € Vo,
ou, 0 (1-3)
Vo, € Vou s Z aij (‘)uh = dx = | fuudx.
i ,J=1 XJ axi Q

Le probléme classique auquel nous nous intéressons ici est celui de Pétude
de I'erreur dans la résolution de (1-3) avec intégration numérique : les coeffi-
cients du systéme linéaire équivalent a (1-3) sont donnés par des intégrales
qu'on ne peut généralement pas calculer exactement et que ’on approche
donc par des formules de quadrature numérique.

Nous allons utiliser dans ce travail des espaces V, d’éléments finis ration-
nels de Wachspress (cf. [16], [2]), auxquels ne s’appliquent pas les méthodes
valables pour les éléments finis usuels (cf. Ciarlet-Raviart [7], Strang-Fix [15],
Scott [13], Zlamal [18], Ciarlet [6]). Nous limitons notre étude au cas de
trois d’entre eux, qui présentent le plus d’intérét du point de vue de Iinfor-
matique (pour les définitions générales concernant les éléments finis, nous
renvoyons a Ciarlet [6]).

R.A.L.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D’UN PROBLEME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 5

2. RAPPELS SUR -‘LES ELEMENTS FINIS RATIONNELS DE WACHSPRESS

Soit K un quadrilatére convexe fermé, supposé¢ différent d’un parallélo-
gramme ou d’un trapéze, de sommets a,y, pel = Z/,Z(a, x désignant le
sommet le plus éloigné de la diagonale extérieure dg de K). Pour tout pel,
on désigne par I, x un élément de P,(R?) tel que [, x(x) = O soit une équation
de la droite d, x passant par les points a,_; x €t a,x. On désigne de méme
par I un élément de P, (R?) tel que Ig(x) = O soit une équation de d. Enfin
on note hy (resp. pg) le diamétre de K (resp. le maximum des diamétres des
cercles contenus dans K), par a, ¢ le point de concours des diagonales inté-
rieures et par o, g (resp. a5 g) le point d’intersection de d, x et de d; g (resp.
de d, ¢ et de d4 k).

Figure 2.1.

Rappelons la définition des éléments finis rationnels de Serendip sur K de
degré 1 et de degré 2 (on convient de dire qu’un élément fini (K, Py, Zg), au
sens de Ciarlet [6], est de degré k si Py o P(K) et Px D Py, ((K)).

L’élément fini rationnel de Serendip de degré 1 (K, Pk, Xi) est défini par
Py est lespace vectoriel engendré par les fonctions de K dans R w, g, pel :

lK(ap,K) lp+ 2,K(x)lp + 3,K(x)

VxeK, w, x(x) =
e T T T 1e(x)

et
Zx={v > va,x), pel}.

L’élément fini rationnel de Serendip de degré 2 (K, Py, X) est défini par

vol 13, n° 1, 1979



6 D. APPRATO, R. ARCANGELI
Py est Pespace vectoriel engendré par les fonctions de K dans Rw, g et w,_; g
pel:
lK(ap,K)lp+ 2,K(x)lp + 3,K(x)lp— 1,p,p+ l,K(x)
Lot 2,K(ap,K)lp+ 3.k )l 1,pp+ 1,K(ap,K)lK(x)
lK(ap— l,p,K)lp+ l,K(x)lp+ 2,K(‘x)lp+3,K(x)

lP+ l,K(ap— l,p,K)lp+ 2,K(ap- l,p,K)lp+ 3,K(ap— l,p,K)lK(x) ’

VxeK, w, k(x) =

VxeK, w,_;,x)=

(ou I,y ,,+1 €st un élément de P,(R? tel que l,_; ,,+,(x) =0 soit une
€quation de la droite joignant les points a,_; ,x €t a, 41 x) €t

Zx = U {v > va,x), v v(ap—l,p,K)}' a
pel

Pour la définition de I’¢1ément fini rationnel de Serendip sur K de degré 3,
on renvoie a [2]. O

On vérifie que les éléments finis rationnels de Serendip de degré 1, 2 ou 3
sont de classe C°. O

Rappelons également les résultats concernant lerreur d’interpolation
(cf. [2]). Soit (Fp)yerr une famille de « triangulations » de Q, chaque &, étant
composée de quadrilatéres K, convexes, fermés, non dégénérés en trapézes
ou en parallélogrammes et de diamétres < h. Pour tout he # et pour k = 1, 2,
3, on définit P’espace vectoriel

V,={v,eC%Q); VKe®,, v,lxk€Px},
ou Py est I'espace vectoriel de 1’élément fini rationnel de Serendip de degré k,

et, pour tout ve C°(Q), on désigne par I1,p le V-interpolé de v.
On montre (cf. [2]) que, si (G ), vérifie les deux hypothéses

h

36 >0, YVhe #, VKeG,, B—’isc, (2-1)
K

V>0, Vhe#', VKebG,,  infd(x, dg) > Vi, (2-2)

ou 8(x, dg) est la distance euclidienne de x & d, alors, pour k = 1, 2, 3, il existe

une constante C > 0 telle que, pour tout ve W***P(Q), avec p > P et
pour m =0, 1, on ait
|0 =TI lppa < Cl0 ks pol 7™ (2-3)

Rappelons enfin des résultats concernant la transformation de Coxeter-
Wachspress (cf. [16], [2]).

Soient K le carré de sommets @, = (— 1, 1), d, = (=1, — 1), a3 = (1, — 1),
a, = (1,1), £ = (%, X,) le point courant de K, et, pour tout pe I, soit d; la

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D’UN PROBLEME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 7

<
.

a i

ay

oy
o
)

Figure 2.2.

droite passant par les points d,_, et 4, Pour tout quadrilatére K, convexe,
fermé, non dégénéré en trapéze ou en parallélogramme, il existe une bijec-

~ AN
tion Fy de K sur K telle que Fx soit un C*®-difféomorphisme de K sur K
vérifiant : A
Vpel, Fyd,nK)=d,nK,
Vpel, Fy@,) = a,g,
Fy0) = oy ¢

Si on désigne par k, g, my g, 1y  les coordonnées barycentriques du sommet
a4 x de K relativement aux trois points oy g, o, g, %3 ¢ €t si on pose

VtekK, sp(X) = kg x + myxX; + ng g X5,
on obtient §
N 24 my gN.
vgek, JK()’C‘)=_.£L§M,,
| Si(X)
ou

Jx(X) = det (DF (),
et ou Ay désigne l'aire du triangle de sommets o, g, p = 1, 2, 3.
On montre que, sous les hypothéses (2-1) et (2-2), on a les relations :

1
Vhes#, VKeb®,, 1 <R <1+~ (2-4)
v
et
3C,, C, > 0, Vhe # , VKeb,, VieK, Chi <JgR)<Ch:.  (2-5)

Enfin on vérifie que, pour k = 1, 2, 3 et pour tout K, convexe, fermé, non
dégénéré en trapéze ou en parallélogramme,

{D|IwePUK), D=r0voFy }=siPk(IZ) (2-6)

k
K

vol. 13, n° 1, 1979



8 D. APPRATO, R. ARCANGELI

et que

N PN o - 1

PYK). @7

Dans la suite on fera la convention d’écriture suivante : pour toutes les
notations précédemment introduites qui comportent I'indice K, on omettra
cet indice chaque fois qu’il n’y aura pas de confusion possible.

3. DEFINITION DU PROBLEME NUMERIQUE APPROCHE
Soit (G }),er une famille de triangulations de Q du type indiqué au §. 2.
Supposons he #, fixé. Pour k = 1, 2, 3, on définit 'espace vectoriel
Vo ={wveW; Vlr = 0},

ou ¥ est I'espace d’¢léments finis défini au §. 2.
Pour approcher la solution du probléme (1-3), qui s’écrit encore

u, € I{)h H
2 ouy, v, f (3-1)
Vv, eV, a;— — dx = v dx ,
oo K;;h i,jz=1 K axj 0x; K;@';. Kf ’

on est conduit a définir la forme générale d’un probléme numérique analogue
a (1-3), ou les intégrales sont remplacées par des approximations numeériques :
on se donne donc des formules de quadrature numérique sur 1’élément cou-
rant K de @,

L,
L(P(X)dx ~ lZ 0 k@br k), i=12, (3-2)
=1
Iindice i = 1 correspondant a l'approximation des intégrales figurant au

1 membre de (3-1) et I'indice i = 2 a celle des intégrales du 2° membre. On
note

2 dv ow
Hl Q = fo—— —— 3-3
VU, we 0( )a a(v, W) i,jz=1 Jnau axj axi dx s ( )
Vwe HYQ),  f(w)= f fwdsx . (3-4)
Q

De méme, supposant les a;; et f suffisamment réguliers, on pose

no, 2 vy, 0wy, ,
Vo, Wi € Vo,  ay(vy, wy) = Z wa,x Z a (bx,x), (3-5)

i AT A
Kebn 2=1 ij=1 axj 0x;

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D’UN PROBLEME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 9

ou v, et w, sont respectivement mis pour v, |, et w, |, et

Ly
Yw, € Von, Slwy) = Z Z wi,x(f Wh)(b)%,l() . (3-6)

Ketyn A=1

On définit alors le probléme numérique approché

uy € Vo }

(3-7)
Yw, € Vop, ah(ui.* , Wh) = fulwp).

Il reste donc & préciser le choix des poids ® x et des nceuds b} x,i = 1,2,
dans les formules (3-2).
Commengons par le cas i = 1, qui correspond au 1 membre de (3'7)‘
42 les fonctions de base de la Q,, _,(K)
4x2 les neeuds correspondants.

.....

.....

Pour k =1, 2, 3, on pose

3:(%)

42, o) % 3
Vi=1...,L = , w;y(s) = D) < (3-8)
et on définit o
VA=1,...,4k%, ol g = ol(s)Jb)s* (b)), (3-9)
YA=1,...,4k2, by = Fu(b). (3-10)

Pour k = 1, 2, 3, on désigne par vy(k) un nombre tel que

1 J‘,_ | g | dx
ull , (3-11)

- 1 N7 e j 1, | d%
X
vo(k) & %

ol pour tout A =1,...,4k?,

R ={%eK|g(®) <0} et Ri={2ek|3(®=>0},

Pexistence de vy(k) résultant de ce que

VA =1,...,4k2, jlq‘,\(;‘c)dfc >0.
K

On suppose désormais que pour k = 1, 2, 3, la famille (&), vérifie, non
plus 'hypothése (2-2), mais I'hypothése
Iv>0, v=vyk), Vhe#, VKeb,, in,{ O(x, dg) = vhg, (3-12)
ou vy(k) est défini par (3-11).

vol. 13, n° 1, 1979



10 D. APPRATO, R. ARCANGELI

PROPOSITION 3. 1 : On suppose vérifiée Phypothése (3-12). Alors pourk = 1,2, 3,
les nombresm définis par (3-8) sont tels que
36, >0, 36, > 0, Vhe #, VKeG,, VA= 1,..., 42, C, <ol(d) < &,

N
Démonstration : Résulte de la définition (3-8) des ©, (s), de 'hypothése (3-12)
et de la relation (2-4). |

On a le résultat fondamental suivant :

THEOREME 3.1 : Pour k = 1, 2, 3, pour tout he # et pour tout K€ @,
" - 0 . WS s
Vie QZk— l(K) s J‘— “2k+1ren dx = z mi(s)v(bk) b
kS (%) A=1

A /\ r .
ou les ®}(s) sont définis par (3-8)
Démonstration : Par définition des g, on a

4Kz .
Voe Qo1 b= Z (b2)q .-

r=1

2k+1

D’ou le résultat, aprés division par s et intégration sur K. O

Considérons maintenant le cas i = 2, qui correspond au 2° membre de (3-7).
Pour k =1, 2, 3, on pose

Vi=1,...,L, =4k, @)= J ﬁl(f(% dz, (3-13)
KS

VA =1,...4k%, @2 = 2O +2B)  (3-14)

VA=1,...,4k%, b?x = Fy(b,), (3-15)

ou les g, et les b, sont définis comme précédemment (on a donc, pour tout
A=1,...,4k? b} x = b} )
On a de méme la
/\ r -
PROPOSITION 3.2 : Pour k = 1, 2, 3, les nombres w3(s) définis par (3-13) sont

tels que
N ~

3C; >0, Vhe#, YVKe@,, VA=1,...,4k*, |0¥s)|<C,
N
(notons que les poids ®3(s) ne sont pas nécessairement positifs) et le

THEOREME 3.2 : Pour k = 1, 2, 3, pour tout he # et pour tout K € G,

4k>
e 0u R, [ s = Y o6,

ot les co;(s) sont définis par (3-13). a

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D’UN PROBLEME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 11

Dans la suite, nous allons suivre la méthode introduite par Ciarlet-
Raviart [7] et Ciarlet [6], ce qui conduit & examiner successivement

— le probléme de T'ellipticit¢ uniforme de la forme bilinéaire a, définie
par (3-5);

—- celui de la majoration, pour k = 1,2, 3, K€@,, i, j = 1, 2 et v,, wy,€ W,
Ovy, 0w,

des quantités E} <ai.— Zh
K\ Y ox; ox;

) et EZ(fw,), ou les formes linéaires Ex et EZ

sont définies par
4k2
Yo e CUK), EL) = j vdx — Y, o) xv(bi k) (3-16)
K A=1
et
4k2

Yve CYK), Ei(v)= j vdx — Y o} x(bi k) ; (3-17)
K

A=1

— enfin celui de la majoration de lerreur |u — ujf |, o, u} désignant la
solution de (3-7).

On suppose dorénavant que, pour k = 1, 2, 3,

Vi,j=1,2; a;;€ W**(Q) (3-18)
2
f e Whr(Q)), p> o (3-19)

4. Vo,-ELLIPTICITE UNIFORME DE LA FORME g,

On considére toujours que he # est fixé.

THEOREME 4.1 : On suppose vérifiées les hypothéses (1-1), (2-1), (3-12)et (3-18).
Alors, pour k = 1, 2, 3, il existe une constante B > 0 indépendante de h telle que

Yo, € Vou» ay(vy, vy) = B | Up ﬁn

ou V, est lespace introduit au §. 3 et a, la forme bilinéaire définie en (3-5).
Démonstration : Par définition

E e L Oy Oy
Vo€ Von, @lvw o) = ), D Oix ), aij(bx,K)a_(bx,K)a-_ (bi.x) -
KeGn A=1 ij=1 Xj X
Dans la suite, conformément a la convention d’écriture du §. 2, on supprime
I'indice K et on désigne par C diverses constantes. Compte tenu de ’hypo-
thése (1-1) et du fait que les coefficients @) sont positifs d’aprés (3-9), la pro-
position (3-1), (2-5) et (2-4), il vient

a2 2 (du, ) 2
aop, vy) = ¥ Z Z o; Z <$ (bx)>

Ke®), A=1 i=1 i

vol. 13, n° 1, 1979



12 D. APPRATO, R. ARCANGELI

soit encore

4k2 2 2
aom ) =1 Y Y GG (B ;((‘3”" ) x)) .

Kebn L=1

Utilisant la proposition (3-1) et (2-4) on obtient
2 4k? - {ov . 2
ay(vy, vy) = C [nf'](’?) Z Z Z (Sk_l(bﬂ(g_h" F)(h)) .
%k Kebp i=1 A=1 Xi

On vérifie que, pour k =1, 2, 3,
v,
Vvhe%h, Vl=1’2, é;tOFe k— le(K)
Etant donné que I'ensemble { b, },-; 4 est Qs _,(K)-unisolvant, on en

déduit que Papplication

,,,,,

(“f@(bx) ) .

est une norme sur Q,(K). Il existe donc une constante C > 0 indépendante
de h telle que

2 L Ov
av, v) = CInfJ(®) Y Y |8 a_"o F||
%ek Kelp i=1 Xi 0.k
D’ou, utilisant a nouveau (2-4),
Ian J(%)
ay(vy, v;) = C v, |2
h( h h) SUP J(X) K;hl k'l,K
xeK
et le résultat suit compte tenu de (2-5). O

Il résulte du théoréme (4-1) que pour k = 1, 2, 3, le probléme (3-7) admet
une solution unique. O

61;,, ow,

5. MAJORATIONS DE E}(( )ET DE E(fw,)

6x,~ 0x,
Soient he # et K € @, fixés.

THEOREMES.1 : On suppose vérifiées les hypothéses (2-1), (3-12) et (3-18).
Alors pour k = 1, 2, 3, il existe une constante C > 0 indépendante de h et de K

telle que
El <a % %)
K\ Y ax; ax;

C avy

a;;—
- 2 7 0x;
14

Vi,j=1,2, VYuv, w,€ Wy,

ow,
dx;

k
K »
0,4,K

<

k.p.K

2 1
avecp > —et — + — =1,
k—p q

R.A.ILR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D’UN PROBLEME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 13

Démonstration : 11 suffit de montrer le théoréme sous I’hypothése g;;€ C KQ),
le résultat général s’obtenant alors en raisonnant par densité lorsque p < + o
et par passage a la limite lorsque p = + co. Supposons donc que, pour
i,j=1,2, a;€ CXQ). Pour tout y € K, on note ¥4 !(y) le polyndme de Taylor

. . ov, L
a l'ordre k — 1 au point y de la fonction aija—f: , 1. e. Papplication
j

ov
a.-,-g;}_ ). —
K ! ,
xeK — ’;0 X

ot D* est I'application dérivée A*™. On a

ov, Ow, ( ov, g (y)>

\Pk 1()

Yidx, ox,  \"ox, X X,

11 résulte de la définition (3-16) de Ex que

ov, Ow av ow
EL R TR = El Tk k-1 “%h EL k—1 )
K(au ox; 3x,~) K((au ox; Y ') ax, + Ex| W7 ( ) ox,

Pour tout ve C°(K), d’aprés (3-16),

4k?

TN - PN
Ex(v) = L(v ° F)®)J(X)d% — A;wi(S)J(Bx)Sz“ (b)) o F)b,).

. ) C
Etant donné que J est de la forme —, on a
s

ow,, _,, .0
a(eoge)-c [((nong)r)egge

4k2
e f&(\s)((\w l(y) ) F)(Bx)s”-zaa).

On vérifie que

i
VwyeV, Vi=1,2, ( il

1 .
) FesTmQu—l(K)~

Appliquant alors le théoréme 3-1 avec
= ((‘I"}‘ ') aw,,) o F) 72,
0x;

ow
Ek(‘l"%“(y) —a;”) = 0.

on obtient

i

vol. 13, n° 1, 1979



14 D. APPRATO, R. ARCANGELI

On en déduit que

v, Ow
EL Lk _h> < YUh k-1
K(au axj 6x,- ua "P ( ) dx
we 61) ow
+ 3 of|afol "( b - (o) | )|
soit encore '
v, Ow ov ow
Eila,.— ) < || g, —2 — wh-! _k
K(a” ox; 8xi> i 0x; Y 0K 6x 0.4.K
i v, ow
bt \Pk 1 bl h ,
+ (Z 0t |t 20 - cooeen]) | 2]
avec—+—=1.
P 4

On prend alors les normes L”(K) des deux membres de I'inégalité ci-dessus
considérés comme fonctions de y et, en utilisant les résultats de Arcangéli-
avh 6w,,

CH: (
”ax}kpx 6x 0,4,K

2— a;:—
(k—l)!(k——) 1 P
14 ak2

Zm{

2
Gout [3], il vient, avec p > o

ovy, Ow
Y ox; Ox;

i ! % =1
0%; lo,0.x (mes K)*/7 |’
ou C est indépendante de h et de K.
Or, compte tenu de (2-4),
ow, -1 ow, oF
0x; llo,c0,x ox; 0,00,k

et comme

0 “
g1 aw"oFer(K),

i

il existe une constante C indépendante de 4 et de K telle que

ow, ow
‘ h < C -1 h o F
0%; [lo,c0,x X; 0,4,k
Utilisant & nouveau (2-4), on obtient
ow ow,
h <C hy F ,
0%; |lo, 0,k 0x; 0,q,K

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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soit encore

aw, C ow"
% llo,mx (Inf J(2) || 0; {lo,gx
Finalement zek
Ovy, ﬁw,,)
Eilqg. — 2
K(a” ox; 0x;
4k2 .
C ; ol ) 5 o
< A=1 h _h hk
<1+ 2 aij'é;ka %, 1lo.0x K
(mes K)'P (Inf J(R)/2 [ (k — 1) !(k _ _> Jjlk.p, .4
%ek p

et le théoréme suit compte tenu de (2-4), (2-5) et de la proposition (3-1). a

THEOREME 5.2 : On suppose vérifiées les hypothéses (2-1), (3-12) et (3-19).
Alors, pour k = 1, 2, 3, il existe une constante C > 0 indépendante de h et K
telle que

C
Yw,€ Von | EZ(fwi)| < — | f lpk | Wi 0,0,k Pk
k—Z
14
2 1 1
avecp>Eet—p-+a= 1.

Démonstration : Analogue a celle du théoréme 5-1. On introduit ici @%™ 1(y),
polynéme de Taylor a 'ordre-k — 1 au point y dea fonction f et on utilise
le fait que

VYw, € Vou» s2k- l(q)"}— 1(}’)Wh) o FeQy- 1(K) >
le théoréme 3-2 et la relation
Yw,, € Von, s*(wy, o F) e Q(K) . U

6. MAJORATION DE L’ERREUR |u — u}| o

THEOREMEG.1 : Pour k = 1, 2, 3 soit Vj, I'espace défini au §. 3. On suppose
vérifiées les hypothéses (1-1), (2-1), (3-12), (3-18) et (3-19). On désigne par u’la
solution du probléme (1-2) et par uj celle du probléme défini par (3-7) et (3-5),
(3-6), (3-8), (3-9), (3-10), (3-13), (3-14), (3-15). On suppose que u vérifie la condition
de régularité

uewW2r(Q), p>2
lorsque k = 1, et

ue H ()

vol. 13, n°® 1, 1979



16 D. APPRATO, R. ARCANGELI

lorsque k = 2, 3. Alors pour k = 1, 2, 3, il existe une constante C > 0 indépen-
dante de h telle que :

2
lu —ufli o< C<| Ulgrio+ ( P aij“k.aa,ﬂ)“ Ullgr1po+ 1 f |u,p,n>hka

i,j=1

avecp>2sik=1letp=2sik=23.

Démonstration : 11 résulte d’un théoréme de Ciarlet-Raviart [7] et du
théoréme (4-1) que :

e a,, w,) — a (v, W
IU—u;ﬂl,QSC( inf {|u—vh|1,n+ sup | avy, wy) (U h)l}

vheVon wreVon | Wy |1,n
| fwy) — fulwi)
+ sup ——mmMmMM8M@8M8 J.
wneVon | wy |1,Q

Draprés le théoréme 5-1 avec v, = ILuy, ou IT,u désigne encore le ¥, inter-.

, 2
polé de u, on a, pour k=1, 2, 3, pour tout p=>1, p > — et pour tout
k
W, € Von
Chk 2

_EZZ

0w,

o(TT,u)
. Ox;

| a(TTyu, wy) — ap(TLu, wy) | < a;
0x;

’
Ke®y, i,j=1 k,p.K 0,4,K

k
p
d’ou, compte tenu de (3-18),

| a([Tyu, wy) ~ ay(Tlu, wy) |

CHh¥ 2
< 2( z Haij“k,oo,n) Z ||Hhu||k+1,p,K|wh|l,q,K'

k _ = i,j=1 Keop

p

Utilisant les résultats de [2] concernant les majorations des dérivées des
fonctions de base de la ¥j,-interpolation, on vérifie qu’il existe une constante
C > 0 indépendante de h et de K telle que

|| TT,u ”k+l,p,K <Cllu Hk+1,p,K'

Donc, pour p > 2,k = 1 et pour p = 2, k = 2, 3, compte tenu de I'inclusion
I*(Q) ¢ LYQ) pour g < 2, on a, pour tout w,e ¥, :

Chk 2
| a(ITyu, wy) — a([lu, wy) | < Z Il aij”k,oo,a I u”k+l,p,Q | W |1,n~

k _% ij=1
p

D’autre part, d’aprés le théoréme 5-2 et en utilisant 'équivalence des normes

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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| “li0 €t || - |l;o dans H}(Q), on obtient de maniére analogue pour p > 2,
k=1letp=2k=2,3,
k

Yw, € Von s [ fwy) = filwn) | < | f lk,p,ﬂ [Whliq-

k-2
p

Enfin, d’aprés la relation (2-3), on a pour k = 1, 2, 3,
[u— IMu o< Ch*|u lk+1.0>

d’ou le résultat. O

7. COMPLEMENTS SUR LES FORMULES DE QUADRATURE NUMERIQUE

La méthode d’intégration entrant dans la définition du probléme numé-
rique approché (3-7) a été indiquée au § 3 : les nceuds d’intégration sur K sont,
pour les deux membres de (3-1), les images par la transformation F, des
nceuds de la Q,,_-interpolation de Lagrange sur K (cf. fig. 7.1, 7.2, 7.3) et

K K K
k=1 k=2 k=3
Figure 7.1. Figure 7.2. Figure 7.3.

les poids d’intégration sur K sont définis 4 partir de poids d’intégration sur K
suivant les formules (3-8), (3-9) pour le premier membre de (3-1), et (3-13),
(3-14) pour le second membre.

Rappelons que la démonstration de la V,-¢ellipticité uniforme de la forme

TN )
bilinéaire a, (théoréme 4.1) nécessite la positivité des poids wj(s) qui elle-
méme résulte de la condition (3-11) sur v, (k). 1l est clair que ’on peut prendre

vo(1) > 0, quelconque.
Nous avons étudié le cas k = 2 : on peut vérifier que
V0(2) = 4’5

TN
satisfait bien a (3-11). On peut d’ailleurs penser que les poids ®;(s) sont posi-
tifs sous des conditions moins restrictives que (3-11).

vol. 13, n® 1, 1979



18 D. APPRATO, R. ARCANGELI

Du point de vue pratique, le travail le plus important consiste en le calcul
S
effectif des poids wi(s). Ainsi que I'a montré Wachspress [16] dans un cas

., , . . P P
analogue, les intégrales définissant les poids ®}(s) et w(s) dans (3-8) et (3-13)
peuvent se calculer exactement par intégrations par parties successives.

A titre d’exemple, nous donnons en annexe la valeur des @' (s) pour k = 1.

ANNEXE

TN
Expression des poids w,(s), A =1, ...,4, dans le cas k =1
On pose avec les notations du paragraphe 2:

A=kygx+myg+ gk

B =kyx —Mmyx + Naxg

C=kyx+myg—ngx

D=kyx—myx —nyg

P=—A0ogA—-1)+B(LogB—1)+ C(LogC —~1) — D(LogD — 1)

et, cf. [fig. 2.2], si ay = (a/l,\,\ , @) désignent pour A =1, ..., 4 les som-
mets du carré K,ona: VA=1, ...,4

N\ 2\ /\
T~ 1 —1+a 1—-a a,, A
oi(s) = — (— a+ a/z\l)( ( 1) + ( 1) + Log(—-))
8ny xma x ’ A B

PPN e I T B )
2 c D Mex

/\ /\
a2 A A B al

Y- = —L P
hax ((1 + a, x) Log(c> 1 —ay, x) Log(D> — ))

De méme si on pose VA = 1, .

>

N
E) = kyx + myxay s + naxas

)

P S
Fi = kax — Mg g8y 3 + Ng 835

».

):

PN
G, = kgx + my 8y, — N4 gz

>

2\
Hy = kqx — My g8y, — Naxlay
ona,pourtoutA =1,...,4,
N 1 F,G 2N 1 1 1
1(8) = 55— Ea Log{ 2222 ) + 4, x> (—————)),
mk( ) 24 xn4 KEA( g g(EAHx + 1020 XMk EA Fx Gx
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ce qui donne puisque 8; = (1, — 1),a, =(— 1, — 1),d; = (— 1,1),a, = (1, 1),

o~
wi(s) =
o~
w3(s) =
TN
3(s) =

S~
0(s) =

et

) =
3 =
T

®3(s) =

oi) =

DO

1
__— _(BL
24Bmi,,(n§,,(( °8

24Am4_ Kn4, K

i)
JE— — —— Lo -
8n4 Km4 K m4 K g D n4.K

8"4 xm4 K m4 K D N4 £ D
2 A
2 Logl —
8y, xm4 K ( (B m4 K og( B))
1 A
8"4 kM4 .k A m4, K B

1
24Cm; xnj x

1 b Loa( B\ 4 4 1
—eeee o — R—
24DniZ g2 g T AMaxmar 1

1
>3 (A Log| —
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