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APPROXIMATION D'UN PROBLÈME
AUX LIMITES ELLIPTIQUE D'ORDRE DEUX

PAR ÉLÉMENTS FINIS RATIONNELS DE WACHSPRESS
AVEC INTÉGRATION NUMÉRIQUE (*)

par D. APPRATO, R. ARCANGELI (X)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On étudie l'effet de l'intégration numérique dans Vapproximation d'un problème
elliptique du 2e ordre par des méthodes d'éléments finis rationnels de Wachspress. Les estimations
asymptotiques de F erreur obtenues par ces méthodes sont analogues à celles qui résultent de
Vutilisation d'éléments finis polynomiaux.

1. INTRODUCTION

Soient Q un ouvert polygonal de [R2, convexe, borné, de frontière F et p
un nombre tel que 1 ̂  p < + oo. Pour tout meN, on désigne par W'^Q)
l'espace de Sobolev des (classes de) fonctions v qui appartiennent à LP(Q)
ainsi que toutes leurs dérivées partielles

d'ordre | a | ^ m, muni de la norme

et on note Hm(Q) = Wm'2(Q), || • ||m>n = || • ||m(2>ft.

On utilisera également les semi-normes

I v kpxt = ( Z M d*v \Pdx I » 0 < / ^ m,

lorsque p < + oo, avec la modification habituelle lorsque p = + oo, et on
pose | - |/jQ = | • |/(2>n.

(*) Manuscrit reçu le 27 avril 1978.
(l) Faculté des Sciences Exactes, Département de Mathématiques, Pau.
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4 D. APPRATO, R. ARCANGELI

Pour tout compact K de IR2, on notera Wm>p(K) au lieu de Wm'p{K) et on
écrira \\v\\m^K, | v \hPtK et | v \ltK au lieu de 11 v \\mtP£, | v \Up£ et | v \a •

Enfin, pour tout entier k ^ 0 et pour toute partie non vide A de IR2, on
désigne par Pk{A) [resp. par Qk{A)~\ l'espace vectoriel des (fonctions) poly-
nômes à deux variables sur A de degré < k par rapport à l'ensemble des deux
variables [resp. par rapport à chaque variable].

Soient d'autre part Û0GL0O(Q)> i, j — 1,2, et feL2(Q). On suppose que

pour presque tout xeÛ,
On considère le problème modèle (qui d'après (1-1) admet une solution

unique)
u e Hj(Q) 1

2 f du dv f > (1-2)
Vu e Hj(Q), X aij dx = ƒ vdx,

U=i J« dxjOXi JQ J

où iîJ(Q) désigne l'adhérence de £̂ (Q) dans jFfx(Q).
Soit Jf un ensemble de réels strictement positifs. Pour tout h e j*?, on se

donne un sous-espace vectoriel VOh de dimension finie de Hj(Q) et on associe
au problème exact (1-2) le problème discret

VOh

Le problème classique auquel nous nous intéressons ici est celui de l'étude
de Terreur dans la résolution de (1-3) avec intégration numérique : les coeffi-
cients du système linéaire équivalent à (1-3) sont donnés par des intégrales
qu'on ne peut généralement pas calculer exactement et que l'on approche
donc par des formules de quadrature numérique.

Nous allons utiliser dans ce travail des espaces VOh d'éléments finis ration-
nels de Wachspress (cf. [16], [2]), auxquels ne s'appliquent pas les méthodes
valables pour les éléments finis usuels (cf. Ciarlet-Raviart [7], Strang-Fix [15],
Scott [13], Zlamal [18], Ciarlet [6]). Nous limitons notre étude au cas de
trois d'entre eux, qui présentent le plus d'intérêt du point de vue de l'infor-
matique (pour les définitions générales concernant les éléments finis, nous
renvoyons à Ciarlet [6]).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D'UN PROBLÈME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 5

2. RAPPELS SUR LES ÉLÉMENTS FINIS RATIONNELS DE WACHSPRESS

Soit K un quadrilatère convexe fermé, supposé différent d'un parallélo-
gramme ou d'un trapèze, de sommets aptK> pel = Z / 4 Z ( a 4 K désignant le
sommet le plus éloigné de la diagonale extérieure dK de K). Pour tout pel,
on désigne par lpK un élément de F^IR2) tel que lPtK{x) = 0 soit une équation
de la droite dpK passant par les points ap_ltK et aPtK. On désigne de même
par lK un élément de P^R2) tel que lK(x) = 0 soit une équation de dK. Enfin
on note hK (resp. pK) le diamètre de K (resp. le maximum des diamètres des
cercles contenus dans K\ par a t K le point de concours des diagonales inté-
rieures et par az,K (resp. oc3 K) le point d'intersection de d1K et de d3 K (resp.
de d2tK et de

Figure 2.1.

Rappelons la définition des éléments finis rationnels de Serendip sur K de
degré 1 et de degré 2 (on convient de dire qu'un élément fini (K, PK, ZK), au
sens de Ciarlet [6], est de degré k si PK ZD Pk{K) et PK + Pk+l{K)).

L'élément fini rationnel de Serendip de degré 1 (K, PK, SK) est défini par
PK est l'espace vectoriel engendré par les fonctions de K dans M wpK, pel :

et

, pel}.

L'élément fini rationnel de Serendip de degré 2 (X, PK, E^) est défini par

vol 13, n° 1, 1979



6 D. APPRATO, R. ARCANGELI

PK est r espace vectoriel engendré par les fonctions de K dans U wp?K et wp_ ljK,
psi:

V K (XJ =
l AapfK)lp + 3 Aapx)lP ~ 1 ,p,p + 1

wp.up(x)
lp+ ltK.(ap- l,p,K

(où lp_lpp+1 est un élément de P1(R
2) tel que lp-itPtP+i(x) = 0 soit une

équation de la droite joignant les points ap^1 pK et app+1JC) et

Pour la définition de l'élément fini rationnel de Serendip sur K de degré 3,
on renvoie à [2]. •

On vérifie que les éléments finis rationnels de Serendip de degré 1, 2 ou 3
sont de classe C°. D

Rappelons également les résultats concernant l'erreur d'interpolation
(cf. [2]). Soit (&i)he#> u n e famille de « triangulations » de Ù, chaque &h étant
composée de quadrilatères K, convexes, fermés, non dégénérés en trapèzes
ou en parallélogrammes et de diamètres < h. Pour tout h G j f et pour k = 1, 2,
3, on définit l'espace vectoriel

Vh = {vheC°(Ù); V X e ^ , vh\KePK],

où PK est l'espace vectoriel de l'élément fini rationnel de Serendip de degré k,
et, pour tout v e C°(Q), on désigne par Hhv le T£-interpolé de v.

On montre (cf. [2]) que, si (ïïh)he^ vérifie les deux hypothèses

3G > 0 , WieJf, ViCe^h) — ^ a , (2-1)
?

0 , y h e $e , VX G fîh, inf 5(x, dK) ^ v/iK, (2-2)
eKxeK

où S(x, dK) est la distance euclidienne de x à dK, alors, pour k = 1, 2, 3, il existe
2

une constante C > 0 telle que, pour tout ve Wk+Up(Q)9 avec p > et
pour m = 0, 1, on ait

\v- rV|m>p>n < C l ü l f c + ^ o ^ 1 - " . (2-3)

Rappelons enfin des résultats concernant la transformation de Coxeter-
Wachspress (cf. [16], [2]).

Soient 1C le carré de sommets âx — (— 1, 1), â2 = (— 1, — 1), a3 = (1, — 1),
a4 = (1,1), x = (xl5x2) le point courant de K, et, pour tout pel, soit dp la

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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, 3 -3

Figure 2.2.

droite passant par les points âp_x et ap. Pour tout quadrilatère K, convexe,
fermé, non dégénéré en trapèze ou en parallélogramme, il existe une bijec-

tion FK de K sur K telle que FK soit un C°°-difféomorphisme de K sur K
vérifiant :

V p e i , FK(ap) = aPtK,

FK(0) = OL1>K.

Si on désigne par fc4(J& m4K, n4fK les coordonnées barycentriques du sommet
a4K de K relativement aux trois points a1Â , oc2,ic>

 a3,x e t si o n P°se

on obtient
nt4>Kxl

ou

et où AK désigne l'aire du triangle de sommets apK, p = 1, 2, 3.
On montre que, sous les hypothèses (2-1) et (2-2), on a les relations

sK(x)

et

1 + -
v

l5 C 2 > 0 , , VX G ̂ f t , Vx e K, C2h
2

K.

(2-4)

(2-5)

Enfin on vérifie que, pour k = 1, 2, 3 et pour tout X, convexe, fermé, non
dégénéré en trapèze ou en parallélogramme,

{v\3vePk(K), v = voFK } - -Pk{K) (2-6)
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8 D . APPRATO, R. ARCANGELI

et que

i> | 3vePk(K), v = voF^1 } = ^ (2-7)

Dans la suite on fera la convention d'écriture suivante : pour toutes les
notations précédemment introduites qui comportent l'indice K, on omettra
cet indice chaque fois qu'il n'y aura pas de confusion possible.

3. DÉFINITION DU PROBLÈME NUMÉRIQUE APPROCHE

Soit (&h)he#> une famille de triangulations de Q du type indiqué au §. 2.
Supposons h e Jtf, fixé. Pour h = 1, 2, 3, on définit l'espace vectoriel

où Vh est l'espace d'éléments finis défini au §. 2.
Pour approcher la solution du problème (1-3), qui s'écrit encore

uheVOh, ï

* r duh Ôvh v f _ (3-1)

Xe^h U = l J x OXj 0X{ Keçh JK J

on est conduit à définir la forme générale d'un problème numérique analogue
à (1-3), où les intégrales sont remplacées par des approximations numériques :
on se donne donc des formules de quadrature numérique sur l'élément cou-
rant K de !oh.

), i = 1,2, (3-2)

l'indice i = 1 correspondant à l'approximation des intégrales figurant au
1er membre de (3-1) et l'indice i = 2 à celle des intégrales du 2e membre. On
note

2 f* 3 3

Vi>, w e Hh(Cl), a(ü, w) = X fly T ^ ^ rfx ' (3"3)
u=i Jn JdXjdXi

VweHj(Q), / ( W ) = f /wdx. (3-4)

De même, supposant les ai} et ƒ suffisamment réguliers, on pose

h)=Z Z < K E (a,7 ̂  ^ W ) , (3-5)

R.AJ.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D'UN PROBLÈME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 9

où vh et wh sont respectivement mis pour vh \K et wh |K, et

Vwfc e Vnu, /L(wh) = Y Y co? A f wh)(b? *) . (3-6)

On définit alors le problème numérique approché

Vwfc G l j h , ah(w? , wh) = /h(wh). j

II reste donc à préciser le choix des poids œ^K et des nœuds b[^i = 1,2,
dans les formules (3-2).

Commençons par le cas i = 1, qui correspond au 1er membre de (3-7).
Pour tout k = 1, 2, 3, soient (ftj^i,...^*2 les fonctions de base de la Q2k-i(K)
— interpolation de Lagrange (cf. [6]) et ($x)x = 1 4k2 les nœuds correspondants.
Pour k = 1, 2, 3, on pose

W = 1, .. .,L, = 4fc2, a>i(s) = ^-££Ld% (3.8)

et on définit
VX = 1, . . . , 4k2 , (o{>K - '®^)JK{bx)s

2k+ x{bx), (3-9)

VA, = 1, . . . , 4k2 , &ifK = F x ( ^ ) . (3-10)

Pour k = 1, 2, 3, on désigne par vo(fc) un nombre tel que

sup 7 ^ ' ( 3"n )

k
où pour tout X = 1, .. .,4k2,

K; = { J C G X | ^ ( X ) < 0 } et Kï = {xe K\qx(x)> 0} ,

l'existence de vo(k) résultant de ce que

V^ = 1, ...,4fc2 , f qx(x)dx>0.

On suppose désormais que pour k = 1, 2, 3, la famille (^h)he^ vérifie, non
plus l'hypothèse (2-2), mais l'hypothèse

3v > 0, v ^ vo(k), V / i e / ^ ^ e ^ , inf S(JC, dK) ^ vhK, (3-12)

où vo(fc) est défini par (3-11).

vol. 13, n° 1, 1979



1Û D. APPRATO, R, ARCANGELI

PROPOSITION3.1 : On suppose vérifiée X'hypothèse(3-12). Alors pour k = 1,2,3,

les nombres (û\(s) définis par (3-8) sont tels que

3Ci > 0 , 3C2 > 0 , VheJf, V K e ^ , VX = 1, . . . , 4 k 2 , C1 < œ î ( s ) ^ C 2 .

Démonstration : Résulte de la définition (3-8) des (o{(s\ de l'hypothèse (3-12)
et de la relation (2-4). •

On a le résultat fondamental suivant :

THÉORÈME 3 . 1 : Pour k = 1, 2, 3, pour tout heJtf et pour tout K e H?h9

(X)

où /es coj(s) sont définis par (3-8)

Démonstration : Par définition des g^on a

D'où le résultat, après division par s2Iç+1 et intégration sur K. D
Considérons maintenant le cas i = 2, qui correspond au 2e membre de (3-7).

Pour k = 1, 2, 3, on pose

Ôf^:iî, (3-13)

V*. = 1, . . ., 4fc2 , (D?>K = ^ ( ^ 2 l + 2(fi,) (3-14)

V X = l > . . . , 4 k 2 , ^ = FA), (3-15)

où les qx et les S^ sont définis comme précédemment (on a donc, pour tout

^ 1 , . . . ,4 /c 2 , &ÏU = # * ) .

On a de même la

PROPOSITION 3 . 2 : Pour k = 1,2, 3, les nombres co^(s) définis par (3-13) sont
tels que

3 C 3 > 0 , VheJf, V X e ^ , VX = 1, . . . ,4k 2 , | cof(s) | < Ô3

(notons que les poids Û)2(S) ne sont pas nécessairement positifs) et le

THÉORÈME 3 . 2 : Pour k — 7, 2, 5, pour towt he^f et pour tout K e fih>

rI
J KJ K $

ow /es CÛ2(S) sont définis par (3-13). D

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D'UN PROBLÈME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 11

Dans la suite, nous allons suivre la méthode introduite par Ciarlet-
Raviart [7] et Ciarlet [6], ce qui conduit à examiner successivement

— le problème de l'ellipticité uniforme de la forme bilinéaire ah définie
par (3-5);

— celui de la majoration, pour k = 1, 2, 3, ÜC e <Fto i, j = 1, 2 et vh, wh e VOh,
( dvh dwh\

des quantités EUa^—— I et El(fwh), où les formes linéaires E^ et £ |

sont définies par

\fveC°(K), £ i ( i ? ) = \vdx- X e

JK X=l

et

L 4k2

^ vàx- Y,
JK \=1

— enfin celui de la majoration de l'erreur \u — u% | i n , u% désignant la
solution de (3-7).

On suppose dorénavant que, pour k — 1, 2, 3,

Vf,; = 1 , 2 ; O y e W ^ n ) (3-18)

/ G ^ ( Q ) , p > ^ . (3-19)

4. Koft-ELLIPTTCITE UNIFORME DE LA FORME ah

On considère toujours que feeJf est fixé.

THÉORÈME 4.1 : On suppose vérifiées les hypothèses (1-1), (2-1), (3-12)et (3-18).
Alors, pour k = 1,2, J, il existe une constante p > 0 indépendante de h telle que

VvheVOh, ah{vhi vh) > P|i>fc|?fn

où VOh est l'espace introduit au §. 3 et ah la forme bilinéaire définie en (3-5).

Démonstration : Par définition
4k2 2 a a

Dans la suite, conformément à la convention d'écriture du §. 2, on supprime
l'indice K et on désigne par C diverses constantes. Compte tenu de l'hypo-
thèse (1-1) et du fait que les coefficients œ^ sont positifs d'après (3-9), la pro-
position (3-1), (2-5) et (2-4), il vient

ah(vh> vh) ^ y Z 11 ° H I

vol. 13, n° 1, 1979
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soit encore

D. APPRATO, R. ARCANGELI

Ke$hX=l
bx) £ ((p

WÓX

Utilisant la proposition (3-1) et (2-4) on obtient
2 4fc2

ah(vh,vh)^ClnU(x) £ £ £

On vérifie que, pour k = 1, 2, 3,
3tft

Vu*, G PQ/I 5 Vi = 1, 2, — <
3xf s* *

Étant donné que l'ensemble {bx}x=lt^tAk2 est Q2k_1(K)-unisolvant, on en
déduit que l'application

\x=l /

est une norme sur Qjt(^). Il existe donc une constante C > 0 indépendante
de h telle que

^(^^)^CInfJ(x) X 1
Sx, \0,K

D'où, utilisant à nouveau (2-4),
|nfj(x)

\vh\
2
UK

et le résultat suit compte tenu de (2-5). D
II résulte du théorème (4-1) que pour k = 1, 2, 3, le problème (3-7) admet

une solution unique. G

5. MAJORATIONS DE Ei(ai}— — ) ET DE E2
K(fwh)

Soient heJ^ et Ke¥h, fixés.
THÉORÈMES. 1 : On suppose vérifiées les hypothèses (2-1), (3-12) et (3-18).

^4/or5 pour k = 7, 2, 3, i7 existe une constante C > 0 indépendante de h et de K
telle que

f,j = 1, 2, «iUj

'"&,. k,p,K

dwh

Wö,q,K

2 1 1
avec p > - e t - + - = l .

k p q

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D'UN PROBLÈME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 13

Démonstration : II suffit de montrer le théorème sous l'hypothèse atj G C\Ù),
le résultat général s'obtenant alors en raisonnant par densité lorsque p < + oo
et par passage à la limite lorsque p = + oo. Supposons donc que, pour
i,j~ 1,2, dij e Ck(Q). Pour tout y e K, on note *?5r x(y) lej>olynôme de Taylor

dvh
à l'ordre k — 1 au point y de la fonction a^ ——, i. e. l'application

* UUfa «

xeK - V ^ -
X=0

où Dx est l'application dérivée A/ème. On a

II résulte de la définition (3-16) de E£ que

Pour tout veC°{K), d'après (3-16),

EUv) =

c
Etant donné que J est de la forme - r , on a

s

On vérifie que

Vw,G VOh, Vi = 1, 2 ,

Appliquant alors le théorème 3-1 avec

on obtient

vol. 13, n° 1, 1979



14 D. APPRATO, R. ARCANGELI

On en déduit que

'{"dxjdxj }K
dx

4-k2

+
dwh

soit encore

dxi o,*O,p,K

1 1 ,
avec - H— = 1.

V q
On prend alors les normes LP(K) des deux membres de l'inégalité ci-dessus

considérés comme fonctions de y et, en utilisant les résultats de Arcangéli-
2

Gout [3], il vient, avec p > -,

t ( dvh ôwh^

\ lJ dxj dxtj
Ctik

/
V

2)
P

dvh

k,p,K

dwh

dx, 0,q,K

dx,
où C est indépendante de h et de K.

Or, compte tenu de (2-4),

et comme

il existe une constante C indépendante de /Î et de K telle que

çi 0,ao,K II

Utilisant à nouveau (2-4), on obtient

0**11 .Jl
i \\o,ao,K 0,q,K

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



APPROXIMATION D'UN PROBLÈME AUX LIMITES ELLIPTIQUE 15

soit encore

Finalement

4k2

(InfJ(jî
XGK

dwh\

tek
(k - 1) ! (k - -

\ P

du

et le théorème suit compte tenu de (2-4), (2-5) et de la proposition (3-1). D

THÉORÈME 5.2 : On suppose vérifiées les hypothèses (2-1), (3-12) et (3-19).
Alors, pour k = 7, 2, 3, i7 existe wne constante C > 0 indépendante de h et K
telle que

2 1 1
p > 7 e t - + - = l .

fc p <j

Démonstration : Analogue à celle du théorème 5-1. On introduit ici cp̂ ~ \y\
polynôme de Taylor à l'ordre-fc-— 1 au point 3; de 4a fonction ƒ et on utilise
le fait que

V w , G VO
Oh

s2k~ 02*-

le théorème 3-2 et la relation

s\whoF)eQk(K). D

6. MAJORATION DE L'ERREUR | u - ut \lfi

THÉORÈME 6.1 : Pour k = 1, 2, 3 soit Voh Vespace défini au §. 5. On suppose

vérifiées les hypothèses (1-1), (2-1), (3-12), (3-18) et (3-19). On désigne par ula

solution du problème (1-2) et par uf celle du problème défini par (3-7) et (3-5),

(3-6), (3-8), (3-9), (3-10), (3-13), (3-14), (3-15). On suppose que u vérifie la condition

de régularité

u G W2>P(Q), p>2

lorsque k — 1, et

vol 13, n° 1, 1979



16 D. APPRATO, R. ARCANGEU

lorsque k = 2, 3. Alors pour k = 1, 2, 3, il existe une constante C > 0 indépen-
dante de h telle que :

|

p > 2 si k = 1 et p = 2 si k == 2, 3.

Démonstration : II résulte d'un théorème de Ciarlet-Raviart [7] et du
théorème (4-1) que :

sup

s u p

D'après le théorème 5-1 avec t;ft = Iï̂ w, où Hhu désigne encore le VOh inter-,
2

polé de M, on a, pour k = 1, 2, 3, pour tout p > 1, p > - et pour tout

Chk d(U„u)
k,p,K\ O,q,K

d'où, compte tenu de (3-18),

hu, wh) - ah(nhu, wh) |
Chk

Utilisant les résultats de [2] concernant les majorations des dérivées des
fonctions de base de la J^-interpolation, on vérifie qu'il existe une constante
C> 0 indépendante de h et de K telle que

Donc, pour p > 2, k = 1 et pour p = 2S k = 2, 3, compte tenu de l'inclusion
L2(Q) c> Lq(Q) pour ^ < 2, on a, pour tout wftePJh:

Chk

\

D'autre part, d'après le théorème 5-2 et en utilisant l'équivalence des normes

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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I ' li,n e t II ' lli,n dans /fJ(Q), on obtient de manière analogue pour p > 2,
k = 1 et p = 2,'fc = 2, 3,

ƒ | M > n | wh |1 > n .
L-

Enfin, d'après la relation (2-3), on a pour fc = 1, 2, 3,

d'où le résultat. D

7. COMPLÉMENTS SUR LES FORMULES DE QUADRATURE NUMÉRIQUE

La méthode d'intégration entrant dans la définition du problème numé-
rique approché (3-7) a été indiquée au § 3 : les nœuds d'intégration sur K sont,
pour les deux membres de (3-1), les images par la transformation Fk des
nœuds de la Q2k^-interpolation de Lagrange sur K (cf. fig. 7.1, 7.2, 7.3) et

K

k=2

Figure 7.2.

rK

Figure 7.3.

les poids d'intégration sur K sont définis à partir de poids d'intégration sur K
suivant les formules (3-8), (3-9) pour le premier membre de (3-1), et (3-13),
(3-14) pour le second membre.

Rappelons que la démonstration de la VOh-ellipticité uniforme de la forme

bilinéaire ah (théorème 4.1) nécessite la positivité des poids CD£(S) qui elle-
même résulte de la condition (3-11) sur v0 (k). Il est clair que l'on peut prendre

vo(l) > 0, quelconque.

Nous avons étudié le cas k = 2 : on peut vérifier que

vo(2) - 4,5

satisfait bien à (3-11). On peut d'ailleurs penser que les poids
tifs sous des conditions moins restrictives que (3-11).

sont posi-

vol. 13, n° 1, 1979
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Du point de vue pratique, le travail le plus important consiste en le calcul

effectif des poids (^(s). Ainsi que l'a montré Wachspress [16] dans un cas

analogue, les intégrales définissant les poids G>\(S) et co£(s) dans (3-8) et (3-13)
peuvent se calculer exactement par intégrations par parties successives.

A titre d'exemple, nous donnons en annexe la valeur des <ol(s) pour k — 1.

ANNEXE

Expression des poids CÛ^S), X = ls . . . ,4, dans le cas k = 1
On pose avec les notations du paragraphe 2 :

- n4,K

— n4yK

P = - A{Log A - 1) + £(Log B - 1) + C(Log C - 1) - D(Log D - 1)

et, cf. [fig. 2.2], si a^ = ( o ^ , a^) désignent pour X = 1, . . . , 4 les som-
mets du carré £ , on a: VA, = 1, . . . , 4

De même si on pose VA, = 1, . . . , 4,

on a, pour tout X = 1, . . ., 4,

R.AJ.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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ce qui donne puisque âx = (1, - 1), a2 = ( - 1, - 1), â3 = (- 1,1), a4 = (1,1),

i (2
h (-2h

et

^ . . ( D L o g (^)+ 4 m"" 4«(5 - è - s))
LOE

5
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