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LOKALISIERUNG VON SCHNITTRAUMEN

H. Scheerer*

1. Resultate

Riume seien, wenn es nicht anders angegeben ist, hausdorffsch und
vom Homotopietyp von CW-Komplexen, Abbildungen seien stetig
vorausgesetzt.

Seien E, B CW-Komplexe, sei B zusammenhéngend, sei q: E - B
eine Serre-Faserung, deren Faser nilpotent ist.

Mit (B, E) werde der Raum der (freien) Schnitte von E — B, ver-
sehen mit der kompakt-offenen Topologie, bezeichnet. Ist A C B und
7:A—> E eine Abbildung, so sei (B, E)*:= {0 €(B, E)|c|A = 7} mit
der Teilraumtopologie (Wir beriicksichtigen 7 in der Notation nicht).
Mit S(B, E)* werde die Menge der Wegekomponenten von (B, E)*
bezeichnet.

SaTtz 1: Ist B von endlicher Dimension und A ein Teilkomplex von
B, so ist (B, E)* nilpotent.

Folgende Konventionen seien noch getroffen:

(1) Eine Abbildung f:X - Y heisst “Lokalisierung nach (einer
Menge von Primzahlen) P, wenn f eine Bijektion my(X)— my(Y)
induziert und f,: m(X, x) > m(Y, f(x)) eine Lokalisierung nach P fiir
alle x € X und i >0 ist.

(2) Wir sagen jedoch, dass f:X —Y Komponenten lokalisiert,
wenn f4:m(X, x)—> m(Y, f(x)) eine Lokalisierung fiir alle x € X und
i >0 ist.

Sei nun G:E; — B eine Serre-Faserung und c: E — Ej» eine Ab-
bildung tiber idg, so dass c¢ eine fasernweise Lokalisierung nach P ist
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270 H. Scheerer 2]

(nach [6], [9], [11] existieren § und c). Komposition mit ¢ definiert
eine Abbildung (B, E)* - (B, E;p)“.

SAtz 2: Ist B ein endlicher Komplex, so lokalisiert die Abbildung
(B, E)* > (B, E;»)* Komponenten.

Ist ferner jede Komponente der Faser von q vom Homotopietyp eines
CW-Komplexes von endlichem Typ, so ist die Abbildung S(B, E)* -
S(B, E;p)* endlich-zu-eins.

Diese Sitze werden mit einer Verallgemeinerung eines ‘klassis-
chen’ Resultates von G.W. Whitehead [16] und seiner Varianten in
[12], [13] bewiesen. Die Argumente schliessen sich an solche in [1],
[3]1, [9] an. Im falle einer trivialen Faserung wurden die Sitze 1, 2
auch in [10], [15] bewiesen.

In Abschnitt 2 stellen wir eine Reihe von Anwendungen auf Ab-
bildungsrdume, die mit Schnittrdumen identifiziert werden kdnnen,
zusammen; in 2.5 weisen wir auf einige Verschirfungen hin.

Eine Vorankiindigung dieser Arbeit ist als [14] erschienen.

2. Anwendungen, Verallgemeinerungen

2.1. Raume von Retraktionen

Sei (X, A) ein CW-Paar, seien X, A zusammenhingend, sei A
nilpotent. Sei |X, A| der Raum der Retraktionen X - A und R|X, A|
die Menge der Komponenten von |X, A|. Sei Ap eine Lokalisierung
von A nach P, sei X'=X UAp und AC Ap, Ap N X = A.

Sei X X A— X, (x, a)>x, die triviale Faserung und 7: A-> X X A,
a—>(a, a). Dann ist [X, A| =(X, X X AY* und R|X, A| = S(X, X x A\,
Also ist | X, A| nilpotent.

Fiir r €|X, A| definiere man r': X' — Ap durch r'(x) = r(x) fiir x € X
und r'(x)=x fir x € Ap. Dann lokalisiert |X, A|—>|X’, Ap|, r—>r,
Komponenten und R|X, A|— R|X’, Ap| ist endlich-zu-eins.

2.2. Riaume von Abbildungen iiber B.

Sei f: Y - B eine Abbildung und Y ein endlicher CW-Komplex.
Sei E— B eine Faserung wie in Satz 1. Sei {Y, E}® der Raum der
Abbildungen iiber B, sei f*E die durch f induzierte Faserung iiber Y,
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dann ist {Y, E}® kanonisch homeomorph zu (Y, f*E), also ist {Y, E}?
nilpotent und {Y, E}® »{Y, E;»}? lokalisiert Komponenten.

2.3. Riume von ex-Abbildungen

Seien f:Y—>B, q:E—> B wie in 2.2, seien s:B->Y, t:B—>E
Schnitte. Sei {Y, E}** der Raum der ex-Abbildungen der ex-Riume

B— Y- 5B B—5>E_%B, sei ferner (Y, s(B)) ein endliches

CW-Paar. Dann ist {Y, E}* nilpotent und {Y, E}* ->{Y, E;}* lo-
kalisiert Komponenten. Denn man identifiziert {Y, E}** mit (Y, f*E}*®,
wobei die Abbildung 7:s(B)—f*E durch 7(s(b))=(s(b), t(b))
gegeben wird.

2.4. Riume von Faserabbildungen.

Seien q: E,— B,, r: E;— B, Serre-Faserungen mit Fasern F) resp.
F,. Seien E,, B,, F, endliche zusammenhingende CW-Komplexe.
Seien E,, B,, F, zusammenhingende, nilpotente CW-Komplexe von
endlichem Typ.

Sei Fas(E;, E,) der Raum der fasererhaltenden Abbildungen f: E,—~
E, (d.h. f ist ein Paar f:E;~>E,, f:By—> B, mit fq=rf) mit der
Teilraumtopologie des Raumes Abb(E,, E,) aller Abbildungen E, - E,
mit der kompakt-offenen Topologie.

Sei 7: E,p = Byp eine Lokalisierung der Faserung E,— B,. Sei g €
Fas(E,, E,p) eine Lokalisierungsabbildung.

BEHAUPTUNG: Die durch g induzierte Abbildung Fas(E,, E,)—
Fas(E,, E;p) lokalisiert Komponenten und ist endlich-zu-eins auf der
Menge der Wegekomponenten.

Den Beweis fithren wir im Appendix.

2.5. Verallgemeinerungen.

(1) Es geniigt, in Satz 1 vorauszusetzen, dass entweder (B, A)
homologisch endlich-dimensional oder der Postnikov-Turm der Faser
von E—- B endlich ist. In Satz 2 geniigt es vorauszusetzen, dass
(B, A) ein homologisch endliches Paar von Komplexen ist.

(2) Unter den Voraussetzungen von Satz 2 hat fiur P D Q auch die
kanonische Abbildung S(B, Esp)— S(B, E;o) endliche Fasern. Ferner
gilt ein Hasse-Prinzip (vergl. [10]) fiir Schnitte.
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3. Gruppen von Homotopieklassen von Schnitten

DEerFINITION 1: Ein gruppenihnlicher Raum ist ein Raum mit
Grundpunkt * und Multiplikation m: X X X > X, so dass * eine
Homotopie-Eins und die Multiplikation homotopie-assoziativ ist und
so dass ein Inverses bis auf Homotopie existiert. Ferner seien alle
Abbildungen und Homotopien grundpunkterhaltend.

DEFINITION 2: Ein gruppenihnlicher Raum E tiber B ist ein ex-Raum
B E%> B, g eine Serre-Faserung, mit Multiplikation m : E X, E -

E (wobei E X, E ={(x, y) | q(x) = q(y)}ist), so dass in der ex-Kategorie
o eine Homotopie-Eins und m homotopie-assoziativ ist und so dass ein
Inverses bis auf Homotopie existiert.

BEMERKUNG: Man vergleiche zu dieser Definition [2]. Auf den
Fasern wird die Struktur eines gruppendhnlichen Raumes nach
Definition 1 induziert.

BEISPIEL: Sei r: X — B eine Serre-Faserung mit Schnitt o:B - X,
seien X, B CW-Komplexe.

Als Menge sei 0%B)=Uses 2%pr '(b) mit QL r'(b) =
{E", )= (r'(b), o(b))}. Hier sei X" die n-fache (reduzierte) Ein-
héingung von S°®={-1,1} mit Basispunkt 1. Sei ferner 3%B die n-
fache Einhingung des ex-Raumes B—S°x B— B. Mit Hilfe des
Schnittes o betrachte man X — B als ex-Raum und gebe %}, die
Topologie des funktionalen ex-Raumes (3%B)'E von [4], Abschnitt 4.

Die kanonische Projektion q : 0%, — B ist dann eine Serre-Faserung.
Ferner ist 0% X,42%5 homeomorph zu (3B v 33B)!E. Daher in-
duziert die Abbildung 3X%B—>3%Bv3%B eine Multiplikation
O3B)x,0Q3B)—>QXB) iiber B, und q:Q%B)— B ist mit dieser
Multiplikation ein gruppendhnlicher Raum iiber B, dessen Einselement
der Schnitt ¢:B — %(B) ist, welcher b € B auf die konstante Ab-
bildung 3" — o(b) abbildet.

Der Beweis dieser Behauptungen lidsst sich mittels Resultaten in
(3], [4] fiihren.

BezeicHNUNG: Wenn erforderlich bezeichnen wir Homotopie-
mengen in der Kategorie mit Grundpunkt mit [X, Y], in der Kategorie
ohne Grundpunkt mit [X, Y]
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DerFINITION 3: Ein gruppenidhnlicher Raum X heisst “schwach
nilpotent”, wenn dje Gruppen [S", X1™ nilpotent sind fiir n =0.

BEMERKUNGEN: (1) Eine dazu dquivalente Bedingung ist folgende:
Die Komponentengruppe my(X) ist nilpotent und operiert nilpotent auf
den Gruppen m,(X, *) fiir n = 1. Nach [13] ist [S", X]" fiir n =1 ein
semidirektes Produkt 7,(X, *) X, w(X). Die Wirkung eines Elementes
z € m(X) auf einem Element a € my(X, *) werde mit Z(a) bezeichnet
(eine Notation, welche im Beweis des folgenden Satzes verwandt
wird).

(2) Nach [12] ist ein zusammenhingender Raum Y genau dann
nilpotent, wenn der Schleifenraum .Y schwach nilpotent ist.

DerINITION 4: Die Gruppe G operiere auf einer Gruppe K ver-
moge eines Homomorphismus von G in die Automorphismengruppe
von K. Diese Operation heisst ‘“‘nilpotent’, wenn es ein k gibt mit
I'*(K)={1}, wobei man rekursiv I%K):=K und I'(K):=
dg(a)-a™! | a €I'"Y(K), g € GY) fiir i =1 definiert. (Hier bezeichnet
{: - -} die von {- - -} erzeugte Untergruppe von K).

Sei q: E— B ein gruppenihnlicher Raum iiber B mit Einselement
o0:B—E. Sei AC B und (B, E)* bzgl. 7= 0 | A definiert. Die Multi-
plikation E X,E— E iiber B induziert eine Gruppenstruktur auf
S(B, E)* und eine Operation von S{(B, E)* auf S(B, 2%(B)).

Wir benétigen noch folgendes

LeEMMA: Sei (B, A) ein CW-Paar. Dann ist der kanonische
Homomorphismus S{(B, E)*— S(B, E) injektiv.

BEwEIs: Seien u, v €(B, EY. Sei H, eine freie Homotopie zwis-
chen u und v; es ist zu zeigen, dass dann eine Homotopie rel A
zwischen u, v existiert.

Auf dem Teilraum

BXOXDUMBXIXNHUMAXIXI)U(BXIXxX0)
von BXIX] definiere man S(b,t,0)= m(H,(b), (b)), S(b,0,s)=
u(b), S(b,1, s)=v(b) und

m(H,(b), H(b)™), 25'='t,

S(b. 1, 9)= {G,(..sxm(H.(b), H(b)"), 2s=t,

fiir b € A, wobei G, eine Homotopie zwischen E— E, x—>m(x, x™"),
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und E > E, x— a(q(x)), und r(t, s) = (s — t/2)/(1 —t/2) ist. Dann lisst
sich S zu S auf B X I X I erweitern, so dass S l B X 1x1I eine Homo-
topie rel A zwischen u und v ist.

SaTz: Sei q: E — B ein gruppendhnlicher Raum iiber B mit Homo-
topie-Eins o, sei (B, A) ein endlich-dimensionales CW-Paar, sei B
zusammenhdngend und sei die Faser X von q schwach nilpotent. Dann
ist S(B, E)* nilpotent und operiert nilpotent auf S(B, Q"(B))* fiir
n=1.

Bewels: Wegen des Lemmas ist S(B, E} bzw. S(B, 2"%(B))* eine
Untergruppe von S{B, E) bzw. S(B, 2%(B)), und es geniigt daher, die
Behauptung fiir A =@ zu beweisen.

Mit B* werde das k-Skelett von B bezeichnet. Wir konnen nach [1]
annehmen, dass B® = {*} ist.

Das Einselement von 27%(B)— B bezeichnen wir gleichfalls mit o.
Fir n€S(B,E) und o€ S(B,2%B)) (fir n=0 KkoOnnen wir
S(B, 2%(B)) mit S{B, E) identifizieren) notieren wir die Wirkung von
7 auf  mit newn~!. Im Hinblick auf Definition 4 betrachten wir fiir
K = S(B, 2%(B)) die Reihe I’K =K und I'K = {nen o™ |ne
S(B, E), o € '"'K}) fiir i = 1. Wir zeigen durch Induktion nach k,
daB es Terme Ky, Ki, ... der Reihe I'°K, I''K, . .. gibt, so da} w € K,
zur Konsequenz hat, daBl w l B* homotop o l Bk ist.

Sei E*:= @7 Y(B*) und S(B*, E) bezeichne S(B*, E*).

Induktionsanfang: Man hat S(B°, E) = my(X) und S(B°, Q%(B))=
m(X, *). Die Existenz von K, folgt nun aus der Voraussetzung, daf§ X
schwach nilpotent ist.

Induktionsschritt: Die Existenz von K, sei schon gezeigt, k = 0. Sei
nES(B,E), w€K, Wir konnen annchmen, daB o | Bk =
nwn~' | B* = o | B* ist. Denn ist das nicht der Fall, so kénnen o und
nwn~' jedenfalls entsprechend vertikal deformiert werden. Die im
folgenden berechneten Hindernisse hingen aber wegen des Lemmas
nicht von der Wahl dieser Deformationen ab.

Das Hindernis fiir eine Homotopie rel B* zwischen w | B! und
o I B**! ist ein Element von [v; S¥*!, 22(X)], wenn B**! die Cofaser
einer Abbildung V ; S¥— B* ist [1]. Das Hindernis ist also ein Element
(a)jes aus Il mya(X, *) (J eine Indexmenge). Das entsprechende
Hindernis fiir non '™ ist dann (2(aj)a;");e;, wobei z das durch n(*)
reprisentierte Element in mo(X) ist. (In der folgenden Bemerkung
wird die Form dieses Hindernisses hergeleitet). Daraus folgt die
Existenz von K;,,.
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BEMERKUNG: Sei B=B'Ue, und q: E— B ein gruppenihnlicher
Raum iiber B mit Faser X, sei E'=q7'(B’). Ist u €(B’, E")* (ins-
besondere ist also u(x) = %), so ist das Hindernis fiir eine Erweiterung
von u auf B ein Element a € m,,_ (X, %). Ist v €(B’, E’)*, so ist das
Hindernis fiir eine Erweiterung des Produktes uv gerade das Produkt
(oder die Summe) der Hindernisse. Ist v jedoch ein Element von
(B', E'), so ist das Hindernis zur Erweiterung von v die erste Kom-
ponente eines Elementes (b, z) €[S™, X1 = m._1(X, *) X, mo(X),
wobei z € my(X) durch v(#) repriasentiert wird. Die zweite Kom-
ponente ist wichtig als Index, der in Rechnungen eingeht, wie fol-
gendes Beispiel zeigt: Das Hindernis fiir eine Erweiterung von vuv™!
berechnet sich aus (b, z)(a, 1)(b, 2)™' = (2(a), 1) als 2(a) € mm_i(X, *).
Entsprechendes gilt fiir Hindernisse zur Erweiterung von Homoto-
pien.

KOROLLAR: Sei E— B eine Serre-Faserung mit Faser X nilpotent
(d.h. jede Zusammenhangskomponente von X ist nilpotent), sei AC B
und seien die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt. Dann ist (B, E)*
nilpotent.

BEwEIs: Zu zeigen ist, dass jede Komponente von (B, E)* nil-
potent ist. Sei o € (B, E)*, dann ist 7,((B, E)*, o) = S(B, Q%(B))* fiir
n =1 nach [4], Cor. 7.4, 27%(B) hat 2%+X als Faser, und Q!X ist
schwach nilpotent.

4. Beweis von Satz 2

LEMMA: Sei (B, A) ein endliches CW-Paar, sei E— E, ein Mor-
phismus gruppendhnlicher Rdume iiber B. Die induzierte Abbildung
der Fasern X — X, habe die folgenden Eigenschaften: (i) Der
Homomorphismus mwy(X)— my(X,) ist P-Lokalisierung. (ii) Die auf
den Komponenten der Einselemente induzierte Abbildung X ;. — X4 ist
eine Lokalisierung nach P.

Mit o bzw. o, werde das Einselement von E — B bzw. dasjenige von
E,— B bezeichnet. Dann ist die kanonische Abbildung S{B, E)*—
S(B, E\)* Lokalisierung nach P.

BeweEis: Wir beweisen zuerst, dass S(B, E)— S(B, E,) eine P-
Lokalisierung ist. Dazu kénnen wir annehmen, dass B® = {«} ist. Wir
zeigen durch Induktion nach k, dass S(B¥ E)— S(B* E;) eine Lok-
alisierung nach P ist.
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Fiir k =0 folgt dies aus der Voraussetzung (i). Nehmen wir also an,
das Resultat sei richtig fiir ein k =0. Seien p:S(B**', E)— S(B* E)
und p;: S(B**!, E;)—> S(B* E,) induziert durch die Restriktion von
Schnitten auf das k-Skelett. Betrachten wir das Diagramm:

K—— S(B**', Ey—> S(B* E)

| 1 l

K,—> S(B**1, E)—> S(B*, E).

Hier bezeichnet K bzw. K; den Kern von p bzw. p;. Sei oy = o | Bk
und ((o)x = o | B*. Aufgrund des Lemmas in Abschnitt 3 ist K gleich
der Menge der Homotopieklassen rel B¥ von Erweiterungen von oy
auf B**!| entsprechend ist K, gleich der Menge der Homotopieklassen
rel B¥ von Erweiterungen von (o), auf B¥*!. Mit den Identifikationen
aus dem Beweis des Satzes von Abschnitt 3 ist dann K — K, eine
P-Lokalisierung. Nach Induktionsvoraussetzung ist S{(B* E)-—
S(B*, E,) eine Lokalisierung. Wenn wir zeigen konnen, dass Bild(p) —
Bild(p,) Lokalisierung ist, folgt die Behauptung fiir k+1 aus der
Exaktheit der P-Lokalisierung [6].

Man beweist dies wiederum mithilfe von Hindernistheorie. Zum
Beispiel sieht man wie folgt, dass Bild(p;) eine P-lokale Gruppe ist:
Sei a € S(B**', E;) und pi(a) =", B € S(B% E;) und n >0 relativ
prim zu allen Elementen aus P. Sei B’ ein Reprisentant von B. Das
Hindernis fiir eine Erweiterung von B' auf B**! kann als erste
Komponente eines Elementes h der nilpotenten P-lokalen Gruppe
K, X, my(X)) interpretiert werden (3. Bemerkung). Das Hindernis fiir
(B)" berechnet sich als erste Komponente von h" und ist 0. Folglich
verschwindet auch das Hindernis zur Erweiterung von 8’, und es ist
B € Bild(p)).

Mit dhnlichen Argumenten erhilt man, dass S(B, E)* - S(B, E,)*
eine Lokalisierung ist.

KoOROLLAR: Sei E— B eine Serre-Faserung, so dass die Voraus-
setzungen des ersten Teils von Satz 2 erfiillt sind. Dann ist fiir
u €(B, EY* die durch (B, EY*>(B, Ep)* induzierte Abbildung der
Komponente von u in (B, E)Y in die Komponente von c-u in
(B, E;p)* eine Lokalisierung.

Von Satz 2 bleibt nun noch zu zeigen, dass S(B, E)* — S(B, E;p)*
endliche Fasern hat. Wir beweisen dies erst fiir A = %, dann fiir A =,
und schliesslich folgt der allgemeine Fall daraus.
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Sei q: E — B eine Serre-Faserung mit Faser X und sei u: B — E ein
Schnitt. Sei wu, =u | B*, sei E*=q '(B*), sei res: (B**!, E¥*ly*
(B*, E*y* die Restriktionsabbildung. Sei (B*, E¥)* die Zusammen-
hangskomponente von u, und (B**', E¥*1Y#* sei res™!((B¥, E*)¥). Dann
ist (B**! EFWhYk 5 (B* E*)* eine Faserung mit Faser res™!(u).
Das Endstiick der exakten Homotopiesequenz dieser Faserung
liest sich dann wie folgt:: - -— m((B**!, EDHY* u.,)—

7T1(<Bk, Ek)’uk, uk)_‘d—> wo(res"'(uk))—> 770(<Bk+l, Ek“)f)——) {Cue)}.

Hier ist mo(res™'(u)) gleich der Menge der Homotopieklassen rel B*
von Erweiterungen des Schnittes u auf B*'. Man kann also
mo(res ‘() mach [1] so mit [v; S¥*', X] identifizieren, daB d ein
Homomorphismus ist.

Wir beweisen nun unter den Voraussetzungen des Satzes durch
Induktion nach k, daB S(B*, E*)* - S(B* Ef)* endliche Fasern hat,
Fiir k =0 ist das klar. Angenommen also, die Behauptung sei schon
fiir k=0 gezeigt. Aufgrund der Induktions-voraussetzung und des
Diagramms

S<Bk+l,Ek+l>* oS S<Bk’Ek>*

l l

S<Bk”, E}c}tl)*_f:_)s<3k’ E}‘p}

geniigt es zu zeigen: Ist ()€ S(B* E*)* dann hat resz'{(u)}—
S(B**', Efg"y* endliche Fasern. Ist resz'{(u)} leer, so ist nichts zu
zeigen. Sonst konnen wir annehmen, daB u;,; € (B¥*!, E¥*1)* existiert
mit ;| B¥ = w; mit ., bezeichnen wir die Komposition von .,
mit E¥'> ER', und es sei @i = leHIBk. Betrachten wir jetzt das
Diagramm:

—— m(B¥, E*YE, w ) — mi((BX, E*)¥, u) —s

l

—— m((B¥, EYE, ) —> m(BY, E%)¥, ) ——

L molres™ () —s (B4, EXIYF) — s #

l l

L mro(res (i) ——> mo((B*!, B1yE) — >
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(Zur Bezeichnungsweise: Hier ist wie bei den einleitenden Bemer-
kungen zu Beginn des Beweises (B*, E*)¥* die Zusammenhangskom-
ponente von u;, in (B*, E*)* und (B*"', E¥*")¥ =res (B, E*)¥, ent-
sprechend fiir & in der unteren Zeile).

Die ersten beiden senkrechten Pfeile sind Lokalisierungen nach 3.
Lemma. Der dritte Pfeil ist Lokalisierung, wenn die anfangs skizz-
ierten Identifizierungen vorgenommen werden. Ferner operiert die
Gruppe m((B*, E*)¥ w) vermoége des Homomorphismus d auf
mo(res™'(uy)), desgleichen m((BX E)¥, ) auf m(res™'(@)), die
Orbiten sind jeweils die Fasern von g. Aus der Exaktheit des
Diagramms folgt die Induktionsbehauptung.

BEMERKUNG: Der Homomorphismus d wird wie folgt durch das
Differenzenelement [1] definiert: Ein Element a € m((B*, E*)*, u,)
wird durch eine Selbsthomotopie H, von u, reprasentiert und
d(a) := d(us1, Hy, ug+1).

Wir wollen jetzt die entsprechenden Uberlegungen fiir den Fall der
freien Schnitte durchfiihren.

Sei 7&5: (B**!, E¥*'Y > (B* E*) die Restriktionsabbildung. Es geniigt
fiir (u,) € S(B*, E*) zu zeigen, daB rész'{(u)} > S(B**!, E&') endliche
Fasern hat. Sei u,,; eine Erweiterung von u, auf B**!, sei (B*, E*),
die Zusammenhangskomponente von 1w, und (B*! E¥'), =
t&s(B*, E*),. Dann hat man wie eben ein Diagramm

s m(B¥, E®Yy ) — s w8 (W) — mo((B*, EFY,) —

o l

—— m((BY, Elpay i) ——> mo(f& (i) —> mo((B*, EF*1)) —> »

Es ist 7o(f€s () = mo(res™'(uy)), und wir identifizieren mo(f€8~ (1))
(bzw. w(f€s7(@,))) wie vorher mit einer Gruppe. Die Gruppe
F := m((B*, E*),, ) (bzw. F := m((B*, E%); ii)) ist nilpotent; die
Abbildung d ist jedoch in diesem Falle ein gekreuzter Homomor-
phismus. Genauer gilt folgendes: Sei p:F — m(X, *) durch Einsch-
rdnkung der Selbsthomotopien auf den Basispunkt erklidrt (ent-
sprechend j: F — 7(Xp, *). Man hat eine kanonische Operation a+> d
der Fundamentalgruppe (X, *) auf mo(f&& '(i)) =[v S¥*!, X] (ent-
sprechend fiir (Xp, *)). Fiir d gilt dann die Formel

~ - e N
d(xy) = d(x)p(x)(d(y)) fir x,y € F.
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(Entsprechendes gilt fiir x, y € F). Ferner operiert F auf wo(f&s (u))
vermoge d (entsprechend F auf wo(f€6'(i1y))). Damit folgt die
Behauptung aus [8].

BEMERKUNG: Die Abbildung d wird analog zum punktierten Fall
durch ein Differenzenelement fiir freie Homotopien gegeben. Die
iibliche Additionsformel geht dann in die Formel fiir einen gekreuzten
Homomorphismus tiber.

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir A# @ die Abbildung S(B, E)* -
S(B, E;p)* endliche Fasern hat. Sei E | A:=q '(A), und betrachten
wir die durch Restriktion von Schnitten definierte Faserung (B, E)—
(AE | A) mit Faser (B, E)*. Die Zeilen des folgenden Diagramms
sind exakt als Stiicke von Homotopiesequenzen von Faserungen:

S(B,E) «— S(B,E)* «—— m({A,E|A), 1) e—"--

S(B, E;p) «<—— S(B, Epp)* «— m((A, Ejp | A), 7) «— - - -.

Der erste senkrechte Pfeil hat endliche Fasern, der dritte senkrechte
und alle folgenden sind Lokalisierungen von endlich erzeugten nil-
potenten Gruppen. (Hier ist A nicht notwendig zusammenhingend,
hat aber endlich viele Zusammenhangskomponenten; fiir eine solche
Basis gilt der Satz von Abschnitt 3, wenn die Voraussetzungen — wie
hier - tiber jeder Komponente der Basis erfiillt sind). Daraus und aus
der Exaktheit folgt die Behauptung.

Appendix
BEWEIS DER BEHAUPTUNG VON 2.4:

Nach [5] ist Fas(E;, E;) homeomorph zum Schnittraum (B, q *; r),
wobei q - r: E, - E,— B, X B, eine gewisse Funktionalfaserung ist und
q -, r die Zusammensetzung E, - E,— B; X B,— B,. Die Faser von
q -, r ist Fas(F,, E,), diejenige von q -, F ist Fas(F,, E,p), wobei F;
auch die triviale Faserung F,—=* bezeichnet. Der Abbildung
Fas(E,, E,) > Fas(E,, E;p) entspricht die Abbildung von Schnittridu-
men (By, q 1 r)=>(B1, q 1 F).

Es ist Fas(E;, E,) der Pullback der durch g und r induzierten
Abbildungen Abb(B, B,)—»> Abb(E,, B,) < Abb(E,, E,), also ist
Fas(E,, E;) nilpotent. Entsprechend folgt, dass Fas(F;, E;) und
Fas(F,, E,p) nilpotent sind.
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Unter unseren Voraussetzungen ist F,p nach [6] die Faser von
E,p — B,p. Man hat das folgende Diagramm:

Abb(F,, F;) — Fas(F, E;) — B,

l l

Abb(Fi, F,p) — Fas(F), E;p)— Bsp.

Es folgt, dass Fas(F,, E,) - Fas(F,, E;p) Komponenten lokalisiert.

Da Abb(F}, F;) »> Abb(F}, F,p) endlich-zu-eins auf der Menge der
Wegekomponenten ist, so ist auch Fas (F,, E,)— Fas(F;, E,p) endlich-
zu-eins auf der Menge der Wegekomponenten.

Jetzt bemerken wir, dass Satz 2 auch noch unter folgender Absch-
wichung der Voraussetzungen gilt: Sei G: E — B eine Serre-Faserung
und c:E—E eine Abbildung iiber B, so dass ¢ auf den Fasern
Komponenten lokalisiert und endlich-zu-eins auf der Menge der
Komponenten der Fasern ist.

Damit folgt die Behauptung.
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