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Uber die Rolle des Whiteheadschen Homotopie-
produktes fiir die Homologietheorie

von
Johannes M. Ebersold

Ziirich

Einleitung.

Es sind schon manche Beziehungen zwischen Homotopie und
Homologie untersucht worden. Im ersten Kapitel dieser Arbeit
wird der Zusammenhang des von J. H. C. Whitehead in [1]1)
eingefiihrten Produktes von Homotopieelementen mit der Homo-
logietheorie untersucht. Das Hilfsmittel, mit welchem dieser Zu-
sammenhang hergestellt wird, bildet der von Hopf in [2] und [8]
eingefiihrte Begriff der Homotopieridnder von Ketten und Zyklen.

Das Whiteheadsche Produkt ordnet einem Element der k-ten
und einem Element der I-ten Homotopiegruppe ein Element der
(k + I — 1)-ten Homotopiegruppe zu. Es wird nun die Unter-
gruppe der (n — 1)-ten Homotopiegruppe betrachtet, welche
durch Whiteheadsche Produkte erzeugt wird. Es zeigt sich, dass
das Vorhandensein von gewissen Relationen in dieser Unter-
gruppe die Existenz von nicht nullhomologen n-dimensionalen
Zyklen nach sich zieht. Diese Zyklen gehéren einer Klasse von
Zyklen an, welche einerseits dadurch ausgezeichnet sind, dass ihre
Homotopierander sich durch Summen von Whiteheadschen Pro-
dukten darstellen lassen, andrerseits dadurch, dass sie Bilder von
topologischen Summen von Sphéarenprodukten sind. Wird von
einem dieser Zyklen gezeigt, dass er nicht nullhomolog ist, so
geschieht dies dadurch, dass man die skalaren Produkte dieses
Zyklus mit gewissen Cupprodukten und sogenannten Pontrja-
ginschen Quadraten bildet und feststellt, dass nicht alle dieser
skalaren Produkte gleich 0 sind.

Im zweiten Kapitel werden die Methoden des ersten Kapitels
auf die Untersuchung der dritten Homotopiegruppe in einfach-
zusammenhéngenden Komplexen angewendet. Insbesondere wird

1) Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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die Struktur derselben aus der Homologiestruktur des Komplexes
»im weiteren Sinne” (dies wird in Kap. II, §5, 4. prézisiert) be-
stimmt. Die sich in diesem Kapitel ergebenden Resultate sind
zwar im wesentlichen schon in Arbeiten von Whitehead [4],
Pontrjagin [5] und zum Teil auch von Hirsch [6] enthalten; jedoch
sind die Methoden und die Darstellung in dieser Arbeit ganz
anders.

Im dritten Kapitel wird eine Verallgemeinerung der Methode
des ersten Kapitels behandelt. Ein Spezialfall des dort bewiesenen
Satzes moge hier angefiihrt werden: Ein Komplex besitze in einer
Dimension n (n gerade, > 0) einen sphérischen Zyklus, der nicht
divisionshomolog 0 ist, und der Komplex sei in den Dimensionen
2n —1,8n — 1,...,rn — 1 asphérisch. Dann sind seine Homolo-
giegruppen in den Dimensionen 2n, 8n, . . ., rn nicht trivial. Durch
diesen Satz wird der Zusammenhang mit der Theorie der Eilen-
berg-MacLaneschen Gruppen hergestellt.

Kapitel I.

Gegeben sei ein endlicher simplizialer zusammenhéngender
Komplex f. & sei das n-dimensionale Geriist von &, IT*(®) die
n-te Homotopiegruppe von &, » = 1, 2, .. .; fiir II*(®) schreiben
wir oft auch kurz /7". Die Homotopiegruppen sollen alle denselben
Grundpunkt p e & besitzen, wobei p ein Eckpunkt von & sei.

§ 1. Whiteheadsche Produkte.

1. Wir definieren zuerst das Whiteheadsche Produkt von
Ca € I, ¢ = 1, 2. Unter E* verstehen wir den fest orientierten
k-dimensionalen Einheitswiirfel. Ist « € II", so sei [«] eine stetige
Sphére, welche « repréasentiert. Die Elemente «; e IT™, ¢ =1, 2
seien reprasentiert durch Abbildungen f; (simpliziale) von Ein-
heitswiirfeln:
FAE™) = (o], wobei f,(E™) = p.
Produkte von orientierten Zyklen seien im folgenden so orientiert,
wie es in [7], S. 808 erklart ist. Auf
Emtm — (Em x Em) = Em X E™ 4 (— 1)m Em X E™
definieren wir eine Abbildung f:
FE™ X Em) = [0 X E™) = f(E™) = 5]
FE™ x Em) = {(E™ X 0) = {(E™) =[],
wobei 0 der Nullpunkt von E™ bzw. E" ist. Das so definierte Bild
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f(Em+m) liegt auf Q™™ C@™*™! und reprisentiert ein
Element « € [T™+m—1(@™m+72-1), Das Element « hingt nur von den
Homotopieklassen van [«;] in §™+"~1 ab, also nur von «;, wenn
min(ny, n,) < n, + ny — 1, © = 1, 2. Fiir min(ny, n,) = n;+n,—1
ist m, oder n, = 1, sei es z.B. n;; dann héngt « von «; und der
Homotopieklasse van [a,] in & ab. Deshalb setzen wir fest, dass
im Falle min(n,, n,) = n, + ny — 1 von vornherein die Elemente
von IT™(®") fiir n, = 1 oder die Elemente II™(®™) fiir n, = 1 zur
Produktbildung herangezogen werden. Auf Grund dieser Verein-
barung hingt dann « nur von «; und «, ab, und wir setzen

o = o 0 oy Whiteheadsches Produkt von «; und a,.

Es sei bemerkt, dass wir die Gruppe II' multiplikativ und die
Gruppen II™, m = 2, additiv schreiben.

Das Whiteheadsche Produkt hat die folgenden Eigenschaften:
seien a, oy, oy € JI™({m+n1), B e II"(K™+"1),

W1l) aof=(—1)"" Boa, fiir m +n> 2,

W2) aus « =1 folgt cof =0, fir m =1, n> 1,
ausa = 0 folgt a0 =0, fir m > 1, n> 1,

W8) (ay33) 0 f— 3 0 B+ a0 B+ 040 (090 B), firm=1,n>>1,
(0 + p)o =m0+ oo0p, flirm>1 n>1,

Wi) aof=a-f—f, firm=1, n>1,
wobei « - § bedeutet: « als Operator, im Sinne von Eilen-
berg [8], auf § angewendet,

W5) ist der Komplex & durch eine Abbildung f in einen
Komplex & abgebildet, so gilt, wenn A, den durch f in-
duzierten Homomorphismus der Homotopiegruppen be-
deutet: h (a0 B) = h/(a) o h/(B).

Zum Gebrauch der Elemente von II' als Operatoren in der
Gruppe IT" sei noch bemerkt: Zwei Elemente «, § € II" sind dann
und nur dann frei homotop in & (d.h. homotop ohne Festhalten des
Grundpunktes p), wenn es ein & e II! gibt, so dass f = &. «. Fiir
n > 1 nennen wir die Untergruppe von II", die von den Differen-
zen &£ a — o, aell", §eII', erzeugt wird, II7.

2. Sei h der natiirliche Homomorphismus von IT¢(®) in die i-te
ganzzahlige Homologiegruppe H*(®), ¢ = 1, 2, . . .; der Kern von
h sei I''(®) C IT{(®). Wir behaupten

@0 B e Imin-l (Qm+n-l), fiir o ¢ [I™(@+0-1), § e [In(Rm+n-1),

Beweis: a) 1 < m =< n. Wir haben bemerkt, dass « o § bereits
auf QWm ™ liegt; es ist aber AII™t -1(Rminmm) — 0, da
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min (m, n) <m + n — 1ist. b) 1 = m < n. Es gilt bekanntlich
h(x - B) = hp, daher ist nach W4) h(xo ) = h(a.B) —hf = 0.

Wir bemerken noch, dass, falls wir die Ordnungen von « und g

fir 1 <m < n, mit ¥ und v bezeichnen
(u,v) o0 f =0
gilt. ((4, v) = G.G.T. von u und v, wobei wir (0, 0) = 0 setzen).

3. Von jetzt an sei die Dimension n > 2 fest.

Die Whiteheadschen Produkte von der Form o o 8, a € IT¥(®"-1),
g e II"*(Q®"1), k=1,2,...,n — 1, erzeugen eine Untergruppe
von I'"1(®"1), die wir mit BW"-1(®"1) bezeichnen. Die Gruppe
IT"-1(@n-1) lasst sich in natiirlicher Weise, durch die sogenannte
Injektion ¢, auf II"-1(®") = II"-1(®) abbilden. Es ist klar, dass
trr-1(®-1) C I'Y(R); bekanntlich ist ¢I™-1(f"1) = I'"-1(Q),
siche Hopf in [8], S. 8322. Wir setzen nun

WL/ 1) = BWY(R) C IHKR).
Bei der Injektion von « o § in I7"-1(8) ist zu beachten, dass in den
Fillen £ = 1 und k = n — 1 derjenige Faktor, der zu I[I*-1(®"1)
gehort, gleichzeitig auch in I7"~}(®) zu injizieren ist.

Die Untersuchungen dieses Kapitels gelten zur Hauptsache den
Gruppen B"*-}(®"!) und W*1(R).

4. Wir konstruieren jetzt rein formal eine Gruppe U™ (&),
die wir dann auf die Gruppe W"-}(f"-1) abbilden.

Die Moduln, von welchen wir in den folgenden Definitionen
Gebrauch machen, seien Moduln mit dem Ring der ganzen Zahlen
als Koeffizientenbereich. Die Gruppen I1* fassen wir hier fiir k > 1
als Gruppen mit den ganzen Zahlen als Operatoren auf, wobei 1
Einheitsoperator sei. Wir setzen nun fest

U7-1 sei die Restklassengruppe des Moduls mit den Paaren
(a5 B), e Il, Bell"1(R™1),
als Erzeugenden, nach dem Teilmodul mit den Erzeu-
genden

c(“’ .B) - (“’ cﬁ)’
(o By + Bs) — (@ 1) — (@, Ba)s
(o0, B) — (2, B) — (s B) — (og, %3 0 B),
mit o, o, oy € [T, B, By, fo € [I" (K1), ¢ ganze Zahl.

U1 sei, firl <k < %, die Restklassengruppe des Moduls mit

den Paaren
(o, B), o € II*, B e IlI™F,
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als Erzeugenden, nach dem Teilmodul mit den Erzeugen-
den

c(a, ) — (ca, B), c(a, B) — (o cﬂ),
(“1 + oy ﬁ) - (a'l’ ﬂ) - (“2, ﬂ)’
(o By + B2) — (& B1) — (@ B)s
mit «, o, oy e IT%, B, By, Ps € II"*, ¢ ganze Zahl.

Ut sei, falls —;i' ganz ist, die Restklassengruppe des Moduls

2
mit den Paaren

(% B), @, B e 112,
als Erzeugenden, nach dem Teilmodul mit den Erzeugen-
den n

(o, ﬁ) — (= I)E(ﬁ’ a),

c(as ﬁ) - (ca’ ﬁ),

(o + o, B) — (o, B) — (o2, B)s

n
mit «, o, o, Bell2, ¢ ganze Zahl.
Wir bemerken, dass U}, firl < k < 2 nichts anderes ist, als

das Tensorprodukt IT* @ II"~*, der Gruppen II* und II"-*,
Die Summe als direkte Summe aufgefasst, sei

i) = 53 up
Ordnen wir jedem Paar («, ), o€ II*(®"1), B e II"*¥(Q"1),

k=1,2,... [E]’ das Produkt « o 8 zu, so ist ein Homomorphis-

mus w von 0”1 auf W"-1(]®"~1) gegeben. Durch die angegebene
Konstruktion von U"-! haben wir erreicht: eine Summe von
Paaren («, ), von der wir auf Grund der Eigenschaften des White-
headschen Produktes wissen, dass ihr Bild in B"-1(®"-1) 0 ist,
verschwindet bereits in U1

Die Kerne der Abbildungen w und ¢w von U"-! auf Wr-1(K-1)
und W"-1(R) seien B[ (K1) und B"1(]) genannt.

Um die Struktur der Gruppen B"1(®"1) und W1(]) zu
bestimmen, miissen wir die Kerne 87-1(®"!) und B"1({) als
Untergruppen von U"-! kennen.

§ 2. Bilder von topologischen Summen von Sphiren-
produkten.

1.  Wir konstruieren eine Klasse von n-dimensionalen Mannig-
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faltigkeiten, durch Bildung von topologischen Summen von
Spharenprodukten. Es sei n > 2 fest.
Gegeben seien ¢, Spharenprodukte vom Typus S* x S*-¥,

n
¢, =0, k=1,2,... [;] Die Faktoren eines jeden Produktes

seien fest orientiert und die Produkte selbst seien gemdiss Ab-
machung von §1,1. orientiert. In jedes dieser Produkte machen
wir durch Entfernen einer n-dimensionalen Vollsphire ein Loch.
Wir nehmen eine orientierte n-dimensionale Sphére S” und machen

in sie ¢ = Z',Ezl]ck Locher durch Entfernen von ¢ disjunkten n-
dimensionalen Vollsphéren. Dieser c-fach gelochten Sphire setzen
wir die ¢ gelochten Sphéirenprodukte als Henkel an, indem wir je
ein gelochtes Produkt lings dem Rand seines Loches an den Rand
je eines Loches der S” heften, und zwar so, dass die Orientierungen
der Sphére und der Henkel kohidrent sind und sich also eine
orientierte Mannigfaltigkeit ergibt. Diese Mannigfaltigkeit ist
durch Angabe der ¢, bis auf Hom6omorphie bestimmt (dabei ist
zu beachten, dass es auf die Orientierungen der Henkel, welche
durch die vorgegebenen Orientierungen der Faktorsphéren be-
stimmt sind, nicht ankommt). Den Fall ¢ = 0 schliessen wir nicht
aus, die betreffende Mannigfaltigkeit ist dann die S” selbst.

Die Klasse der so konstruierten Mannigfaltigkeiten nennen wir
die Klasse der Standardmannigfaltigkeiten. Unter St” verstehen
wir im Folgenden eine n-dimensionale Standardmannigfaltigkeit.

2. Wir nehmen nun an, dass es in dem gegebenen Komplex &
n-dimensionale ganzzahlige Zyklen gebe, welche Bilder von Stan-
dardmannigfaltigkeiten sind; prazis ausgedriickt heisst der Zyklus
Z™ Bild von St*, wenn es eine simpliziale Abbildung von S¢* in &
gibt, so dass Z" das Bild des Grundzyklus von St" ist. Wir behaup-
ten:

Alle n-dimensionalen Zyklen von &, welche Bilder von Standard-
mannigfaltigkeiten sind, —wir nennen sie Standardzyklen —
bilden eine Untergruppe IM" der Gruppe der Zyklen JZ". Die
Gruppe der sphérischen Zyklen & ist in It* enthalten.

Beweis: Es ist klar, dass @ CIt". Um zu zeigen, dass die Ele-
mente von " eine Gruppe bilden, genligt es zu beweisen, das
die Summe zweier Elemente von " auch in M" enthalten ist.
Seien Z; = f,(Sty), k = 1, 2, f, simplizial. Wir greifen aus jeder
der Standardmannigfaltigkeiten St} einen Eckpunkt ¢, heraus,
der nicht auf den Henkeln der S¢ liegt. Durch eine Strecke s von
¢, nach g, verbinden wir St} mit Stj. Die Punkte f,(¢;) und f,(g,)
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konnen wir in & durch einen Kantenweg w verbinden, auf welchen
wir die Strecke s durch eine Abbildung f; abbilden. Wird St} durch

die Zahlen ¢, , charakterisiert,l =1, 2, ..., [E]’ so konnen wir

eine St", welche durch die Zahlen ¢; ; + ¢, , charakterisiert wird, auf-
fassen als topologische Summe von St und S#}, und es ist leicht
einzusehen, dass wir St* durch eine Abbildung f so auf St} + s
St abbilden konnen, dass jeder Henkel von St + s + Stz Bild
genau eines entsprechenden Henkels von St* ist. Durch £, f;, f; und
/s ist eine Abbildung von St” in & gegeben. Das Bild des Grund-
zyklus von St* ist der Zyklus Z} + Z37, q.e.d..

§ 3. Die Homotopierinder der Standardzyklen.

1. Wir brauchen im Folgenden den Begriff der Homotopie-
rander einer Kette, wie ihn H. Hopf in [2], S. 266 und in [3],
S. 813 eingefiihrt hat.

Ein Element « e I7"1(f"1) heisst ein Homotopierand der n-
dimensionalen Kette C”, falls es eine simpliziale Abbildung f des
Wiirfels E*, auf dessen Rand ein Eckpunkt ¢ ausgezeichnet sei,
in den Komplex & gibt, derart dass f(E") = C", f(g) = p und
f(E™) = [a], wobei [«] ein Reprisentant von a ist.

Jede n-dimensionale Kette C" besitzt Homotopierdnder. Die
Homotopierdnder aller n-Ketten bilden eine Untergruppe der
IT"-1(®7-1), und zwar ist diese genau der Kern R"~! der Injektion ¢
von II*-}(®2-1) auf II"}(R).

Bezeichnen wir mit R7~! die Untergruppe von #"~%, welche von
den Differenzen & . « — «, « e R, & € [I', erzeugt wird, so kénnen
wir sagen, die Homotopierénder einer Kette C" bilden genau eine
der Restklassen in die "~1 modulo R~ zerfallt (es sei hier und im
Folgenden n > 2). Diese Zuordnung ist ein Homomorphismus der
Gruppe €" auf die Gruppe R"1/R"!, wobei €" die Gruppe der
n-Ketten ist.

Die Homotopierinder der Elemente von 3" bilden die Gruppe
I'"-1(g"-1) NR"-1 und diejenigen der Elemente von &*, der Grup-
pe der sphirischen Zyklen, die Gruppe R**. Da die in & nullhomo-
logen Zyklen sphirisch sind, gilt, wenn wir die Gruppe der sphé-
rischen Homologieklassen &" nennen:

Hen = Bn/@n =~ [1(]"1)N mn—ll(',Rg—l.
Die Gleichung a« = ¢” mit « e ®*~ soll im Folgenden heissen:

« ist ein Homotopierand der Kette C".
Ist h der natiirliche Homomorphismus von IT"-1(®"1) in



104 Johannes M. Ebersold [8]

H1(f-1), so folgt aus « = C": ha = C", C" als Element von
Hm1(®1) aufgefasst.

Wird der Komplex & durch f in einen Komplex & abgebildet und
ist h, der induzierte Homomorphismus der Homotopiegruppen,
so folgt aus « = C™

hy(x) = (F(C"))°.

2. Diein 1. definierte Gruppe R*~! ist in W"-1(R"-1) enthalten,
denn nach W4) ist §. 0 — a = § o a. Wir bestimmen in diesem
Zusammenhange noch w1 R, Da a ¢ R"1ist, gilt (o0 a) =0,
daher ist w‘lé}iz‘l C 8"1(R). Das Element von 11*-1, das durch
(&, «) repréasentiert wird, ist ein Urbild von # o «, die andern Ur-
bilder unterscheiden sich von diesem nur durch Elemente von
B-1(®"-1). Wir bezeichnen mit B7'(®) die Untergruppe von
B"1(R), welche durch die Paare (&, o), mit & € [T, o € R, er-
zeugt wird; dann gilt

wIIRE = BH(R) U B/ ).

3. Betrachten wir ein Spharenprodukt S* x S"—* S* und
Sr—* fest und das Produkt geméss Abmachung orientiert, 1 <k <n,
n > 2. Fassen wir die beiden Faktorsphéren als Wiirfel mit Rand-
punktidentifikation auf, so ist damit eine Abbildung f des Pro-
duktes E* X E"* auf S* X S"-* gegeben. Sei f(0 X 0) der
Grundpunkt der Homotopiegruppen von S* X S"—*; aus der Defi-
nition des Whiteheadschen Produktes und derjenigen der Homo-
topierander folgt

SkOSn—k — (Sk X Sn—k)O in Hﬂ—l((sk X Sn—k)n—-l)’
wobei wir in S*o S"—* die Sphiren als Homotopieelemente auf-
fassen und wobei S* X S"~* das erste Mal den Grundzyklus, das
zweite Mal die Mannigfaltigkeit bedeutet.

4. Sei St" eine Standardmannigfaltigkeit, charakterisiert durch
die Zahlen c,. Die Henkel seien die Sphéarenprodukte S} x S7*,

=12 ..,¢k=12,..., [g] In St"sei ein Punkt g als Grund-

punkt der Homotopiegruppen von St"* gewéahlt. Wir verbinden den
oben gewihlten Grundpunkt jedes Henkels durch einen Weg mit
dem Grundpunkt ¢, so dass wir die Faktorsphiren jedes Henkels
als Elemente der Homotopiegruppen von St* auffassen konnen.
Gemaéss 1. ist das Nullelement der Gruppe II"-1((S*)"~1) ein
Homotopierand der Sphéare S™, der die Henkel angeheftet werden.
Die Beitrige der Locher der S* und der Locher der Henkel an
einen Homotopierand von S¢* heben sich gegenseitig weg, weil wir
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die Orientierung der einzelnen Teile beim Zusammenheften be-
riicksichtigt haben. (Dies wird im néichsten Paragraphen noch
ausfiihrlicher dargelegt). Daraus ergibt sich, dass

S (ko S7) = (S in IT-i((sy,

wobei fir ¢, = 0 die betreffende Summe iiber I leer ist.

5. Seinun M" e IR" ein Standardzyklus, also M" = f(St"). Wir
diirfen annehmen, dass p, der Grundpunkt der Homotopiegruppen
von !, vom Bild von St" bedeckt wird, sonst konnen wir f leicht so
modifizieren, dass dies der Fall ist. Der Grundpunkt ¢ von St*,
unter Verwendung der Bezeichnungen von 4., sei ein Urbild von
p. Dann folgt aus 4., den Eigenschaften des Whiteheadschen Pro-
duktes und der Homotopierdnder, wenn %, wieder der von f in-
duzierte Homomorphismus der Homotopiegruppen ist:

« = hy(E2)Ee Sk o S18) = by ((St7Y) = (j(Stm)° = A7
und
o = hy(SLE) B0 % 0 S4) = B B (% 0 517%)
— e B0 Ay (SP) 0 hy(SIF) = Tk B o 0o € Wr-1(@n-1),

wenn wir h,(S¥) = of e [T* und h(S}*) = of* € II"¥(§"1)
setzen. Ist B ein anderer Homotopierand von M™®, so ist nach 1.
und 2.

B — aeR¥TC BWr-1(®1L),

also ist auch f e W1(K"1).
Die Homotopierinder der Elemente von It bilden eine Unter-

gruppe R5' von R*-1; wir haben gezeigt:

Rt CwB™1(R) oder w Ry C B L(R).

Satz 1. Die Homotopierinder der n-dimensionalen Standard-
zyklen in & sind in der von den Whiteheadschen Produkten erzeug-
ten Untergruppe W"-1(f"1) von II"-1(®"-1) enthalten. Ihre Ur-
bilder in der formalen Produktgruppe 11"-1(&) sind Elemente des
Kernes $71(®) der Abbildung von 11*-! auf die Gruppe B"({)
= 1W"-1(K"1), wobei ¢ die Injektion von II"*-1(®"-1) auf II"-1(R])
ist.

Es liegt die Vermutung nahe, dass jedes Element des Kernes
B"-1(®) Urbild eines Homotopierandes eines Standardzyklus sei.
Diese Vermutung ist richtig, ihr Beweis bildet den Inhalt des
nidchsten Paragraphen.
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§ 4. Die Elemente des Kernes $"-1(®) der Abbildung von
ur-1 auf Wr1(K) C [I"(R) als Urbilder der Homotopie-
rinder der Standardzyklen.

1. Sei V"1 e B 1(®). Um zu beweisen, dass wV "1 e Ri;?" ist,
geniigt es ein Element M" eI™ zu konstruieren, fiir welches
Wl = Mr gilt. Wir schreiben die Elemente von 1”1 auch als
Summen von Paaren; da wir 11”1 als Summe von Restklassen-
gruppen von Moduln von Paaren nach gewissen Teilmoduln defi-
niert haben, ist diese Schreibweise natiirlich nicht eindeutig, das
spielt aber fiir uns hier keine Rolle. Sei also

yrl = 2!521] T @logs o7 ™)
mit of € IT*, aj~*e II""*(R"1), ay, ganz, ¢, ganz = 0, wobei fiir
¢, = 0 die innere Summe leer ist.

2. Die Elemente of und aya)™* seien représentiert durch
[2F] = f(SF), [ano™®] = f(S;7%); wir stellen uns S} und S}~ als
Einheitswiirfel mit Randpunktidentifikation vor, wobei der den
Randpunkten entsprechende Punkt von S} bzw. S7~* mit o,, bzw.
0;, bezeichnet sei und f(o,;) = f(0};) = p gelte.

Wir bilden nun das geméiss Verabredung orientierte topolo-
gische Produkt P}, = S¥ x S77%; dieses stellen wir uns vor als
n-dimensionalen Einheitswiirfel mit gewissen Identifikationen auf
seinem Rande. Als Grundpunkt von P?, sei 0, X 05, = qu ge-
wihlt. Wenn wir im Folgenden von den Faktorsphiren S¥ und
Sr* in P? sprechen, so sind damit die Sphiren S} X o;, und
0,1 X SPF gemeint; indem wir S} und S7°* so auffassen, ist auf
S¥ und S77* in Py, die Abbildung f definiert. Wir machen in Py,
ein Loch, indem wir eine Vollkugel V7, herausnehmen; V7, sei eine
Kugel im Inneren von Py, mit dem Mittelpunkte im Mittelpunkte
von P}, uns auf die erwihnte Modellvorstellung von Py, bezie-
hend. Das gelochte P}, heisse P}/, V% und seine Randsphire Sp;*
seien so orientiert, dass

Py =Py’ + Vi und Vi = Si
dann gilt
Py = —Sa

S¥ 4 S7-* ist ein Retrakt von P}/, das heisst es gibt eine Abbil-
dung g,; von Py’ auf S* + S, welche auf S¥ + S;~* die Identi-
tat ist; wir nehmen fiir g, uns auf das Modell von Py, beziehend
die Projektion von Py’ auf S} 4+ S;~* vom Mittelpunkte von Py,
aus. Wir erweitern die Abbildung f auf Py, indem wir fiir jeden
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Punkt z e P} f(#) = f(gr:(x)) setzen. Sei y ein Randpunkt des
Modelles von P;,, der bei der Identifikation in g,, iibergeht und
w,, der Weg g;1(y), dann gilt f(w,;) = p; sei ferner r,, der End-
punkt von w,; auf Si;'. Die Homotopieelemente von (P},’)" 1,
welche durch S%, S7~* und S§; reprisentiert werden, bezelchnen
wir mit of, of* und oy, wobei ¢, auch Grundpunkt von

(P%)"1 sei und S"‘1 durch w,, mit ¢,;, verbunden ist. Nun gilt
o o i F= B, = (P¥ + V&) und o' = V%
in II"-1((Pp,)""), daher
of o of* — ajit = Py in I1"((Py)™Y).

Weiter folgt daraus durch Injektion

(0¥ 0 o?* — ¢%') = 0 in II*Y(PY)
und deshalb

1(SE) = [i(og 0 apey™)] = [iag (e o ™)),

3. Sei ]etzt S» die orientierte n-Sphire, der wir dann die P%;
als Henkel ansetzen. Wir machen in sie X ¢, Locher, indem wir
aus ihr untereinander disjunkte Vollkugeln V7, entfernen, ! =1,

2.0 k=1,2,... [g] Die gelochte S* heisse S*', V% und

seine Randsphire Sp; '’ seien so orientiert, dass

Sn— S 4+ eV und VE = — S&Y;
dann ist
S = ZraSyY.
Die Sphire Si; ' bilden wir durch eine topologische Abbildung £,

mit dem Grad -+ 1 auf S' ab, fiir alle k, I und definieren auf
ibhr die Abbildung f durch

FSE) = fta(SE™))-

f(S&) = [tam(a; 0 a7™")] und
12k1a,0F 0 aF % = qwV "1 = 0 in IT*Y(R),

lasst sich, wie H. Hopf in [8], S. 819 bewiesen hat, die Abbildung
f auf S™ erweitern. Der Beweis wird durch vollstandige Induktion
nach der Anzahl der Locher gefiihrt. Wie man leicht an Hand des
Beweises einsieht, ldsst sich f so erweitern, dass es einen Punkt ¢
in S und Wege w;, von ¢ nach den Punkten #;(r,;) von S
gibt, die durch f auf p abgebildet werden. Wir wahlen q als Grund-
punkt von S*. Durch die Wege w,, verbinden wir die Sphéren

Da nun
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Sz mit ¢ und bezeichnen die Homotopieelemente, welche sie
reprisentieren mit o}; . Es gilt
0=38"=(S" + ZeaV%) und — o¥" =V
in II"-1((S")"1), daher
' SkiolY = S™ in II*-1((S™)n-1).
4. Wir identifizieren die Punkte der S%;! von P? mit den ent-

sprechenden Punkten der Sy, von S™ fiir alle k, I. Dadurch ent-
steht eine geschlossene Mannigfaltigkeit, denn

(S 4 Zw1Pyy) = Zep Sy — ZeaSpt = 0.

Diese Mannigfaltigkeit ist nach Konstruktion cine Standardman-
nigfaltigkeit St”. Der Grundpunkt ¢ von S™ sei auch Grundpunkt
von St”. Die Grundpunkte ¢, von P?, zichen wir lings w,; und wy,
nach ¢ hiniiber, dadurch werden die Sphiren S}, S7* und Sp;?!
mit ¢ verbunden; die Homotopieelemente welche sie in (St*)"-1
reprisentieren bezeichnen wir mit &, 37! und g};'. Die Addition
von Homotopierdndern der einzelnen Teile von Si* gibt einen
Homotopierand von St”, also

Skt (3 0 5 — Git) + Teiolyt = (Stn)°.
Aus der Konstruktion ist klar, dass 53; ' = of; " in IT"-1((St")"1),
daher ist
2r15} o opF = (Str)°.
Die Abbildung f ist auf ganz St” definiert und f(St*) = M™ ¢ M".
Es folgt aus den Eigenschaften der Homotopierinder und der
Whiteheadschen Produkte, dass

hy(Zk,15% 0 %) = M™ und
hy(013E 0 51F) = Bt (3) o (hy51),
wenn h, wieder den von f induzierten Homomorphismus der
Homotopiegruppen bedeutet. Da die Wege, welche die Grund-
punkte g,, von P}, mit ¢, dem Grundpunkt von St*, verbinden,
durch j auf p abgebildet werden, gilt
hy(G}) = af, h(377*) = ayx;™*, und somit

21 (ho}) o (hoy ") = irof o (@) ™) = B tagey o af™ = wV ™1,
Zu dem vorgegebenen Element V"1 ¢ B-1(®) haben wir einen
Standardzyklus M™ so konstruiert, dass

wV -1 = yrn,
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Satz 2. Die Elemente des Kernes 8"-1(®) der Abbildung w der
formalen Produktgruppe U*-! auf Wr—1(®)C II*1(R) sind Ur-
bilder von Homotopieriandern der Standardzyklen.

5. Wir haben gezeigt, dass die Homotopierdnder der Standard-
zyklen in ®"-1(®"1) liegen. Ist nun Z" € 8" ein Zyklus von &, von
welchem ein Homotopierand in W"-1(&"-1) liegt, so sind alle seine
Homotopierander in W"-1(f"-1) enthalten, und wir behaupten,
dass Z" ein Standardzyklus ist.

Sei also « = Z", « € Wr—1(R®1); da ix = 0 ist, gibt es ein Ele-
ment V"1 e B 1(]), so dass wV ™! = « ist. Nach Satz 2 gibt es
einen Zyklus M" ¢ M", mit « = M" Aus « = M" und « = 2"
folgt, dass

0= (2" — M").
Dies bedeutet nach § 8,1., dass Z™ — M™ ein sphérischer Zyklus ist.
Aus Z" — M"eS" CIM" und M" e IR folgt Z" e M, q.ed..

6. Wie wir soeben gesagt heben, unterscheiden sich zwei
Zyklen, welche einen gemeinsamen Homotopierand besitzen, nur
um einen sphéarischen Zyklus. Daher ergibt die zum Beweise des
Satzes 2 durchgefithrte Konstruktion, welche Elementen von
BL"-1(R) Elemente von IM" zuordnet, eine eindeutige Abbildung
von B*1(R) in M"/S". Diese Abbildung ist ein Homomorphismus
und zwar nach Satz 1 ein Homomorphismus von B"-1(®) auf
MmriSn.

Satz 8. Der Kern 8"-1(®) der Abbildung #w der formalen Pro-
duktgruppe U1 in II"~(®) ist genau die Gruppe der Urbilder
aller Homotopierinder, welche in B"-1(®"-1) enthalten sind, wo-
bei W»-1(®"-1) die von den Whiteheadschen Produkten erzeugte
Untergruppe von [I"-1(&"-1) ist. Diese Homotopierdnder sind
genau die Homotopierdinder der Elemente der Gruppe M*, d.h.
der Standardzyklen.

Zusatz. Durch den geometrischen Zusammenhang von 8"-1(®)
mit IM" wird in direkter Weise ein Homomorphismus von $7-1(&)
auf IN"/&" gegeben, wobei G die Gruppe der spharischen Zyklen
ist.

7. Aus wlR*! C B"1(R) und wB"1(R) = Ri;" folgt R C
Ry Sei M e IM"; die Homotopierdnder von M" bilden genau eine
der Restklassen, in die Rj; ' modulo R*~! zerfillt. Die Homotopie-
rinder der sphirischen Zyklen bilden genau die Gruppe R*';
daraus folgt:

Re /R = M (S,

Mit M" gehoren auch alle Zyklen der Homologieklasse von M™
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zu ", da sie sich von M" nur durch Riander unterscheiden, die
sowieso spharisch sind. Ist M” die Gruppe der Homologieklassen,
deren Elemente zu " gehéren, und &” diejenige der Homologie-
klassen, deren Elemente sphérisch sind, so gilt:

MG = M"/Sn.
Nach § 8,2. ist w—lﬂiz—l _ %z—l(@)u%n—l(@n—l)’ daher gilt
R Ry = B1R)/BHR) L B AR,
Daraus folgt:

Satz 4. B 1(R)/B*(R) U B (K1) = MBS~

§ 5. Untersuchung des algebraischen Zusammenhanges
zwischen B -1(]) und M~

1. Wir wollen die Methode, die wir in diesem Paragraphen ver-
wenden, an einem einfachen Beispiele demonstrieren. Die Stan-
dardmannigfaltigkeit St* 4+ S* x S$"-* sei durch eine Abbildung f

in den Komplex & abgebildet, k < g Wir setzen f(S*) = [«*] und

f(S™*) = [a"F*], oF e IT*, ™% e II"*. Was Homologie und Co-
homologie anbetrifft, rechnen wir hier einfachheitshalber beziig-
lich des Korpers der rationalen Zahlen %R; die entsprechenden
Homologiegruppen heissen $}. Wir nehmen an, dass ha®* = X*
und ha™* == X"=* nicht 0 seien in ¥ bzw. OE*. Seien X'* und
X'"* zu X* und X"~* duale Elemente, d.h. Cohomologieelemente,
fiir welche X* - X'* =1 und X*-*. X'"~% = 1 gilt, entsprechend
T*und T % zu S* und S"* duale Elemente in St" und schliesslich
T™ das zum Grundzyklus von St* duale Element. Bezeichnet h;
den Homomorphismus der Homologiegruppen von S¢* in diejeni-
gen von § und A, den dualen Homomorphismus der Cohomologie-
gruppen von & in diejenigen von St*, so gilt

hf(Stn) . (X’kU IYIn_k) = St" . h;-(XIkU Xln_k) —
= Str. (h'X/kU h'X'"-")
= Str - (TFU T™*) = Stn- T* = 1.

Daraus folgt, dass f(St") nicht homolog 0 in & ist. of o« * ist
Homotopierand von f(St*), daher («f, a"=*) e B*1(]).

Gehen wir umgekehrt von dem Element (a*, «"~*) aus, so kén-
nen wir also folgern: die Aussage, dass (af, a" %) e B"YR) ist,
zieht die Existenz eines nicht nullhomologen Zyklus f(St") nach
sich. Weiter kdnnen wir behaupten, dass («*, «*~*) nicht B7-1(&"-1)
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angehoren kann; denn nach dem soeben Bewiesenen, mit §7-!
statt &, wiirde die Existenz eines nicht nullhomologen #n-dimen-
sionalen Zyklus in 7! folgen, was unméglich ist. Diese Methode
versagt natiirlich, falls eines der Elemente ha* und he”—* homolog
0 ist in K.

2. Wir bilden eine Untergruppe W' von 11, Ein Paar
(o¥, a=*), a¥ e IT%, a7 % e [I"*(R"1), k=1, 2,.. .,[;:I, gehore zu
Upt falls

entweder o € I'* oder ia™=* ¢ """,

Die Gruppe UT" werde von diesen Paaren erzeugt. Wir setzen

n-1 = U =1/t Ist U1 e UL, so bezeichnen wir sein Bild in
! mit U"-1, analog fiir eine Untergruppe von 1L,

Sei M™ e M™ und V-1 € B"1(R) mit wV " = Jif* Ist M nicht
homolog 0 in &, so diirfen wir nicht erwarten, dass sich V»-! mit
der in 1. angedeuteten Methode beschreiben lisst, sondern wir
konnen héchstens erwarten, dass sich V"1 beschreiben lisst.

Aus den Definitionen von U"-! und U1 folgt leicht:

1= 3, 2@ @ B*) + Ta.
2

Dabei ist zu beachten, dass IT*/I'™* =~ &, der Gruppe der Homo-
logieklassen, deren Elemente sphérisch sind, und dass I7'/I™

. n . . =n—1 n
abelsch ist. Wenn —2—nlcht ganz ist, so ist U, ~ = 0 und wenn S
'2_ &
n
o n-1
2zulln  analog
2

. e pan—=1 4. . =
ganz ist, so ist »  die mit den Elementen von &

2
gebildete Gruppe.

Sind die Untergruppen &* von 9* fiir k = 1,2,...,n — 1 be-
kannt, so ist die Struktur von ™! bestimmt.

3. Fir das Folgende miissen wir'in den Gruppen &* und in
U1 Basen einfithren. X%, X%, .. ., X} sei eine kanonische Basis
von &%, deren Elemente die Ordnungen m¥, ¢ =1, 2, ..., r,, be-
sitzen mogen, wobei also m} = 0 mod m},, fir¢ =1,2,...,7,,
gilt. Fassen wir die Elemente X¥ als Elemente des Moduls der
k-Ketten €% auf, so erzeugen sie einen Teilmodul von €* und es
existiert eine Basis Y%, Y%, .. ., Y’;k von C* mit s, = r,, derart
dass

X¥ = Y% fir i =1,2,..., 1, mit ¢ > 0.



112 Johannes M. Ebersold [16]

Die Elemente Y? sind fiir ¢ = 1, 2, . . ., r, Zyklen der Ordnung oF.
Fiir die Ordnungen der X% gilt dann

ok

(e} 0F)
Die durch die Y?* gebildete Basis von €* besitzt eine duale Basis
Y4 Y5 ..., Y, dh fir diese beiden Basen von €* gilt

(1)

ko
m;i =

YE Y% =8, firi,j=1,2,...8,

wobei §,; das Kronecker-Symbol ist. Da die Y* fiir¢s = 1,2, ..., 7,
Zyklen der Ordnungen of sind, stellen die Y'? firr ¢ = 1, 2, .. ., r,
Cozyklen modulo of dar.
Wir wihlen in den Gruppen I7¥(®"-!) Elemente &} fir ¢ = 1, 2,
etk =1,2...,n —1,s0dass h& = X* firk <n — 1 und
hig¥ = X% fiir k =n — 1 gilt. Dann bilden die Elemente

. n
(ELeg™)tiri=12..,7i=4L2..,7 4 k <—2—, und

n
— — . . n
(EE,E2) fir 4, =1,2,...,7,, 1+ =7, k=_2- ganz
_ 2
eine Basis von U1,

— n
Die Ordnung des Elementes (£, &%) ist (m}, m]~*) fiir k <—2—,

n n n n
n

(mZ, m?) fir & Z% ganz, i < jund (1 — (— 1)%, m?) fiir b=

ganz, 1 = j. Es ist klar, dass wir diejenigen Elemente, deren Ord-
nung 1 ist, noch aus der Basis von 11”1 herauszustreichen haben.

4. In 1. wurde bereits das Cupprodukt U der Cohomologie-
theorie verwendet. Im Hinblick auf einen Sonderfall miissen wir
noch von einer weiteren Operation aus der Cohomologietheorie
sprechen, dem sogenannten Pontrjaginschen Quadrat, vgl. z.B.
[4], S. 60. Es lasst sich mit Hilfe des U -Produktes und des U ;-
Produktes von Steenrod [9] definieren. Wir zidhlen hier nur die
wesentlichen Eigenschaften des Pontrjaginschen Quadrates auf,
die wir im Folgenden verwenden:

P1) Sei $'*(R, ®,,) die die k-te Cohomologiegruppe von &, be-
ziiglich der zyklischen Gruppe der Ordnung m als Koeffi-
zientenbereich, m gerade > 0. Das Pontrjaginsche Quadrat
ordnet jedem Element C* von $'*(®, @,) ein Element
C*V C* von H'?*(R, ®,,,) zu. Diese Zuordnung ist im Allge-
meinen kein Homomorphismus.

P2) Fiir das natiirliche Bild (C*),, eines Elementes C* € H'*(®], ®)
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in §'¥R, ©,,) gilt:
(CP)m Y (CF)p = (CFU CFyppe

P3) Ist r der natiirliche Homomorphismus von $'2*(®, ®,,,) in
H?*(R, &,,), so gilt:

7(C*u C*) = C*U C*,

P4) Ist der Komplex & in einem Komplex & abgebildet und ist
h, der duale Homomorphismus der Cohomologiegruppen
von & in diejenigen von &, so gilt:

h;(C"U C*) = (h;C")U (h;C").
Damit sind jetzt die Hilfsmittel, die wir in diesem Abschnitt

brauchen, bereitgestellt.
5. Sei V1 eB"Y(R) und M" = f(St*) e M", fir das wV " =
M gilt. Nach 2. und 8. lasst sich V"1 folgendermassen darstellen:

vrt = B S ) + Y v eup

wobei 22X’ bedeuten soll, dass, im Fall k = ; ganz, ¢ < § sein soll.

Gemiss den Ordnungen der Elemente (&%, £7*) von U™ sei

n
(mk, m;"‘k) , fir k < >

n n
0 <d <y(mZ,m2)=m? , fir k=;ganz, i <7, (2)

|s

n
> n
1—(—1)2%,m?), fir k = ganz, 1 =7.
L
St" sei so konstruiert und in & abgebildet, wie es in §4 dargestellt
wurde. Der Henkel von St*, welcher dem Glied af; (&, &/7%) von
V-1 entspricht, sei Pp';; seine Faktorsphiren seien S und S77%,

n n
wobei wirim Falle k = 5 83Dz N — 0 stehen lassen zur Unter-

scheidung der Faktoren. Ist A, der Homomorphismus der Homo-

logiegruppen von Si" in diejenigen von & so haben wir
hy(S) = h(&}) = X} = c}Y7,

n—ky __ k gn—k\ __ Kk —k __ Kk m—kyn—k
hy(S377) = h(alE]7*) = af X" = ajicy Y

(3)

n n
T% und T3* (n — wieder stehen gelassen fiir k = 2 ganz) seien

die zu S¥; und S7%* dualen Cozyklen in St® und T™ sei der zum
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Grundzyklus von St* duale Cozyklus. Es gilt in St* (St* ist ja
leicht zu iiberblicken, so dass wir das nicht ndher auszufiihren
brauchen):

k n—k
i, O TE =

i

T, falls 4, = 4y, §; = Ja»
0, sonst,

fﬁrz,,zz=1,2,...,rk, Jsde =1, 2,...,r,,,k,0<lc<—2—,

2 —

Tilfl v T'a’n =0 (4 )
n n 3 lgs ] ]
n n—g | Tr, falls 4 =15, 5, = Jo

Tf,fl U Ty, = { 0, sonst,
. n—s

Ti1f12 v T"zfaz = 0

w|§

fir 4,9 i fa =L s Tas g Shp b o k= nz.J
2

Ist &, der zu h, duale Homomorphismus der Cohomologiegrup-
pen von & in diejenigen von St*, so folgt aus (3):

hy(Y"*) = ¢k Zint T mod of,
n
fﬁl‘ i= 1,2,..-,1‘]:, k <—’
hy(Y'3*) = ;™" Bz, af; T mod o] ™",

n
fir j=1,2,..,1p k<o, (5)

n ™ n n n n n

hf(Y?) = 2;=: Tiz:i + 02 Xiaa; T , ¥ mod of,

it

, n
firi=1,2,...,7,, k=— ganz. J
7 2

Da der Homomorphismus h, multiplikativ ist, folgt aus (4) und
(5), zunidchst fir £ < g:
BAYFO Y7 = Y TORY
= ¢ Zzl;kl Tk Ve zz =1 al,,f ™*

= a};¢f ¢;* T mod (o}, o} 7%).

Nee n . . . . .
Fir k= Eganz miissen wir verschiedene Fille unterscheiden:
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i<7‘:h(Y’2 UY'2) —hY'zth'?
'n rn In n n n—ﬁ
=(c z1_1 zl1+ el X =1 az21.' b %)
n n ﬂ ﬂ n

2y 2 2 )
U (c; I T u, + ¢ Z, = “l.f Tl-f
ﬂ n

L

— 2 2 n

= a2 c? c¢? T mod (oi,o )
n

n . o.m 7
=79, - ungerade, und ¢ = j, - gerade, 0? ungerade:

n

B(YZUY?Z)=RKYZURY?

ﬂ f’l ” n l
— (o2 2
= (¢; zll—z zz, + ¢} zz,—l az,i i)
n r" ﬂ ﬂ ﬂ ”

(02 E =i Tu, c? z,—l a’z,i Tz,z )

'n

= ?(?)(Tﬁun + T, 2uT2>

> n
0 mod 0.2, fiir — ungerade,
¢ 2

il Kl 2 n
2a2 - (c2)*T" mod o?, fiir — gerade,
¢ 2

n

n i
i =17, Py gerade, o2 gerade:

,(Y’2U Y’2) h, Y'Zu K, Y'2

— h;Y'?u h;Y'? =...

— 2a%(c?)?T* mod (20?),
wobei im letzten Fall zu beachten ist, dass wir in S¢t" das Prontrja-
ginsche Quadrat durch das Cupprodukt ersetzen diirfen, da wir
in St* nur Cozyklen modulo 0 haben. Es gilt weiter
Mn '(Y;kU Y;n—k) —_ h,(St") (Y'kU Y'n—k) —

= St"- h(Y¥U Y;"*) modulo (o}, 0}7*),
(Y'2 © Y’2) = h,(St") - (Y'2U Y’?) = Stn - h;(Y'?u Y'E)

mod (20,.? )-

Setzen wirfiirk)(Y*UY;"*)und k)(Y'?QY"Z) ein, so erhalten wir:



n <
—, 1 ’
P 7

gerade,

[20]

(6)
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n -~k n—k o n
al ct mod (o}, 0]7*), fiir k < >
r nn n n
afj c? cf mod (o2, of ), fir k=
n 'k In—k o n
M"- (Y OY,") =10 mod o2, fiir k=§ungerade, =17,
n » r n
2a2 . (c2)? mod o?, fiir k = Py
n
n n a o n n n
M"-(Y?OY'%)=2a2 - (c})* mod (202), fir k= — gerade,

i = §, o?ungerade,

ls

2

t =4, o/ gerade

Damit sind wir imstande Aussagen iiber die Koeffizienten af; zu
machen. Aus (6) sind die Koeffizienten

n—k

( (of, 01)

k ’n—-k
(cz ) ,0., I

a¥; bestimmt mod

| (2(c2)?, 20)

furk<——undk——ﬁganzz<7

n

n =
.y TR
—, fiirk= ) gerade, ¢ =7, 02 ungerade

n

, fir b =— gerade, =7, o2 gerade

Im Falle k = %ungerade, 1 = §, bekommen wir keine Aussage, da

n n

n

dann nach (2) 0 = a?,-— < (2, m?), Yn,? teilt o,_?-. Hier liegt ein Aus-
nahmefall vor. Die iibrigen Falle konnen wir, wie leicht einzusehen
ist, zusammenfassen; durch (6) sind also die Koeffizienten

( k n—k)

af; bestimmt mod
(2 ( C? C;'—k
Gemdss (1) und (2) haben wir
k
0,

3

n—k
90;: i

n
,ausser fiirk = > ungerade, i = j. (7)

n—k
0;

0 < af < (mf, m"“")—(

(ch of) (7%

n—k
0;

))

n , ,
ausser fir k = Eungerade, T =71. (8)
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Es ist leicht zu bestétigen, dass

k n—k k n—k
k (0F, 057") e ( of o )
F= ein Teiler von ist. (9)
(ke R ok, o F) ck, ofy (cr*, o "

6. Es ist zweckmiissig zu einer Faktorgruppe von 1"-! nach
einer geeigneten Untergruppe 11’1 iiberzugehen, um das Ergebnis
von 5. zu formulieren. Die Untergruppe 1'"! werde auf Grund
von (7), (8) und (9) von allen Elementen

d¥; (&%, &%), ausser firr k = %ungerade, i=71,

und den Elementen
(5;2_, 5?), fir k = 1;— ungerade,

erzeugt; durch die letzteren eliminieren wir den Ausnahmefall.
Wir setzen
ﬁn—1 = N1 /ﬁ'n—l.

Das Bild eines Elementes U1 € U1 in 11" bezeichnen wir mit
U™, ebenso fiir eine Untergruppe von U1, Die Struktur der
Gruppe 11" ist bekannt, wenn die Gruppen &, als Untergruppen

von ' bekannt sind, [ =1,2,...,n — 1.

Die Elemente (&, &%) besitzen, abgesehen vom Ausnahmefall,
die Ordnung d}; und bilden eine Basis von 11”1, wobei wir natiir-
lich diejenigen herauszustreichen haben, deren Ordnung 1 ist.

Mit diesen Festsetzungen kénnen wir das Ergebnis von 5. fol-
gendermassen formulieren:

Satz 5. Sei M"™ e M"™ und V™1 ein Element von B*~1(R), fiir
das wV-1 = M~ gilt. Setzen wir

I=/n~—1 — zk Zi Zi’ aij-——E?T;,

so lassen sich die Koeffizienten af; eindeutig bestimmen, und zwar
durch Bildung des Wertes von M" auf den Cupprodukten

’ Ip—
Yiku an k

, n
(fiir alle k, <, §, ausser k = g ungerade,? = j,und k = > gerade,

n

i =74, o} gerade) und auf den Pontrjaginschen Quadraten

n n
Yliz w YI'.2
o n . . -11
(fir k= ) gerade, ¢ = j, 02 gerade).
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7. Nach §4,7. bilden die Elemente von B"-1(&), deren Bilder
unter w Homotopierinder eines Elementes M* € IR" sind, eine der
Restklassen, in die 8*-1(®) modulo B%~1(®) U B -1({K"-1) zerfillt.
Aus den Definitionen von Wj" und B1(R) folgt sofort, dass

B (®) C WY, dh. Br(R) =0 und TZ(R) = o.

Ist V™1eBm1(R), sodass wV "1 = J", so folgt weiter aus der
eindeutigen Bestimmtheit von V"1, nach Satz 5, dass

%n—l(@n—l) =0
sein muss.

Da die Homotopierinder der Elemente von &* die Gruppe
R*! = wB"!(R) bilden, ist es klar, dass die Elemente von &" die
in Satz 5 genannten Produkte annihilieren. Bezeichnen wir mit
A" die Untergruppe von ", deren Elemente die erwahnten Pro-
dukte annihilieren, so haben wir

S C A",
Ist A" ferner die Gruppe der Homologieklassen von %", so gilt
M /A = M A,
Mit Satz 5 zusammen haben wir jetzt:

Satz 6. Fir die Untergruppen 8"-1(®"*-1) und B*-1(®) von
ur-1 gilt
ﬁnd(@n-l) =0,
Tr-1(R) = Me/A» = M /A
Die Struktur von {"-1(®) als Untergruppe von 11"~ lasst sich
durch M* aus den Homologieeigenschaften von & (einschliesslich
des Pontrjaginschen Quadrates) vollstindig bestimmen.
8. Zwei Bemerkungen:
A) Fir die Koeffizienten ¢! aus 5. gilt ¢} = 1, denn & = HL
B) Zum Ubergang von NM"-! zu 11"-!. Abgesehen vom Aus-
nahmefall ist dieser Ubergang zum Beispiel in den folgenden
beiden Fillen nicht notwendig, d.h. es ist im Wesentlichen ur
gleich "1
a) & besitzt keine Torsion.
b) Alle Koeffizienten ¢! sind gleich 1.

9. Fiirn = 6 konnen wir ein Beispiel geben, welches zeigt, dass
der Ausnahmefall nicht von der Unzulédnglickheit der verwendeten
Methode herrithrt. Wir betrachten als Komplex die Sphére
S§3.1U5(S3) wird von (S8, S®) erzeugt, wobei 2(S3, S%) = 0 ist.
S3 ist ein Gruppenraum; da in allen Gruppenrdumen die White-
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headschen Produkte trivialerweise verschwinden, ist B5(S3) =
15(S%), hingegen ist natiirlich 3¢ = 0.

§ 6. Zur Einbettung von B"-1(®) in II"1(R).

1. Wir stellen uns die Frage, ob wir mit unserer Methode auch
etwas dariiber sagen koénnen, wie ®"-1(®) in I7"-1(®) eingebettet
ist, (n > 8). Es stellt sich heraus, dass wir gewisse Aussagen
machen kénnen, wobei wir hier allerdings die zusitzliche Voraus-
setzung machen, dass die Gruppe II*-1/B"-1(®) endlich viele
Erzeugenden besitze. Nach einem Satz von Serre in [10] besitzen
alle Homotopiegruppen eines endlichen Komplexes endlich viele
Erzeugenden, falls alle Gruppen IT§ (sieche §1,1.) verschwinden,
(was zum Beispiel der Fall ist, wenn der Komplex einfachzu-
sammenhingend ist). In diesem Falle zum Beispiel ist also unsere
Voraussetzung erfiillt; es ist aber zu vermuten, dass sie es auch in
allgemeineren Fillen ist, da ja die Gruppe IIf in B"-1(®) enthalten
ist.

Sei nun %y, 7, - - ., 7; €ine kanonische Basis von 171/ W"-1(R);
die Ordnung von 7, sei b,, wobei b; = 0 mod b,, firi =1,2,...,
t—1und es sei b, =0 fir ¢t =1,2,...,s und b, # 0 fir ¢ =
s+1,...,t. Wir wahlen in II"-}(®) feste Urbilder 7y, ns, . . ., 7,
der Elemente #,, 7, . . ., ;. Die Elemente #, n,, . . ., 9, erzeugen
eine Untergruppe von I7T*-1(®), welche ein direkter Summand von
[I"-1(®) ist. Fiir die Elemente 7., 744 - - ., 7; bestehen Relatio-
nen von der Form

b, =C, e BYR), i=s+1,5s+2,...,tL

In U1 wihlen wir feste Elemente U,, fiir welche twU, = {, gilt.
Diese U, sind natiirlich nur modulo 8"-1(®) und, wenn wir uns
auch von der speziellen Wahl der 7, als Urbilder der 7, freimachen
wollen, sogar nur modulo B"-1(&) U b,1"-! bestimmt. Was kénnen
wir nun iiber diese Elemente U; und damit iiber die £, aussagen?

2. Seien &; feste Urbilder in I7"-1(®"-1) der Elemente b,7;.
Es ist wU,; — &; e R"1, also ist wU, — &, Homotopierand einer
n-Kette.

Behauptung: Es gibt eine Abbildung f; einer gelochten Stan-
dardmannigfaltigkeit St}’ in &, derart dass wU,; — &, Homotopie-
rand von f,(St}’) ist.

Beweis: Der Beweis verlduft ganz analog zum Beweis in §4.
Der Struktur von U, entsprechend werden die gelochten Henkel
gewahlt und in & abgebildet; in die S*, der wir die Henkel ansetzen,
machen wir ein Loch mehr als wir Henkel haben. Eines dieser
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Locher wird auf eine Sphére, welche — &, représentiert, abge-
bildet, die anderen den Henkeln entsprechend. Die Abbildung
wird auf die gelochte Sphére erweitert, die Henkel werden an-
gesetzt, so haben wir eine gelochte Standardmannigfaltigkeit St}
die durch eine Abbildung f; in & abgebildet ist; geméss der Kon-
struktion ist wU; — §; ein Homotopierand von f,(S¢}’).

Sei C? eine Kette, deren Homotopieridnder sich von einem Ur-
bild in I7"-1(®"-1) von b, nur durch Elemente von W"-1({"1)
unterscheidet. Es lasst sich leicht zeigen, dass C] Bild einer ge-
lochten Standardmannigfaltigkeit ist.

3. Sei f,(St}') die zu wU,; — §; in 2. konstruierte Abbildung.
Genau so wie in §5 folgt jetzt, dass durch die Werte von f,(St}’) auf
gewissen Cupprodukten und Pontrjaginschen Quadraten (die-
selben wie in §5) U, bestimmt ist. Falls U, nicht gleich 0 ist, folgt
daraus, dass es in [I"}(®"-1) keine der Relation b, = {; ent-
sprechende Relation geben kann.

Satz 7. Ist C? eine Kette, deren Homotopierdnder modulo
Wr-1(®1) gleich einem Urbild von b, in II"-1({"-1) sind,
ferner U, ein Urbild in 11"~ von ¢,, so lasst sich die Klasse von U,
modulo B*1(®) U b1*! durch die Werte von C* auf gewissen
Cupprodukten und Pontrjaginschen Quadraten eindeutig be-
stimmen.

Kapitel II.

Untersuchung der I7® in einfachzusammenhingenden
Komplexen.

In diesem Kapitel sollen die allgemeinen Methoden von Kapitel
I auf die Untersuchung der Gruppe /I3 in einfachzusammenhén-
genden Komplexen angewendet werden.

§ 1. Erweiterung von 3(®3) und US.

1. Aus II'() = 0 folgt nach einem Satz von Hurewicz [11]:
II%(R) = &% = H?: darin ist enthalten, dass I'*(®) = 0 ist. Es ist
U3 = 113 und es folgt aus Kapitel I: U3 = 113 = 113. Daraus sehen
wir bereits, dass die Aussagen hier weiter reichen als im allge-
meinen Fall. Wir wollen die Gruppen U2 und 3%(®3) aber noch
erweitern; es wird sich dann namlich zeigen, dass die erweiterte
Gruppe W3(%2) gleich der Gruppe I'3(®3) wird.

2. Sei « € IT}(R). Aus der Definition von « o « e W3(§K?3) folgt,
dass « o « von dem Bild einer S®reprisentiert wird, das auf einem
Reprisentanten von o liegt; es folgt leicht, dass die zugehorige
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Hopfsche Invariante y = 2 ist [12]. Das Element von I3(&2), das
durch das Bild einer S® représentiert wird, welches mit der Hopf-
schen Invarianten y = 1 auf einem Représentanten van « liegt,
bezeichnen wir mit 7(«). Es gilt dann « o « = 2x(«). Die Zuord-
nung 7(z) hat die folgenden Eigenschaften:

1) 2p(e) = aoa,
2) (o + &) = 7o) + 7(op) + 21 0 a0y, ot € I1%
Aus ihnen folgt weiter:

n(ca) = c*p(a), fiir ¢ ganz,
(m?, 2m)n(e) = 0, wenn ma = 0 ist.

Wir nehmen die Elemente 7(a) zu allen « € 7% zur Gruppe 3(§t3)
hinzu und bezeichnen die so erweiterte Gruppe mit * 3(&3). Ent-
sprechend erweitern wir die formale Produktgruppe U3, indem
wir ihr formal die Elemente }(«, «) als Erzeugende hinzufiigen
und verlangen, dass

oy + o 0y + ag) = 3o, o) + (o, ap) + (o, %p)
fir o, ay € I12 gilt. Wir setzen wi(«, ) = n(«). Die erweiterte
Gruppe U2 heisse *U3. Die den Untergruppen B3(®2) und B3(R])
von U3 entsprechenden Untergruppen von *U3 moégen *B3(&3)
und *B3(R) heissen.

3. Sei X;, X,,..., X, eine kanonische Basis von $?2; die
Ordnung von X, sei m,, dann gilt m; = 0 mod m4, fiir ¢ =1, 2,
..., — 1. Wir kénnen die X, gleichzeitig als Basis von II? be-
niitzen, da /72 =~ $? ist. Mit Hilfe dieser Basis lisst sich jedes Ele-
ment U e *UI3 eindeutig wie folgt darstellen:

U= E:=laii%(Xi9 X;) + Z:,j=1aii(Xi9 X;)s
i<j

der Koeffizient a,; durchlduft die Restklassengruppe ®,,, der
ganzen Zahlen mod m;;, wobei

S (my, m;) fir ¢ <7,
971 (2my, m?) fiir © = j.

Es folgt leicht, dass *U2 isomorph der additiven Gruppe der sym-
metrischen Matrizen der Ordnung 7 ist, deren Elemente a,;; ¢ &,,,
sind. (Wir setzen (0,0) =0 und @, = @).

§ 2. Die Erweiterung von %i* und der Zusammenhang von
Mt mit Us.

1. Damit der Zusammenhang von IN* mit U? gewahrt bleibt,
miissen wir entsprechend der Erweiterung von U2 auch ¢ er-
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weitern. Zunéchst erweitern wir die Klasse der Standardmannig-
faltigkeiten. Ausser den gelochten Spharenprodukten lassen wir
im folgenden auch gelochte komplexe projektive Ebenen als
Henkel einer Standardmannigfaltigkeit zu. Dadurch wird die
Gruppe der Standardzyklen in & erweitert, sie heisse *IN4.

2. Warum lassen wir gelochte komplexe projektive Ebenen als
Henkel zu? Sei Q* eine fest orientierte komplexe projektive Ebene.
Wir wihlen in ihr eine feste Gerade S? und machen in Q* ein Loch,
indem wir aus ihr eine 4-dimensionale zu S? disjunkte Vollsphire
174 entfernen. Die gelochte Q* heisse Q4 und die Randsphére S3 sei
so orientiert, dass (i)“’ = — S3. Nun ist S2 ein Retrakt von 0%, und
die durch die retrahierende Abbildung vermittelte Abbildung von
S8 auf S2 besitzt die Hopfsche Invariante y = 4 1, je nach der
gewiihlten Orientierung von Q. Daraus folgt leicht 4 #(S2) = é“.
Wir beniitzen also die komplexen projektiven Ebenen um die
Elemente n(«) € *BW3(K3) zu bekommen. Es gilt hier wieder, dass
die Gruppe der Homotopierinder %3y, der Elemente von *Itt
in *9Q3(R3) enthalten ist, oder dass w1R3y, C *BV3(R).

3. Entsprechend Kapitel I, §4 wird der Beweis gefiihrt, dass
w IR, = *B3(R) ist. Lediglich bei der Wahl der neuen Henkel
miissen wir achtgeben. Sei V € *B3(R); zu diesem V wird ja ein
Element M* e ¥R* konstruiert, so dass wl/ = M. Sei V gemdss §1,3.
dargestellt. Fiir ¢ < § ist die Wahl der Henkel der zu konstruie-
renden Standardmannigfaltigkeit und ihre Abbildung klar; fiir
¢ = § unterscheiden wir zwei Félle: 1) a;; gerade. Wir ersetzen
a;:3(X,;, X,;) durch %i (X, X;) und verwenden ein gelochtes
Sphéarenprodukt als Henkel. 2) a;; ungerade. Wir schreiben
a;:3(X,;, X;) in der Form

sga (TR0, X)) + 40X, X)),

Fir den ersten Summanden nehmen wir wieder ein gelochtes
Sphéarenprodukt als Henkel und fiir den zweiten Summanden eine
gelochte komplexe projektive Ebene Q%; die Gerade S% von Q¥
bilden wir auf X, ab, erweitern auf Q% und wihlen die Orientierung
von Q% so, dass sg a;n(S?) = é‘*. Beim Anheften der Henkel
haben wir dann auf die Orientierung zu achten.

In einer Beziehung geht es hier einfacher: aus IT'(f) = 0 folgt
II3(R®) = 0 und damit auch R = 0, d.h. die Homotopierand-
bildung ist hier eindeutig und wir brauchen nicht auf die Wahl
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der Grundpunkte der Homotopiegruppen zu achten.
Entsprechend Satz 4 von Kapitel I gilt

*B3(R)[*BV3(R3) = Ry, = *M1/S* = /S,
4. Aus den algebraischen Untersuchungen, die analog zu
Kapitel I, §5 verlaufen, ergibt sich hier, dass

*B3(K3) = 0, d.h, *W3(R3) = *U3, und

*%3(@) ~ *m4/@4,
ferner ist *B3(K) als Untergruppe von *U3 vollstandig bestimmt
durch die Homologiestruktur von § und damit ist auch

* I(R) =2 *113/*B3(R)
bestimmt. Wir werden diese Resultate spéater nochmals formulie-
ren.

§ 3. Beweis von *3(R3) = I'3(]3).

1. Es ist klar, dass *283(®2) C I'3(®3); wir miissen also noch
zeigen, dass *TW3(R3) D I'*(R2). Wir fithren diesen Beweis in zwei
Schritten. Zunichst zeigen wir, dass fiir einen einfachzusammen-
hingenden 2-dimensionalen Komplex &2 immer * W3 (§2) = I'¥(]2)
gilt. Sei p die zweite Bettische Zahl von &2. Es geniigt einen Kom-
plex @ = S? 4 S2 + ... 4 S2, bestehend aus p 2-dimensionalen
Sphéaren, welche in einem Punkt zusammengeheftet sind, zu be-
trachten; €2 hat nimlich denselben Homotopietypus wie 2 [11].
Wir zeigen durch vollstindige Induktion nach p, dass *%3(%2) =
I'3(22). Fir p = 1 ist die Behauptung richtig, denn I'}(%}) wird
von 7(S?) erzeugt und 7(S?) € *W3(¥Z). Die Behauptung sei be-
wiesen fiir p — 1.

Beweis fiir p. Sei « € [3(22), wir miissen zeigen: « e *W3(L2).
Esist 2 =22 | + S2C& , x S? und es gilt fiir das topologi-

p—1
sche Produkt 2 ; x S2: II3(&2_, X S2) = II3(L2_,) + II3(S2) =
I3(Q2_,) + I'’3(S2). Wird a als Element von IP*(82_, X S%) be-
trachtet, so gilt daher « = B, + B, mit f; € I'*(22_,) und B, I'3(S2).
Das Element « — (f; + f,) von I'3(22) kann auch als Element von
I3((2_; X S2)%) aufgefasst werden; da es, in JI3(2%_; X S?%) in-
jiziert, verschwindet, ist es Homotopierand eines Zyklus Z* von
_, x SZ. Die Produkte S? x S%,S3 x S2%,..., 5%, X S?bilden
eine vierdimensionale Homologiebasis von 22_1 X Sf,, daher ist

24 = T2 a (S} X S

Da nun S?0 S2 = (S} X S%)° und da die Homotopierandbildung
hier eindeutig ist, gilt in I'3((2%_, X S%)?)
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2= — (B + B2) = 22 ay(S] o Si)-

Alle Elemente die hier vorkommen kénnen wir uns in @2 repri-
sentiert denken, die betreffende Homotopie kann von (82_; x S2)3
auf @2 projiziert werden, daher gilt in I'3(22):

o= py + B + Xi a,(SF 0 S3);
es ist B e *W3(22_,) nach Induktionsvoraussetzung, f, € *W3(S2)
und X2 la,(S? 0 S2) e *W3(L2), also « e *W3(Q2), q.e.d.

Bemerkung. Bezeichnen wir mit & = S 4 S3 4 ... 4 S} den
Komplex der aus p m-dimensionalen Sphéren besteht (n = 2),
welche in einem Punkt zusammengeheftet sind, so beweist man
genau so wie oben, dass die Gruppe I1*"-1(}) = I'**~}(g7) von
den Elementen von I1?"-1(S}), 4 =1, 2, . . ., p und von 2"-1(L7)
erzeugt wird.

2. Jetzt beweisen wir, dass *W3(K3) = I'3(®3) ist. Dazu ver-
wenden wir einen bekannten Hilfssatz, der eine naheliegende Ver-
allgemeinerung eines Satzes von Hopf in [13] ist.

Hilfssatz. ®" sei ein n-dimensionaler einfachzusammenhéngen-
der Komplex (n = 3) und es sei eine simpliziale Abbildung f einer
n-Sphéire S™ in & gegeben, derart dass das Bild des Grundzyklus
der S™ in & homolog 0 ist. Dann gibt es eine zu f homotope Ab-
bildung /' von S™ in &", so dass f'(S”) auf dem (n — 1)-dimensio-
nalen Geriist -1 von {” liegt.

Auf Grund dieses Hilfssatzes fiir n = 3 lassen sich die Elemente
von I3(®3) durch Sphirenbilder reprasentieren, die in &2 liegen;
diese reprisentieren aber Elemente von *%3(82), nach der In-
jektion von 82 in &3 auch Elemente von *283(R3), also ist I3(&3) C
*W3(R3) und damit [3(R3) = *W3(K3), q.e.d..

§ 4. Folgerungen.

1. Aus *W3(K3) = I'3(®2) folgt durch Injektion in f: * W3(R) =
iI'*(R3). Wie Hopf in [8], S. 322 bewiesen hat, ist :]3(®2) = I'3(R);
daher gilt:

*W(R) = I3(R).

Wir behaupten *M¢ = 84 Dies folgt sofort aus I'3(83) =
*%3(R2), denn die Homotopierdander von 3* bilden die Gruppe
R3N I3(R3) = R3N *W3(R23) = R,

2. Wir fassen jetzt die Resultate, die wir bis jetzt gefunden
haben, zusammen und stellen sie geeignet dar.

Sei also ® ein einfachzusammenhingender Komplex. X3, X3,
... X? sei eine kanonische zweidimensionale Homologie- und
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Homotopiebasis; die Ordnungen der X? seien m; und wir setzen
. {(mz, my) fiir ¢ #j
my; = 2\ e o s
(2m;, m2) fir ¢ = 4.
Wir konnen diese Basis zu einer Kettenbasis ergidnzen; in der zu
dieser dualen Cokettenbasis seien Y%, Y3, ..., Y2 die zu X2, X2,
..., X2 dualen Elemente. Ferner seien Z* Z3, ..., Z* vierdimen-
sionale Zyklen, welcheseine Basis von 3%/&:, oder, was dasselbe ist,
von §*%/&* reprisentieren.

Satz 1. Jedes Element « e I'3(§3) lasst sich folgendermassen
eindeutig darstellen:

o = X7, a;m(X3) + Xf ., a,(XF 0 X3),
i<j
wobei a,, € ®,,,..

Satz 2. Jeder vierdimensionale Zyklus Z* von & ist entweder
Bild einer vierdimensionalen Sphére oder Bild einer topologischen
Summe von komplexen projektiven Ebenen und Produkten von
je zwei zweidimensionalen Sphéren.

Satz 8. Die Homotopieridnder der Zyklen Z3, Z3, ..., Z* sind
durch die Homologiestruktur von & bestimmt:

ZE=%  (ZAYIUYY)n(XD) + X (Z4Y2U Y?))n(X2)
my=0 undc1 m; gerade £ 0 .
”Ti uﬂgerﬂ (]
+ X (Z(YT0 YD) (X3 o X3),
i<j

k=1,2,... s Diese Homotopierander bilden eine Basis von
RN I3(R3); damit ist auch die Struktur von I3(R) = I3(®3)/
N3N I'3(R3) bestimmt.

Bemerkung. Bezeichnet %* die Untergruppe von $%, deren Ele-
mente alle Cupprodukte und Pontrjaginschen Quadrate annul-
lieren, so folgt aus Satz 1 und Satz 8, dass

At =B
Wir kénnen also die Elemente Z3,Z;, . .., Z% auch als Reprisen-
tanten einer Basis von $*/9* ansehen.

§ 5. Die Bestimmung von /73(®) aus der Homologiestruktur
von K.

1. Wir bestimmen zunichst [I3(®3). Die Gruppe I3(82)C
II3(R3) ist schon bekannt. Es ist IT3(R3)/I3(83) ~ G3(®3) = G3(R3).
Nach Kap. I, §3, 1. gilt 9H3(®3)/S3(®3) = I'’(R2) N R?; nun ist
I'*(82) = 0, da aus IT'(®) = 0 H2(R?2) = II*}(8?) folgt, also H3(K3)
= G3(R3). Damit gilt II3(R3)/I3(R3) =~ H3(®3). Die Gruppe H3(K3)
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ist eine freie Gruppe, daraus folgt leicht
IB®3) = F + I'3(R3), wobei F = H3(K?)
und wobei die Summe als direkte Summe su verstehen ist.

2. Aus 1. folgt, dass I[I3(R)/I'3(R®)= H3(R). Mit Hilfeeiner
kanonischen Basis von $3(®) kénnen wir eine Basis X3, X3, .. ., X3
von H3(R23) so wihlen, dass der Kern der Injektion von $H3(R2) in
H3(R) eine Basis n,X3, 7 = 1, 2, . . ., t, besitzt, wobei n; ganz, = 0
und n; = 0mod n;4,, fiir e =1,2,...,¢t — 1. In II3(®3) wahlen
wir feste Urbilder &, &, . . ., & der Elemente X3, X3, ..., X3. Die
&, bilden eine Basis von §. Wir suchen eine Basis von R8. In Satz 3
wurde eine Basis von R3 U I'*(&2) gegeben; wir haben sie noch zu
einer Basis von R2 zu ergénzen. Sei g € N3, hp liegt in der Unter-
gruppe von $3(®2), welche von den Elementen n,X? erzeugt wird.
Daraus sehen wir, dass die Elemente n,&; + ,, fiir diejenigen ¢ fiir
welche n,; 5 0 ist, zusammen mit der Basis von :2 N I'3(&2) eine
Basis von R2 bilden, wobei die {; gewisse Elemente von I3(83)
sind. Wie finden wir diese {;? Wir verfahren entsprechend Kap. I,
$6. n,&, + ¢, ist der Homotopierand einer Kette C%, welche den
Rand n,X? hat. Indem wir eine geeignete gelochte Standard-
mannigfaltigkeit auf C; abbilden, kénnen wir zeigen, dass
Ge=12  (GY7UYD)n(XF) + X (CL(Y7V Y9)n(X3)

my=0 und mg gerade =0

an; ungerade
‘ + 37, (CHYRU YD) - (X2o X2).
i<i

Durch Abénderung von §,, dieses ist als Urbild von X i nur mod
I'3(®3) bestimmt, kann man die Koeffizienten von {, noch mod n,
reduzieren. Daraus folgt nun zusammengefasst:

Satz 4. Die Gruppe II3(®23) lasst sich darstellen als direkte
Summe

IB(®3) = F + I'*(K3), wobei F = H3(K3).
In dieser Gruppe ist eine Untergruppe R?® ausgezeichnet, indem
IT3(R) = II3(83)/R3 ist. Eine Basis von R? kann folgendermassen
gefunden werden: Sind Cj, Cj, . . ., Ct diejenigen Elemente einer
vierdimensionalen kanonischen Kettenbasis von &, deren Rénder
# 0 sind, und ist C; = n, X3, mit n, = 0 mod n,y,, fir k =1, 2,
.+« g — 1, s0 gibt es Urbilder &, &, . . ., §,in II3(§3) der Elemente
X3, X3, ..., X3, welche einer Basis von § angehéren, so dass
Ci=mép + 2 (C(Y;U Y))n(X3)

m;=0 und
my ungerade ( 1)

+ Zi (C(YFO YD) n(X7) + X} e (Co(YFU Y))) (XG0 XT)

my gerade 3= 0 t<j
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wobei die Querstriche iiber den Koeffizienten bedeuten, dass diese
Koeffizienten mod (m,;, n;) zu reduzieren sind. Diese Homotopie-
rander bilden mit der Basis von }3 N I'*(®3) von Satz 8 zusammen
eine irreduzible Basis von $R2.

3. Die Zahlen n,; in Satz 4 seien > 1 fiirk < p, = 1firk > p;
Ny, Ny, . . ., M, sind die dreidimensionalen Torsionskoeffizienten.
Nehmen wir an, dass die Gruppen H*&, ®,,) firi=10,1,...,p
bekannt seien (n, =0, &, = &) samt den natiirlichen Homo-
morphismen k; von 9H*(8, (55,,‘_1) in 98, ¢,,), 1 =1,2,...,p.
Wir wihlen in jeder der Gruppen $*(®, ®,,) Reprasentanten einer
Basis von $4(R, ©,,)/h,9*(®, ©,_ ) firi =1, 2, ..., p; soerhalten
wir insgesamt p Elemente *Ci, *C? ¢ 94(®, ¢,,,). Nehmen wir fiir
die Ketten C? des Satzes 4 Reprisentanten der *C; fiir i = 1, 2,

. ., p so diirfen wir in den Summen auf der rechten Seite von (1)
die Elemente *C* statt der Ketten Cj einsetzen. Fiir 1 > p fallen
die Summen auf der rechten Seite von (1) a priori weg.

Sind die Gruppen $%(®), H3(®) und H4(&R, &,,) (n, = 0, &, = &,
7y, Ny, . . ., n, die dreidimensionalen Torsionskoeffizienten mit
n; = 0 mod n,,) bekannt samt den natiirlichen Homomorphismen
h; von $4(®, @, ) in $X(, &,,) (fir ¢ =1,2,..., p) und kennt
man die Cohomologieringe von & (inklusive Pontrjaginsches
Quadrat) beziiglich der Koeffizientenbereiche & und @, (m
durchlaufe alle 2- und 8-dimensionalen Torsionskoeffizienten von
! samt deren Teilern), so sagen wir die Homologiestruktur von &
,,im weiteren Sinne”’ sei bekannt.

Mit dieser Definition konnen wir nun abschliessend sagen:

Satz 5. Die Struktur der Gruppe II3(®) ist bestimmt durch die
Homologiestruktur von & ,,im weiteren Sinne”.

§ 6. Vierdimensionale geschlossene orientierbare einfach-
zusammenhingende Mannigfaltigkeiten.

Wir spezialisieren uns in diesem Paragraphen auf einfachzu-
sammenhidngende geschlossene orientierbare vierdimensionale
Mannigfaltigkeiten. Sei M* eine solche und seien p, ihre Bettischen
Zahlen, k =0, 1, 2, 8, 4. Aus den Voraussetzungen folgt mit Hilfe
des Poincaréschen Dualitétssatzes, dassp, = p, = 1, p, = p; = 0
und dass M* keine Torsion besitzt.

Satz 6. Sei M* eine vierdimensionale einfachzusammenhingende
geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeit und sei p, 7 0 ihre
zweite Bettische Zahl. Die Gruppe I'3((M*)3) ist die freie Gruppe

1
von&(ﬁZ——l—_—) Erzeugenden. Die Gruppe II3(M*) ist die freie



128 Johannes M. Ebersold [82]

1
Gruppe von %%t—) — 1 Erzeugenden. Der Cohomologiering

von M* ist isomorph einem Unterring des Cohomologieringes einer
Standardmannigfaltigkeit.

Beweis. Aus Satz 1 folgt sofort die erste Behauptung des Satzes.
Nach Satz 2 lisst sich eine Standardmannigfaltigkeit S* mit dem
Grade + 1 auf M* abbilden (M* sei fest orientiert). Nach Hopf
[14], S. 81, Satz IIb ist dann der Cohomologiering von M?* iso-
morph einem Unterring des Cohomologieringes der S#4, womit die
dritte Behauptung bewiesen ist. Es bleibt noch die zweite zu
beweisen.

M* kann nicht sphérisch sein, denn daraus wiirde nach Hopf
[14], S. 81, Satz IIla, p, = 0 folgen. Da $® = 0, ist II3(M*) =
I'3(M?*). Da p, = 1 und da M* nicht sphérisch ist, haben wir nach
Satz 8 zu I'*((M*)3) genau eine erzeugende Relation hinzuzufiigen,
um I3(M*) zu erhalten, ndmlich den nullgesetzten Homotopierand
von M?4, Sei

22 aun(X7) + Xy a,(X5 0 X5) =0,
i<j
mit a,; = MYY?UY3), fir s <4, 4, =1,2,..., Py
diese Relation, wobei wir fiir die Basen die Bezeichnungen von § 4,
2. verwenden (r = p,, m; = 0,4 =1, 2, ..., p,). Es gibt nun eine
Basis von I'3(M4), deren Elemente, abgesehen vom letzten, die
Ordnung 0 besitzen; das letzte Element hat den G.G.T. der Zahlen
a1 =17,% 7 =1,2,..., P, als Ordnung. Die Schnittmatrix (a,;)
hat die Determinante 4- 1, da M* eine geschlossene orientierbare
Mannigfaltigkeit ist, daher ist der G.G.T. der Zahlen a;, gleich 1.
Das letzte Element der besagten Basis von I"3(M*) kénnen wir also
weglassen, d.h. I'3(M?*) = II3(M*) ist die freie Gruppe von

1
Pz(oni_) — 1 Erzeugenden. Damit ist alles bewiesen.

Fiir p, = 0 gilt natiirlich I'3((M*)%) = II3(M*) = 0.

Kapitel III.
(Anhang zum Kapitel I)
Die Voraussetzungen seien hier dieselben wie bei Kapitel I.

§ 1. Eine Verallgemeinerung der Methode von Kapitel I.

1. Wir nehmen an, dass sich die r topologischen Produkte von
Einheitswiirfeln



[33] Uber die Rolle des Whiteheadschen Homotopieproduktes 129

P,=EmM X EmX...X EM1 X E"1 X ... X E™, n; =1,

firi=1,2,...,7 (r = 8), durch stetige Abbildungen f; in den
Komplex & abbilden lassen, wobei die f; folgenden Bedingungen
gentigen:

Floon @y en) =Filov o 0pr..), falls @, € E™, k 534,

f0s ..y 0,) = p,

fi@yy o ooy @iy, ‘1'-'+1: con @) = [il@y o oo By Tprpy -+ T)s

falls z, € E™ und z; e E™ fir k # 1,
wobei wir unter 2, einen beliebigen und unter o, den Nullpunkt des
Einheitswiirfels E™ verstehen.

Unter diesen Annahmen konnen wir ein Element « der Gruppe
IImtmat-+m—1(Q) wie folgt konstruieren: Bei geeigneter Orien-
tierung der Produkte gilt

(EmXE™mX...XEv)=
21‘-=1(__1 )nl+n,+...+n,_lEn1 XoooX E"“l X Em X E”l+1 Xooo X E»,;
wir definieren eine Abbildung f auf (E™ X E™ X ... X E™)
indem wir setzen
F(@gy @ps « « o5 @) = @y « o 0 Zy_gy Tygys + - o &,) fUr 2, € E™,

Gemiss den Annahmen iiber die f; ist die Abbildung f stetig und
reprasentiert ein Element a e [T™+"+-+%~1(@). Die Abhéingigkeit
dieses Elementes « von den Annahmen soll hier nicht weiter
untersucht werden.

2. Wir setzen jetzt voraus, dass das in 1. konstruierte Element
« = 0 ist. Daraus folgt, dass wir die Abbildung f auf E™ X E™ X
... X E™ erweitern konnen. Aus den Voraussetzungen iiber die
/. folgt, dass wir die Randpunkte der E™ identifizieren diirfen,
d.h. wir haben eine Abbildung f des topologischen Produktes

Smx S”mx ... X S™

in den Komplex vor uns. Der Punkt auf S™, der durch Identifi-
kation der Randpunkte von E™ entsteht, heisse o,. Sei

f(OIXOSX...Xok_IXS”'XOHl...XO,.)=X"’=.

X™ ist ein sphéarischer Zyklus von &, dessen Homologieklasse wir
auch mit X" bezeichnen. In den Homologiegruppen von { fiihren
wir Basen ein, so dass sich die Elemente X™ in der Form

X™ = ¢, Y™, ¢, ganz, > 0,

darstellen lassen, wobei die Y+ Basiselemente sind. Wie in Kap. I,



130 Johannes M. Ebersold [84]

§ 5, 8. fiilhren wir zu den Y™ duale Elemente Y’ ein. Sei h} der
Homomorphismus der Cohomologiegruppen von & in diejenigen
von S™m X S™ X ... X S™. Das skalare Produkt

f(SMm X St x ... X S"N(Y'myY'ry ... uY'™) =

(S™m X S™ X ... X S (B, Y' M ORY MU, ..UkY'™)
lasst sich in S™ X S™ X ... X S™ berechnen; wir miissen zu
diesem Zweck die X™ und die Homologiegruppen, in welchen sie
liegen, kennen. Ist dieses Skalarprodukt s 0, so ist f(S™ X S™ X
. .. X S™)nicht homolog 0 in & und daher ist « nicht trivialerweise
gleich 0.

§ 2. Anwendung.

In diesem Paragraphen geben wir eine Anwendung der Methode
von §1.

Satz. Sei X ein n-dimensionaler sphérischer Zyklus, der nicht
homolog 0 ist in &, n gerade, = 2. Sei X = cY, c ganz, > 0, wobei
Y ein Basiselement der Ordnung m (m = 0 oder m > 1, ¢ # 0
mod m) einer geeigneten Basis von " ist.

Seien ferner die Homotopiegruppen

-1 (®) =0, fir k=12,8,...,7, r =2.
Ist s die grosste ganze Zahl < r, fiir welche
c’s! £ 0 mod m
gilt, so sind die Homologiegruppen
§kn £ 0, fir k=2,8,...,5

Beweis. 1) Wir beweisen zunichst, dass es fiir jedes %, k = 2,
8, ..., eine Abbildung eines Produktes von k n-dimensionalen
Sphéren in & gibt, wobei X das Bild jedes Faktors ist. Diesen
Beweis fiithren wir durch vollstindige Induktion.

k = 2. Sei [X] = «, « € II"*; nach Voraussetzung ist « o & = 0,
daher lasst sich ein Produkt von 2 n-dimensionalen Sphéren in &
so abbilden, dass X das Bild jedes Faktors ist.

Induktionsvoraussetzung: Das Produkt S; X S, X ... X S,
von k n-dimensionalen Sphéren lasse sich durch eine Abbildung f
so in & abbilden, dass X das Bild jedes Faktors ist und dass fiir
TFT (S X oo XS5 X0, X Sig X oot XS)=Ff(S; X ...
X 8,0 X 0; X Sjp X oo X Sp).

Behauptung: Dasselbe gilt fir k& 4 1.

Beweis: Wir setzen k + 1 Abbildungen g; an:

GA(E;XEgX .. . XE. 4 XE1X oo X Ep)=H(S1 X Sp X oo X Sy)s
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firi=12, ...k -+ 1, wobei wir von den n-dimensionalen Ein-
heitswiirfeln E; zu den Sphéren S; durch Randpunktidentifikation
iibergehen (die Randpunkte der E; sollen in die ausgezeichneter.
Punkte o0, der Sphiren iibergehen). Auf Grund der Induktions-
voraussetzung sind dann die Annahmen, die wir zu Beginn von § 1
machten, fiir die g; erfiillt; es lasst sich wie in § 1, 1. eine Abbildung
gauf (E; X E; X ... X E,) definieren, welche wir, da IT*+1)n-1
=0 ist, auf E; X'E, X ... X E,y, erweitern konnen. Damit
haben wir eine Abbildung g des Produktes S; X S; X ... X Sg4y,
wobei X das Bild jedes Faktors ist und wobei fiir ¢ # §

8(S; X v o X 5,3 X 0; X Siy X ovo X Sppp) =
g(S; X v X S5 X0; X Sjy Xooo X Sia)
gilt, da wir die g; entsprechend angesetzt haben und nach In-
duktionsvoraussetzung.

2) Sei jetzt k fest und f die Abbildung des Produktes S; X S, X
... %X S, in & Wir wihlen wieder ein zu Y duales Element Y';
Y’ ist ein Cozyklus mod m. In S; X S; X ... X S, wahlen wir
ebenfalls zu den Faktoren duale Elemente Ty, T,, ..., T,; fir
diese gilt

T,0T,=0fir¢i=1,2,...,k,
ThuT,y...uT, =T,

wobei T der zum Grundzyklus des Produktes S; X S, X ... X S,
duale Cozyklus ist. Y’ und alle T, haben gerade Dimension, daher
ist das Cupprodukt kommutativ. Sei h, der Homomorphismus der
Cohemologiegruppen von & in diejenigen von S; X S, X ... XSj.
Es ist
BY =c(Ty+ T, + ...+ Ty).

Daher gilt

F(S; X Sg X oo o X S§)-(YuYvu...uY)=

(Sy X Sy X ooo X Sp)  (BY' URY'U...URY') =

(S1 X Sy X oo X S3) - (c*E!T) = c*k,

wobei bei den mehrfachen Cupprodukten k Faktoren zu setzen
sind. Da Y’ ein Cozyklus mod m ist, konnen wir schliessen, dass
f(S; X Sg X ... X Si) nicht homolog 0 ist in ®, falls c*k! # 0
mod m ist, q.e.d..

Fiir ungerade Dimension von X wiirde der zweite Teil des Be-
weises versagen; ausserdem kann der Satz dann nicht uneinge-
schrinkt gelten, wie das Beispiel in. Kap. I, § 5, 9. zeigt.

Der Spezialfall dieses Satzes, in welchem X nicht divisions-
homolog 0 ist in &, wurde bereits in der Einleitung formuliert. Es
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ist leicht zu sehen, dass in diesem Fall die Zyklen, welche sich
durch Konstruktion in den Gruppen $*" ergeben, die Ordnung 0
besitzen, k = 2, 8, . . ., . Daher enthalt die Gruppe $*" in diesem
Fall eine unendlich zyklische Untergruppe, k = 2, 8, .. ., r.

‘Korollar. Es gibt keinen endlichdimensionalen Komplex, der
in den Dimensionen kn — 1 asphérisch ist, fir k =2,8,... (n
gerade, = 2), und der einen n-dimensionalen spharischen Zyklus
besitzt, welcher nicht divisionshomolog 0 ist.

Wir wollen noch den Zusammenhang des bewiesenen Satzes mit
der Theorie der Eilenberg-MacLaneschen Gruppen herstellen. Ein
Satz von Eilenberg und MacLane [15] lautet:

Ist ein Komplex asphérisch in allen Dimensionen, ausser der
Dimension n (n > 1), so gilt fiir seine Homologiegruppen:

9 =0, firr k <n, 9" = II", H* = HXII"), fir k > n.

Zur Bestimmung der Gruppen $*(II*) fiir k > = folgt aus unse-
rem Satze:

Ist n gerade, II® ~ @, so enthilt die Gruppe H**(II") eine un-
endlich zyklische Untergruppe, fir k = 2,38, .. ..

Ist n gerade, II"~ &,,, so sind die Gruppen H*"(II") nicht
trivial, fiir alle k, fiir die k! £ 0 mod m gilt.

Wir kénnen daher auch sagen: Es gibt keinen endlichdimen-
sionalen Komplex, dessen Homotopiegruppen II, = 0 sind fiir
r # n, n gerade, > 0, und dessen II™ # 0 und nicht endlich ist.
Damit ist ein Beitrag zur Beantwortung einer von H. Hopf ge-
stellten Frage geleistet ([16], S. 258, Problem 30); der Spezialfall
n = 2 wurde bereits von H. Hopf a.a.0. ausgesprochen. Ob ein
dhnlicher Satz fir ungerades » > 1 gilt, ist, soviel wir wissen,
nicht bekannt.
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