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Über die Rolle des Whiteheadschen Homotopie-
produktes für die Homologietheorie

von

Johannes M. Ebersold

Zürich

Einleitung.
Es sind schon manche Beziehungen zwischen Homotopie und

Homologie untersucht worden. Im ersten Kapitel dieser Arbeit
wird der Zusammenhang des von J. H. C. Whitehead in [1] 1)
eingeführten Produktes von Homotopieelementen mit der Homo-
logietheorie untersucht. Das Hilfsmittel, mit welchem dieser Zu-
sammenhang hergestellt wird, bildet der von Hopf in [2] und [3]
eingeführte Begriff der Homotopierânder von Ketten und Zyklen.
Das Whiteheadsche Produkt ordnet einem Element der k-ten

und einem Element der 1-ten Homotopiegruppe ein Element der
(k + 1 - 1 )-ten Homotopiegruppe zu. Es wird nun die Unter-
gruppe der (n - 1)-ten Homotopiegruppe betrachtet, welche

durch Whiteheadsche Produkte erzeugt wird. Es zeigt sich, dass
das Vorhandensein von gewissen Relationen in dieser Unter-

gruppe die Existenz von nicht nullhomologen n-dimensionalen
Zyklen nach sich zieht. Diese Zyklen gehôren einer Klasse von
Zyklen an, welche einerseits dadurch ausgezeichnet sind, dass ihre
Homotopierânder sich durch Summen von Whiteheadschen Pro-
dukten darstellen lassen, andrerseits dadurch, dass sie Bilder von
topologischen Summen von Sphârenprodukten sind. Wird von
einem dieser Zyklen gezeigt, dass er nicht nullhomolog ist, so

geschieht dies dadurch, dass man die skalaren Produkte dieses
Zyklus mit gewissen Cupprodukten und sogenannten Pontrja-
ginschen Quadraten bildet und feststellt, dass nicht alle dieser
skalaren Produkte gleich 0 sind.
Im zweiten Kapitel werden die Methoden des ersten Kapitels

auf die Untersuchung der dritten Homotopiegruppe in einfach-
zusammenhängenden Komplexen angewendet. Insbesondere wird

1) Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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die Struktur derselben aus der Homologiestruktur des Komplexes
,,im weiteren Sinne" (dies wird im Kap. II, §5, 4. präzisiert) be-
stimmt. Die sich in diesem Kapitel ergebenden Resultate sind
zwar im wesentlichen schon in Arbeiten von Whitehead [4],
Pontrjagin [5] und zum Teil auch von Hirsch [6] enthalten; jedoch
sind die Methoden und die Darstellung in dieser Arbeit ganz
anders.

Im dritten Kapitel wird eine Verallgemeinerung der Methode
des ersten Kapitels behandelt. Ein Spezialfall des dort bewiesenen
Satzes môge hier ângeführt werden: Ein Komplex besitze in einer
Dimension n (n gerade, &#x3E; 0) einen sphariscllen Zyklus, der nicht
divisionshomolog 0 ist, und der Komplex sei in den Dimensionen
2n - 1, 3n - 1, ..., rn - 1 asphârisch. Dann sind seine Homolo-
giegruppen in den Dimensionen 2n, 3n, ..., rn nicht trivial. Durch
diesen Satz wird der Zusammenhang mit der Theorie der Eilen-
berg-MacLaneschen Gruppen hergestellt.

Kapitel I.

Gegeben sei ein endlicher simplizialer zusammenhàngender
Komplex 9. Rn sei das n-dimensionale Gerüst von R, 03A0n(R) die
n-te Homotopiegruppe von 9, n = 1, 2, ... ; für 03A0n(R) schreiben
wir oft auch kurz 03A0n. Die Homotopiegruppen sollen alle denselben
Grundpunkt p ~ R besitzen, wobei p ein Eckpunkt von 9 sei.

§ 1. Whitehead,sche Produkte.

1. Wir definieren zuerst das Whiteheadsche Produkt von

ai E 03A0ni, i --. 1, 2. Unter Ek verstehen wir den fest orientierten
k-dimensionalen Einheitswürfel. Ist ce e IIn, so sei [oc] eine stetige
Sphâre, welche oc repräsentiert. Die Elemente (Xi E 03A0ni, i = 1, 2
seien reprâsentiert durch Abbildungen f i (simpliziale) von Ein-
heitswürfeln :

Produkte von orientierten Zyklen seien im folgenden so orientiert,
wie es in [7], S. 303 erklârt ist. Auf

definieren wir eine Abbildung f :

wobei 0 der Nullpunkt von Eni bzw. En2 ist. Das so definierte Bild
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f(En1+n2) liegt auf Rmin (n1, n2)  Rn1+n2-1 und reprasentiert ein

Element a E 03A0n1+n2-1(Rn1+n2-1). Das Element 03B1 hängt nur von den
Homotopieklassen van [oci] in Rn1+n2-1 ab, also nur von oc,, wenn
min (n1, n2 )  nl + n2 - 1, i = 1, 2. Für min (n1, n2 ) = nl+n2-l
ist n,l oder n2 = 1, sei es z.B. nl; dann hängt ce von al und der

Homotopieklasse van [03B12] in gn2 ab. Deshalb setzen wir fest, dass
im Falle min(n1, n2 ) = nl + n2 - 1 von vornherein die Elemente
von 03A0n2(Rn2) für n1 = 1 oder die Elemente 03A0n1(Rn1) für n2 = 1 zur
Produktbildung herangezogen werden. Auf Grund dieser Verein-
barung hängt dann 03B1 nur von 03B11 und a2 ab, und wir setzen

a = ex1 0 Ot2 Whiteheadsches Produkt von 03B11 und ex2.

Es sei bemerkt, dass wir die Gruppe Hl multiplikativ und die
Gruppen IIm, m &#x3E; 2, additiv schreiben.
Das Whiteheadsche Produkt hat die folgenden Eigenschaften:

seien oc, oei, 03B12 E 03A0m(Rm+n-1), f3 E 03A0n(Rm+n-1),

wobei a - P bedeutet: a als Operator, im Sinne von Eilen-
berg [8], auf 03B2 angewendet,

W5) ist der Komplex R durch eine Abbildung f in einen

Komplex 2 abgebildet, so gilt, wenn h f den durch f in-
duzierten Homomorphismus der Homotopiegruppen be-
deutet : h.,(ot o fJ) = hf(03B1) o hf(fJ).

Zum Gebrauch der Elemente von III als Operatoren in der
Gruppe IIn sei noch bemerkt: Zwei Elemente oc, 03B2 E 03A0n sind dann
und nur dann frei homotop in ? (d.h. homotop ohne Festhalten des
Grundpunktes p), wenn es ein 03BE E Hl gibt, so dass 03B2 = 03BE . «. Für
n &#x3E; 1 nennen wir die Untergruppe von lI n, die von den Differen-
zen 03BE . 03B1 - 03B1, OC E 03A0n, 03BE E 03A01, erzeugt wird, 03A0n0.

2. Sei h der natürliche Homomorphismus von 03A0i(R) in die i-te
ganzzahlige Homologiegruppe Di(R), i = 1, 2, ...; der Kern von
h sei 0393i(R) C 03A0i(R). Wir behaupten

für oc

Beweis: a) 1  m  n. Wir haben bemerkt, dass oc 0 f3 bereits
auf Rmin(m, n) liegt; es ist aber h03A0m+n-1(Rmin(m,n)) = 0, da
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min (m, n)  m + n - 1 ist. b) 1 = m  n. Es gilt bekanntlich
h(oc - 03B2) = h03B2, daher ist nach W4) h (oc o fl) = h (oc . 03B2) - h03B2 = 0.
Wir bemerken noch, dass, falls wir die Ordnungen von a und p

für 1  m  n, mit u und v bezeichnen

gilt. ((u, v ) = G.G.T. von u und v, wobei wir (0, 0) = 0 setzen).
3. Von jetzt an sei die Dimension n &#x3E; 2 fest.

Die Whiteheadschen Produkte von der Form oc o j8, oc E 03A0k(Rn-1),
R E 03A0n-k((Rn-1), k = 1, 2, ..., n - 1, erzeugen eine Untergruppe
von 0393n-1(Rn-1), die wir mit mn-1(Rn-1) bezeichnen. Die Gruppe
03A0n-1(Rn-1) lâSSt sich in natürlicher Weise, durch die sogenannte
Injektion i, auf 03A0n-1(Rn) = 03A0n-1(R) abbilden. Es ist klar, dass
i0393n-1(Rn-1)  0393n-1(R) ; bekanntlich ist i0393n-1(Rn-1) = 0393n-1(R),
siehe Hopf in [3], S. 322. Wir setzen nun

Bei der Injektion von oc o 03B2 in 03A0n-1(R) ist zu beachten, dass in den
Fàllen k = 1 und k = n - 1 derjenige Faktor, der zu 03A0n-1(Rn-1)
gehôrt, gleichzeitig auch in 03A0n-1(R) zu injizieren ist.

Die Untersuchungen dieses Kapitels gelten zur Hauptsache den
Gruppen mn-1(Rn-1) und mn-1(R).

4. Wir konstruieren jetzt rein formal eine Gruppe Un-1(R),
die wir dann auf die Gruppe mn-1(Rn-1) abbilden.

Die Moduln, von welchen wir in den folgenden Definitionen
Gebrauch machen, seien Moduln mit dem Ring der ganzen Zahlen
als Koeffizientenbereich. Die Gruppen Ijk fassen wir hier für k &#x3E; 1

als Gruppen mit den ganzen Zahlen als Operatoren auf, wobei 1
Einheitsoperator sei. Wir setzen nun fest

’L’Ll -1 sei die Restklassengruppe des Moduls mit den Paaren

als Erzeugenden, nach dem Teilmodul mit den Erzeu-
genden

mit OC, al, 03B12 ~ 03A01, 03B2, Pl, 03B22 ~ 03A0n-1(Rn-1), c ganze Zahl.

Un-1k sei, fur 1  k  n 2, die Restklassengruppe des Moduls mit
den Paaren
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als Erzeugenden, nach dem Teilmodul mit den Erzeugen-
den

mit oc, 03B11, 03B12 ~ IIk, 03B2, 03B21, fJ2 £ IIn-11, c ganze Zahl.

UÎn 1 sei, falls n’’ ganz ist, die Restklassengruppe des Moduls
2 2

mit den Paaren

als Erzeugenden, nach dem Teilmodul mit den Erzeugen-
den

Il
mit oc, otlg %e P E H2, c ganze Zahl.

Wir bemerken, dass Un-1k, für 1  k  n , nichts anderes ist, alsk 
2

das Tensorprodukt 03A0k (g) 03A0n-k, der Gruppen 7P und 03A0n-k.
Die Summe als direkte Summe aufgefasst, sei

Ordnen wir jedem Paar (03B1, 03B2), 03B1 ~ 03A0k(Rn-1), 03B2 ~ 03A0n-k(Rn-1),

k = 1, 2, ..., [n 2], das Produkt « 03BF 03B2 zu, so ist ein Homomorphis-

mus w von Un-1 auf mn-1(Rn-1) gegeben. Durch die angegebene
Konstruktion von ll,n-1 haben wir erreicht: eine Summe von
Paaren (03B1, 03B2), von der wir auf Grund der Eigenschaften des White-
headschen Produktes wissen, dass ihr Bild in mn-1(Rn-1) 0 ist,
verschwindet bereits in Un-le

Die Kerne der Abbildungen w und izv von ’L’Ln-1 auf mn-1(Rn-1)
und mn-1(R) seien Bn-1(Rn-1) und Bn-1(R) genannt.
Um die Struktur der Gruppen mn-1(Rn-1) und mn-1(R) zu

bestimmen, müssen wir die Kerne Bn-1(Rn-1) und Bn-1(R) als
Untergruppen von Un-1 kennen.

§ 2. Bilder von topologischen Summen von Sphâren-
produkten.

1. Wir konstruieren eine Klasse von n-dimensionalen Mannig-
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faltigkeiten, durch Bildung Vol1 topologischen Summen von
Sphärenprodukten. Es sei n &#x3E; 2 fest.

Gegeben seien ck Sphärenprodukte vom Typus Sk X Si,-",

ck ~ 0, k = 1, 2,..., 2 . Die Faktoren eines jeden Produktes
seien fest orientiert und die Produkte selbst seien gemâss Ab-
machung von §1,1. orientiert. In jedes dieser Produkte machen
wir durch Entférnen einer n-dimensionalen Vollsphäre ein Loch.
Wir nehmen eine orientierte n-dimensionale Sphâre S n und machen

in sie c = 03A3[n 2]k=1 ck Lôeher durch Entfernen von c disjunkten n-
dimensionalen Vollsphàren. Dieser c-fach gelochten Sphâre setzen
wir die c gelochten Sphärenprodukte als Henkel an, indem wir je
ein gelochtes Produkt längs dem Rand seines Loches an den Rand
je eines Loches der Sn heften, und zwar so, dass die Orientierungen
der Sphâre und der Henkel kohärent sind und sich also eine
orientierte Mannigfaltigkeit ergibt. Diese Mannigfaltigkeit ist

dureh Angabe der ck bis auf Homôomorphie bestimmt (dabei ist
zu beachten, dass es auf die Orientierungen der Henkel, welche
durch die vorgegebenen Orientierungen der Faktorsphären be-
stimmt sind, nicht ankommt). Den Fall c = 0 schliessen wir nicht
aus, die betreffende Mannigfaltigkeit ist dann die S n selbst.

Die Klasse der so konstruierten Mannigfaltigkeiten nennen wir
die Klasse der Standardmannigfaltigkeiten. Unter Stn verstehen
wir im Folgenden eine n-dimensionale Standardmannigfaltigkeit.

2. Wir nehmen nun an, dass es in dem gegebenen Komplex 9
n-dimensionale ganzzahlige Zyklen gebe, welche Bilder von Stan-
dardmannigfaltigkeiten sind; präzis ausgedrückt heisst der Zyklus
Zn Bild von Stn, wenn es eine simpliziale Abbildung von Stn in ?
gibt, so dass Zn das Bild des Grundzyklus von Stn ist. Wir behaup-
ten :

Alle n-dimensionalen Zyklen von e, welche Bilder von Standard-
mannigfaltigkeiten sind, -wir nennen sie Standardzyklen -
bilden eine Untergruppe 9)ln der Gruppe der Zyklen En. Die
Gruppe der sphärischen Zyklen 6n ist in mn enthalten.

Beweis : Es ist klar, dass Gn C Un. Um zu zeigen, dass die Ele-
mente von mn eine Gruppe bilden, genügt es zu beweisen, das
die Summe zweier Elemente von Ul, auch in g n enthalten ist.

Seien Zk = fk(Stnk), k = 1, 2, fk simplizial. yvir greifen aus jeder
der Standardmannigfaltigkeiten Stnk einen Eckpunkt qk heraus,
der nicht auf den I-Ienkeln der Stn liegt. Durch eine Strecke s von
q1 nach q2 verbinden wir Stn1 mit Stn . 2 Die Punkte fi(ql) und f2(q2)
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kônnen wir in R durch einen Kantenweg w verbinden, auf welchen
wir die Strecke s durch eine Abbildung f3 abbilden. Wird Stk durch

die Zahlen CI, k charakterisiert, l = 1, 2,..., 9n, so kônnen wir
eiaie Stn, welche durch die Zahlen cl,1 + cl,2 charakterisiert wird, auf-
fassen als topologische Summe von Sti und St2, und es ist leicht
einzusehen, dass wir Stn durch eine Abbildung f so auf St1 + s +
St2’ abbilden kônnen., dass jeder Henkel von 1 + s + St2n Bild
genau eines entsprechenden Henkels von Stn ist. Durch f, fi, f2 und
f3 ist eine Abbildung von Stn in ? gegeben. Das Bild des Grund-
zyklus von Stn ist der Zyklus Zï + Z.", q.e.d..

§ 3. Die Homotopierânder der Standardzyklen.
1. Wir brauchen im Folgenden den Begriff der Homotopie-

ränder einer Kette, wie ihn H. Hopf in [2], S. 266 und in [3],
S. 313 eingeführt hat.
Ein Element oc E 03A0n-1(Rn-1) heisst ein Homotopierand der n-

dimensionalen Kette Cn, falls es eine simpliziale Abbildung f des
Wûrfels En, auf dessen Rand ein Eckpunkt q ausgezeichnet sei,
in den Komplex R gibt, derart dass f(En) = C n, f(q) = p und
f(En) = [03B1], wobei [oc’ ein Repräsentant von oc ist.

Jede n-dimensionale Kette Cn besitzt Homotopierânder. Die
Homotopierânder aller n-Ketten bilden eine Untergruppe der
03A0n-1(Rn-1), und zwar ist diese genau der Kern Sl"-1 der Injektion i
von 03A0n-1(Rn-1) auf 03A0n-1(R).

Bezeichnen wir mit Rn-1o die Untergruppe von Rn-1, welche von
den Differenzen 03BE . « - rt, rt E Rn-1, 03BE e III, erzeugt wird, so kônnen
wir sagen, die Homotopierânder einer Kette Cn bilden genau eine
der Restklassen in die lJl"-1 modulo Rn-1o zerfällt (es sei hier und im
Folgenden n &#x3E; 2). Diese Zuordnung ist ein Homomorphismus der
Gruppe Dn auf die Gruppe Rn-1/Rn-1o, wobei Dn die Gruppe der
n-Ketten ist.

Die Homotopierânder der Elemente von Bn bilden die Gruppe
0393n-1(Rn-1) n Rn-1 und diejenigen der Elemente von 6n, der Grup-
pe der sphàrischen Zyklen, die Gruppe Rn-1o. Da die in 9 nullhomo-
logen Zyklen sphärisch sind, gilt, wenn wir die Gruppe der sphâ-
rischen Homologieklassen 6n nennen :

Die Gleichung a = en mit a E ffin-l soll im Folgenden heissen:
x ist ein Homotopierand der Kette Cn.

Ist h der natürliche Homomorphismus von 03A0n-1(Rn-1) in
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Dn-1(Rn-1), so folgt aus OC = n: hot = n, en als Element von
Dn-1(Rn-1) aufgefasst.
Wird der Komplex 9 durch f in einen Komplex £ abgebildet und

ist h, der induzierte Homomorphismus der Homotopiegruppen,
so folgt aus ce = n:

2. Die in 1. definierte Gruppe 91n-1 ist in Mn-1(Rn-1) enthalten,
denn nach W4) ist 03BE. 03B1 - a = 8 o oc. Wir bestimmen in diesem

Zusammenhange noch 03C9-1 gtn-1 . Da a E gtn-1 ist, gilt i(03BE o oc ) = 0,
daher ist 03C9-1Rn-1 ~ Bn-1(R). Das Element von un-l, das durch
(03BE, oc) reprâsentiert wird, ist ein Urbild von 03BE o a, die andern Ur-
bilder unterscheiden sich von diesem nur durch Elemente von

Bn-1(Rn-1). Wir bezeichnen mit Bn-10 (R) die Untergruppe von
Bn-1(R), welche durch die Paare (e, oc ), mit 03BE E 03A01, OC E Rn-1, er-

zeugt wird; dann gilt

3. Betrachten wir ein Sphârenprodukt Sk X Sn-k, S’k und

Sn-k fest und das Produkt gemâss Abmachung orientiert, 1 ~kn,
n &#x3E; 2. Fassen wir die beiden Faktorsphären als Würfel mit Rand-
punktidentifikation auf, so ist damit eine Abbildung f des Pro-
duktes Ek X En-’-’ auf Sk X Sn-k gegeben. Sei f(0 X 0) der

Grundpunkt der Homotopiegruppen von S k X S n-k; aus der Defi-
nition des Whiteheadschen Produktes und derjenigen der Homo-
topierânder folgt

wobei wir in Sk o S n-k die Sphären als Homotopieelemente auf-
fassen und wobei Sk X Sn-k das erste Mal den Grundzyklus, das
zweite Mal die Mannigfaltigkeit bedeutet.

4. Sei Stn eine Standardmannigfaltigkeit, charakterisiert durch
die Zahlen ck. Die Henkel seien die Sphärenprodukte Si X Sn-kl,
l = 1, 2, ..., ck; k = 1, 2, ..., 2 . In St" sei ein Punkt q als Grund-
punkt der Homotopiegruppen von Stn gewâhlt. Wir verbinden den
oben gewàhiten Grundpunkt jedes Henkels durch einen Weg mit
dem Grundpunkt q, so dass wir die Faktorsphare11 jedes Henkels
als Elemente der Homotopiegruppen von Stn auffassen kônnen.
Gemâss 1. ist das Nullelement der Gruppe 03A0n-1((Sn)n-1) ein

Homotopierand der Sphâre Sn, der die Henkel angeheftet werden.
Die Beiträge der Lôcher der Sn und der Lôcher der Henkel an
einen Homotopierand von St n heben sich gegenseitig weg, weil wir
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die Orientierung der einzelnen Teile beim Zusammenheften be-
rücksichtigt haben. (Dies wird im nâchsten Paragraphen noch
ausführlicher dargelegt). Daraus ergibt sich, dass

k=l 1= o 1 = (Stn)° in 03A0n-1((Stn)n-1),
wobei für Ck = 0 die betreffende Summe über 1 leer ist.

5. Sei nun Mn E roln ein Standardzyklus, also Mn = f(Stn). Wir
dürfen annehmen, dass p, der Grundpunkt der Homotopiegruppen
von Sf, vom Bild von Stn bedeckt wird, sonst kônnen wir f leicht so
modifizieren, dass dies der Fall ist. Der Grundpunkt q von Stn,
unter Verwendung der Bezeichnungen von 4., sei ein Urbild zon
p. Dann folgt aus 4., den Eigenschaften des Whiteheadschen Pro-
duktes und der Homotopierânder, wenn hf wieder der von f in-
duzierte Homomorphismus der Homotopiegruppen ist:

und

wenn wir hf(Skl) = 03B1kl ~ 03A0k und hf(Sn-kl) = 03B1n-kl ~ 03A0n-k(Rn-1)
setzen. Ist P ein anderer Homotopierand von Mn, so ist nach 1.
und 2.

also ist auch f3 ~ Mn-1(Rn-1).
Die Homotopierânder der Elemente von mn bilden eine Unter-

gruppe Rn-1m von Rn-1; wir haben gezeigt:

Satz 1. Die Homotopierânder der n-dimensionalen Standard-
zyklen in ? sind in der von den Whiteheadschen Produkten erzeug-
ten Untergruppe mn-1(Rn-1) von 03A0n-1(Rn-1) enthalten. Ihre Ur-
bilder in der formalen Produktgruppe un-1(R) sind Elemente des
Kernes Bn-1(R) der Abbildung von Un-’ auf die Gruppe mn-1(R)
= im mn-1(Rn-1), wobei 1 die Injektion von 03A0n-1(Rn-1 auf 03A0n-1(R)
ist.
Es liegt die Vermutung nahe, dass jedes Element des Kernes

Bn-1(R) Urbild eines Homotopierandes eines Standardzyklus sei.
Diese Vermutung ist richtig, ihr Beweis bildet den Inhalt des
nâchsten Paragraphen.



106

§ 4. Die Elemente des Kernes Bn-1(R) der Abbildung von
Iln-1 auf mn-1(R) C 03A0n-1(R) als Urbilder der Homotopie-
rander der Standardzyklen.

1. Sei V n-1 E Bn-1(R). Um zu beweisen, dass 03C9Vn-1 ~ Rn-1m ist,
gènügt es ein Element Mn ~ mn zu konstruieren, für welches
zvVn-1 == n gilt. Wir schreiben die Elemente von un-1 auch als
Summen von Paaren; da wir un-1 als Summe von Restklassen-

gruppen von Moduln von Paaren nach gewissen Teilmoduln defi-
niert haben, ist diese Schreibweise natürlieli nicht eindeutig, das
spielt aber für uns hier keine Rolle. Sei also

mit 03B1kl ~ 03A0k, 03B1n-kl ~ 03A0n-k(Rn-1), akl ganz, ck ganz ~ 0, wobei für
ck = 0 die innere Summe leer ist.

2. Die Elemeilte 03B1kl und akl03B1n-kl seien reprasentiert durch

[03B1kl] == f(Skl), [akl03B1n-kl] = f(Sn-kl); wir stellen uns Si und Sn-kl als
Einheitswürfel mit Randpunktidentif ikation vor, wobei der den
Randpunkten entsprechende Punkt von Skl bzw. Sn-kl mit okl bzw.
0’kl bezeichnet sei und f(0kl) = f(0’kl) == p gelte.
Wir bilden nun das gemâss Verabredung orientierte topolo-

gische Produkt Pki = Skl X Sn-kl; dieses stellen wir uns vor als

n-dimensioiialen Einheitswürfel mit gewissen Identifikationen auf
seinem Rande. Aïs Grundpunkt von Pnkl sei okl X o’kl = qkZ ge-
wâhit. Wenn wir im Folgenden von den Faktorsphâren Skl und
Sn-kl in Pnkl sprechen, so sind damit die Sphâren Skl X okl und
okl X Sn-kl gemeint ; indem wir Skl und Sn-kl so auffassen, ist auf

Si und Sn-kl in Pki die Abbildung f definiert. Wir machen in Pkl
ein Loch, indem wir eine Volikugel Vnkl herausnehmen; Vnkl sei eine
Kugel im Inneren von Pki mit dem Mittelpunkte im Mittelpunkte
von Pnkl, uns auf die erwähnte lVlodellvorstellung von Pnkl bezie-
hend. Das gelochte Pnkl heisse Pkl’, Vnkl und seine Randsphare Sn-1kl
seien so orientiert, dass

dann gilt

SÎ + Sn-kl ist ein Retrakt von Pki’, das heisst es gibt eine Abbil-
dung gkl von Pn’kl auf Si + Sn-kl, welche auf Skl + Sn-kl die Identi-
tât ist; wir nehmen für gkl uns auf das Modell von Pnkl beziehend
die Projektion von Pn’kl auf Skl + Sn-kl vom Mittelpunkte von Pkt
aus. Wir erweitern die Abbildung f auf Pn’kl, indem wir für jeden
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Punkt x E Pn’klf(x) = f(gkl(x)) setzeii. Sei y ein Randpunkt des
Modelles von P:l, der bei der Identifikation in qkl übergeht und
Wk, der Weg gr;t(y), dann gilt f(wkl) = p; sei ferner rkl der End-
punkt von Wk, auf Sn-1kl. Die Homotopieelemente von (Pn’kl)n-1,
nelche durch Skl, Sn-kl und Sn-1kl reprâsentiert werden, bezeichnen
wir mit et 03C3n-kl und 03C3n-1kl, wobei qkl auch Grundpunkt von
(Pn’kl)n-1 sei und Sn-1kl durch Wkl mit qkî verbunden ist. Nun gilt

in 03A0n-1((Pnkl)n-1), daher

Weiter folgt daraus durch Injektion

und deshalb

3. Sei j etzt sn die orientierte n-Sphare, der wir dann die Pk 
als Henkel ansetzen. Wir machen in sie 03A3k ck Lôcher, indem wir
aus ihr untereinander disjunkte Vollkugeln Vki entfernen, l = 1,

2, ..., Ck’ k = 1, 2, ..., - . Die gelochte S" heisse Sni, vki und
sein e Randsphare Sn-1’kl seien so orientiert, dass

dann ist

und

Die Sphâre Sn-1’kl bilden wir durch eine topologische Abbildung tki
mit dem Grad + 1 auf Sn-1kl ab, für alle k, l und definieren auf
ihr die Abbildung f durch

Da nun

lâsst sich, wie H. Hopf in [3], S. 319 bewiesen hat, die Abbildung
f auf SI’ erweitern. Der Beweis wird durch vollstândige Induktion
nach der Anzahl der Lôcher geführt. Wie man leicht an Hand des
Beweises einsieht, lâsst sich f so erweitern, dass es einen Punkt q
in Sn’ und Wege w’kl v on q nach den Punkten t-1kl(rkl) von Ski
gibt, die durch f auf p abgebildet werden. Wir wàhlen q als Grund-
punkt von S n’. Durch die Wege w’kl verbinden wir die Sphâre
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Sn-1’kl rnit q und bezeichnen die Homotopieelemente, welche sie

reprâsentieren mit or"-". Es gilt

in 03A0n-1((Sn)n-1), daher

4. Wir identifizieren die Punkte der Sn-1kl von Pi) mit den ent-
sprechenden Pûnkten der Sn-1’kl von Sn’ für alle k, l. Dadurch ent-
steht eine geschlossene Mannigfaltigkeit, denn

Diese Mannigfaltigkeit ist nach Konstruktion cine Standardman-
nigfaltigkeit Stn . Der Grundpunkt q von S n’ sei auch Grundpunkt
von Stn. Die Grundpunkte qki von Pki ziehen wir längs 03C9kl und w’kl
nach q hinüber, dadurch werden die Sphären Si, Sn-kl und Sn-1kl
mit q verbunden; die Homotopieelemente welche sie in (Stn)n-1
repràsentieren bezeichnen wir mit 03C3kl, 03C3n-1l und Uk7’. Die Addition
von Homotopierândern der eiiizeliien Teile von Stn gibt einen
Homotopierand von Stn, also

Aus der Konstruktion ist klar, dass 03C3n-1kl = 03C3n-1’kl in 03A0n-1((Stn)n-1),
daher ist

Die Abbilduiig f ist auf ganz St n definiert und j(Stn) = Mn ~ 3K".
Es folgt aus den Eigcnschaften der Homotopierânder und der
Whiteheadschen Produkte, dass

wenn h. wieder den von f induzierten Homomorphismus der
Homotopiegruppen bedeutet. Da die Wege, welche die Grund-
punkte qkl von Pki mit q, dem Grundpunkt von Stn, verbinden,
durch j auf p abgebildet werden, gilt

ik, l(hf03C3kl) o (hf03C3n-kl) = 03A3k,l03B1klo(akl03B1n-kl) = 03A3k,lakl03B1klo03B1n-kl - wVn-1.
Zu dem vorgegebenen Elément Vn-1 ~ Bn-1(R) haben wir einen
Standardzyklus Mn so konstruiert, dass

und

und somit
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Satz 2. Die Elemente des Kernes Bn-1(R) der Abbildung iw der
formalen Produktgruppe Un-l auf mn-1(R) C 03A0n-1(R) sind Ur-
bilder von Homotopieràndern der Standardzyklen.

5. Wir haben gezeigt, dass die Homotopierânder der Standard-
zyklen in mn-1(Rn-1) liegen. Ist nun Zn E n ein Zyklus von R, von
welchem ein Homotopierand in mn-1(Rn-1) liegt, so sind alle seine
Homotopierânder in mn-1(Rn-1) enthalten, und wir behaupten,
dass Zn ein Standardzyklus ist.

Sei also oc = n, oc E mn-1(Rn-1); da m = 0 ist, gibt es ein Ele-
ment Vn-1 E Bn-1(R), so dass wVn-1 = « ist. Nach Satz 2 gibt es
einen Zyklus Mn E 9)èn, mit oc = n. Aus OC = Mn und 03B1 = n
folgt, dass

Dies bedeutet nach § 3,1., dass Zn - Mn ein sphârischer Zyklus ist.
Aus Zn - Mn E 6n C Wln und Mn ~ mn folgt Zn ~ mn, q.e.d..

6. Wie wir soeben gesagt heben, unterscheiden sich zwei

Zyl:len, welche einen gemeinsamen Homotopierand besitzen, nur
um einen sphärischen Zyklus. Daher ergibt die zum Beweise des
Satzes 2 durchgeführte Konstruktion, welche Elementen von

Bn-1(R) Elemente von mn zuordnet, eine eindeutige Abbildung
von Bn-1(R) in mn/Bn. Diese Abbildung ist ein Homomorphismus
und zwar nach Satz 1 ein Homomorphismus von Bn-1(R) auf
mn/Gn.

Satz 3. Der Kern Bn-1(R) der Abbildung iw der formalen Pro-
duktgruppe ’L’Ln-1 in 03A0n-1(R) ist genau die Gruppe der Urbilder
aller Homotopierânder, welche in mn-1(Rn-1) enthalten sind, wo-
bei mn-1(Rn-1) die von den Whiteheadschen Produkten erzeugte
Untergruppe von Hn-l(Stn-1) ist. Diese Homotopierânder sind
genau die Homotopierânder der Elemente der Gruppe W1n, d.h.
der Standardzyklen.

Zusatz. Durch den geometrischen Zusammenhang von Rn-1(R)
mit 91, wird in direkter Weise ein Homomorphismus von Bn-1(R)
auf SJRnJ6n gegeben, wobei 6n die Gruppe der sphärischen Zyklen
ist.

7. Aus w-1Rn-1o ~ Rn-1(R) und wBn-1(R) = Rn-1m folgt Rn-1o C
Rn-1m. Sei Mn E Un; die Homotopierânder von MI’ bilden genau eine
der Restklassen, in die Rn-1m modulo Rn-1o zerfällt. Die Homotopie-
ränder der sphärischen Zyklen bilden genau die Gruppe Rn-1o;
daraus folgt:

Mit Mn gehôren auch alle Zyklen der Homologieklasse von Mn



110

zu mn, Ja sie sich von Iln nur durch Rallder unterscheiden, die
sowieso sphârisch sind. Ist Mn die Gruppe der Homologieklassen,
deren Elemente zu Un gehôren, und Q5" diejenige der Homologie-
klassen, deren Elemente sphäriseh sind, so gilt:

Nach § 3, 2. ist w-1Rn-1o = Rn-1o(R) ~ Bn-1(Rn-1), daher gilt

Daraus folgt:

§ 5. Untersuchung des algebraischen Zusammenhanges
zwischen Bn-1(R) und Sf.

1. Wir wollen die Méthode, die wir in diesem Paragraphen ver-
wenden, an einem einfachen Beispiele demonstrieren. Die Stan-
dardmannigfaltigkeit Stn + Sk X Sn-k sei durch einc Abbildung f

in den Komplex R abgebildet, k  n 2. Wir setzen f(Sk) = [03B1k] und

f(Sn-k) - [03B1n-k], 03B1k e 03A0k, 03B1n-k e 03A0n-k. Was Homologie und Co-
homologie anbetrifft, rechnen wir hier einfachheitshalber bezüg-
lich des Kôrpers der rationalen Zahlen R; die entsprechenden
Homologiegruppen heissen DkR. Wir nehmen an, dass h03B1k = Xk

und hocn-k == Xn-k nicht 0 seien in DkR bzw. Dn-kR. Seien X’k und
X’n-k zu Xk und Xn-k duale Elemente, d.h. Cohomologieelemente,
für welche Xk · X’k = 1 und X n-k , X’n-k = 1 gilt, entsprechend
Tk und Tn-k zu Sk und Sn-k duale Elemente in Stn und schliesslich
Tn das zum Grundzyk1us von Stn duale Element. Bezeichnet hf
den Homomorphismus der Homologiegruppen von Stn in diejeni-
gen von R und h f den dualen Homomorphismus der Cohomologie-
gruppen von R in diejenigen von Stn, so gilt

Daraus folgt, dass f(Stn) nicht homolog 0 in Sé ist. ock 0 03B1n-k ist

Homotopiera.nd von f(Stn), daher (03B1k, ocn-k) E Bn-1(R).
Gehen wir umgekehrt von dem Element (03B1k, ocn-k) aus, so kön-

iieii wir also folgern: die Aussage, dass (,,k@ ocn-k) E Bn-1(R) ist,
zieht die Existenz eines nicht nullhomologen Zyklus f(Stn) nach
sich. Weiter können wir behaupten, dass (03B1k, ocn-k) nicht Bn-1(Rn-1)
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angehôren kann; denn nach dem soeben Bewiesenen, mit Rn-1
statt R, würde die Existenz eines nicht nullhomologen n-dimen-
sionalen Zyklus in Rn-1 folgen, was unmôglich ist. Diese Methode
versagt natürlich, falls eines der Elemente hot" und h03B1n-k homolog
0 ist in 9.

2. Wir bilden eine Untergruppe UrI von un-1. Ein Paar

gehôre zu

falls

entweder 03B1k ~ hk oder irxn-k E Iln-k.

Die Gruppe un-10393 werde von diesen Paaren erzeugt. Wir setzen
un-1 = un-1/un-10393. Ist Un-1 e Un-l, so bezeichnen wir sein Bild in
un-1 mit Un-1, analog für eine Untergruppe von Un-1.

Sei Mn E 9Rn und Vn-1 E Bn-1(R) mit wVn-1 = Mn. Ist Mn nicht
homolog 0 in R, so dürfen wir nicht erwarten, dass sich V"-1 mit
der in 1. angedeuteten Methode beschreiben lâsst, sondern wir
kônnen hôchstens erwarten, dass sich Vn-1 beschreiben lâsst.
Aus den Definitionen von un-1 und un-1 folgt leicht:

Dabei ist zu beachten, dass 03A0k/0393k ~ k, der Gruppe der Homo-
logieklassen, deren Elemente sphärisch sind, und dass 03A01/03931

abelseh ist. Wenn - nicht ganz ist, so ist un-1n 0 und wenn -

ganz ist, so ist un-1n die mit den Elementen von 2 zu U’;-1 analog
2 2

gebildete Gruppe.
Sind die Untergruppen ék von k für k = 1, 2, ..., n - 1 be-

kannt, so ist die Struktur von u-1 bestimmt.

3. Für das Folgende müssen wir in den Gruppen 6k und in
Iln-1 Basen einführen. Xk1, Xk2, ..., X: sei eine kanonische Basis
von k, deren Elemente die Ordnungen mi, i = 1, 2, ..., rx, be-
sitzen môgen, wobei also mki ~ 0 mod mki+1, für i = 1, 2, ..., rx-1
gilt. Fassen wir die Elemente Xk als Elemente des Moduls der
k-Ketten Dk auf, so erzeugen sie einen Teilmodul von Dk und es
existiert eine Basis Yk1, Yk2, Yk von Dk, Mit st r derart
dass 
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Die Elemente Yki sind für i = 1, 2, ..., rk Zyklen der Ordnung 0:.
Für die Ordnungen der X k gilt dann

Diè durch die Y’ gebildete Basis von Dk besitzt eine duale Basis
Y’k1, Y’k2, ..., Y’ksk, d.h. für diese beiden Basen von Dk gilt

wobei 03B4ij das Kronecker-Symbol ist. Da die Yki für i = 1, 2, ..., rk
Zyklen der Ordnungen oki sind, stellen die Y’ki für i = 1, 2, ..., rk
Cozyklen modulo oki dar.
Wir wâhlen in den Gruppen 03A0k(Rn-1) Elemente 03BEki für i = 1, 2,

..., rk, k = 1, 2, ..., n - 1, so dass h03BEki = Xki für k  n - 1 und
hi03BEki = X z für k = n - 1 gilt. Dann bilden die Elemente

(03BEki, 03BEn-kj) für i = 1, 2, ..., rk, j = 1, 2, ..., rn-k, k C-, und
(03BE2i, 03BE2i) für i, j = 1, 2, ..., rn, i ~ j, k = n 2 g

eine Basis von II n-1.

Die Ordnung des Elementes (03BEki, 03BEn-kj) ist (m;, mn-kj) für k Cn 2,

(mi2, mn 2j) für le =- ganz, i  j und (1 - ( - 1)n 2, mi2) für k = n 2
2 2

ganz, i = i. Es ist klar, dass wir diejenigen Elemente, deren Ord-
nung 1 ist, noch aus der Basis von un-1 herauszustreichen haben.

4. In 1. wurde bereits das Cupprodukt u der Cohomologie-
theorie verwendet. Im Hinblick auf einen Sonderfall müssen wir
noch von einer weiteren Operation aus der Cohomologietheorie
sprechen, dem sogenannten Pontrjaginschen Quadrat, vgl. z.B.
[4], S. 60. Es lässt sich mit Hilfe des ~ -Produktes und des ~1-
Produktes von Steenrod [9J definieren. Wir zâhlen hier nur die
wesentlichen Eigenschaften des Pontrjaginschen Quadrates auf,
die wir im Folgenden verwenden :

Pi) Sei D’k(R), Rm) die die k-te Cohomologiegruppe von R, be-
züglich der zyklischen Gruppe der Ordnung m als Koeffi-
zientenbereich, m gerade &#x3E; 0. Das Pontrjaginsche Quadrat
ordnet jedem Element Ck von D’k(R, Rm) ein Element
Ck  Ck von D’2k(R, R2m) zu. Dièse Zuordnung ist im Allge-
meinen kein Homomorphismus.

P2) Für das natürliche B ild (Ck)m eines Elementes Ck E D’k(R, R)
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in D’k(R, Qjm) gilt :

P3) Ist r der natürliche Homomorphismus von S)’2k(Sf, R2m) in
D’2k(R, Rm), 80 gilt:

P4) Ist der Komplex 9 in einem Komplex £ abgebildet und ist
h’ der duale Homomorphismus der Cohomologiegruppen
von £ in diejenigen von R, so gilt:

Damit sind jetzt die Hilfsmittel, die wir in diesem Abschnitt
brauchen, bereitgestellt.

5. Sei V n-1 E Bn-1(R) und Mn = f(Stn) E mn, für das WVn-1 =
n gilt. Nach 2. und 3. lâsst sich Vn-1 folgendermassen darstellen:

wobei 03A303A303A3’ bedeuten soll, dass, im Fall k = n 2 ganz, i ~ j sein soll.

Gemâss den Ordnungen der Elemente (03BEki, 03BEn-kj) von un-1 sei

Stn sei so konstruiert und in ? abgebildet, wie es in §4 dargestellt
wurde. Der Henkel von Stn, welcher dem Glied akij (1§, 03BEn-kj) von
V n-1 entspricht, sei Pn’k,ij; seine Faktorsphären seien Skij und Sn-kij,
wobei wir im Falle k = n 2 ganz n - n so stehen lassen zur Unter-

2 2

scheidung der Faktoren. Ist hl der Homomorphismus der Homo-
logiegruppen von Stn in diejenigen von R so haben wir

Tkij und T n-k n - n wieder stehen gelassen für k = n 2 ganz) seien

die zu Sk und Sn-kij dualen Cozyklen in Stn und Tn sei der zum
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Grundzyklus von Stn duale Cozyklus. Es gilt in Stn (.Stn ist ja
leicht zu überblicken, so dass wir das nicht näher auszuführen

brauchen):

Ist h f der zu h f duale Homomorphismus der Cohomologiegrup-
pen von Q in diejenigen von Stn, so folgt aus (3):

Da der Homomorphismus h t 1 multiplikativ ist, folgt aus (4) und

(5), zunächst für k  n 2:
2

Für le = - ganz müssen wir verschiedene Fälle unterscheiden:
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i = j, - ungerade, und i = j, - gerade, 0n 2i ungerade:

i = j, - gerade, oz gerade:

wobei im letzten Fall zu beachten ist, dass wir in Stn das Prontrja-
ginsche Quadrat durch das Cupprodukt ersetzen dürfen, da wir
in Stn nur Cozyklen modulo 0 haben. Es gilt weiter

Setzen wir für h’f(Y’ki~Y’n-kj) und h’f (Y’’n 2i  Y’n 2i ein, so erhalten wir :
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Damit sind wir imstande Aussagen über die Koeffizienten akij zu
machen. Aus (6) sind die Koeffizienten

bestimmt mod

Im Falle k = n ungerade, i = j, bekommen wir keine Aussage, da
2

dann nach (2) 0 ~ a2ii  (2, m2i), M2 teiltof. Hier liegt ein A us-
nahmefall vor. Die übrigen Fälle kônnen wir, wie leicht einzusehen
ist, zusammenfassen; durch (6) sind also die Koeffizienten

akij bestimmt mod (0ki, 0n-kj) (ckicn-kj,0ki,0n-kj), k ausser für k = n 2 ungerade, i = 1. (7)

Gemâss (1) und (2) haben wir

ausser für k = 2 ungerade,
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Es ist leicht zu bestâtigen, dass

6. Es ist zweckmassig zu einer Faktorgruppe von un-1 nach
einer geeigneten Untergruppe u’n-1 überzugehen, um das Ergebnis
von 5. zu formulieren. Die Untergruppe U’n-1 werde auf Grund
von (7), (8) und (9),,von allen Elementen

du (03BEki, 03BEn-kj), ausser für k = n 2 ungerade, i = j,
und den Elementen

ungerade,

erzeugt; durch die letzteren eliminieren wir den Ausnahmefall.
Wir setzen

Das Bild eines Elementes Un-1 E Ull-1 in un-1 bezeichnen wir mit
Un-1, ebenso für eine Untergruppe von Un-1. Die Struktur der
Gruppe un-1 ist bekannt, wenn die Gruppen él, als Untergruppen
von Dl bekannt sind, 1 = 1, 2, ..., n - 1.

Die Elemente (03BEki, 03BEn-kj) besitzen, abgesehen vom Ausnahmefall,
die Ordnung dkij und bilden eine Basis von un-1, wobei wir natür-
lich diejenigen herauszustreichen haben, deren Ordnung 1 ist.

Mit diesen Festsetzungen kônnen wir das Ergebnis von 5. fol-
gendermassen formulieren:

Satz 5. Sei Mn E,9,nn und Vn-1 ein Element von Bn-1(R), für
das wJ"’--1 = n gilt. Setzen wir

so lassen sich die Koeffizienten akij eindeutig bestimmen, und zwar
durch Bildung des Wertes von M n auf den Cupprodukten

(für alle k, i, j, ausser k = n 2 ungerade, i = j, und k = n gerade,

i = j, 02i gerade) und auf den Pontrjaginschen Quadraten

(für k = - gerade, i = j, o? gerade).2 i
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7. Nach §4,7. bilden die Elemente von Bn-1(R), deren Bilder
unter w Homotopierânder eines Elementes M" E mn sind, eine der
Restklassen, in die Bn-1(R) modulo Bn-1o(R) ~Bn-1(Rn-1) zerfâllt.
Aus den Definitionen von un-10393 und Bn-1o(R) folgt sofort. dass

Ist vn-1 E Bn-1(R), sodass 03C9Vn-1 = n, so folgt weiter aus der
eindeutigen Bestimmtheit von vn-1, nach Satz 5, dass

sein muss.
Da die Homotopierânder der Elemente von Gn die Gruppe

Nri-1 = 03C9Bn-1o(R) bilden, ist es klar, dass die Elemente von @" die
in Satz 5 genannten Produkte annihilieren. Bezeichnen wir mit
un die Untergruppe von ID1n, deren Elemente die erwähnten Pro-
dukte annihilieren, so haben wir

Ist un ferner die Gruppe der Homologieklassen von 2’(n, so gilt

Mit Satz 5 zusammen haben wir jetzt:
Satz 6. Für die Untergruppen Bn-1(Rn-1) und Bn-1(R) von

un-l gilt

Die Struktur von Bn-1(R) als Untergruppe von li’n-1 h,sst sich
durch mn aus den Homologieeigenschaften von 9 (einschliesslich
des Pontrjaginschen Quadrates) vollstândige bestimmen.

8. Zwei Bemerkungen:
A) Für die Koeffizienten el aus 5. gilt el = 1, denn 61 = D1.
B) Zum Übergang von U"-1 zu Un-1. Abgesehen vom Aus-

nahmefall ist dieser Übergang zum Beispiel in den folgenden
beiden Fällen nicht notwendig, d.h. es ist im Wesentlichen lin-1
gleich un-1:

a) 9 besitzt keine Torsion.
b ) Alle Koeffizienten ci sind gleich 1.

9. Für n = 6 kônnen wir ein Beispiel geben, welches zeigt, dass
der Ausnahmefall nicht von der Unzulänglickheit der verwendeten
Methode herrührt. Wir betrachten als Komplex die Sphâre
S3 . U5(S3) wird von (S3, S3) erzeugt, wobei 2(S3, S3) = 0 ist.
S3 ist ein Gruppenraum; da in allen Gruppenrâumen die White-
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headschen Produkte trivialerweise verschwinden, ist 585(S3) -

u5(S3), hingegen ist natürlich iffi6 = 0.

§ 6. Zur Einbettung von mn-1(R) in 03A0n-1(R).
1. Wir stellen uns die Frage, ob wir mit unserer Méthode auch

etwas darüber sagen kônnen, wie mn-1(R) in 03A0n-1(R) eingebettet
ist, (n &#x3E; 3). Es stellt sich heraus, dass wir gewisse Aussagen
machen kônnen, wobèi wir hier allerdings die zusàtzliche Vorau s-
setzung machen, dass die Gruppe 03A0n-1/mn-1(R) endlich viele

Erzeugenden besitze. Nach einem Satz von Serre in [10] besitzen
alle Homotopiegruppen eines endlichen Komplexes endlich viele
Erzeugenden, falls alle Gruppen 03A0k0 (siehe §1,1.) verschwinden,
(was zum Beispiel der Fall ist, wenn der Komplex einfachzu-
sanlmenhängend ist). In diesem Falle zum Beispiel ist also unsere
Voraussetzung erfüllt; es ist aber zu vermuten, dass sie es auch in
allgemeineren Fällen ist, da ja die Gruppe 03A0k0 in mn-1(R) enthalten
ist.

Sei nun ~1, ~2, ..., eine kanonische Basis von 03A0n-1/mn-1(R);
die Ordnung von ~i sei bi, wobei bi ~ 0 mod bi+1 für i = 1, 2, ...,
t - 1 und es sei bi = 0 für i = 1, 2, ..., s und bi =i= 0 für i =
s + 1, ..., t. Wir wâhlen in 03A0n-1(R) feste Urbilder ~1, ’YJ2’ ..., ’YJt
der Elemente ~1, fi2’ ..., ~t. Die Elemente ~1, ~2, ..., ~s erzeugen
eine Untergruppe von 03A0n-1(R), welche ein direkter Summand von
03A0n-1(R) ist. Für die Elemente ~s+1, 1Js+2’ qt bestehen Relatio-
nen von der Form

bi’YJi = 03B6i ~ mn-1(R), i = s + 1, s + 2, ..., t.
In un-1 wâhlen wir feste Elemente Ui, für welche iwUi = 03B6i gilt.
Diese Ui sind natürlich nur modulo 58n-l(g) und, wenn wir uns
auch von der speziellen Wahl der iîi als Urbilder der ~i freimachen
wollen, sogar nur modulo Bn-1(R) u brun-1 bestimmt. Was kônnen
wir nun über diese Elemente Ui und damit über die Ci aussagen?

2. Seien 03BEi feste Urbilder in 03A0n-1(Rn-1) der Elemente b.,’YJi.
Es ist wUi - 03BEi ~ mn-l, also ist wUi - 03BEi Homotopierand einer
n-Kette.

Behauptung: Es gibt eine Abbildung f i einer gelochten Stan-
dardmannigfaltigkeit Stn’i in Sf, derart dass wUi - e, Homotopie-
rand von fi(Stn’i) ist.

Beweis: Der Beweis verlâuft ganz analog zum Beweis in §4.
Der Struktur von Ui entsprechend werden die gelochten Henkel
gewählt und in 9 abgebildet; in die Sn, der wir die Henkel ansetzen,
machen wir ein Loch mehr als wir Henkel haben. Eines dieser
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Lôeher wird auf eine Sphâre, welche - xi repräsentiert, abge-
bildet, die anderen den Henkeln entsprechend. Die Abbildung
wird auf die gelochte Sphâre erweitert, die Henkel werden an-
gesetzt, so haben wir eine gelochte Standardmannigfaltigkeit St:’
die durch eine Abbildung f in St abgebildet ist; gemâss der Kon-
struktion ist zvui - ei ein Homotopierand von fi(Stn’i).

Sei Ci" eine Kette, deren Homotopierânder sich von einem Ur-
bild in 03A0n-1(Rn-1) von bi~i nur durch Elemente von mn-1(Rn-1)
unterscheidet. Es h,sst sich leicht zeigen, dass Ci Bild einer ge-
lochten Standardmannigfaltigkeit ist.

3. Sei fi(St;’) die zu wUi - 03BEi in 2. konstruierte Abbildung.
Genau so wie in §5 folgt jetzt, dass durch die Werte von fi(St:’) auf
gewissen Cupprodukten und Pontrjaginschen Quadraten (die-
selben wie in §5) Vi bestimmt ist. Falls U i nicht gleich 0 ist, folgt
daraus, dass es in 03A0n-1(Rn-1) keine der Relation bi~i = 03B6i ent-
sprechende Relation geben kann.

Satz 7. Ist Ci eine Kette, deren Homotopierânder modulo
mn-1(Rn-1) gleich einem Urbild von bi~i in 03A0n-1(Rn-1) sind,
ferner Ui ein Urbild in un-1 von Ci, so lâsst sich die Klasse von Vi
modulo n-1(R) U biUn-1 durch die Werte von Ci auf gewissen
Cupprodukten und Pontrjaginschen Quadraten eindeutig be-

stimmen.

Kapitel II.

Untersucliung der H3 in einfachzusammenhàngenden
Komplexen.

In diesem Kapitel sollen die allgemeinen Methoden von Kapitel
I auf die Untersuchung der Gruppe 1I3 in einfachzusammenhän-
genden Komplexen angewendet werden.

§ 1. Erweiterung von m3(R3) und U3.
1. Aus 03A01(R) = 0 folgt nach einem Satz von Hurewicz [11]:

J12(g) ~ G2 = D2: darin ist enthalten, dass 03932(R) = 0 ist. Es ist
U3 = U32 und es folgt aus Kapitel I: U3 = U3 = fi3. Daraus sehen
wir bereits, dass die Aussagen hier weiter reichen als im allge-
meinen Fall. Wir wollen die Gruppen u3 und m3(R3) aber noch
erweitcrn; es wird sich dann nâmlich zeigen, dass die erweiterte
Gruppe "3(R3) gleich der Gruppe F3(Sf3) wird.

2. Sei oc E 03A02(R). Aus der Definition von ce o ce E m3(R3) folgt,
dass « o oc von dem Bild einer S3 repräsentiert wird, das auf einem
Repräsentanten von ce liegt; es folgt leicht, dass die zugehôrige



121

Hopfsche Invariante y = 2 ist [12]. Das Element von F3(St3), das
durch das Bild einer S3 reprâsentiert wird, welches mit der Hopf-
schen Invarianten y = 1 auf einem Reprasentanten van oc liegt,
bezeichnen wir mit ~(03B1). Es gilt dann IX 0 oc = 2~(03B1). Die Zuord-
nung ~(03B1) hat die folgenden Eigenschaften:

Aus ihnen folgt weiter:

~(c03B1) = c2~(03B1), fur c ganz,
(m2, 2m)~(03B1) = 0, wenn mot = 0 ist.

Wir nehmen die Elemente ij(ot) zu allen 03B1 E Il2 zur Gruppe m3(R3)
hinzu und bezeichnen die so erweiterte Gruppe mit * IDJ3(Sf3). Ent-
sprechend erweitern wir die formale Produktgruppe u3, indem
wir ihr formal die Elemente 1 2 (03B1, 03B1) als Erzeugende Iiinzufügen
und verlangen, dass

für al, 03B12 ~ 03A02 gilt. Wir setzen w1 2(03B1, oc) = ~(03B1). Die erweiterte
Gruppe u3 heisse *U3. Die den Untergruppen B3(R3) und B3(R)
von U3 entsprechenden Untergruppen von *u3 môgen *R3(R3)
und *B3(R) heissen.

3. Sei Xl, X2, ..., Xr eine kanonische Basis von D2; die

Ordnung von Xi sei mi, dann gilt mi ~ 0 mod mi+, für i = 1, 2,
..., r - 1. Wir kônnen die Xi gleichzeitig als Basis von 112 be-
nützen, da II2 ~ D2 ist. Mit Hilfe dieser Basis h,sst sich jedes Ele-
ment U E *u3 eindeutig wie folgt darstellen:

der Koeffizient aij durehlâuft die Restklassengruppe Rmij der
ganzen Zahlen mod mij, wobei

Es folgt leicht, dass *U3 isomorph der additiven Gruppe der sym-
metrischen Matrizen der Ordnung r ist, deren Elemente ai; E Rmij
sind. (Wir setzen (0, 0) = 0 und R0 = 0).

§ 2. Die Erweiterung von 9X4 und der Zusammenhang von
m4 mit U3.

1. Damit der Zusammenhang von 1R4 mit U3 gewahrt bleibt,
müssen wir entsprechend der Erweiterung von u3 auch m4 er-
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weitern. Zunâchst erweitern wir die Klasse der Standardn1annig-
faltigkeiten. Ausser den gelochten Sphärenprodukten lassen wir
im folgenden auch gelochte komplexe projektive Ebenen als

Henkel einer Standardmannigfaltigkeit zu. Dadurch wird die

Gruppe der Standardzyklen in 9 erweitert, sie heisse *m4.
2. Warum lassen wir gelochte komplexe projektive Ebenen als

Henkel zu? Sei Q4 eiiie fest orientierte komplexe projektive Ebene.
Wir wâhlen in ihr eine feste Gerade S2 und machen in Q4 ein Loch,
indem wir aus ihre eine 4-dimensionale zu S2 disjunkte Vollsphàre
J/4 entfernen. Die gelochte Q4 heisse Q4’ und die Randsphäure S3 sei
so orientiert, dass 4’ = - S3. Num ist S2 ein Retrakt von Q4’, und
die durch die retrahierende Abbildung vermittelte Abbildung von
S3 auf S2 besitzt die Hopfsche Invariante y == -4- 1, je nach der

gewâhiten Orientierung von Q4. Daraus folgt leicht ± q(S2) = 4.
Wir benützen also die komplexen projektiven Ebenen um die
Elemente ~(03B1) E *m3(R3) zu bekommen. Es gilt hier wieder, dass
die Gruppe der Homotopierânder R3*m der Elemente von *R4
in *183(Q3) enthalten ist, oder dass w-1R3*m C *R3(R).

3. Entsprechend Kapitel 1, §4 wird der Beweis geführt, dass
w-1R3*m = *B3(R) ist. Lediglich bei der Wahl der neuen Henkel
müssen wir achtgeben. Sei V E *B3(R); zu diesem V wird ja ein
Elemente M4 E *m4 konstruiert, so dass WV= M4. Sei V gemâss §1,3.
dargestellt. Für i  j ist die Wahl der Henkel der zu konstruie-
renden Staiidardmannigfaltigkeit und ihre Abbildung klar; fur
’i o j unterscheiden wir zwei Fälle: 1) aii gerade. Wir ersetzen

aii1 2(Xi, Xi) durch aji (Xi, Xi ) und verwenden ein gelochtes
Sphârenprodukt als Henkels. 2) aii ungerade. Wir schreiben

aii1 2(Xi, X i ) in der Form

Für den ersten Summanden nehmen wir wieder eiii gelochtes
Sphârenprodukt als Henkel und für den zweiten Summanden eine
gelochte komplexe projektive Ebene Q4’; die Gerade S2 von Q4’
bilden wir auf Xi ab, erweitern auf Q4’ und wâhlen die Orientierung
von Q4’ so, dass sg aii~(S2) = Q4. Beim Anheften der Henkel
haben. wir dann auf die Orientierung zu achten.

In einer Beziehung geht es hier einfacher: aus 03A01(R) = 0 folgt
03A030(R) = 0 und damit auch 9î’ = 0, d.h. die Homotopierand-
bildung ist hier eindeutig und wir brauchen nicht auf die Wahl
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der Grundpuiikte der Homotopiegruppen zu achten.
Entsprechend Satz 4 von Kapitel 1 gilt

4. Aus den algebraischen Untersuchungen, die analog zu

Kapitel 1, §5 verlaufen, ergibt sich hier, dass

ferner ist *B3(R) als Untergruppe von *U3 vollstândige bestimmt
durch die Homologiestruktur von ? und damit ist auch

bestimmt. Wir werden diese Resultate später nochmals formulie-
ren.

§ 3. Beweis von *m3(R3) = r3(Sf3).
1. Es ist klar, dass *m3(R3) C 03933(R3); wir müssen also noch

zeigen, dass *m3(R3) D 03933(R3). Wir führen diesen Beweis in zwei
Schritten. Zunâchst zeigen wir, dass für einen einfachzusammen-
hângenden 2-dimensionalen Komplex R2 immer *m3(R2) = 03933(R2)
gilt. Sei p die zweite Bettische Zahl von R2. Es genügt einen Kom-
plex L2p = SI + SI + ... + 5;, bestehend aus p 2-dimensionalen
Sphären, welche in einem Punkt zusammengeheftet sind, zu be-
trachten ; 22 p hat nâmlich denselben Homotopietypus wie R2 [11].
Wir zeigen durch vollstândige Induktion nach p, dass *m3(L2p) =
03933(£2p). Für p = 1 ist die Behauptung richtig, denn r3(2î) wird
von q(Sf) erzeugt und ~(S21) ~ *m3(£21). Die Behauptung sei be-
wiesen für p - 1.

Beweis für p. Sei 03B1 ~ 03933(£2p), wir müssen zeigen : 03B1 ~ (m3)(£2p).
Es ist 2p = 2;-1 + S2p C 22_1 X 5; und es gilt für das topologi-
sche Produkt £2p-1 X S2: 03A03(£2p-1 X S2p) = 03A03(£2p-1) + 03A03(S2p) =
03933(£2p-1) + 03933(S2p). Wird OC als Element von 03A03(£2p-1 X SI be-
trachtet, so gilt daher oc = 03B21 + f32 mit 03B21 ~ 03933(£2p-1) und (J2 E 03933(S2p).
Das Element oc - (Pl + P2) von 03933(£2p) kann auch als Element von
03933((£2p-1 X S2p)3) aufgefasst werden; da es, in 03A03(£2p-1) X SI) in-

jiziert, verschwindet, ist es Homotopierand eines Zyklus Z4 von
£;-1 X S2p. Die Produkte Si X S2p, S22 X 5;, ..., S2p-1 X 5; bilden
eine vierdimensionale Homologiebasis von 22_1 X Sp, daher ist

Da mun Sz o S: = (Si X S2p)o und da die Homotopierandbildung
hier eindeutig ist, gilt in 03933((£2p-1 X Sp)3)
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Alle Elemente die hier vorkommen kônnen wir uns in £2p reprä-
sentiert denken, die betreffende Homotopie kann von (£2p-1 X 9
auf £2 projiziert werden, daher gilt in 03933(£2p):

es ist Pl E * m3(£2p-1) nach Induktionsvoraussetzung, P2 E *m3(S2p)
und 03A3p-1i=1ai(S2i o S2p) ~ * m3(£2p), also 03B1 ~ *m3(£2p), q.e.d.
Bemerkung. Bezeichnen wir mit 2" = Sf + Sn2 + ... + S" deii

Komplex der aus p n-dimensionalen Sphären besteht (n ~ 2),
welche in einem Punkt zusammengeheftet sind, so beweist man
genau so wie oben, dass die Gruppe 03A02n-1(£np) = r2n-l(2:) von
den Elementen von 03A02n-1(Sni), i = 1, 2, ..., p und von m2n-1(£np)
erzeugt wird.

2. Jetzt beweisen wir, dass * m3(R3) = 03933(R3) ist. Dazu ver-
wenden wir einen bekannten Hilfssatz, der eine naheliegende Ver-
allgemeinerung eines Satzes von Hopf in [13] ist.

Hilfssatz. Rn sei ein n-dimensionaler einfachzusammenhängen-
der Komplex (n ~ 3) uiid es sei eine simpliziale Abbildung f einer
n-Sphäre Sn in gn gegeben, derart dass das Bild des Grundzyklus
der Sn in Rn honiolog 0 ist. Dann gibt es eine zu f homotope Ab-
bildung f’ von S’n in Rn, so dass f"(Sn) auf dmn (n - 1 )-dimensio-
iialen Gerüst Rn-1 von Rn liegt.
Auf Grund dieses Hilfssatzes für n = 3 lassen sich die Elemente

von 03933(R3) durch Sphàrenbilder reprasentieren, die in R2 liegen;
diese repräsentieren aber Elemente von *m3(R2), nach der In-
jektion von R2 in R3 auch Elemente von *m3(R3), also ist 03933(R3) C
*m3(R3) und damit 03933(R3) = *m3(R3), q.e.d..

§ 4. Folgerungen.

1. Aus *m3(R3) = 03933(R3) folgt durch Injektion in ?: * m3(R) =
i03933(R3). Wie Hopf in [3], S. 322 bewiesen hat, ist i03933(R3) = F3(Sf);
daher gilt :

Wir behaupten *m4 = .34. Dies folgt sofort aus 03933(R3) =

*m3(R3), denn die Homotopierânder von 4 bilden die Gruppe
m3 n 03933(R3) = R3 n *m3(R3) = R3*m.

2. Wir fassen jetzt die Resultate, die wir bis jetzt gefunden
haben, zusammen und stellen sie geeignet dar.

Sei also R ein einfachzusammenhange11der Komplex. X21, X22,
..., X2r sei eine kanonische zweidimensionale Homologie- und
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Homotopiebasis; die Ordnungen der X2 seien n2i und wir setzen

Wir kônnen diese Basis zu einer Kettenbasis ergänzen; in der zu
dieser dualen Cokettenbasis seien Y21, Y2, ..., Y; die zu X1, X22,
..., X2r dualen Elemente. Ferner seien Z’, Z’, . ..., Z4s vierdimen-
sionale Zyklen, welche eine Basis von 4/ oder, was dasselbe ist,
von D4/G4 repräsentieren.

Satz 1. Jedes Element a E 03933(R3) lâsst sich folgendermassen
eindeutig darstellen:

wobei ai; E Bmij.
Satz 2. Jeder vierdimensionale Zyklus Z4 von R ist entweder

Bild einer vierdimensionalen Sphâre oder Bild einer topologischen
Summe v on komplexen projektiven Ebenen und Produkten von
je zwei zweidimensionalen Sphâre.

Satz 3. Die Homotopierânder der Zyklen Zf, Z42, ..., Zs sind
durch die Homologiestruktur von $t bestimmt:

k = 1, 2, ..., s. Diese Homotopierânder bilden eine Basis von
R3 ~ 03933(R3); damit ist auch die Struktur von 03933(R) ~ 03933(R3)/
9î3 ~ 03933(R3) bestimmt.
Bemerkung. Bezeichnet u4 die Untergruppe von Sj4, deren Ele-

mente alle Cupprodukte und Pontrjaginschen Quadrate annul-
lieren, so folgt aus Satz 1 und Satz 3, dass

Wir kônnen also die Elemente Z41 ,Z42, ..., Z4s auch als Reprasen-
tanten einer Basis von D4/u4 ansehen. 

§ 5. Die Bestimmung von 03A03(R) aus der Homologiestruktur
von R.

1. Wir bestimmen zunâchst 03A03(R3). Die Gruppe 03933(R3) C
H3(Sù3) ist schon bekannt. Es ist 03A03(R3)/03933(R3) ~ G3(R3) = G3(R3).
Nach Kap. 1, §3, 1. gilt D3(R3)/G3(R3) ~ 03932(R2) n ffi2; nun ist

03932(R2) = 0, da aus 03A01(R) = 0 D2(R2) ~ 03A02(R2) folgt, also D3(R3)
= G3(R3). Damit gilt 03A03(R3)/03933(R3) ~ D3(R3). Die Gruppe D3(R3)
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ist eine freie Gruppe, daraus folgt leicht

und wobei die Summe als direkte Summe su verstehen ist.

2. Aus 1. folgt, dass 03A03(R)/03933(R) ~ D3(R). Mit Hilfe einer
kanonischen Basis von D3(R) kônnen wir eine Basis X31, X3, ..., @ X3
von D3(R3) so wâhlen, dass der Kern der Injektion von D3(R3) in
D3(R) eine Basis niX3i, i = 1, 2, ..., t, besitzt, wobei ni ganz, ~ 0
und ni = 0 mod ni+1, für i = 1, 2, ..., t - 1. In 03A03(R3) wâhlen
wir feste Urbilder 03BE1, 03BE2, ..., 03BEt der Elemente X31, X32, ..., @ X3 . Die
03BEi bilden eine Basis von F. Wir suchen eine Basis von ffi3. In Satz 3
wurde eine Basis von R3 ~ 03933(R3) gegeben; wir haben sie noch zu
ciner Basis von ffi3 zu ergânzen. Sei  E ffi3, hé liegt in der Unter-
gruppe von D3(R3), welche von den Elementen niX3i erzeugt wird.
Daraus sehen wir, dass die Elemente niei + Ci, für diejenigen i für
welehe ni ~ 0 ist, zusammen mit der Basis von R3 ~ 03933(R3) eine
Basis von ffi3 bilden, wobei die Ci gewisse Elemente von 03933(R3)
sind. Wie findeii wir diese Ci? Wir verfahren entsprechend Kap. 1,
§6. nk03BEk + 03B6k ist der Homotopierand einer Kette C4k, welche den
Rand nkX k hat. Indem wir eine geeignete gelochte Standard-
nlallnigfaltigkeit auf Ck abbilden, kônnen wir zeigen, dass

Dllrch Abanderung von 03BEk, dièses ist als Urbild von X k nur mod
03933(R3) bestimmt, kann man die Koeffizienten von 03B6k noch mod nk
reduzieren. Daraus folgt nun zusammengefasst:

Satz 4. Die Gruppe 03A03(R3) lâsst sich darstellen als direkte

Summe

03A03(R3) = F + 03933(R3), wobei F ~ D3(R3).
In dieser Gruppe ist eine Untergruppe ffi3 ausgezeichnet, indem
03A03(R) r" 1I3(Sf3)fffi3 ist. Eine Basis von R3 kann folgendermassen
gefunden werden: Sind Ci, C2, ..., C4q diejenigen Elemente einer
vierdimensionalen kanonischen Kettenbasis von R, deren Ränder

~ 0 sind, und ist 4k = nkX k, mit nk ~ 0 mod nk+1’ für k = 1, 2,
..., q - 1, so gibt es Urbilder 03BE1, 03BE2, ..., 03BEq in 03A03(R3) der Elemente
X31, X32, ..., X3q, welche einer Basis von F angehôren, so dass
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wobei die Querstriche über den Koeffizienten bedeuten, dass diese
Koeffizienten mod (mij, nk ) zu reduzieren sind. Diese Homotopie-
rander bilden mit der Basis von R3 ~ 03933(R3) von Satz 3 zusammen
eine irreduzible Basis von R3.

3. Die Zahlen nk in Satz 4 seien &#x3E; 1 für k  p, = 1 für k &#x3E; p;

nl, n2, ..., np sind die dreidimensionalen Torsionskoeffizienten.

Nehmen wir an, dass die Gruppen D4(R, Q)ni) für i = 0, 1, ..., p
bekannt seien (no = b, (M. = R) samt den natürlichen Homo-
morphismen hi von D4(R, Bni-1) in D4(R, Rni), i = 1, 2, ..., p.
Wir wâhlen in jeder der Gruppen D4(R, Rni) Repräsentanten einer
Basis von D4(R, Rni)/hiD4(R, Rni-1) für i = 1, 2, ..., p; so erhalten
wir insgesamt p Elemente *Ci, *C4i ~ D4(R, Rni). Nehmen wir für
die Ketten C4 des Satzes 4 Repräsentanten der *Ci für i = 1, 2,
..., p so dürfen wir in den Summen auf der rechten Seite von (1)
die Elemente *C4i statt der Ketten C4 einsetzen. Für i &#x3E; p fallen
die Summen auf der rechten Seite von (1) a priori weg.

Sind die Gruppen D2(R), D3(R) und D4(R, Rni =) (no = 0, Ro = OE,
nl, n2, ..., np die dreidimensionalen Torsionskoeffizienten mit

ni = 0 mod ni+1) bekannt samt den natürlichen Homomorphismen
hi von D4(R, Rni-1) in D4(R, Rni) (für i = 1, 2, ..., p) und kennt
man die Cohomologieringe von 9 (inklusive Pontrjaginsches
Quadrat) bezüglich der Koeffizientenbereiche R und Rm (m
durchlaufe alle 2- und 3-dimensionalen Torsionskoeffizienten von

St samt deren Teilern), so sagen wir die Homologiestruktur von St
"im weiteren Sinne" sei bekannt.

Mit dieser Definition kônnen wir nun abschliessend sagen:
Satz 5. Die Struktur der Gruppe 03A03(R) ist bestimmt durch die

Homologiestruktur von $t "im weiteren Sinne".

§ 6. Vierdimensionale geschlossene orientierbare einfach-
zusammenhângende Mannigfaltigkeiten.
Wir spezialisieren uns in diesem Paragraphen auf einfachzu-

sammenhangende geschlossene orientierbare vierdimensionale

Mannigfaltigkeiten. Sei M4 eine solche und seien p, ihre Bettischen
Zahlen, k = 0, 1, 2, 3, 4. Aus den Voraussetzungen folgt mit Hilfe
des Poincarëschen Dualitâtssatzes, dass po = P4 = 1, pl = P3 = 0
und dass M4 keine Torsion besitzt.

Satz 6. Sei M4 eine vierdimensionale einfachzusammenhängende
geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeit und sei p2 ~ 0 ihre
zweite Bettische Zahl. Die Gruppe 03933((M4)3) ist die freie Gruppe

von p2(p2+1)2 Erzeugenden. Die Gruppe 03A03(M4) ist die freie
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Gruppe von p2(p2+1) 2 - 1 Erzeugenden. Der Cohomologiering
von M4 ist isomorph einem Unterring des Cohomologieringes einer
Standardmannigfaltigkeit.

Beweis. Aus Satz 1 folgt sofort die erste Behauptung des Satzes.
Nach Satz 2 lâsst sich eine Standardmannigfaltigkeit St4 mit dem
Grade + 1 auf M4 abbilden (M4 sei fest orientiert). Nach Hopf
[14], S. 81, Satz IIb ist dann der Cohomologiering von M4 iso-
niorph einem Unterring des Cohomologieringes der St4, womit die
dritte Behauptung bewiesen ist. Es bleibt noch die zweite zu
beweisen.
M4 kann nicht sphärisch sein, denn daraus würde nach Hopf

[14], S. 81, Satz IIIa, P2 = 0 folgen. Da D3 = 0, ist 03A03(M4) =
T3(M4). Da p4 = 1 und da M4 nicht sphärisch ist, haben wir nach
Satz 3 zu r3((A14)3) genau eine erzeugende Relation hinzuzufügen,
um F3(M4) zu erhalten, nâmlich den nullgesetzten Homotopierand
von M4. Sei

diese Relation, wobei wir für die Basen die Bezeichnungen von § 4,
2. verwenden (1. = p2, mi - 0, i = 1, 2, ..., p2). Es gibt nun eine
l3asis von 03933(M4), deren Elemente, abgesehen vom letzten, die
Ordnung 0 besitzen; das letzte Element hat den G.G.T. der Zahlen
aij, i ~ j, 1, j -- 1, 2, ..., P2, als Ordnung. Die Schnittmatrix (aij)
hat die Determinante ± 1, da ikI4 eine geschlossene orientierbare
Mannigfaltigkeit ist, daher ist der G.G.T. der Zahlen aij gleich 1.
Das letzte Elément der besagten Basis von h3(M4) kônnen wir also
weglassen, d.h. 03933(M4) = 03A03(M4) ist die freie Gruppe von

p2(p2 + 1) 2 - 1 Erzeugenden. Damit ist alles bewiesen.
Für p2 = 0 gilt natürlich 03933((M4)3) ~ 03A03(M4) = 0.

Iiapitel III.

(Anhang zum Kapitel I)

Die Voraussetzungen seien hier dieselben wie bei Kapitel I.

§ 1. Eine Verallgemeinerung der Méthode von Kapitel I.

1. Wir nehmen an, dass sich die r topologischen Produkte von
Einheitswürfeln
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Pi = En, x En2 x ... X Eni-, x Eni+1 x ... x Enr, ni ~ 1,
für i = 1, 2, ..., r (r &#x3E; 3), durch stetige Abbildungen fi in den
Komplex 9 abbilden lassen, wobei die f folgenden Bedingungen
genügen:

wobei wir unter xi einen beliebigen und unter o, den Nullpunkt des
Einheitswürfels Elli verstehen.

Unter diesen Annahmen kônnen wir ein Element oc der Gruppe
03A0n1+n2+...+nr-1(R) wie folgt konstruieren: Bei geeigneter Orien-

tierung der Produkte gilt

wir definieren eine Abbildung f auf ( E ni X En2  ... X Enr).
indem wir setzen

Gemâss den Annahmen über die fi ist die Abbildung f stetig und
repräsentiert ein Eleme11t ex. E 03A0n1+n2+...+nr-1(R). Die Abhängigkeit
dieses Elementes oc von den Annahmen soll hier nicht weiter

untersucht werden.
2. Wir setzen jetzt voraus, dass das in 1. konstruierte Element

oc = 0 ist. Daraus folgt, dass wir die Abbildung f auf En1 X E"2 X
... X E nr erweitern kônnen. Aus den Voraussetzungen über die
fi folgt, dass wir die Randpunkte der Elli identifizieren dürfen,
d.h. wir haben eine Abbildung f des topologischen Produktes

in den Komplex vor uns. Der Punkt auf Snk, der durch Identifi-
kation der Randpunkte von En1c entsteht, heisse ok. Sei

X nk ist ein sphârischer Zyklus von R, dessen Homologieklasse wir
auch mit xnk bezeichnen. In den Homologiegruppen von R führen
wir Basen ein, so dass sich die Elemente xnk in der Form

darstellen lassen, wobei die Ynk Basiselemente sind. Wie in Kap. I,
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§ 5, 3. führen wir zu den Ynl-- duale Elemente Y’nk ein. Sei h’ der
Homomorphismus der Cohomologiegruppen von R in diejenigen
von S ni X "-,,n2 X ... X S nr. Das skalare Produkt

lâsst sich in Snl X S"2 X ... X Snr berechnen; wir müssen zu

diesem Zweck die Xnk und die Homologiegruppen, in welchen sie
liegen, kennen. Ist dieses Skalarprodukt ~ 0, so ist f( SnI X Sn2 X
... X snr) nicht homolog 0 in 9 und daher ist oc nicht trivialerweise
gleich 0.

§ 2. Anwendung.
In diesem Paragraphen geben wir eine Anwendung der Methode

von § 1.
Satz. Sei X ein n-dimensionaler sphârischer Zyklus, der nicht

homolog 0 ist in R, n gerade, &#x3E; 2. Sei X = cY, c ganz, &#x3E; 0, wobei
Y ein Basiselement der Ordnung m (m = 0 oder m &#x3E; 1, c ~ 0
mod m) einer geeigneten Basis von SJn ist.

Seien ferner die Homotopiegruppen

Ist s die grôsste ganze Zahl  r, für welche

css ! ~ 0 mod m
gilt, so sind die Homologiegruppen

Beweis. 1) Wir beweisen zunâchst, dass es für jedes k, k = 2,
3, ..., r, eine Abbildung eines Produktes von k n-dimensionalen
Sphären in ? gibt, wobei X das Bild jedes Faktors ist. Diesen
Beweis führen wir durch vollstândige Induktion.

k = 2. Sei [X] = ex, « E II n; nach Voraussetzung ist ce o a = 0,
daher lâsst sich ein Produkt von 2 n-dimensionalen Sphären in R
so abbilden, dass X das Bild jedes Faktors ist.

Induktionsvoraussetzung: Das Produkt S1 X S2 X ... X Sk
von k n-dimensionalen Sphären lasse sich durch eine Abbildung f
so in R abbilden, dass X das Bild jedes Faktors ist und dass für
i ~ j f(51 X ...  Si-1  0i X Si+l X...  Sk) = t(Sl X ...
x SI-1 X Oj X Si+l X ... X 5k).
Behauptung: Dasselbe gilt für k + 1.
Beweis: Wir setzen k + 1 Abbildungen gi an:
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für i = 1, 2, ..., k + 1, wobei wir von den n-dimensionalen Ein-
heitswürfeln Ej zu den Sphären S durch Randpunktidentifikation
übergehen (die Randpunkte der Ej sollen in die ausgezeichneter.
Punkte o l der Sphären übergehen). Auf Grund der Induktions-
voraussetzung sind dann die Annahmen, die wir zu Beginn von § 1
machten, für die gi erfüllt; es h,sst sich wie in § 1, 1. eine Abbildung
g auf (E1 X E2 X ... X Ek+1). definieren, welche wir, da II(k+1)n-1
= 0 ist, auf El X "E2 X ... X Ek+1 erweitern kônnen. Damit
haben wir eine Abbildung g des Produktes Sl X S2 X ... X Sk+1,
wobei X das Bild jedes Faktors ist und wobei für i ~ j

gilt, da wir die gi entsprechend angesetzt haben und nach In-
duktionsvoraussetzung.

2) Sei jetzt k fest und f die Abbildung des Produktes 51 X S2 X
... X Sk in R. Wir wâhlen wieder ein zu Y duales Element Y’;
Y’ ist ein Cozyklus mod m. In Si X S2 X ... X Sk wâhlen wir
ebenfalls zu den Faktoren duale Elemente T,, T2, ..., T k; für
diese gilt

wobei T der zum Grundzyklus des Produktes Sl X S. X ... X Sk
duale Cozyklus ist. Y’ und alle Ti haben gerade Dimension, daher
ist das Cupprodukt kommutativ. Sei h’f der Homomorphismus der
Cohomologiegruppen von 9 in diejenigen von 51 X S2 X ... X Sk .
Es ist

Daher gilt

wobei bei den mehrfachen Cupprodukten Faktoren zu setzen
sind. Da Y’ ein Cozyklus mod m ist, kônnen wir schliessen, dass
f(S1 X S2 X ... X Sk) nicht homolog 0 ist in 9, falls ckk! ~ 0
mod m ist, q.e.d..
Für ungerade Dimension von X würde der zweite Teil des Be-

weises versagen; ausserdem kann der Satz dann nicht uneinge-
schrânkt gelten, wie das Beispiel in Kap. I, § 5, 9. zeigt.
Der Spezialfall dieses Satzes, in welchem X nicht divisions-

homolog 0 ist in R, wurde bereits in der Einleitung formuliert. Es
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ist leicht zu sehen, dass in diesem Fall die Zyklen, welche sich
durch Konstruktion in den Gruppen Dkn ergeben, die Ordnung 0
besitzen, k = 2, 3, ..., r. Daher enthâlt die Gruppe jjk" in diesem
Fall eine unendlich zyklische Untergruppe, k = 2, 3, ..., r.

’ Korollar. Es gibt keinen endlichdimensionalen Komplex, der
in den Dimensionen kn - 1 asphärisch ist, für k = 2, 3, ... (n
gerade, ~ 2), und der einen n-dimensionalen sphärischen Zyklus
besitzt, welcher nicht divisionshomolog 0 ist.

Wir wollen noch den Zusammenhang des bewiesenen Satzes mit
der Theorie der Eilenberg-MacLaneschen Gruppen herstellen. Ein
Satz von Eilenberg und MacLane [15] lautet:

Ist ein Komplex asphärisch in allen Dimensionen, ausser der
Dimension n (n &#x3E; 1), so gilt für seine Homologiegruppen:

Dk = 0, für k  n, Dn ~ 03A0n, Dk = Dk(03A0n), für k &#x3E; n.

Zur Bestimmung der Gruppen Dk(03A0n) für k &#x3E; n folgt aus unse-
rem Satze:

Ist n gerade, 1I" gz 0, so enthâlt die Gruppe Dkn(03A0n) eine un-
endlich zyklische Untergruppe, für k = 2, 3, ....

Ist n gerade, 03A0n ~ Rm, so sind die Gruppen Dkn(03A0n) nicht
trivial, für alle k, für die k! ~ 0 mod m gilt.
Wir kônnen daher auch sagen: Es gibt keinen endlichdimen-

sionalen Komplex, dessen Homotopiegruppen IIr = 0 sind für
r ~ n, n gerade, &#x3E; 0, und dessen 03A0n ~ 0 und nicht endlich ist.
Damit ist ein Beitrag zur Beantwortung einer von H. Hopf ge-
stellten Frage geleistet ([16], S. 258, Problem 30); der Spezialfall
n = 2 wurde bereits von H. Hopf a.a.O. ausgesprochen. Ob ein
âhnlicher Satz für ungerades n &#x3E; 1 gilt, ist, soviel wir wissen,
nicht bekannt.
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