COMPOSITIO MATHEMATICA

ROBERT REMAK

Uber algebraische Zahlkorper mit schwachem
Einheitsdefekt

Compositio Mathematica, tome 12 (1954-1956), p. 35-80
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1954-1956__12_ 35 _0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1954-1956, tous droits réser-

2

VEs.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique I’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1954-1956__12__35_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Uber algebraische Zahlkérper mit schwachem
Einheitsdefekt

von

Robert Remak t *).

Einleitung.

In einer Arbeit ,,Ueber GroBenbeziehungen zwischen Dis-
kriminante und Regulator eines algebraischen Zahlkérpers” 1)
(ZDR) habe ich die Abschitzung bewiesen

| R| 2n(n—1) =2
(1) log|D|§nlogn+Rminlog2. P .

Hierin ist D die Korperdiskriminante, n der Grad des algebrai-
schen Zahlkérpers & und R der Regulator des Korpers 2). R,
ist die von D unabhingige beste untere Schranke fiir |R l aus
meiner fritheren Arbeit 3) RU. Wenn n = r 4 2s ist, wo r die
Anzahl der reellen Konjugierten, s die Anzahl der Paare kon-
jugiert komplexen Konjugierter einer erzeugenden Zahl des
Korpers bedeutet, so ist k =r 4 s —1 die Anzahl der unab-
hiéngigen Einheiten in & ¢), ferner

*) Diese Arbeit wurde von welland RoBERT REMAK bei den Acta Arithmetica
eingereicht und von der Redaktion angenommen Ende 1938 oder Beginn 1939.
Nach dem Kriege miite man feststellen, daB das Schreibmaschinenmanuskript
in Warschau verloren gegangen war. Der Autor hatte aber in Amsterdam ein in
Gabelsbergerscher Kurzschrift gestelltes Manuskript hinterlassen, mit Anweisungen
fiir die Publikation im Fall seines Todes. Dieses Manuskript wurde im Auftrag des
,,Mathematisch Centrum, Amsterdam’ von Frau VAN DER WAERDEN in gewdohn-
liche Schrift iibersetzt.

RoBERT REMAK kam in den dreiBiger Jahren als Emigrant nach Amsterdam
und wurde 1942 von der deutschen Besatzung nach Annaberg abtransportiert.
Es muB angenommen werden, daB sein Leben vor dem Kriegsende (in Auschwitz?)
ein Ende fand.

1) REmMaK, Compositio Mathematica, 10 (1952), p. 245—285.

) siche E. HECKE, Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen,
Leipzig 1923, S. 131.

?) R. REMAK, Ueber die Abschitzung des absoluten Betrages des Regulators
eines algebraischen Zahlkérpers nach unten, J. f. Math. 167 (Hensel-Festband)
1931, S. 860—378, zitiert RU.

4) siehe l.c. Anm. %) S. 128.
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g_k+5+v2~5+2k+17
— . i

Hierbei muBten die Koérper mit Einheitsdefekt ausgenommen
werden, das sind diejenigen algebraischen Zahlkérper &, die nicht
mehr unabhéngige Einheiten besitzen als ein echter Unterkérper
®. Es ergab sich leicht, daB hierzu notwendig und hinreichend ist,
daB § total imaginir, & total reell und der Relativgrad 2 ist.

Ich werde in der gegenwirtigen Arbeit zwischén starkem und
schwachem Einheitsdefekt unterscheiden. Der Einheitsdefekt
heiBt stark, wenn alle Einheiten und Einheitswurzeln von &
auch in & liegen. Ein Einheitsdefekt, der nicht stark ist, heiBt
schwach. Bei schwachem Einheitsdefekt enthilt also & mindestens
eine Einheit oder Einheitswurzel, die nicht in & vorkommt.

In § 1 dieser Arbeit will ich zeigen, daB sich die Abschitzung
(1) fur Korper mit schwachem Einheitsdefekt fiir n =6 retten
14Bt, wihrend fiir # = 4 und schwachem Einheitsdefekt, also
fir k£ = ], fiir sich die Formel ZDR § 9 (137) retten 1a8t, so da3
es also geniigt, die Zahlkorper mit starkem Einheitsdefekt zu
behandeln, d.h. die Zahlkorper &, deren sdmtliche Einheiten in
® liegen.

Beim Beweis wird benutzt, daB der Index zwischen den Ein-
heitsgruppen in ® und &, von den EKinheitswurzeln abgesehen,
nur 1 oder 2 sein kann. Der Nachweis hierfiir wird in § 2 ge-
fithrt. Der Leser, der nur das unbedingt Notwendige finden will,
um die in § 1 gegebene Abschitzung vollstindig zu begriinden,
braucht nur die §§ 1—2 zu lesen.

Da die Frage nach den Zahlkorpern von schwachem Einheits-
defekt an sich von Interesse ist, werde ich sie in den folgenden
Paragraphen eingehend behandeln und vor allem zeigen, daB
iiber einem festen total reellen Korper & nur endlich viele ver-
schiedene Oberkérper & vom relativen Grad 2 von schwachem
Einheitsdefekt moglich sind. Die Einheiten in & sind entweder
Einheitswurzeln oder von der Form =’¢’, worin n’ und &' nicht
fiir sich in & vorkommen; es ist

(2)

” A
T =7

eine total positive Einheit in &, die kein Quadrat in & ist;

2
r =&

ist eine in § vorkommende Einheitswurzel.
Der Leser, der die vorangehende Arbeit ZDR nicht kennt, kann
§ 1 iiberschlagen, mit § 2 zu lesen beginnen und findet eine vollig
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elementare Arbeit iiber die Eigenschaften der algebraischen Zahl-
korper von schwachem Einheitsdefekt (ohne Geometrie der
Zahlen und ohne Idealtheorie). Die Betrachtungen werden sich
in zahlreiche Schliisse gliedern von denen jeder einzelne so ein-
fach ist, daB ich sie nicht gerne als Hilfssatz, sondern als Bemer-
kung bezeichnen mochte.

§ 1.

Es sei ein total reeller algebraischer Zahlkorper & vom Grade 7
enthalten in einem total imagindren Zahlkérper & vom Grade
n = 2#4. Dann besitzt nach ZDR § 1 der Korper & einen Einheits-
defekt. Der Einheitsdefekt soll ein schwacher sein, d.h. es sollen
in & Einheiten oder Einheitswurzeln ¢ existieren, die nicht in
& liegen. Man adjungiere 9 zu &. Da der Relativgrad 2 eine Prim-
zahl ist, kann es keinen Zwischenkorper geben. Es ist also

® = {(®).
Es sei
&P, &P, ..., &M

eine Basis der ganzen Zahlen von ®. Dann ist fiir die Korper-
diskriminante D von &

&Y &P ... &

— A1) A(2) (%)

= @ O ... &

abs V |D | = abs| 2 2 2
A1) @ o)

@ M

Hierin durchliuft @@ bei festem g die algebraisch Konju-
gierten von &,

8,60, 9,69, ..., &P, 6P, 62, ..., &

ist eine Basis aller oder gewissen ganzen Zahlen in &. Die Deter-
minante der Ubergangssubstitution gegeniiber der vollstandigen
Basis der ganzen Zahlen in & ist eine ganze rationale Zahl. Es
ist also
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f 8,80, 8,62 ... 9,60, &0, 6@ ... oM
By, By ... Dy, AP, &P ... B

A 1 A 2 A o A A A
8369, 9,82 ... e?;,w(;:'), &%, &P ... oW

bs V/|D| < abs

3,60, 1910)(2) LB 6P, 1, &P ... oP

3,60, FydD ... By, BN, S . . . @
a_ all 3. a2 q. A (1 (2 (%
’09,‘;60(;‘), 0;0)(;) . 0;; (:), 0)( ), (2) w(;:‘)
q A(1 q A(2
@) (8,—8,)00, (9—5,)62 ... (8,—B,)d™, 0, 0 ... 0

(02—52)(6;”, (B—DB3)dP) . . . (D 192)(»2 ,0, 0...0

(®;—8;)6Y, (0 F)62...9;—8:;)6%P, 0, 0 ... 0

=abs R
§80 o ... F0P oD, 6P.. .60
B0, B ... B, “”’ , O, &P, . . HM

A(3) A1) A@)  a(R)
,(,0;' Cl);;... -

=8, —8|.|9—D|... |9, —B;|. (abs V[ D])*
<2|8|.2|0|...2|% | . V[DE=2"VID]

Bei der Aufstellung der ersten Determinante in (8) geht man
folgendermaBen vor. Es sei 2, eine erzeugende Zahl von &. Die
27 Konjugierten von 2, seien so angeordnet, daB die ersten 7
keine zwei konjugiert komplexe Zahlen enthalten und daB

By =3 fir 1 S v < 4.

Hierin bedeute @ die zu a konjugiert komplexe Zahl. Man erhalt
fir 1 < p < 24 = n die u-te Zeile aus der ersten, indem man 2,
durch z, ersetzt. Hierbei ergibt sich fiir die reellen Zahlen

A0 ,.
WDy = wi('e)

Die zweite Determinante in (8) entsteht aus der ersten durch
Subtraktion der (# -+ »)-ten Zeile von der »-ten Zeile; ferner
ist in (8) benutzt, daB

{[M | 9a] ... |9;| =abs V9,8,0,0,...9;9; =
= abs V' Norm #, = 1.
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Man erhdlt also aus (3)
() D] 2 D
(4) kann zur Abschitzung von log [ D | benutzt werden. Es sei
k = 2, also
(5) #=8n=6.
Die Falle 4 =1 und # = 2 sollen spiter nachgeholt werden.
Fir & gilt die Abschitzung (1). Es ist also
(6) log|D|=<2ilog2+ 210g|b | =<

, owg o 2RI o 2A—1) B
=2ilog2+ 2iilog# + x—log2.——— .4 % .
Ruing, E+1
In (6) ist Rmiuo geschrieben, weil nach RU fiir total reelle
Korper die giinstigste untere Schranke durch das Quadratver-
fahren gewonnen wird.

Die auf & beziiglichen Zahlen miissen in die entsprechenden

auf & beziiglichen umgerechnet werden. Es ist

n =24
oder
(7) # = n.
& ist total imaginir, also
(8) r=0, s= —g— =74
! ist total reell, also
n
9 Ff=d=—, §=0
(9) 7 2
mithin
n
k=04 ——1=——1
+ 2
n n
(10) 2 + 1 2

also die Bedingung des Einheitsdefektes
(11) kE==F
mithin wegen Formel (2) auch

(11a) g=4g.
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Es ist nach ZDR (8)
1
(12) | R| = Szabs [hy|. |R].

Der Beweis dafiir, daB die ganzzahlige Ubergangsdeterminante
(13) abs [kl” I =2
ist, soll in § 2 nachgeholt werden. Es ist nach ZDR (33)

log2 =4

Vi +1

ebenso

) R
13 - log2 =4
(18a) \/“_log

also mit Riicksicht auf (7) und (11)

(14) 4=

Es soll R, nicht mit R, 0° sondern mit R_; verglichen
werden. Es ist nach ZDR (83) mit Riicksicht auf (8)

(15) Rmin:ﬂ"w“/{k'w
VE+1 (4)™
(16) Rminz‘%-@-ﬁi'w-
VE++1 (27 )"
Wegen (14) ist
(17) 2. Min (27, A) = Min (47, 4).

® ist total reell, enthilt also nur die Einheitswurzeln 4+ 1
und — 1; also ist w = 2. Man erhilt also aus (15) und (16) mit
Riicksicht auf (11), (14), (17)

(18) R 2

w . 2F
Jetzt setzt man (7), (11), (11a), (12), (18), (18) in (6) ein:

min — Rmin .

4
- B

(19) log|D| < nlogn+

Mgy, 2F

=nlogn—1—I—Rl—log2.—————.g2 .f
R, k41
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worin

(20)

Der Koérper der w-ten Einheitswurzeln ist wegen der Irreduzi-
bilitit der Kreisteilungsgleichung ) vom Grad ¢(w) und in &
enthalten, also ist m, durch ¢(w) teilbar.

Es sei

w = phpi...pim,

worin p,, pg, . - ., P, untereinander verschiedene Primzahlen und
die Exponenten a«, =1 sind. Dann ist

pw) = (py— 1)pf(py — 1)p3*" . . . (P — 1)po—t.
Es ist fiir 2 = 2
2=2x>z41
also ist fir p, =8
(Pp—1)*>py
mithin fir p, =8
21)  ((Bu—Vpp) > py - 0% Z pup = p
Fiir p, = 2 erhilt man
(22) 2((py—1)ptr1)2 = 2. 280N > 2, 201 = 2%,
Unter Beniitzung von (21) und (22) ergibt sich
2t = 2(p(w))? =

also die rohe, aber hier ausreichende Abschitzung fiir w

w < 2n2.
Dies ergibt, in (20) eingesetzt,
R._.
(28) f < mplmin,
ming

Es ist nach ZDR (83) und (83Q)
Bi, . .: (Min (27, 4))
R. =2 o g \Z_\"7))
Y/ SR (27)"

B;, s A*
vE+1 2k

5) Siehe z.B. die Arbeiten, simtliche in der Math. Z., 26 (1927) S. 442—444 von
Spith, 29 (1929) S. 426 von Landau, S. 463 von I. Schur.

Rmino =
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Mit Riicksicht auf (10) und (7) erhédlt man aus (23)
B2n-1
(24) f=Ent—— 3. .21, M.

n-1

Hierin ist zur Abkiirzung

a

(24a) M= (Min (1; 21));'

44

gesetzt. Es ist
(240) M=l
In (24) ist nach ZDR (76) einzusetzen

B, =— LA
221’(2+12’-)
also
2n-1 1
n2(£)2 1‘(2+"_) )
(25) = . Lol M =
n-1 271 —1
(27 =)
2
; I’(2+"_1)
= 20/%(2n)2
21— 1
rle+ 27

Hierin setzt man nach (24a), (18a), (10)

~

M= (A)'? _ (\_/n710g 2)5

27 27
und erhilt
n—1
A
L] 2 V7 log 2\ »
(26)  f< 24 (2n)? . ; ( ”°g)
21— 1 27
r(z +25)
2
#—1
)
LD N

(2,,)% . I’(z +
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worin F,; zur Abkiirzung eingefiihrt ist. Man benutzt die Rekur-
sionsformel der I-Funktionen

I(z)=(x—1)(x —1)

und bildet
. - #A—1
@r) L» _ (g2’ iz T _
) F,y 2m '?;_2+2'(1+2ﬁ—1) 24—1
(h—2) e 2
_ (log2)? 1 A2 + 1) _
4n ) A (A—2)( +)(A—1)
(%)
" 1
_ (log2)? 1 1+ _
e D
(1_i) A\
n
- Blo Bz. Bs
© 2 A-1 1
28 log B, — (__) L
(28) 0g Dy }El ) 2

ist konvergent fiir 4 > 2. Mit wachsendem # nimmt log B,
stindig ab, weil die Glieder der rechten Seite von (42) einzeln
stindig abnehmen, also nimmt B, stindig ab. In B, nimmt mit
wachsendem # der Zihler stindig ab, die beiden Faktoren des
Nenners stindig zu, also B, sténdig ab. Also nimmt

F;
. F;,
stindig ab. Da nach (5) nur Werte %# = 8 betrachtet werden
sollen, geniigt es, in (27) 4 = 5 anzunehmen. Es ist

9
Fy, (0,72 5* 3
= U R T
F, 2n 3 (1+3)3
- 1 5¢1/5.3 3.2.2
2.2.7 3#/3.3 11.9
1 5 4 8.2.2
< — e — e —.
2.2.8 3 3 11.9
5.4 2500

<=
3.10 7290
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mithin

F
(29) F” <1 fir 4 = 5.

-
n-2

Es geniigt also, zu zeigen daB F3 <1 und F, <1, um mit
Hilfe von (29) schlieBen zu konnen, daB F; < 1 fiir 4 = 8. Es
ist, nach (26) unter Beniitzung von I'(}) = =¥

log 2)° 2
Fs=2~(—92'3*'m=
(27)* nt.g-2-2-2

log2)p.2f.8t  (07)2.07.2.2¢. 6t
_ (log 2) L) <

n2. 85 85
0,1.2%.3
— =048 <1
F4=2.(log2)4.44. 2t.1.3.3 _
@ap VA I.3.5.7.3
_ 2%(log2)* _2°.(0,7) 27 128

=— <1
72.7.9 9.7.9 9.7.9 567

A

Es ist also mit Riicksicht auf (26)
S F;<1 fir 4 =38.
Dies ergibt, in (19) eingesetzt,

R| 2n(n—1) *t
(80) log Dlgnlogn+| log2. —————.g?2
I . Rmin k+1

Das ist aber genau die Formel (1), die also fiir £ = 2, d.h.
n = 6, auch im Falle des schwachen Einheitsdefektes gilt. Im
Falle k =1 gelten die besonderen Abschétzungen ZDR § 9 (185),
(136), (187)

(81) log|Dj=<2log2+2|R| firn=2r=2 s=0
(82) log|D|§3log3+2\/3—|R|fiirn=3,r=1,s=1
(83) log|D|<4log4+4|R| firn=4r=0s=2

(82) kommt hier nicht in Frage. Es soll gezeigt werden, daB
fir £ =1 und schwachen Einheitsdefekt, die gleichen Abschit-
zungen gelten. Es muB also 4 = 2; n = 4 sein. Es ist nach (4)

(34) log |D| < 4log2+2log|DI.
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Es ist, da k = 1, nach (12) und (13),

abslhlﬂl
2
In (84) setzt man (31) ein und benutzt (35):

2
(85) |R,| = .]R|§?|R|=|R|.

log|D| <4.log2+2(2.log2+2|R|)
—4.loga+4|R|<4.logs+4|R|

Damit ist aber (83) auch fiir den Fall £ = 1 fiir Korper mit
schwachem Einheitsdefekt bewiesen.

Fir n =2; r =0, s ==1, also imagindr-quadratische Zahl-
korper ist k£ = 0. Bei schwachem Einheitsdefekt kénnen in & nur
Einheitswurzeln auftreten, und zwar die 4. oder 6. Einheits-
wurzeln. Es handelt sich um die beiden Zahlkérper P(¢) und
P(iV'3) mit den Diskriminanten | D | = 8 bezw. | D | = 4. Fiir
diese ist

log'D I =2log?2

Es sind also bis auf den im néchsten Paragraphen zu fiihren
Nachweis von (18) die Abschétzungen aus ZDR auch fiir schwa-
chen Einheitsdefekt erwiesen, und es braucht mithin nur der
starke Einheitsdefekt ausgenommen zu werden, d.h. der Fall,
daB sidmtliche Einheiten von ® in einem echten Unterkoérper
{ liegen.

§ 2.

Es soll in diesem § der Nachweis von (13) nachgeholt werden.
Es soll aber fiir den Leser, der ohne § 1 und die vorangehenden
Abschéatzungsarbeiten zu kennen, hier zu lesen beginnt, die
Definitionen wiederholt werden.

Es sei & ein algebraischer Zahlkorper mit ,,Einheitsdefekt”,
d.h. & besitzt nicht mehr unabhéngige Einheiten als ein echter
Unterkérper ®. Es sei n der Grad von . Eine erzeugende Zahl
von & besitzt r reelle, s Paare konjugiert komplexer Konjugierte.
Die Anzahl der unabhingigen Einheiten ist

k=r+4+s—1
Es ist n = r + 2s. Die entsprechenden Zahlen fiir & seien 7,
7, §, k. Ein linheitsdefekt liegt vor, wenn £ = k. Es ist fiir
jeden Korper &

2r 28 r 2s n
(86) k=r+s—1= —;_ —12—; —1=E—1.
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Es ist fiir jeden Unterkérper & von &
n

(87) ﬁ=f+§——l§f—|—2§~——1=ﬁ———1§—2~—l.

Aus (86) und (37) folgt, da 7 ein echter Teiler von n ist,
(38) k= % 1=k

Wenn also in (88) das Gleichheitszeichen stehen soll, so mufl
in (86) und (87) iiberall das Gleichheitszeichen stehen, d.h. es
mul} sein

T=0, §=0, = —.
2

Es besitzt also & dann und nur dann einen Einheitsdefekt, wenn
R total imagindr und vom Relativgrad 2 iiber einem total reellen
Unterkorper & ist. Der Einheitsdefekt heiBt ,,stark’, wenn sogar
samtliche Einheiten und Einheitswurzeln von ® in & liegen. Ein
Einheitsdefekt der nicht stark ist, heiB3t ,,schwach”. Im Fall des
schwachen Einheitsdefektes kommt also in & eine Einheit oder
eine Einheitswurzel vor, die nicht in & liegt.

Es sei 91, 93, ..., 9" ein vollstindiges System von fun-
damentalen Einheiten von & Wenn &, eine erzeugende Zahl von
® und &, ihre Konjugierten durchlduft, 1 < » < n, so sei definiert

v, = 1, wenn §&, reell,
v, = 2, wenn §, komplex.

Die Reihenfolge der &, sei so gewiahlt, daB3 die .Ee reell sind
fir 1 < ¢ <r. Diese fallen fiir total imaginidre & weg. Unter
den komplexen Zahlen &,.,, &5 ... &,,, kommen keine zwei

zueinander konjugiert komplexe Zahlen vor. Es sei ferner
byos=&; firr+1=<o0=r+s,
worin 4 die zu a konjugiert komplexe Zahl ist.
Man setzt

Rly, log 0] — log | 849 [V — .

Dann ist die k-reihige Determinante
|af | =R

der Regulator des Korpers ¢). Hier im total imagindren Fall sind

simtliche y, = 2. Da der Index » nur bis £k lauft, so kommen
keine zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen 9% vor;

¢) Siehe l.c. Anmerkung 2).
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ferner fehlt eine Konjugierte, da &k = —ZL — 1. Entsprechend sei
fiir &:
80, 89, ..., B

ein vollstindiges System von fundamentalen Einheiten. Da diese
gleichzeitig Einheiten von & sind, so ist

_ 1ha1 g(2)ha2 k)b ax
IP — g gD @M | @

&, bedeutet eine Einheitswurzel. Diese Gleichung gilt auch, wenn
man zu den n Konjugierten iibergeht. Da links eine reelle Einheit
steht, so ergeben die unteren Indices » und » + s, die zu kon-
jugiert komplexen Konjugierten gehoren, links denselben Wert.
LaBt man den unteren Index nur bis k laufen, so kommen keine
konjugiert komplexe &, vor, also links keine zwei Konjugierten
in & Da & ein total reeller Kérper ist, so sind samtliche y, = 1.
Geht man zu den Logarithmen der absoluten Betrige iiber, so
erhilt man

k

(89) P =3 Elh’l" a®.

I‘=

Es ist also nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten
40 R=|dP|=—|h ‘2
(40) — a2 = X iy |||
1
= ? l h},[[ I . R.

Es soll gezeigt werden, daB die ganze rationale Zahl | hiu | nur
die Werte 1 und 2 annehmen kann.

Bemerkung: ® enthélt nur Zahlen mit lauter reellen Konju-
gierten, die in & vorkommen, und Zahlen, die keine reellen Kon-
jugierten besitzen; diese kommen nicht in & vor. Beweis: Da es
zwischen § und ® keine Zwischenkérper geben kann, weil der
Relativgrad eine Primzahl ist, erzeugt die Adjunktion irgend einer
Zahl & von ®, die nicht zu & gehort, zu & bereits den ganzen
Koérper ®. BesiBe &, eine reelle Konjugierte &, so wire &(&,) ein
zu & konjugierter reeller Korper, was der Voraussetzung wider-
spricht, daB & total imaginér sein soll.

Da der Korper & von schwachem Einheitsdefekt war, enthalt
er eine Einheit 9, die nicht in & vorkommt. Sie geniigt einer qua-
dratischen Gleichung mit Koeffizienten aus &

(41) P24 dd+4£=0
und da ¢ eine nicht zu & gehérige Zahl aus & ist, ist ¢ eine nicht
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reelle Zahl. (41) ist eine quadratische Gleichung mit reellen Ko-
effizienten. Die zweite Wurzel der Gleichung (41) ist also die zu 9
konjugiert komplexe Zahl-d. Es ist mithin

=909
eine positive Einheit des Kérpers &. Dies gilt auch fiir samtliche
Konjugierte von ¢ in &, da keine von ihnen reell ist nach der
Bemerkung. Also ist # total positiv. Es ist

)

(42) 8 = 05 = = de*
02
(48) — =
#
Hierin ist
9
* = b
T3
eine Einheit, fiir die
4 |
44 *¥le= = 1.
() 1= 17

&* ist nach (44) eine Einheit in . Geht man zu den konjugierten
Koérpern von & iiber, so geht (41) in die konjugierte Gleichung
tiber; also bleibt die Beziehung zwischen ¢ und # erhalten. Fiir
die Konjugierten von ¢* gilt ebenfalls (44). Eine Einheit deren
simtliche Konjugierte den absoluten Betrag 1 haben, ist aber eine
Einheitswurzel 7). Die simtlichen in & vorkommenden Einheits-
wurzeln bilden eine zyklische Gruppe ; es sei ¢ ein Basiselement
dieser Gruppe. w sei die Ordnung von ¢, also auch von 2B, d.h. es ist
=1
e #1 fir v <w.
w ist stets gerade, da — 1 unter den Einheitswurzeln vorkommt.
Es sei ¢* = ¢’ also nach (42)
(45) 9% = Ae”,
Es werden 2 Hauptfille unterschieden, je nachdem v gerade

oder ungerade ist.
Hauptfall A): v gerade, v = 22

Dann ist
D22 —= #
oder
(.e7%)2=4#
P .67 = /A

7) Siehe z.B. l.c. Anm. 2), S. 128.
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Die in & vorkommende Einheit & . ¢~ ist als Quadratwurzel aus
der total positiven Einheit # noch total reell, also kommt sie be-
reits in & vor, sie mége mit & bezeichnet werden:

P =
(46) D =98¢

Bezeichnet & die Gruppe der Einheiten von R, so enthilt die
Gruppe G alle Einheiten von &, fiir die in (45) der Exponent v
gerade ist. Gehért umgekehrt eine Einheit von & zu G, so ist
sie von der Form (46); also

92 = §2 . g2*

Hierin is 92 eine total positive Einheit; also ist fiir diese Einheit
v gerade.

Hauptfall B): Wenn die Gruppe @8 die Gruppe der Einheiten
® von & nicht erschopft, so gibt es in & eine Einheit 9, fiir die

(47) 92 = Ae?

a

mit ungeradem v. Aus (47) ist unmittelbar ersichtlich, daB 92 zu
GBW gehort. Hat man zwei Einheiten 9, und &, in &, fiir die

(48) 9% = Ay e"; 93 = A,e™
mit ungeraden v, und v,, so ist
(9,951)2 = 92952 = A, Az e
Hier ist aber v, — v, gerade, also nach Hauptfall A)
(49) D051 = dev.

Damit ist bewiesen: Wenn nicht @ = & . B ist, so ist die Fak-
torgruppe ®/& . W von der Ordnung 2; d.h. das Quadrat einer
jeden Einheit von ® gehort zu ® . B, und zwei Einheiten von ®,
die nicht zu & . W gehoren, unterscheiden sich nur um einen
Faktor, der zu & . % gehort:

(50) G=6.B+9.6.B
Es sei
9 = 9P 9P L 9P

eine Einheit in &, die, auch von Einheitswurzein abgesehen, nicht
in ® vorkommt, mit anderen Worten die zu ®, aber nicht zu
® . W gehort. Die ganzzahligen Exponenten

by Bar o nur by

konnen nicht saémtlich gerade sein; denn das Quadrat einer jeden



50 Robert Remak [18]

Einheit aus ® kommt in & . ¥ vor. Es kénnen t,, t,, .. ., f, noch
den ungeraden gr6Bten gemeinsamen Teiler » haben. Dann setzt
man
tL,=a - u
% = ,3(11)@: 0{2)’: . 0({:)"’lt
worin jetzt z,, x,, ..., @; teilerfremd sind. Es wird also
9 = 9%,

Es kann nicht 9, in . B enthalten sein, weil dann 9% = 8} in
G enthalten ist, entgegen der Voraussetzung.

Der Uebergang von einer Basis a$ zu einer anderen geschieht
durch eine unimodulare Substitution. Die @,, ..., z; lassen sich
weiter teilerfremd zu einer unimodularen Substitution erginzen.
Es gibt also ein neues Fundamentalsystem von §, das 3, enthilt.
#2 ist nur Quadrat und sonst keine Potenz einer anderen Einheit
in &,. Es ist nach (47)

(51) B =4,
Diese Einheit kann also nicht Potenz einer anderen Einheit in &
sein. Also kann man ein Fundamentalsystem von ® finden, das
#, enthalt:

fy = 00, 60 . 4.

Es hat k = 74 — 1 fiir ® und & denselben Wert. Mit Riicksicht

auf (50) ist

g, Py, 5&2), .« 1%")
eine Basis von ®; denn da mit ¢ und 9% nach (51) die Einheit
#, = O darstellbar ist, erhilt man die Darstellungsmoglichkeit
von @BW. Die ungeraden Potenzen von ¢, liefern dann die Dar-
stellung von ¢, . ® . . Also ist nach (50) die ganze Gruppe &
dargestellt.

(89) spezialisiert sich jetzt folgendermaBen: der Faktor } rechts
bleibt stehen, da im total reellen Korper & simtlichte ¢, =1, im
total imagindren Korper & samtliche ¢, = 2 sind.

aP =4%. 2al
dﬁ,’” - %agb fir A=2,38,...,k
Es ist also

2 00 0
010 ...0
|hju|=]0 0 1 ... 0|=2
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Aus (40) folgt fiir den Hauptfall B)

2 1 1
|R| =5 |R| =55 | R = | R].

ok T k-1 o2
Es ist also
abs | h;_,,| = 1 im Hauptfall A)
abs | hl”I = 2 im Hauptfall B).
Damit ist der Beweis der Ungleichung (13) des § 1 nachgeholt.

§ 3.

Es soll im folgenden gezeigt werden, daB iiber einem festen,
gegebenen, total reellen Kérper &, nur endlich viele total imagi-
nire Oberkorper & vom Relativgrad 2 von schwachem Einheits-
defekt existieren, d.h. solche Korper, in denen neue Einheiten
auftreten.

Bemerkung 1.

Die Endlichkeit dieser Anzahl ist leicht einzusehen. Es ist fiir
jede Einheit in & nach (42)

9% = fAe¥.

Ist w* die Ordnung von ¢*, so muB der Grad ¢(w*) des Kreis-
korpers P(e*) im Grad von &, also in n = 24 aufgehen, das gibt
fiir w* nur endlich viele Moglichkeiten. Ferner leisten zwei Ein-
heiten #,; und #, in &, deren Quotient das Quadrat einer Einheit in
® ist, fiir die Adjunktion zu & dasselbe; ordnet man aber zwei
Einheiten, deren Quotient ein Quadrat ist, in dieselbe Klasse ein,
so gibt es nur endlich viele Klassen, also gibt es fiir 4 iiberhaupt
nur endlich viele Moglichkeiten. Die folgenden Paragraphen sind
der genaueren Untersuchung dieser Moglichkeiten der Adjunktion
einer Einheit gewidmet.

Es bedeute P den Koérper der rationalen Zahlen, P(¢) einen von
einer nicht reellen Einheitswurzel ¢ erzeugten Kreisteilungskérper,
kiirzer Kreiskorper. Es werde gesetzt

etel=n.
¢ geniigt der quadratischen Gleichung
(52) 22—z +1=0

deren zweite Wurzel ¢! ist. ¢ ist quadratisch in Bezug auf den
total reellen Korper P(n). Wenn ¢ eine primitive w-te Einheits-
wurzel ist, so ist wegen der Irreduzibilitit der Kreisteilungs-
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gleichung P(¢) vom Grade ¢(w). w moge die Ordnung des Kreis-
korpers heien. P,(¢) bedeute einen Kreiskorper von der Ordnung
w. Da mit ¢ auch stets —e¢ im Korper vorkommt, so kénnen
Ordnungen eines Kreiskorpers stets gerade angenommen werden.

Bemerkung 2.

a® + x~° ist als ganzrationale Funktion von y = ¢ 4 «~! dar-
stellbar, und zivar werden bei geradem a nur gerade Potenzen von
y, bei ungeradem @ nur ungerade Potenzen von y gebraucht.

Beweis: 2! 4 2=(¢+) = (g 4+ 2~1)(2® + %) — (21 + z—e-D)
und 22 + 272 = y?— 2. Dies gibt mit vollstindiger Induktion nach
a die Behauptungen der Bemerkung 2.

Bemerkung 3. Setzt man wieder
n=c¢+¢?

so ist P(n) der Unterkérper aller reellen Zahlen von P(e). Beweis:
Jede Zahl in P(e) hat die Form g(¢), ein Polynom in ¢ mit rationa-
len Koeffizienten. Es ist

2R[g(e)] = gle) + g(e7) = e (" + &™) = h(n)

nach der Bemerkung 2. In der Gestalt 2R[g(¢)] sind aber alle
reellen Zahlen in P(¢) enthalten, denn wenn ¢ reell ist, so ist

g(e) = 2R [g—(;):l .

P(n) heiBe der zu P(¢) gehorige ,,reelle-Kreiskorper”. Die Ordnung
von P(n) sei dieselbe wie die von P(¢), nimlich w. Der Grad von
p(w)

2
in &, die nicht in & vorkommt, hat entweder im Hauptfall AN dje
Gestalt

(46) D =1>3.¢

wo @ in & liegt, ¢ eine Einheitswurzel in ® ist; ¢ gehort zu G,
oder ¢ gehort im Hauptfall B) nicht zu G,

P(n) ist

, weil P(g) quadratisch iiber P(%) ist. Eine Einheit

Bemerkung 4. Wenn Hauptfall B) vorkommt, d.h. 9 nicht von
der Gestalt (46) ist, so ist in

(47) 92 = Ae®
die tota! positive Einheit # in § kein Quadrat. Beweis: Wire in §

A =9
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so setzt man
991 = g*,
Es wire dann
et = 9241 = ¢
also ¢* eine Einheitswurzel in &, mithin
e* = ¢g”
mit ganzzahligem a.
8*3 — 2% — gv
also v gerade; es lage also Hauptfall A) vor, entgegen der Voraus-
setzung. Es ist also
P =a'e.
Hierin kommen 7z’ und &’ einzeln nicht in & vor, es ist aber

2 A,
= f;

1
&’

g,
Der Kérper P(n'e’, #) moge ein ,,n’-Korper” heiBen. Zur Ab-
kiirzung wird gesetzt
P(n'e', ##) = P{n'e'}.
Es ist
d=a'¢; §=a¢"
also geniigt & der quadratischen Gleichung
(54) 2! —a'n'e + A4 =0.
Hierin ist
n =¢ +¢&7.
Es muB also auBer # auch #’7’ in & enthalten sein, wenn #’¢’ in

® vorkommen soll.

Bemerkung 5. Der Korper P(n'y’, #) = P{xn'n'} ist der Unter-
korper siamtlicher reellen Zahlen von P{r'¢’}.
Beweis: Samtliche Zahlen von P{n’¢'} haben die Gestalt

&= fy(@'e') + foln's’).

Hierin sind die ungeraden Potenzen von #'¢’ in f;, die geraden
in f, gesammelt. Die Koeffizienten hingen noch von # ab. Da

2

7" = A, kann man auch schreiben

2 = fi(a's’) + fa(e”)-
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Dann ist
(55) 2Rz = f1(@'s’) + fi(@'e’™) + fa(e”) + fole’).
Die ersten zwei Glieder sind zu schreiben als eine Summe von
Ausdriicken der Gestalt
en (¢ + &)
worin @ ungerade und ¢ noch von # abhéngt. Unter Beniitzung

von (58) wird das

— exfla) = eSby "
v
= cXb,(n'y Yt
v

Hierin sind die » ungerade, also ist @ — » gerade und man kann

fortfahren
a-—-y

=cXb,4 2 (a'y').
v

In den beiden letzten Ausdriicken auf der rechten Seite von (55)
kommen Ausdriicke von der Form

,2

g +e¢
vor. Dies 148t sich nach Bemerkung 2 durch gerade Potenzen von

7' ausdriicken, also durch

a_ (@)
7 = .

,—~2v

A

4

Mithin enthilt der Korper P{='n’} alle reellen Zahlen aus P{n's'}.
Der Korper P{n'n’'} heit der zu P{=n'¢'} gehorige ,,reelle-n’-Kor-
per”’. Wenn P{x’¢'} in & enthalten ist, muB P{x's’} in & enthalten
sein. Im Ganzen haben wir 4 Arten von Korpern innerhalb &
definiert:

In & Kreiskorper P(e), n'-Korper P{n'c'};

in & reeller-Kreiskorper P(y), reeller-n’-Koérper P{n'n’}.

Die Ordnung der Korper sei die von & bezw. &'
(n'e")?

#

Bemerkung 6. Ein n'-Korper P{n'¢'} enthilt =¢", ent-

hilt also den Kreiskorper P(¢”); setzt man die Ordnung eines
n’-Kérpers gleich der Ordnung =’ von &', so enthilt ein z'-Korper

’

den Kreiskérper von der halben Ordnung %—

Wir denken uns siamtliche Kreiskorper und z’-Kérper in & auf-
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gestellt. Von diesen sollen alle diejenigen beibehalten werden, die
die umfassendsten sind, d.h. die nicht echte Unterkoérper eines
anderen dieser Korper sind.

Bemerkung 7. Unter den Kreiskorpern in & gibt es nur einen
umfassendsten.

Beweis: Es seien ¢; und ¢, Einheitswurzeln in & mit den Ord-
nungen w, und w,; w,; und w, seien gerade, was sich notigenfalls
durch Vorzeichenwechsel der ¢ erreichen liaBt. w; sei der groBte
gemeinsame Teiler der Zahlen w;, und w,; w, sei ihr kleinstes ge-
meinsames Vielfaches. Es soll gezeigt werden, daB es in & eine
primitive w,-te Einheitswurzel gibt.

Es sei w; = v;w; und wy = vyw;. Dann ist

(56) (v, v3) = 1; Wy = VVW,.

¢, sei eine primitive w,-te Einheitswurzel, dann ist &§* eine pri-
mitive w,-te Einheitswurzel, also eine Potenz von ¢,
(57) =
also ist ¢j eine primitive w,-te Einheitswurzel, also eine Potenz
von &:

(58) e = e,
Man bestimme
(59) V3% + Vgy = 1
was wegen (56) moglich ist. Dann ist wegen (57) und (58)
(60) g = e — (e (ef)

also ist ¢, rational durch ¢ und ¢, ausdriickbar.

Kommen also zwei Kreiskoérper mit den Ordnungen w, und w,
in & vor, so kommt auch der Kreiskorper mit der Ordnung w, in
® vor, worin w, das KGV von w, und w, ist. Es sind also alle Kreis-
korper in & in eiriem umfassendsten Kreiskorper enthalten.

Bemerkung 8. Kommt in & ein #’-Kérper vor von der Ordnung
w =u,2%

worin u eine ungerade Zahl ist, so ist die Ordnung eines jeden

in & vorkommenden Kreiskorpers hochstens durch 2% teilbar.

Beweis: Ist das nicht der Fall, so gibt es in & eine primitive
2%-te Einheitswurzel. Ferner enthilt der n’-Koérper die Zahl

(7!'8')“ _ ﬂ,u ,u — n'e’“

u—1 ~ -1
ﬁ 2
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¢" ist eine primitive 2%te Einheitswurzel. Diese kame fiir sich in
® vor, also kime z’ fiir sich in & vor, was unzuléssig ist. Also kann
in ® keine primitive 2*-te Einheitswurzel vorkommen. Die Ord-
nung aller in & vorkommenden Kreiskérper ist héchstens durch
2%-1 teilbar.

Nach Bemerkung 6 enthélt aber & einen Kreiskorper von der
Ordnung

’

Yo .o,
2

Bemerkung 9. Zwei verschiedene #’-Koérper in & kénnen nur
mit demselben 7z’ gebildet werden.

Beweis: In (48) waren zwei verschiedene Einheiten von der
Form #'¢’ und #'’¢”’ betrachtet und es ist in (49) gezeigt worden,
daB ihr Quotient Je= ist, worin & eine totalreelle in & vorkommende
Einheit ist. Da es sich nur um Untersuchungen in Bezug auf &
und ® handelt, kann z’ durch #"’¢® ersetzt werden.

Bemerkung 10. Die Ordnungen w’ und w'’ zweier n’-Korper in
® (die mit demselben =’ gebildet sind) sind genau durch die glei-
chen Potenzen von 2 teilbar.

Beweis: Angenommen, das sei nicht der Fall. Es sei

w = u.2%
w' =v.20

worin f > «, so enthilt der n'-Kérper P,.{n'¢"’} nach Bemerkung
6 den Kreiskorper der Ordnung

12

N
2

die durch 2% teilbar ist, da § — 1 = «. Das widerspricht aber der
Bemerkung 8. Damit ist Bemerkung 10 bewiesen.

Bemerkung 11. Die Ordnung w’ eines n’-Korpers ist stets durch
4 teilbar.

Beweis: Angenommen, die Behauptung sei nicht richtig. Es sei

= n'¢’. Hierin sei ¢’ eine primitive w’-te Einheitswurzel, wo
w' = 2u. Es sei v ungerade. Ist die Ordnung » von ¢’ ungerade, so
beniitzt man — ¢’, das die Ordnung 2z hat. Dann kame & in
P{n’¢'} vor. ¢ hat aber die Ordnung u. Dann hat — ¢ die Ord-
nung 2u. Also ist ¢’ als Potenz von —¢’* darstellbar, mithin ¢’ in
P{n'¢'} enthalten, also kime auch z’ fiir sich in P{='¢’}, also auch
in ® und, da es reell ist, in & vor, was unzuléssig ist. Die Annahme
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w’ = 2u fiihrt zu einem Widerspruch. Also muB @’ durch 4 teilbar
sein.

Bemerkung 12. Wenn Hauptfall B) vorliegt, d.h. wenn in &
iiberhaupt ein n’-Ko6rper vorhanden ist, so gibt es nur einen um-
fassendsten ='-Korper.
Beweis: Liegen zwei verschiedene n'-Kérper vor: P{x’c,} mit
der Ordnung w, = u, 2“, u, ungerade, (» =1, 2) so sei
wy = (w0}, ,)

W) = vy,
Wy == VyWs.

Dann ist das kleinste gemeinsame Vielfache
Wy = U VW,

w; enthilt den Faktor 2% die Faktoren v, und v, sind ungerade.
Bestimmt man nach (59)
018, + vy =1

so kénnen die Faktoren z; und 2, weder beide gerade noch beide
ungerade sein; es ist also die eine gerade, die andere ungerade.
Der Uebergang von ¢; zu einer anderen primitiven Einheitswurzel
gleicher Ordnung geschieht durch Potenzen &' mit ungeraden,
zur Ordnung teilerfremden Exponenten. Nach (60) kann man
setzen

P ('eg)¥s™ (n'e; )1
Hierin ist aber
Yoy + Y1y = 2t + 1
eine ungerade Zahl. Also ist
7'y = A (7'ey)2™ (e, 1%
mithin kommt #’¢, in & vor und & enthilt P{x’s}. Es gibt also
nur einen umfassendsten z’-Koérper in &.

Bemerkung 13. Der einzige umfassendste ='-Korper in & ent-
héalt auch den einzigen umfassendsten Kreiskorper.

Beweis: Es sei der einzige umfassendste #'-Korper P{='¢'} von
der Ordnung

w = u'.2% u' ungerade.
Dann ist nach Bemerkung 8 der einzige umfassendste Kreiskorper
P(e) von der Ordnung
w=u.2%!
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worin % ungerade. Es sei w; der GGT, w, das KGV der beiden
Ordnungen »’ und w. Es sei ¢ eine Einheitswurzel der Ordnung 0,

w = . w,
W =7v.w;
w, = v’ . Wy
(v,v')=1
Es ist w; genau durch 2*7! teilbar, also ist v’ gerade und v
ungerade.
Bestimmt man nach (59)
v v =1
. . v/
so ist v'2’ gerade, also vz ungerade, also # ungerade. Es ist &,
eine primitive Einheitswurzel von der Ordnung w, also

A4

— oV
g =

. . v
mit ungeradem y,, also ist ¢; von der Ordnung w’

v 17
g, =¢&°
mit ungeradem y,.
Es ist
Y = 28+ 1
ungerade, weil y, und 2 ungerade sind.
Es ist
Va® o Vo JvTH+0/T/ ,
44} 84 — ”l 2 8; — (nlsl)v:xaylg
also

w'ey = A-Y(a'e Jr2en®’
mithin enthélt  die Einheit z’e,, also den n’-Kérper P{n'¢,} von
der Ordnung w,. Dieser enthélt den Kreiskorper P(s;’) von der
Ordnung }w,.

Wenn nun w’ die Ordnung des umfassendsten #’-Korpers, w die
Ordnung des umfassendsten Kreiskorpers in & ist, so ist w, = w’
und

w = }w

was zu beweisen war.

Unter den #n'-Korpern und Kreiskoérpern gibt es in & nur einen
einzigen gemeinsamen Umfassendsten, der immer ein #'-Korper
ist, wenn in & iiberhaupt n’-Koérper vorkommen.
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§ 4.

Ueber die in & enthaltenen reellen Kreiskorpern und reellen
n’-Korpern kénnen analoge Bemerkungen gemacht werden, deren
Beweis dhnlich verlauft. Es wird hauptséichlich Bemerkung 2
benutzt, wobei besonders zu beachten ist, daB zur Darstellung
von 2* + 2% bei geradem a nur gerade Potenzen vony = « + 271,
bei ungeradem a nur ungerade Potenzen von y benutzt werden.
Im reellen-z’-Korper Rann man, da #” = # nach Definition darin
vorkommt, stets gerade Potenzen von 7z’ wegheben.

Wir betrachten in diesem Zusammenhang zwei reelle Kreis-
korper bezw. zwei reelle #’-Kérper nur dann als identisch, wenn
sie als Zahlkorper im gewo6hnlichen Sinn identisch sind und wenn
aulerdem die Erzeugenden %'z’ iibereinstimmen. Es kann also
derselbe Zahlkorper im gewéhnlichen Sinn mehrfach aufgefiihrt
werden um auf die Moglichkeit der Erweiterung zu verschiedenen
Korpern & hinzuweisen. Wahrend in & die Kreiskorper und z'-
Korper immer zu einem einzigen verschmolzen sind, ist das fiir die
reellen Kreiskorper und reellen z’-Kérper in & nicht der Fall.
Es kann dort mehrere umfassendste reelle-Kreiskérper bezw.
reelle-n’-Korper geben, die die Erweiterung von & zu verschiede-
nen & moglich machen. Es muB im folgenden besonders untersucht
werden, wann zwei reelle-Kreiskorper verschmolzen sind und
wann nicht, ebenso die gleiche Frage fiir reelle-n'-Korper.

Bemerkung 14. Sind w, und w, gerade Zahlen und w, ein Teiler
von w;, so enthélt der reelle-Kreiskérper P, (n,) den reellen-
Kreiskérper P, (n7;). A D B bedeutet bei Kérpern: B ist Unter-
korper von .

Beweis: Es gilt fiir die Kreiskorper

Pw,(sz) C Pwl(el)'

& enthilt nach der Bemerkung auf S. [13] alle reellen Zahlen
in 8 Nach Bemerkung 8 ist der Durchschnitt

Pw,(’h) = (ﬁ’ Pw;(sz)) (7 =1, 2)
also

Pw,(’lz) C Pwl(nl)
was zu beweisen war.

Bemerkung 15 (analog Bemerkung 6). Der reelle-n’-Korper
P,{n'n'} enthilt den reellen-Kreiskérper Pw’(n) und natiirlich
2

dessen Unterkorper nach Bemerkung 14.
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Beweis: Wenn 7’ = &'+ e, so ist n=c" + e, Es ist
(='n")?

- —2=9"—2=9
T

also 7, mithin auch Pw(n) in P,{n'n’} enthalten, q.e.d.
~ 2

Bemerkung 16. Hat P{a'n;} die Ordnung w, und P{x'n,} die
Ordnung wy, ist ferner w; = uw, wo u eine ungerade Zahl, so
ist P{n'n,} ein Unterkorper von P{zn'n,}.

’ ' =1 ru =4 ’
Ny = & T & =81v+31 l"—‘]‘(771)
nach Bemerkung 2. In f(7,) kommen nur ungerade Potenzen von
7, VOL.
12T41

t
n=fn) =Deymy -
=0

Dann ist

t (nrn’)2t+1
’ 1
Ay =X

=0 T

also kommt z'7y, mithin auch P{a’y,} in P{a'n} vor, q.e.d.

Bemerkung 17 (analog Bemerkung 8). Enthilt & den reellen-
a'-Korper P{n'n’} von der Ordnung w’ = u . 2%, worin % ungerade
ist, und o« = 8, so daB also w’ durch 8 teilbar ist, enthélt ferner &
den reellen-Kreiskérper P(n) von der Ordnung w, so darf w hoch-
stens durch 2% teilbar sein.

Beweis: Ist das nicht der Fall, so kime nach Bemerkung 16 in
P{n'n’} die Zahl n'y, vor, worin 7, die Ordnung 2* hat. Wire
die Ordnung von P(7) auch durch 2% teilbar, so kiime 7, nach Be-
merkung 14 in P(5) vor, also enthielte & die Zahl

g _
T =T
72
was unzuléssig ist. Also darf w héchstens durch 2%1 teilbar sein.

Der SchluB versagt, wenn 7, = 0, was fiir « = 2 der Fall ist.
Dann ist namlich

' . ’ . .
g =1 n=1t+11=0.

Bemerkung 18 (analog Bemerkung 10). Die Ordnungen zweier
verschiedener mit einem 7’ gebildeten reeller-z’-Korper in & sind,
wenn beide durch 8 teilbar sind, beide genau durch dieselbe Potenz
von 2 teilbar.

Beweis: Angenommen, das wire nicht richtig. Die beiden reellen-
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a'-Korper seien P{n'n'} und P{n'n"}. Es seien die beiden Ord-
nungen w’ = u . 2% w'' = v. 2P, Hierin seien v und v ungerade,
B > a = 8. Der reelle-n’-Korper P{n'n"'} enthilt nach Bemerkung
15 den reellen-Kreiskérper P(n) von der Ordnung

n

Zﬁ_ =7. 2ﬂ‘1
2
worin
12
n=mn" —2.
Da

f—1=a=38

erhilt man einen Widerspruch zu Bemerkung 17. Es kann also
nicht 8 > « = 8 sein, sofern « = 38 ist. Also ist § = «, q.e.d.

Bemerkung 19 (analog Bemerkung 11). Die Ordnung w’ eines
reellen-n'-Korpers ist durch 4 teilbar.

Beweis: Angenommen, es sei w' = 2u mit ungeradem u, die
Ordnung von P{n'n'}. Wenn

-1
7]/ — 6/ + 8'

die ungerade Ordnung u hat, so benutze man

-1
—77' = — ¢ —¢

von der Ordnung 2u. Dann hat

1..7\2

die Ordnung u, also — # wieder die Ordnung 2u, also ist %" durch
— 7 rational ausdriickbar, mithin
' _
—=x
n
in P{a'y’}, also in & vorhanden, was unzulissig ist. Die Ordnung
w’ eines reellen-n’-Kérpers ist also durch 4 teilbar.

Es sei ein total-reeller Kérper & gegeben. Es sollen alle reellen-
Kreiskérper und reellen-z’-Korper bestimmt werden, die in &
enthalten sind.

Definition. Ist aus & durch Adjunktion einer total imaginiren
Zahl z der Oberkorper ®(z) = & vom Relativgrad 2 gebildet
worden, so werde ich sagen, der reelle-Kreiskorper P(n) bezw. der
reelle-n’-Korper P{n'n’} wird durch die Adjunktion von z in
R(z) = & aufgelost, wenn & den zugehérigen Kreiskorper P(e)
bezw. den zugehorigen n'-Korper P{n'¢'} enthilt.
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Von besonderer Bedeutung ist die folgende Bemerkung:

Bemerkung 20. Ist der Korper & total imaginir vom Relativ-
grad 2 iiber dem total reellen Kérper &, so wird durch Adjunktion
irgend einer Zahl z aus &, die nicht reell ist, zu R, bereits & erzeugt,
d.h. es ist ® = R(2).

Beweis: Wegen des Relativgrades 2 kann es keinen Zwischen-
kérper geben. Ein umfassenderer Korper als & ist also . Nach
Bemerkung 1 ist jedes z in &, das nicht zu & gehort, total imaginar.

Bemerkung 21 (Spezialfall von Bemerkung 20). Es sei
& = P(n)

und
f = P(e), von der Ordnung w,

dann ist auch ® = &(&*), wo a eine positive ganze rationale Zahl
ist, unter der einzigen Voraussetzung, daB * nicht reell, also nicht
+ 1 ist. Die Einheitswurzel ¢® braucht also keine primitive w-te
Einheitswurzel zu sein.

Bemerkung 22. Es seien ¢, und ¢, Einheitswurzeln mit den Ord-
nungen w; und w,; es seien w, und w, gerade, es sei w; der GGT und
w, das KGV von w, und w,. Es seien ¢; und ¢, Einheitswurzeln der

. W .
Ordnungen w; und w,. Ferner sei ?3 > 1, d.h. wy = 4. Dann ist

P(n,) . P(ng) = P(n,)
Beweis: Es sei gesetzt
(61) &= P(n,)P(n,)
Es ist
P(ng) O P(n,) und P(ny) O P(n,)
nach Bemerkung 14, also
(62) P(ny) D &.

Nach Bemerkung 21 wird P(z,) bereits durch Adjunktion von
&3 aufgelost, da ¢; nicht reell, weil w; = 4 ist. Das Gleiche gilt
fiir P(n,). Durch die Adjunktion von f(e;) erhilt man sowohl
P(e,) als P(e;) als P(e;) nach Bemerkung 7, also
(63) P(e;) C R(e5) = &
mithin nach Bemerkung 8
(64) P(n,) C &.
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Das ergibt in Verbindung mit (62) und (61)
(65) P(n,) = & = P(ny) - P(ny)
q.ed.
Bemerkung 22a. Ist & durch (61) definiert, und gelten die Vor-
aussetzungen von Bemerkung 22, so ist
P(eg) = R(es)-
Beweis: Es ist nach (65) und (63)
& = P(n,) C P(e,) C R(e5) = &
Da es zwischen & und & keinen Zwischenkérper gibt und P(e,)
vom Relativgrad 2 iiber P(z,) ist, so ist
P(84) - @ = @(83) q-e.d.
Bemerkung 23. Bemerkung 22 ist nicht richtig fiir den Fall
wy = 2. Beweis: In diesem Fall ist

Wity W Wy
1()4 = = .

W3 )
Mindestens eine der beiden Zahlen w, und w, ist nicht durch 4
teilbar, weil andernfalls w; = 4 wire. Es sei z.B. 3w; ungerade.
Dann ist 3w, zu 3w, und auch zu w, teilerfremd. Schreibt man

w4 = %wl . wz

so hat man w, als Produkt zweier teilerfremder Zahlen dargestellt,
also ist

(66) p(wy) = p(3wy) . p(w5) = @(w,) . p(w,)
weil ¢(2) =1 ist. Auf Grund der Bemerkung 7 ist
P(ey) = P(e,)P(e)-

P(e;) und P(g,) sind Korper, fiir die der Grad des Produktes
gleich dem Produkt der Grade ist. Also miissen P(e,) und P(e,)
teilerfremde Korper sein. P(n,) und P(7,) sind Normalkérper,
wie unmittelbar ersichtlich aus Bemerkung 2 (man kann das auch
so einsehen: P(7,) und P(n,) sind als Unterkorper der Normal-
korper P(e;) und P(g,) mit kommutativen Galoisschen Gruppen
wieder Normalkorper), und als Unterkorper teilerfremder Kérper
ebenfalls teilerfremd. Also ist der Grad ihres Produktes gleich dem
Produkt ihrer Grade. Es ist also

Grad (P(ny) . P(nz)) = $o(w,) - 3p(wa) = }p(w,).
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Die letzte Gleichung folgt aus (66). Andererseits ist

Grad P(n,) = }o(w,).
Es ist also, wenn (w,, w,) = 2 ist,

P(ng) # P(m1) - P(ng)
weil die Grade der beiden Korper nicht iibereinstimmen.

Bemerkung 24. Es sei w; = u; . 2% w, = uy.2% u, und u,
seien ungerade; 2* stimmt in w; und w, iiberein. Es sei wy = u, . 2*
der GGT und w; = u, . 2* das KGV von w, und w,. Dann sind u,
und u, ebenfalls ungerade Zahlen. Enthélt der total reelle Korper
® fiir dasselbe ' die reellen-’-Korper

P{a'n;} und P{a'ns}
mit den Ordnungen w, und w,, so enthilt er auch P{n'n,} mit der
Ordnung w,.

Beweis: Es ist w, = v,w, mit ungeradem v;. Man setzt v, =1 422
P{n'¢;} enthalt

Nach Bemerkung 19 ist 2% = 4, oder « = 2. Also ist w; = 4; mit-
hin &, nicht reell. Es wird also P{x',} nach Bemerkung 20 bereits
durch Adjunktion von n'e; aufgelést. Das heiBt

R(w'e;) D P{n'e;}

Ebenso zeigt man

R(n'ey) D P{n'ey}
also nach Bemerkung 12

R(n'e5) D P{n'e,}
mithin nach Bemerkung 5 und 1

£ Pla'ng),

q.e.d.

Bemerkung 25. In einem totalreellen Korper & gehoren zu
einem festen 7’ hochstens zwei umfassendste reelle-n’-Ko6rper mit
den Ordnungen w; und w,. Wenn zwei vorhanden sind, so ist die
eine Ordnung, z.B. w;, durch 8 teilbar, die andere w, durch 4, aber
nicht durch 8 teilbar.

Beweis: Nach Bemerkung 18 sind die Ordnungen aller reellen-
a'-Korper, die zum gleichen @’ gehdren und durch 8 teilbar sind.
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genau durch die gleiche Potenz von 2 teilbar. Nach Bemerkung
24 sind diese reellen-n’-Korper alle in einem umfassendsten reellen-
a’-Korper in & enthalten. Ebenso sind alle reellen-z'-Kérper, die
zum gleichen &’ gehéren und deren Ordnungen genau durch 4
teilbar sind, nach Bemerkung 24 in einem umfassendsten reellen-
n'-Korper in & enthalten; es kann also hochstens zwei umfassend-
ste reelle n-"Korper zu demselben 7’ geben, wobei die eine Ordnung
durch 8 teilbar, die andere durch 4, aber nicht durch 8 teilbar ist.

Bemerkung 26. Es sei ¢ eine Basis aller in & vorkommenden
Einheitswurzeln. Die Ordnung von ¢ ist stets gerade. Es seie” = &.
Die Ordnung von ¢’ ist also durch 4 teilbar. Man kann jetzt anstatt
(47) schreiben

v
& =a'e

worin v ungerade, n'* = # eine total positive Einheit in & ist. ¢
war die allgemeinste Einheit, die nicht in % vorkam. Hat man
zwei derartige Einheiten in &

*s ‘s

N rr r 7
& =me, =me Dy = Myey = Ty€
wobei v; und v, ungerade sind, so ist
-1
(67) my =P

worin & eine total reelle Einheit in &.
Beweis: Es ist nach (49)

(68) § O = mymy &0 = Jem.
Hierin war 4 eine Einheit in & Aus (68) folgt
m n;_l = Jevtv,

Hierin ist y fiir die ganze Zahl }(v, — v,) gesetzt. Da n;, 7, und 4
total reell sind, so ist &*+¥ eine total reelle Einheitswurzel, also

ety = 4 1,

Nimmt man nétigenfalls das Vorzeichen — 1 in & hinein, so
erhilt man (67), q.e.d.

Zwei n'-Zahlen m;, und =y gehdren dann und nur dann zu
verschiedenen Koérpern ®, wenn keine Gleichung (67) zwischen
ihnen besteht,

Definition: Zwei n'-Zahlen iiber & konnen als wesentlich ver-
schieden angesehen werden, wenn zwischen ihnen keine Relation
von der Form (67) besteht.
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Bemerkung 27. Sind ”21) und ”Ez) wesentlich verschieden und ist
”2 A 72

Ta) = e o) = Aig)
so darf keine Relation
(69) A A = 9
bestehen. Beweis: Bestiinde (69), so wire

(“21)3')(7‘('2)8')_1 =+
oder

ﬂzl)sl = :': 5%;2)8/
also
R(myye’) = Rmge’)

was der Voraussetzung, daB =;, und 7, wesentlich verschieden
sein sollen, widerspricht.

Bemerkung 28. Gibt es in & zwei verschiedene Korper, die in
der Vereinigten Menge der reellen z’-Korper und der reellen Kreis-
korper umfassendste sind, so darf es keine total imaginiren
Zahlen z geben, so daB ® = ®(z) vom Relativgrad 2 iiber & ist
und in & beide umfassendste Korper gleichzeitig aufgelost werden.

Beweis: Betrachtet man in & zwei reelle-n’-Korper, die durch
wesentlich verschiedene n’-Korper erzeugt werden, fiir die also
keine Relation (67) besteht, so kénnen sie nicht gleichzeitig auf-
gelost werden, weil zwischen je zwei Einheiten in & eine Relation
(68) bezw. (67) besteht.

Handelt es sich nur um ein und dasselbe #n’, so konnen die beiden
umfassendsten Kérper in & sein:

a) zwei reelle-n’-Korper

b) ein reeller-z’-Kérper und ein reeller-Kreiskorper

c) zwei reelle-Kreiskorper

Dementsprechend enthalte & im Falle a) zwei n’-Korper, im
Falle b) einen #'-Kérper und einen Kreiskérper, im Falle ¢) zwei
Kreiskorper. Zu diesen gibt es einen beide umfassenden n’-Kérper,
im Falle a) nach Bemerkung 12, im Falle b) nach Bemerkung 13.
Im Falle ¢) gibt es in & einen beide umfassenden Kreiskérper nach
Bemerkung 7. Diese Kérper haben in den Fillen a) und b) mit &
einen reellen-z’-Kérper, im Falle ¢) einen reellen-Kreiskorper ge-
meinsam, der beide gegebenen Koérper umfaBt. Das widerspricht
der Voraussetzung, dal die gegebenen Koérper umfassendste Kor-
per sein sollen.
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Bemerkung 29. In einem total-reellen Korper & seien die Ord-
nungen simtlicher mit gleichen oder wesentlich verschiedenen z’
gebildeten umfassendsten reellen-n’-Korper

!’ ’ ’
Wi1ys Wigys + + s Wemys
die Ordnungen sadmtlicher umfassendsten reellen-Kreiskorper
Wy, Wy « vy Wy
Dann sind die, Zahlen

(70) dway ey, . FW0 dwy, dw,, ...,
paarweise untereinander teilerfremd.

Beweis: Nach Bemerkung (15) enthilt ein reeller-n'-Korper der
Ordnung w;”) den reellen-Kreiskoérper der Ordnung %wz‘,‘). Hatten
zwei der Zahlen (70) einen gemeinsamen Teiler 4w, > 1, so hatten
die beiden Koérper den reellen Kreiskorper P(n,) gemeinsam,
worin 7, die Ordnung w, hat. Durch Adjunktion der Einheits-
wurzel ¢,, deren Ordnung w, = 4 ist, die also nicht reell ist, werden
die beiden umfassendsten Koérper gleichzeitig aufgel6st, was nach
Bemerkung 28 nicht zuléssig ist. Die Zahlen (70) miissen also
paarweise untereinander teilerfremd sein.

Bemerkung 30. Die einzigen Einheitswurzeln ¢, deren Adjunk-
tion zu allen total reellen Kérpern & ohne besondere Voraussetzung
zuldssig ist, so daB & = &(¢) einen schwachen Einheitsdefekt iiber
® hat, sind die 4-ten und 6-ten Einheitswurzeln.

Beweis: Damit ¢ der in Bezug auf & quadratischen Gleichung
(52) geniigt, ist notwendig und hinreichend daB 7 in & enthalten
ist. Diese Bedingung ist dann und nur dann fiir alle & von selbst
erfiillt, wenn 7 rational ist.  =¢--¢~1 ist als Summe zweier ganzer
algebraischer Zahlen eine ganze algebraische Zahl, also eine ganze
rationale Zahl. Es ist

nls]e]+]et] =2

Es kommen fiir  also nur die 5 Werte — 2, — 1, 0, 1, 2 in
Betracht. Die Ordnungen der zugehérigen Einheitswurzeln ¢ sind
(71) A=2, 8, 4, 6, 1.

Da die Ordnung gerade gemacht werden kann, so kommt nur
die Adjunktion der 4-ten und 6-ten Einheitswurzeln in Betracht,
die immer moglich ist.

Unter den in & vorkommenden reellen-Kreiskorper sind also
formal immer

P(n) = P(0) = P
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und
P(ng) = P(1) = P
aufzufiithren, die in Wirklichkeit beide gleich dem Korper der

rationalen Zahlen sind, um auf die Moglichkeit der Adjunktion
von g =t und ¢ = % 4+ }44/8 hinzuweisen.

Bemerkung 31. Die Gleichung (54) 148t sich, wofern die total
positive Einheit # in & vorhanden und kein Quadrat ist, unter
allen Umstidnden bilden, wenn zn'y’ = 0. Dann lautet sie

22 +A=0
also
z = a't.

Die Ordnung eines reellen-z'-Koérpers ist nach Bemerkung 19
durch 4 teilbar. Unter den Ordnungen in (71) ist A = 4 die einzige
durch 4 teilbare. Uebrigens darf in (54) nicht 5’ + 0 rational sein,
weil dann 7' in § vorkiame, was nicht zulissig ist. Die Adjunktion

von n( y¢ ist also fiir jedes der wesentlich verschiedenen n(k) in
jedem Fall zulissig. Der reelle-n’ -Korper der Ordnung 4

Pl{n'n,} =
wird nur iormal aufgefiihrt, da 7, = 0 ist.

Bemerkung 32. Unter den umfassendsten reellen-n’-Ko6rpern
sind alle wesentlich verschiedenen 7, mit Ordnungen vertreten,
die durch 4, aber nicht durch 8 teilbar sind.

Beweis: Es sei & = ®(n'7), ferner sei w’ die Ordnung des um-
fassendsten n'-Korpers in &. Es enthalte & die Einheit #’¢’, worin
¢’ die Ordnung w’ hat. Wiare w’ durch 8 teilbar:

w' = 8v’

sO wére
(nlel )21:’ ’“,

e

eine primitive 4-te Einheitswurzel in & enthalten. Es kdme also

_._. —3 a
7
in ®, und, da es total reell ist, in & vor, was nicht zulassig ist.
Die Annahme, daB w’ durch 8 teilbar ist, fiihrt also zu einem
Widerspruch.

Bemerkung 33. Unter den Zahlen (70) kommt genau eine gerade
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Zahl vor. Der betreffende reelle Kérper wird durch Adjunktion
von ¢ aufgelost. Der Korper P(7,) muBl entweder:

a) in einem umfassendsten reellen-Kreiskorper, oder

b) in einem umfassendsten reellen-n'-Korper vorkommen.
Im Falle a) ist eine und nur eine der Ordnungen w; durch 4 teilbar.
Im Falle b) sind sﬁmtliche w; durch 2, aber nicht durch 4 teilbar,
und es gibt fiir ein n(k) einen reellen -n’-Korper, dessen Ordnung
durch 8 teilbar ist. Fiir dieses n(,,) gibt es einen zweiten umfassend-
sten reellen-n’ Korper, dessen Ordnung genau durch 4 teilbar ist.
Diese beiden Korper entsprechen der Moglichkeit der Adjunktion
von ¢ und von zn'i. Dieser Fall, daB zu einem ”21:) zwei umfassendste
reelle-n'-Korper gehoren, kann héchstens fiir ein einziges ”Ek) ein-
treten.

Bemerkung 34. Diese Adjunktionen von ¢ und #'; zu & fithren
immer zu verschiedenen Koérpern f.

Beweis: Wiren ¢ und =t gleichzeitig in & vorhanden, so wire
auch =’ in &, also, da @' total reell, auch in & vorhanden, was der
Voraussetzung widerspricht, daB # in & kein Quadrat ist.

Bemerkung 35. Da. die Adjunktion der 6-ten Einheitswurzeln
immer maglich ist, ist genau eine der Zahlen (70) durch 3 teilbar.

Bemerkung 36. Es konnen nunmehr die Anzahlen der Klassen
wesentlich verschiedener n’ bestimmt werden. Es ist

=4

eine total positive Einheit in &. Zwei #’ werden als nicht wesentlich
verschieden angesehen, wenn ihr Quotient eine total reelle Einheit
4 in &, also in & ist:

wat =8
oder nach (69) wenn

Ay iyt = B
ist. Zu dem Zwecke sollen neben dem gewohnlichen Aequivalenz-
begriff (zwei Zahlen eines Korpers heien équivalent, wenn ihr
Quotient eine Einheit des Korpers ist) zwei schirfere Aequivalenz-
begriffe betrachtet werden. Zwei ganze Zahlen &;, und &, aus &
heiBen positiv dquivalent, wenn

&1 == &z . ﬁ
d.h. wenn ihr Quotient eine total positive Einheit ist. Sie heiBen
Quadrat-dquivalent, wenn

&, = a,0°

d.h. wenn ihr Quotient das Quadrat einer Einheit aus & ist.
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Es sei
o, fo, ., 6D

ein Fundamentalsystem der Einheiten von &. An Einheitswurzeln
kommen, da & total reell ist, nur + 1 vor. In der Form

§ = JOrig@n | fe-n g e

lassen sich samtliche Einheiten von & darstellen. Zwei Einheiten,
die durch die Exponenten a, bezw. b, dargestellt sind, sind dann
und nur dann Quadrat-dquivalent, wenn

a,=b, (mod 2), 1 v < 4.

Die @, haben mod 2 nur die 2 Werte 0 und 1. Ebenso sind bei — 1
nur die beiden Exponenten 0 und 1 zu beriicksichtigen. Es gibt

also genau 2" Klassen Quadrat-dquivalenter Einheiten, die eine
Gruppe % bilden.

Jeder Einheit 4, ordnet man einen Charakter zu, bestehend aus
den Vorzeichen ihrer simtlicher Konjugierter in fester Reihenfolge:

1(3,) = (sgn d,, sgn B, . . ., sgn §;).

Multipliziert man zwei Einheiten, so multiplizieren sich ihre
Charaktere. Die samtlichen vorkommenden Charaktere bilden
eine Gruppe €. Das Quadrat eines Charakters ist der Hauptcha-
rakter, der tiberall + 1 enthilt. Es kommt also jeder Klasse
Quadrat-aquivalenter Einheiten ein wohlbestimmter Charakter
zu. Die Anzahl der méglichen Charaktere ist gleich der Anzahl der

Verteilungen von 4+ 1 und — 1, auf # Stellen, also ebenfalls 2",
Diese moglichen Charaktere bilden eine Gruppe I der Ordnung

2", Die Gruppe € hat als Untergruppe von It die Ordnung 2°.

Wenn ¢ < 7 ist, so kommen weniger als 2" Charaktere wirklich
vor; es gibt also mehrere Klassen Quadrat-aquivalenter Einheiten,
die den gleichen Charakter haben. Der Quotient zweier Einheiten,
die denselben Charakter haben, ist eine total positive Einheit, die
den Hauptcharakter hat. Die Klassen Quadrat-dquivalenter Ein-
heiten, welche total positive Einheiten enthalten, also den Haupt-
charakter haben, bilden eine Gruppe P, die als Untergruppe von
N die Ordnung 2” hat. Unterscheiden sich zwei Klassen von 9 nur
um einen Faktor, der zu P gehort, d.h. um einen total positiven
Faktor, so haben sie denselben Charakter, mit anderen Worten
jedem Komplex der Faktorgruppe R/8 kommt ein wohlbestimmter
Charakter aus der Gruppe der vorkommenden Charaktere € zu.
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Das heiBt, es besteht der eindeutige Isomorphismus
(72) N/P 6.
Also ist

2"? =929, f—p=c

Wenn alle moglichen Charaktere wirklich vorkommen, d.h.

wenn MM = €, so ist

2 =2 c=4 p=0,2°=1,
d.h. auBer der Einheitsklasse von 9, die alle Quadrate von Ein-
heiten in & enthilt, gibt es keine total positiven Einheiten.

# sollte eine total positive Einheit, aber kein Quadrat in ® sein.
Das ist hier nicht moglich. Wenn also ¢ =1, so ist Hauptfall B)
nicht moglich, in dem es in ® Einheiten auBerhalb @8 gab;
d.h. die Einheiten in & werden durch ® = G erschopft: man
kann zu & im Wesentlichen nur Einheitswurzeln adjungieren.

Im allgemeinen Fall kommen fiir den Hauptfall B) 27—1 Klas-
sen wesentlich verschiedener =’ in Betracht.

Zusammenfassung der Ergebnisse.

Unter den umfassendsten reellen-z’-Koérpern in & kommen sicher
2? — 1 verschiedene vor, die mit den diesen Klassen entsprechen-
den wesentlich verschiedenen =z’ gebildet sind. Die Ordnungen
dieser reellen-n’-Korper sind durch 4, aber nicht durch 8 teilbar.
Wenn eine Ordnung genau gleich 4 ist, so ist der reelle-z'-Korper
gleich P, also nur formal aufzufiihren. Entweder kommt hinzu fiir
ein einziges n’ ein zweiter reeller-n’-Korper mit durch 8 teilbarer
Ordnung; in diesem Fall sind die Ordnungen aller reellen-Kreis-
korper in & gerade, aber nicht durch 4 teilbar. Im anderen Fall
gibt es keine reellen-z'-Korper mit durch 8 teilbarer Ordnung.
Dann gibt es unter den umfassendsten reellen-Kreiskorpern genau
einen mit durch 4 teilbarer Ordnung. Ist seine Ordnung genau
gleich 4, so ist er gleich P und nur formal aufzufiihren. Sind
W(1) Wig)s + + +» Wiy WOTin m = 2? oder m = 2? — 1, die Ordnun-
gen der umfassendsten reellen-n'-Kérper, w,, w,, . . ., w;, die Ord-
nungen der umfassendsten reellen-Kreiskorper in &, so sind die
Zahlen

i,y und dw,;

samtlich paarweise untereinander teilerfremd. Eine von ihnen ist
stets durch 8 teilbar, wobei nétigenfalls w, = 6 nur formal auf-
zufiihren ist.
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w
Da die ip%——) in 7 aufgehen miissen, da ferner die Anzahlen der
n;,,, beschrinkt sind, ergibt sich nur eine endliche Anzahl von
Méoglichkeiten, & zu einem § mit schwachem Einheitsdefekt zu
erweitern.

§ 5.

Beispiel: Ist & = P der Korper der rationalen Zahlen, so ist §
ein imagindr-quadratischer Korper, der also einen Einheitsdefekt
besitzt, und zwar haben P(z) und P(¢4/8) schwachen Einheits-
defekt, weil sie auBer 4 1 die vierten bezw. sechsten Einheits-
wurzeln enthalten. Alle iibrigen imagindr quadratischen Zahl-
korper haben einen starken Einheitsdefekt: sie besitzen nur die
Einheiten 4- 1. Da im Koérper P noch keine Einheiten vorkommen,
die nicht Einheitswurzeln sind, lassen sich auch noch keine Ober-
korper durch Quadratwurzelziehung aus solchen Einheiten bilden.
Hauptfall B) tritt also hier noch nicht auf.

Es sei jetzt & ein reell quadratischer Zahlkérper. Wenn { iiber
& von schwachem Einheitsdefekt sein soll, so wird zuerst der Fall
betrachtet, daB & noch nicht reelle Einheitswurzeln enthalt. Die
4-ten und 6-ten Einheitswurzeln sind enthalten in & = &(¢) bezw.
! = RV g), die sich immer bilden lassen. Die Ordnung der Ein-
heitswurzel ¢ in & sei w. Die irreduzible Kreisteilungsgleichung und
der Korper P(¢) sind vom Grade ¢(w). Es ist P(¢) C &, also ist
@(w) ein Teiler von 24 = 4. Fis kommen also nur die Werte
@(w) = 2 und @(w) = 4 in Betracht. ¢(w) = 2 liefert die bereits
erwihnten Fille w = 4 und w = 6. Es ist ¢(w) = 4 fiir w == 8, 10,
12. In diesen Fillen ist & = P(e), also ist auch & = P(5) bereits
vollig bestimmt. Wenn ¢ eine primitive w-te Einheitswurzel ist,
so muB

n=¢-+4¢&l
in & enthalten sein.

w = 8; Kreisteilungsgleichung 2* +~ 1 =0, 2> 4+ 2 2= 0,
(@+alp=2 =2 n=V2,

® = P(V2), & = P(V2,1),
+3V2 + }iVe =-e.
w = 10; Kreisteilungsgleichung a* — 2 + 22 —2 + 1 =0

2?—2z+4+1—alt+2?=
zt+aol=y; e+el=n
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geniigt der Gleichung y> —y—1 =0,

14+ V5 34+ V5

(e—e 1) =2 —4 = }(— 5 + V5)

1

e =31 + oV5 + V—10 + 02V5)

wo o eine der beiden Werte + 1 bedeutet.
Es ist also

& = P(V3), ® = P(e) = P(/ — 10 + 2V5).
w = 12; Kreisteilungsgleichung

r—a24+1=0

=+ !
n=¢+e!
2?2—1+ax2=
Y?=38; (x—a1)2=—1
e =}k VB Li)

& = P(V3); & = R(e) = P(V3,i) = P(V3,iy/3).

Man erhilt also w-te Einheitswurzeln mit ¢(w) = 4 nur iiber
den reell quadratischen Kérpern P(V/ -2_), P(\/_5- ) und P(V 3 )- Der
Korper der 8. Einheitswurzeln entsteht durch Adjunktion von ¢
zu P(V —), der Korper der 12. Einheitswurzeln entsteht durch
Adjunktion von i oder iV/3 zu PV 3_) Bei den iibrigen reellen
quadratischen Zahlkérpern bewirkt die Adjunktion von ¢ bezw.
iV/8 nur das Entstehen von 4-ten bezw. 6-ten Einheitswurzeln.

Es ist, wenn & reell quadratisch ist, die Ordnung der Gruppe
M aller moéglicher Charaktere 2" — 4. Diese Charaktere sind

(+, +)’ (_: —)’ (+’ —)9 (_9 +)’

Die Charaktere (4, +) und (—, —) kommen immer vor bei
4+ 1 und — 1. Wenn die fundamentele Einheit ¢ die Norm — 1
hat, so hat sie den Charakter (4, —); — & hat dann den Charakter
(—» +). Samtliche 4 moglichen Charaktere von It sind wirklich
vorkommende Charaktere, gehoren also zu &, also MM = €. Es
war nach (72)

RNIP 0 E; 27 = 20 = 2%,

Es ist also 2? = 1. Es gibt mithin nur eine Klasse untereinander
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quadratisch dquivalenter total positiver Einheiten, ndmlich die
Quadrate von Einheiten selbst. Fiir diese kann man + 1 setzen. Es
gibt also in diesem Fall keine andere Moglichkeit, Oberkorper vom
Grade 4 mit schwachem Einheitsdefekt zu bilden, als die Adjunk-
tion von Einheitswurzeln. Der Hauptfall B) kann hier nicht ein-
treten.

Wenn die fundamentale Einheit # die Norm <4 1 hat, so kann
man sie so wiahlen, daB3 ihr Charakter (4, +) wird; — # hat dann
den Charakter (—, —). Dann ist 2° = 2, 27 = 2" — 2, Es gibt
2 klassen untereinander Quadrat-dquivalenter total positiver
Einheiten: auBBer der 1 noch die Klasse der Fundamentaleinheit #.
Dann hat @(in’) = &, worin n’ = VA ist, schwachen Einheits-
defekt. Zu allen reell-quadratischen Zahlkérpern mit total positiver
Fundamentaleinheit # 148t sich iz’ adjungieren, worin @’ = V/ #.
Das gilt von den drei oben erwihnten Kérpern P(V 5), PV §),

P(V5) nur fiir P(V3), wo
£#=2+V3;2—V3>0
ist. Fiir P(V2) ist
1+v2>0 1—vV2<o.
Fiir P(V5) ist
1+ Vs o, 1—Vs5

2 2

Also sind fiir P(V' 5) und P(V. E) die fundamentalen Einheiten
nicht total positiv; der Hauptfall B) kann fiir diese beiden Korper
nicht eintreten. Schwachen Einheitsdefekt liefern also nur die oben
erwihnten Moglichkeiten der Adjunktion von Einheitswurzeln.

Es sollen die Fille untersucht werden, in denen & reell quadra-

< 0.

tisch und # eine total positive Fundamentaleinheit in &, =’ = v/ #
ist und in & eine Einheit ¢z’ existiert mit einer Ordnung w’ von
¢, fiir die w’ = 4. Das Quadrat ¢" = ¢ kommt in & vor, also
7 = & + ¢ 1in Q. Also kommen fiir ¢ nur die Ordnungen w = 2, 4,
6, 8, 10, 12 in Betracht. Also w’ = 4, 8, 12, 16, 20, 24.

Der Fall w" = 4 kann durch Adjunktion von iz’ immer gebildet
werden, wenn die Fundamentaleinheit von & total positiv ist.

w =16, w = 8 hitte wur Folge, daB & = P(V2)
w, == 20, w = 10 ’ ’” i3 ’ '@ = P(\/ )
"= 24’: w =12 ’ ’ ’ ) @ = P('\/3).
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In P(V2) und P(V'5) hat die Fundamentaleinheit die Norm
— 1, ist also nicht total positiv. Die Fille w' = 16 und w’ = 20

scheiden daher aus. Der Fall w’ = 24 kann, wenn & = P(V g),
tatsdchlich auftreten.

Es seil
V8 i
82 = & = — _—
24 12 2 + 9

Dann ist
3_2 — 8—1 = _\/3 —i
24 12 2 2

&, +e2+2=2+ V3 =4,

da 2 + V3 gleichzeitig die Fundamentaleinheit des Korpers &
ist. Mithin ist

7724=824+8§41=V2+\/§=7"

worin
n"’ = #.
Also ist
NoaW =2 + V. 3
in & enthalten.
O = goqn’

geniigt der quadratischen Gleichung
22— 2+ V3)z+2+V3=0.

2+ V3 (2+ V82—42+V3) 2+ V3+i
T * 4 B 2

)

Nach Bemerkung 20 und 21 geniigt die Adjunktion von &, = 1,
also

f® = R@).
Dagegen ist, wenn man verlangt, da & = P(V| :—3-) sein soll, die
Adjunktion von e,n’ nicht zulissig, denn dann miiBte
Nyt = V3(2 + V38)
in & = PV §) enthalten sein, also, da V'3 darin enthalten ist,

auch V2 + Vv 33—, was nicht der Fall ist, da 2 4 v/3 fundamentale
Einheit ist.
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Bemerkung 37. Es sei d = 4n + 8 eine Primzahl. Dann ist
—dul=o0.2

entweder fiir 0 = + 1 oder fiir ¢ = — 1 l6sbar.
Beweis: Die Fundamentallssung der Pellschen Gleichung sei

(78) 2 —du?® = 1.
Dann ist
(74) t=dt +o
wo
= 4+ 1.

Setzt man diesen Wert in (73) ein, so erhilt man
t°d? + 20t'd + o —du? = 1.
Hieraus
t'(t'd 4+ 20) = u?
¢’ und t'd 4+ 2a konnen hochstens den Faktor 2 gemeinsam haben.
Alle anderen Primfaktoren konnen nur entweder in ¢’ oder t'd + 20
aufgehen. Da die rechte Seite u? ist, treten sie in gerader Vielfach-
heit auf, d.h. ¢, und #'d 4 20 sind entweder einfache oder doppelte
Quadrate.
Fall a) Es sei
' =2t", td + 20 = 2u'".
Dann ist
2t"'d + 20 = 2u’"
oder
o=u"—1t"d.

" Wire ¢ = + 1, so wire das eine Losung der Pellschen Gleichung
in kleineren Zahlen als die gegebene Fundamentallésung, was nicht
moglich ist. ¢ = — 1 wire eine Losung der Nicht-Pellschen Glei-
chung, die nicht mdglich ist, da — 1 Nichtrest modulod = 4n 4 38

ist. Fall a) kann also nicht eintreten.
Fall b) Es sei

¢ =" td + 20 = u'"

also
tllull —_ u.
Dann ist

(75) 2¢ = ' —t'"d.
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Nach dem Erginzungssatz zum quadratischen Reziprozitéts-
gesetz ist .
co=-+1, d=8n+4+7

o=—1, d=8n-+38.
Man erhilt unter Beniitzung von (75) und (74)
(76) (W' +¢'VaRE =w" +t"d + 2u"t"Vd
= 20 + 2t'd + 2u”t"Vd
= 2(t + uVd).
Setzt man & = P(\/E), A=1t+ u\/g, so ist
Vo = g’

in & vorhanden; also 148t sich durch Auflésung einer quadratischer
Gleichung & = ¢gn’ bestimmen. ¢ geniigt der Gleichung
(77) 2 — (' + t"Vdx +t +uVd =o.
Man setzt
w4 'Vd =a.
Dann lautet (77)

2 —8x + A=
(78) . + Vaz_M-
2 4
Nach (76) ist
42 = 24;

also erhilt man aus (78)

& + Va2— 252 1414
r= — .

A
= a.

2 2
Es ist wieder & = &(2).
Erstes Beispiel: & =P 7) )
# =8+ 8V7
& =84+ V7

a2=16+6v?=_27i
22— B+ Ve+8+3VTr=0

L3 +2\/? il/(3 + \/?)2—44(8 + 8V7)

3+ V7 ,
=—i2—(1;i:z)=esn'.
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Zweites Beispiel:
§=P(V6); =5+ 2V6
82 = (2 + V6): =10 + 4V6 = 24
22— (2+ V6 +5+2V6=0

Lzt Ve + V(@ + Vo) — a5 + 2v6)
- 2

_2+Ve
T2

(1 4 2) = ggm’.

Drittes Beispiel:
& = P(V6); 4 =5+ 2VE
82 = (8 + V6)2 =15 + 6V6 = 8%
2 — (8 + V6)r +5+2V6 =0
L3+ Ve + V(8 + V6 — 45 + 2V6)
2

3+ VvVe+ils+2ve y————=V84Li
R CE L LRI ey R R,
2 2
= 8127!’.

Aus dem Korper & = P(V/ (?) erhilt man durch Adjunktion von
¢ den Korper & = P{egn’}, durch Adjunktion von in’ = 'iV5 +2v6
den Korper & = P{en'}.

Bemerkung 38. Wenn U ein Zahlkérper ist, in dem a, b und
ab # 0 und keine Quadrate sind, dann ist in %(Vab) die Zahl a
kein Quadrat.

Beweis: Angenommen, die Behauptung wére nicht richtig, dann
ist

(c + dVab)? =a
ce, de. Also
¢ + d%ab + 2cdVab = a.
Wire cd £ 0, so wiirde aus
2cdVab € U

folgen 4/ab € A, was der Voraussetzung widerspricht. Es muf} also
entweder ¢ = 0 oder d = 0 sein. Wenn d = 0, so wéare

c2=a
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also wire a ein Quadrat in 9, entgegen der Voraussetzung. Wire
¢ = 0, so wire

d2ab = a
also
a®h =1
b = (d1)?

mithin b ein Quadrat in %, entgegen der Voraussetzung. Die An-
nahme, daB a ein Quadrat in U ist, fiihrt also zu einem Wider-

spruch.
Das Gleiche gilt fiir b.

Bemerkung 39. Die Bemerkung 388 gestattet sehr allgemeine
Beispiele fiir den Hauptfall B) zu bilden. Es sei im total reellen
Korper &, die Zahl n = ¢ + &%, der doppelte Realteil einer primi-
tiven Einheitswurzel von moglichst hoher Ordnung, # eine total
positive Einheit in &,, jedoch kein Quadrat in ®,. Wenn &2 = ¢
sein soll, so ist

no=¢ +e"
N ="t t2=e+tel+2=19y+2
Wenn #(y + 2) in &, ein Quadrat sein soll, setzt man
Vi + 2) = a'y'.
Wenn #(n + 2) kein Quadrat in &, ist, so bildet man

ﬁ1( Via(n + 2)) = &.

n=—2;

Es ist

das gilt fiir samtliche Konjugierte von 7, also ist  + 2 total po-
sitiv; da auch # total positiv ist, so ist
Vi(y +2) = a'y’
total reell, also wird & total reell. Nach Bemerkung 88 kommen 7’
und %’ nicht fiir sich in & vor, wie es im Hauptfall B) verlangt war.
Sollen spezielle- & den n'-Korper P{¢'n’} enthalten, wo &' die
Ordnung ' = 8 bezw. 12 hat, so ist ¢ = ¢ von der Ordnung 4
bezw. 6, also = 0 bezw. 1 nach (71). Es ist also zu priifen, ob in
® die Zahl 274 bezw. 874 ein Quadrat ist. Hierfiir siche oben Be-
merkung 87.

Bemerkung 40. Jede Einheit in &, die nicht in & vorkommt, ge-
niigt einer Gleichung

(41) 9+ 89 + A =0.
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Hierin ist # eine total positive Einheit in & Wir lassen jetzt auch
zu, daB # ein Quadrat in &, auch daB # =: 1 sein kann. Bildet man
eine Gleichung von der Gestalt (41), worin # eine total positive
Einheit aus einem gegebenen total reellen Korper &, ferner &
irgend eine ganze Zahl aus &, die so beschaffen ist, daB die Wurzeln
der quadratischen Gleichung (41) total imaginidr werden, so ist
() ein total imagindrer Koérper vom Relativgrad 2 iiber &, also,
da & eine Einheit ist, einen der von uns untersuchten Kérper vom-
schwachen Einheitsdefekt. Die einzige Bedingung, der & geniigen
muB, damit & imagindr wird, lautet

&% < 4.

Damit ¢ total imagindr wird, miissen die entsprechenden Be-
dingungen fiir simtliche Konjugierten gelten:

(79) &2 < A, r»=12,...14).

Geniigt also die Zahl & der Bedingung (79) fiir simtliche Kon-
jugierten, &, so muB ¥ der Gleichung (45) geniigen:

9% = Ae¥
¢ =é'n
& =9+ 8=9n.

Wir sind also zum Ergebnis gekommen:

Ist 4 eine total positive Einheit in einem total-reellen Korper & und
ist & eine Zahl in R, die fiir simtliche Konjugierte der Bedingung
(79) geniigt, so ist

&=

worin

wo & eine Einheitswurzel ist.
Fiir den speziellen Fall # = 1 ergibt sich:

Bemerkung 41. Ist fiir eine total reelle Zahl & die Bedingung
] <2
fiir samtliche Konjugierte erfiillt, so ist
& =¢+ &1

wo ¢ eine Einheitswurzel ist.

(Oblatum 11-7-51).



