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Ein Approximationssatz.

von

Josef Weier

JFulda

Es sei P ein Polyeder und F eine fiir alle (p, ), wobei p ein
Punkt von P und 7 eine Zahl aus [0, 1] ist, erklarte stetige Ab-
bildung in P. Mit f* bezeichnen wir die durch f*(p) = F(p, ),
p € P, bestimmte Abbildung von P in sich. Dann heisst (f7,
0 < v £ 1) eine ,,Abbildungsschar” oder ,,Deformation” in P,
mit f = f° und f! = ' auch eine Deformation von f in f. Gilt
fir 0 < v =<1, dass die Abbildung f* hochstens endlich viele
Fixpunkte hat, so nennen wir F eine ,,isolierte Deformation”.
Gibt es eine natiirliche Zahl { mit der Eigenschaft, dass fiir
0 <7 =<1 die Abbildung f* héchstens { Fixpunkte hat, so
bezeichnen wir F als eine ,,gleichméssig isolierte Deformation”.

Wir werden in dieser Arbeit unter anderem folgenden Satz
beweisen.

Satz I. Sind P eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit
und f, ' einander homotope Abbildungen von P in sich mit
hochstens endlich vielen Fixpunkten, so existiert eine gleich-
missig isolierte Deformation von f in f'.

Was leistet Satz I fiir P? Erstens wird durch eine in den Ab-
schnitten 4 und 5 bewiesene Verscharfung von Satz I der Hopfsche
Approximationssatz 1) von einer Abbildung auf eine Abbildungs-
schar verallgemeinert. Zweitens fiithrt Satz I zu einem neuen
Beweis fiir die Homotopieinvarianz der algebraischen Fixpunkt-
zahl einer stetigen Abbildung von P in sich.

1. Zum Hopfschen Approximationssatz. Es seien P ein end-
liches Polyeder, ¢ ein Punkt von P und f eine stetige Abbildung
von P in sich mit ¢ als Fixpunkt, ferner V' eine in P offene zu
einer Vollkugel homéomorphe Menge mit ¢ eV, so dass ¢ der
einzige Fixpunkt von f auf V ist. Dann heisst ¢ ein ,,reguldrer
Fixpunkt” von f. Und es gilt folgender Approximationssatz:

1) H. Hopf, ,,Uber die algebraische Anzahl von Fixpunkten”, Mathem. Zeit-
schrift, vol. 29 (1929), pp. 493—524.
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Zu jeder stetigen Abbildung f von P in sich und jeder Zahl ¢ > 0
gibt es eine stetige Abbildung g von P in sich mit o(f, g) < ¢
und der Eigenschaft, dass jeder Fixpunkt von g regular ist.

Fiir die kompakte topologische Mannigfaltigkeit P ist, wenn f
eine stetige Abbildung von P in sich mit héchstens endlich vielen
Fixpunkten bezeichnet, jeder Fixpunkt von f regular. Hier ist
also mit dem vorstehenden Approximationssatz folgender Satz
aquivalent: Zu jeder stetigen Abbildung f von P in sich und jeder
Zahl ¢ > 0 gibt es eine stetige Abbildung g von P in sich mit
o(f, 8) < & und hochstens endlich vielen Fixpunkten. Eine Verall-
gemeinerung dieses Satzes auf eine Abbildungsschar lautet:

Zu jeder Schar (f*, 0 < v =< 1) stetiger Abbildungen f* von P
in sich und jeder Zahl ¢ > 0 gibt es eine Schar (g% 0 < v < 1)
stetiger Abbildungen g* von P in sich mit o(f%, g%) <60 =7 <1,
und der Eigenschaft, dass fiir 0 = 7 =<1 die Abbildung g°*
héchstens endlich viele Fixpunkte hat.

Dieser Satz wie Satz I werden in den Abschnitten 4 und 5
bewiesen.

Gilt von der isolierten Deformation (f*, 0 =< v =< 1), dass fiir
0 < 7 <1 jeder Fixpunkt von f* reguldr ist, so nennen wir
(f%, 0 = v £ 1) auch ,,regular”. Eine gleichmassig isolierte Defor-
mation, welche reguldr ist, nennen wir auch ,,gleichméissig
reguldr”’. In einer Mannigfaltigkeit ist jede isolierte Deformation
reguldr.

2. Zur algebraischen Fixpunktzahl. Aus dem Satz, dass die
algebraische Fixpunktzahl einer stetigen Abbildung eines end-
lichen Polyeders in sich gleich der Lefschetzschen Zahl der Ab-
bildung ist 2), folgt, da die Lefschetzsche Zahl eine Homologie-
und also eine Homotopieinvariante ist, dass homotope Abbildungen
eines endlichen Polyeders in sich die gleiche algebraische Fix-
punktzahl haben.

Wir behaupten:

Satz II. Auch fiir die kompakte topologische Mannigfaltigkeit P
ist die algebraische Fixpunktzahl eine Homotopieinvariante.

Ist P simplizial zerlegbar, so folgt die Behauptung aus dem
Satz iiber die Lefschetzsche Zahl. Léasst P keine simpliziale
Zerlegung zu, so behélt der anschliessend vermoge Satz I gefiihrte
Beweis von Satz II seine Giiltigkeit. — Ein anderer Beweis von

2) H. Hopf, a.a.0. Vergleiche ferner P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie I,
Berlin (1935).
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Satz II ergibt sich leicht aus Uberlegungen, wie sie von Leray 3)
mit Hilfe der Lefschetzschen Zahl fiir bikompakte zusammen-
hangende Hausdorffsche Riume, die gewisse Uberdeckbarkeits-
eigenschaften haben, durchgefiihrt worden sind.

Beweis von Satz II. Der folgende fiir endliche Polyeder geltende
Deformationssatz lasst sich ohne Schwierigkeiten auch fiir kom-
pakte topologische Mannigfaltigkeiten beweisen: Zu jeder stetigen
Abbildung g eines endlichen Polyeders in sich mit hdochstens
endlich vielen Fixpunkten gibt es eine Zahl ¢ > 0 derart, dass
jede stetige Abbildung g’ dieses Polyeders in sich mit g(g, g') < ¢
und hochstens endlich vielen Fixpunkten die gleiche algebraische
Fixpunktzahl wie g hat.

Hierauf seien f und ' homotope Abbildungen von P in sich
mit héchstens endlich vielen Fixpunkten. Nach Satz I gibt es
dann eine Deformation (f*, 0 < v < 1) von f in f’, so dass fir
0 < 7 =<1 die Abbildung f* hochstens endlich viele Fixpunkte
hat. Und nach dem vorstehenden Deformationssatz gibt es zu
jeder Zahl v aus [0, 1] eine Zahl ¢ > 0 mit der Eigenschaft:
fir alle ¢ aus [0, 1] mit |6 — 7| < ¢ haben die Abbildungen
f° und f* dieselbe algebraische Fixpunktzahl.

Da das Intervall [0, 1] schon durch endlich viele der Intervalle
(t — ¢, 7+ €%), 0 =7 =1, lberdeckt wird, erhdlt man eine
Kette f = f%, %, ..., f*"* = f' derart, dassfiri =0,...,m — 1
die Abbildungen f*¢ und f*¢+! dieselbe algebraische Fixpunktzahl
haben. Hieraus folgt Satz II.

1, Reguldre Verbindungsfunktionen.

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen. Es bedeutet R»
den n-dimensionalen Euklidischen Zahlenraum. Sind a, b die
Punkte (a4, ..., «,) und (B, ..., 8,) des R" so ist a + b der
Punkt (o; + By, ... ¢, + B,) und @ + b die aus den Punkten

a und b bestehende Menge, ferner ab der Punkt (f; — «,, .. .,
B, — «,). Sind M und N Mengen des R", so bezeichnet B(N; M)
die Begrenzung beziiglich M von N. Statt B(N; R") schreiben
wir auch B(N). Die Entfernung von M und N wird mit o(M, N)
bezeichnet. Es bedeutet 6(M) den Durchmesser von M und
U(M; 6) die 6-Umgebung inbezug auf den R" von M.

Sind a,, ..., a, linear unabhingige Punkte des R", so ist
a,, . ..a, das von diesen Punkten aufgespannte abgeschlossene

3) J. Leray, ,,Sur la forme des espaces topologiques et sur les points fixes des
représentations”, Journal de Mathemathiques pures et appliquées, vol. 24 (1945),
pp. 95—167.
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Simplex. Fiir solche Simplexe benutzen wir auch die Bezeich-
nungen &, &;, ¥ etc. Das Innere von Z inbezug auf seine Trager-
ebene wird mit /(Z), der Rand beziiglich der Tragerebene mit
& bezeichnet.

Die Bezeichnung ¢ =1, 2, ... besagt, dass ¢ alle natiirlichen
Zahlen durchlauft. Durchliuft ¢ nur endlich viele, so geben wir
stets das letzte Glied an.

Unter einem ,,endlichen Polyeder’” des R"™ verstehen wir die
Vereinigungsmenge von endlich vielen Simplexen # des R". Eine
r-dimensionale ,,topologische Mannigfaltigkeit’”” im R" ist eine
Menge M im R" mit der Eigenschaft: zu jedem Punkt p von
M gibt es eine in M offene zum R"™ homdomorphe Teilmenge von
M, die p enthalt.

Unter dem n-dimensionalen ,, Einheitswiirfel” verstehen wir die
Menge aller Punkte (7!, ..., ") des R" mit 0 < 7 =1,
i=1,...n

Definition. Als eine ,,regulire Verbindungsfunktion” des R?
bezeichnen wir eine fiir alle 4-Tupel (p, p’, 11, t2), wobei p und p’
Punkte des R?* und 71, v* Zahlen aus [0, 1] sind, erkldrte stetige
Abbildung a in den R? mit den folgenden Eigenschaften 1 bis 4.

1. Esist a(p, p’, 7, 0) = p und a(p, p’, %, 1) = p’ fiir alle
Punktpaare (p, p') des R? und alle Zahlen 7' aus [0, 1].

2. Es st (a(p, p', 7, %), 0111, 0=12<1)=p,
wenn (p, p’) ein Punktpaar des R?® mit p = p'.

3. Sind p, p’ Punkte des R? und (t}, 7}), (73, v3) Punkte des
2-dimmensionalen Einheitswiir/els mit
alp, P 7, 1) =a(p, P’y 7, 73), p # P, 0< <1, 0<7; <1,
so ist (1}, 73) = (13, T3)-

4. Sind p, p' Punkte des R? und 7', 7%, 12 Zahlen aus dem
Intervall [0, 1] mit a(p, p’, 7%, 72) = a(p, p’, 7%, 72) und p # p’,
s0 ist 1 = 1}.

Wie man sich leicht iiberlegt, existieren reguldre Verbindungs-
funktionen des R?: Es sei S die 1-dimensionale Sphire des R?
mit (0, 0) als Mittelpunkt und 1 als Radius. Dann geniigt es,
a zu erklaren in allen (p, p’, 7%, 72), fiir welche (p, p’) ein zu (0, 0)
diametrales Punktpaar auf S ist. Nun sei ¢ der Punkt (0, 41)
und ¢’ der Punkt (0, —1). Fiir jede Zahl « aus [0, 1] sei ferner
s, der Punkt (2oc -1, 0) und (a(g, ¢, «, '), 0 =<t =< 1) der
Streckenzug gs, + s q Ist hierauf (p, p’) ein zu (0, 0) diametrales
Punktpaar auf S, so drehe man den R? um (0, 0), bis ¢ in p liegt.
Dann sei a(p, p’, 7', 7?) der Punkt, in den a(g, ¢', 7!, 72) bei
dieser Drehung iibergeht.
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Bis zum Schluss dieses Abschnittes seien M eine Menge des
R2, f und f’ stetige Abbildungen von M in den R? ohne Fixpunkte,
ferner a, eine regulire Verbindungsfunktion des R? und a die
fiir alle (p, 74, ?) mit pe M, 0 < 71 <1 und 0 < 72 < 1 durch

a(p, 7, %) = a(f(p), f'(p), 7 %)

bestimmte Abbildung in den R2. Ferner sei 4(p) fir p e M die
Menge

(a(p, T4 72), 0= =1, 072 <1)

und N die Menge aller Punkte p von M mit p € A(p). Fiir p e N
sei h(p) die Menge aller Punkte (7!, 72) des 2-dimensionalen Ein-
heitswiirfels mit p = a(p, 71, 72).

Dann wollen wir I bis IV beweisen:

I. 1. Es ist a(p, t%, 0) = f(p) und a(p, 7%, 1) = f'(p) fiir alle
Punkte p aus M und alle Zahlen ' aus [0, 1].

L. 2. Istp ein Punkt aus M mit f(p) = f(p), so gilt A(p)=f(p).

I. 8. Sind p ein Punkt aus M und (7}, v3), (13, va) Punkte
des 2-dimensionalen Einheitswiirfels mit

a(p, 7, ) = a(p, w5, %), fP) #F(P)0< B <10< 75 <1,

so gilt (v, %) = (v}, ).

I. 4. Sind p ein Punkt aus M und 1%, o, f Zahlen aus dem
Intervall [0, 1] mit a(p, 7, a) = a(p, 7', B) und f(p) # f(p),
so ist o = f.

II. Es seien q ein Punkt aus M mit f(q) # f'(q), ferner o§, o*
und of, 1 =1, 2, Zahlen mit 0 < o}, < o' < 0} < 1. Dann gibt
es eine Zahl 8 > 0, so dass U(a(q, o', ¢%); d) in (a(g, 7% 72),
oh = v <o, i =1, 2) legt.

II1. Die Abbildung h ist eindeutig und stetig.

IV. Es seien q ein Punkt aus N, ferner o', 6® Zahlen mit
0<oi<l,t=1, 2 und ¢ = a(q, o, 02). Dann gibt es eine Zahl
6>0 mit M.U(q; 6)CN.

Die Aussagen 1.1 bis I.4 folgen aus den Eigenschaften 1 bis 4
einer reguldren Verbindungsfunktion.

Beweis von II. Es sei E die Menge aller Punkte (7!, 72)
des 2-dimensionalen Einheitswiirfels mit o} < 7' <o}, i =1, 2,
und b die durch b(z!, 72) = a(q, 7', %) bestimmte Abbildung
von E in den R2. Die Abbildung b ist stetig. Sie ist ferner ein-
eindeutig: Sind (7, 72) und (7}, %) Punkte aus E, so ist im
besonderen 0 < 73 < 1 und 0 < 73 < 1; wegen f(q) # f'(¢) und
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1.3 sind also b(7}, 72) und b(z}, 73) nur dann gleich, wenn (t}, 7%)
und (7}, 72) gleich.

Mithin ist die Abbildung b topologisch. Da E eine offene Menge
des R? ist, so ist also auch b(E) eine solche. Und hieraus folgt,
da a(q, o', o2) ein Punkt von b(E) ist, bereits II.

Beweis von III. Es sei ¢ ein Punkt aus N. Da f nach Voraus-
setzung keinen Fixpunkt hat, ist im besonderen ¢ # f(g). Aus
f(@) = f'(¢) und L2 wiirde also folgen, dass g € A(g) im Wider-
spruch zur Erklirung von N. Mithin

(*) Hq) # f'(q)-

Es seien (7}, 72), ¢ = 1, 2, zwei nicht notwendig verschiedene

Punkte der Menge h(q), also ¢ = a(g, 7}, 72) fiir ¢ = 1, 2. Dann ist
(%) a(g, 7, %) = alg, T )

Wegen ¢ # f(q) und q # f'(q) sowie I.1 ist ferner

(%) 0<7 <1, i=1, 2

Aus (*) bis (**) und I.1 schliesslich folgt, dass (71, 73) = (73, 73),
also die Eindeutigkeit von h.
Fiir p € N bezeichnen wir den Punkt &(p) auch mit (7}, ©2).

Wir machen die Annahme, es sei die Abbildung % in dem Punkt ¢
von N unstetig. Dann gibt es eine Zahl ¢ > 0, so dass zu jeder

1
natiirlichen Zahl & sich ein Punkt a, in N befindet mit o(a,, q)<f

und der Giiltigkeit wenigstens einer der beiden Ungleichungen
| 78 — Tikl =¢ ¢t =1, 2. Unter den Zahlen 1, 2 befindet sich
mindestens eine, wir bezeichnen mit r eine solche, zu der es eine
Teilfolge by, b,, ... der Folge a,, a,, ... gibt mit

") gz k=12

Da die Punkte (r},k, rzbk), k=1,2,... im 2-dimensionalen Ein-
heitswiirfel, also in einem Kompaktum liegen, gibt es eine Teil-
folge ¢;, ¢y ... von by, by, ... derart, dass die Folge (tik, rfk),
k =1,2,..., konvergiert, dass also jede der beiden Zahlenfolgen
¥, ©,...,1=1,2, konvergent ist. Bezeichnen wir lim 7},

1 2 k
k — o0, mit (%, so ist " # 1, wegen () und also

) (¢Y C?) # 15 T3)-
Weiter ist

) q = a(g, &' ¢*).
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Zum Beweis sei @ > 0 vorgegeben. Wir bezeichnen firr k = 1, 2,...
den Punkt a(g, ;, ;) auch mit g,. Wegen

a(g, ¢ () = a(g, lim 7, lim ) = lima(q, 7, 7},) = lim g,

geniigt es, statt (**) zu zeigen: ¢(g, ¢,) < w bei hinreichend
grossem k. Wegen ¢, — ¢, k — oo, ist

ol e

olalcy, o, &), alg, 7, 7)) <

’

wenn nur k hinreichend gross ist, wegen der Bedeutung von ¢,
w .
und ¢, also po(c; qi) < 7 Hieraus und aus ¢; - ¢, k - oo,

folgt, dass p(q,, ¢) < @ bei hinreichend grossem k.

Da h eindeutig ist, widersprechen ¢ = a(g, 7;, 72) und (%),
(t*) einander. Also ist, wie behauptet, h stetig.

Beweis von IV. Wie unter III schon festgestellt wurde, ist
7(@) # f'(q). Bezeichnen daher of und of, ¢ = 1, 2, Zahlen mit
0<o) <oi<oi<l, i2=1,2, so gibt es nach II eine Zahl
A > 0 derart, dass

(*) U(g; 4)C(a(g, 7Y 2,0 <1 < 0t, 1 =1,2).

Wir machen die Annahme, zu jeder fahl %, k=1, 2,...
existiere ein Punkt ¢, e M mit o(q,, q) < N und der Eigenschaft,
dass die abgeschlossene Menge A(g,) einen Randpunkt r, mit
o(ry q) < 71: hat. Fiir k = 1, 2, ... seien dann 7; und 7> Zahlen,

so dass r, der Punkt a(q,, 7}, 72) ist. Wenigstens eine der Zahlen
7, und 72 ist 0 oder 1. Im anderen Fall folgte niamlich aus II,
dass eine ganze Umgebung von r, in der Menge A (q,) enthalten ist.

Wegen lim o(r,, ¢) = 0 und lim g(q;, ¢) = 0, k — oo, gibt es

A4
eine natiirliche Zahl m mit o(q, r,) < Py und o(a(g, 7., 72),

a(g, =k, 72)) < . Wegen r,,= a(q,, 7s, t2) ist dann

(:) Q(q’ a’(q’ T;” T,%.)) < 4.

Da wenigstens eine der Zahlen 7., und 72 gleich 0 oder 1 ist, gilt,
wenn wir die Menge der Punkte (7!, 72) des R? mit o} <7'<o},
¢ =1, 2, auch Q nennen, (z}, 72) e Q. Also existiert eine gegen
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den Punkt (7}, v2) konvergierende Folge (4, 22), k = 1, 2, ...,
mit

(A 22)¢0Q, 0 < 22 < 1.

Wegen L3 gilt dann fiir k = 1, 2, . . ., dass der Punkt a(q, 4;, 43)
nicht in der Menge (a(g, 7', %), of =< v* <o} ,t =1, 2) und
wegen (*) daher auch nicht in U(gq; 4) gelegen ist. Mithin liegt
auch der Punkt a(q, v}, 72) nicht in U(g; 4) im Widerspruch
zu (3)-

Somit ist die obige Annahme falsch. Daher gibt es eine Zahl
d; > 0, so dass fiir alle Punkte p aus M . U(q; 6,) gilt: kein Rand-
punkt der Menge A(p) liegt in U(q; d,).

Da g = a(q, o, o?) ist, gibt es eine Zahl §, > 0, so dass fur
alle Punkte p aus M . U(q; d,) der Punkt a(p, ¢%, ¢2) in U(q; 6,)
liegt, dass also fiir alle p aus M . U(q; J,) die Menge A(p) zu
U(g; 6,) nicht fremd ist.

Mit 6 = min (§,, d,) hat hierauf 6 die verlangte Eigenschaft:
Es bezeichne p einen Punkt aus M . U(q; §). Wegen 6 < 4, ist
A(p) zu U(g; 6,) nicht fremd. Wegen 6 =< 4, hat A(p) keinen in
U(q; 0,) liegenden Randpunkt. Daher ist, da 4(p) abgeschlossen
ist, U(g; 6,) in A(p) enthalten. Wegen 6 < 6, liegt p in U(q; d,),
mithin in 4(p). Folglich gilt p € N, was die Behauptung ist.

2. Reguldre Abbildungsscharen im Kleinen.

Der folgende Satz handelt iiber Abbildungsscharen von Polye-
dern des R2in den R2. Auf ihn und eine in Abschnitt 8 bewiesene
Erginzung wird in Abschnitt 4 ein Satz im Grossen zuriick-
gefiihrt.

Satz 1. Es seien Py, und P endliche Polyeder im RZ2, so dass
Py £ 0 im Innern von P liegt, ferner f und f' stetige Abbildungen
von P in den R? ohne Fixpunkte. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl [ und eine Schar (f*, 0 < 7 =< 1) stetiger Abbildungen f*
von P in den R? mit f© = f und den Eigenschaften:

f*(p) = f(P), peB(P), 0 =7 =1,
f{(p) = f'(p), wenn f(p) = f(p)-
f'p) = f'(p), pe Py

Jiir 0 < v <1 hat f° hochstens ¢ Fixpunkte.

Wir zerlegen den Beweis von Satz 1 in drei Teile.

Erstens die Funktion a. Nach den Ausfiithrungen in Abschnitt 1
konnen wir mit 2 eine fiir alle (p, 7!, 72), p ein Punkt aus P
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und 7!, 72 Zahlen aus [0, 1], erklirte stetige Abbildung in den R?
bezeichnen, welche die Eigenschaften (1.1) bis (1.4) hat.

(1.1) Es ist a(p, t', 0) = f(p) und a(p, =%, 1) = f'(p) fir alle
Paare (p, t!) mit pe P und 0 < ¢! < 1.

(1.2) Es ist (a(p, 7% %), 011, 0=172=1)=f(p)
wenn p ein Punkt von P mit f(p) = f(p).

(1.8) Ist p ein Punkt aus P mit f(p) # f'(p), so folgt, wenn 72
und 73 Zahlen in (0, 1) sind, aus a(p, 7}, 73) = a(p, 73, 73) die
Gleichung (7}, %) = (13, 73).

(1.4) Ist p ein Punkt aus P mit f(p) # f'(p), so folgt fiir be-
liebige Zahlen «, 8 in [0, 1] aus a(p, 7!, o) = a(p, 11, ) die Glei-
chung « = §.

Die Menge aller p von P mit pe (a(p, 7% 12), 0 =11 <1,
0 < 7% < 1) nennen wir (. Wir nehmen an, dass Q nicht leer ist.
Ist Q leer, so bestidtigt man Satz 1 leicht mit Hilfe der Funktion
g, welche in allen (p, ) mit pe P und 0 =< v < 1 bestimmt ist
durch g(p, v) = a(p, §, ). Wegen der Stetigkeit der Abbildung
a ist Q abgeschlossen.

Wir bezeichnen fiir p e Q mit h(p) die Menge aller Punkte
(71, 72) des 2-dimensionalen Einheitswiirfels, fiir die die Gleichung
p = a(p, %, t2) gilt. Nach Abschnitt 1 ist & eindeutig und stetig.
Statt h(p) schreiben wir auch ausfiihrlicher (7}, 72). Es sei Q,
die Menge aller Punkte p von Q mit (1}, 2) = (, 72).

Fir Q, = 0 ergibt sich Satz 1 leicht aus g. Wir nehmen fiirs
folgende an, dass Q, nicht leer ist. Wegen der Abgeschlossenheit
von Q und der Stetigkeit von h ist Q, abgeschlossen. Es ist

(2) 0< 7 <1, peQ.

Denn da p = a(p, 7,, 72),s0 folgt aus 12 = 0 oder 2 =1 und

(1.1), dass p = f(p) resp. p = f'(p) entgegen den Voraussetzungen.
Wir bezeichnen mit 6 > 0 eine Zahl, so dass

(8.1) P.U(Qy 8)CQ
und weiter
(8.2) 0<1t, <1, peP.U(Qy 0),

ist. Die Zahl ¢ existiert: Nach Abschritt 1 gibt es zu jedem Punkt
p von @, eine Zahl é, > 0, so dass P . U(p; ¢,) C Q. Da Q, kom-
pakt ist, lisst es sich bereits mit endlich vielen der U(p; 6,)
iiberdecken. Hieraus folgt zunichst, dass es eine Zahl 6’ > 0
gibt mit P.U(Qy; 6') CQ. Da weiter 7, =4, p € Qp, und h



194 Josef Weier. (10]

stetig ist, gilt, wenn die Zahl 6 mit 0 < § < ¢’ nur hinreichend
klein gewahlt ist, (3.2).
Es seien Q,, Q, homogen 2-dimensionale endliche Polyeder mit

(33) P.U(Qy ¥0)CO.CP.U(Qy 39),
P. U(Qo; 30)CQ. C P. U(Qo§ 0).

Aus der Stetigkeit von A und der Erklarung von Q, folgt die
Existenz einer Zahl ¢ > 0, so dass fiir alle p € Q mit o(p, Qy)=}9
die Ungleichung

- d =z

vilt. Weiter existiert wegen der Stetigkeit von % eine Zahl y > 0,
so dass, wenn p und ¢ Punkte aus Q mit o(p, q) < n sind,
I-;i_-;"]<i t=1,2
(IS ] q -L, r e
gilt.

Zuweitens Transformation von a. Es moge L, eine simpliziale
Zerlegung von Q, bedeuten, welche auch in @, eine simpliziale
Zerlegung L, induziert und deren Simplexdurchmesser < 7
sind. Die Eckpunkte von L, nennen wir ¢;, 1t = 1,...,7.

Hierauf sei h*(e;), ¢ = 1, .. ., r, ein Punktsystem in allgemeiner
Lage im Innern des 2-dimensionalen Einheitswiirfels mit

(4) o(h*(e,), h(e,)) < 5— i=1...7

und der Eigenschaft, dass die Punkte h*(e,), ..., h*(e,) zu der
Strecke ((}, t), 0 < 7 =< 1) des 2-dimensionalen Einheitswiirfels
fremd sind.

Durch die Erklarung der Punkte A*(e;) ist eine simpliziale
Abbildung A* von Q, in das Innere des 2-dimensionalen Einheits-
wiirfels bestimmt, mit der Bezeichnung h*(p) = (7L*, 12%) also

(5.1) 0< TiF <, 1=1,2, peQ,
und es gilt weiter: Fir peQ, und ¢ =1, 2 folgt
(5.2) [7i* — 3| >caus |75 — | > 2.

Zum Beweis von (5.2) sei & ein Simplex von L,, weiter ¢ ein
Punkt und e ein Eckpunkt von & Nach der Erklarung von L,
ist dann (g, ¢) < %, nach der Erklirung von » also
€

i =1, 2.
4

*) e — <
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Nach (4) ist

* i % ¢ :

(*) IT;——Te I<’g, Z:]., 2.

Es seien ¢, d irgendzwei Eckpunkte von #; wegen o(c, d) <7
. . € .

ist dann die Zahl | 7} — 7} | < "y wegen (4)also | 72* — 7 |<—

und, da die Abbildung k* auf Z affin ist, mithin

*% i* j* € :

(%) |r,~r:,|<§, i=1,2.

Aus (*) bis (%F) folgt |z} — r;*] <eé& 1 =1, 2, und hieraus,

wenn fiir ¢ die Ungleichung | 7i — 1| > 2¢ gilt, (5.2).

Mit Hilfe der auf Q erklarten Abbildung 2 und der auf Q,
definierten Abbildung A* wird A’ wie folgt auf Q erklért:

K(p) = (1 — e(p))*(p) + e(P)k(p), PeQy
K (p) = h(p), pPeQ — Qs
dabei ist o(p), p € Q, definiert als o(p) = — g(p, Q,) fir

8 89
o(p, 01) = Zund o(p) = 1firp(p, Q) = =

Die Abbildung A’ ist stetig. Denn ist p ein Punkt von B(Q,; P),

/]
so gilt nach (8.3), dass o(p, Qo) = —(5 also o(p, U(Qys )) = —,

4
)
wegen Q, CU(Qy; ) daher o(p, Ql g — folglich g(p) =1.

Schreiben wir fiir p € Q statt A'(p) auch (rﬁ', 72'), so ist

(6.1) 0< 7 <1, peQ
(6.2) 0< <1, peQy
(6.3) k' (p) = h(p), pe B(Q; P),
(6.4) (2, %) # & %) peQ — Qs

Da Q, wie oben bemerkt wurde, abgeschlossen ist, liegt B(Q; P)
in P; daher sind & und k' auf B(Q P) erklart.

Zu (6.1). Fiir p € Qy ist 72 € [12, ©2*],fiir p e Q — Q, ist 72 =12,
und also folgt (6.1) aus (2) und (5.1).
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Zu (6.2). Fiir p € Q, gilt wegen (8.2) und der Erklarung von Q,
in (8.3), dass 0 < 7}, < 1, wegen (5.1) weiter 0 < 7,* < 1. Also
ist 0 <7l <1, da 7} zwischen 7} und 7 * liegt.

Zu (6.3). Da Q, C P . U(Qg; 0) und P . U(Qy; 6) C Q nach (3.8)
beziehungsweise (8.1), ist Q, . B(Q; P) = 0, nach der Erklarung

von h' also (6.8) richtig.

— o
Zu (6.4). Da P.U(Qy —)C Q, nach (8.8), so gilt nach der

4
Erklarung von ¢ im besonderen fiir alle Punkte p aus Q — Q,
die Ungleichung | 7, — 4 | > 2e. Hieraus und aus (5.2) folgt
(6.4); denn zufolge der Definition von &’ ist ja entweder 2'(p) =h(p,
oder es liegt h'(p) auf der Strecke von k(p) nach h*(p).

Fiir p e Q und ¢ = 1, 2 bezeichnen wir mit ! jene Abbildung
der Strekke [0, 1] auf sich, die 0 in 0, 1 in 1, 7% in 7¢ tberfiihrt
und fiir die tibrigen Zahlen linear fortsetzt. Diese Abbildung ist
wegen h'(p) = h(p), pe Q — Q,, und (6.1), (6.2) topologisch.
Dann sei

a’(p’ Tl’ .[2) = “(Pa wi(rl), wi(rz))’ pe€ Q’
a'(p, v, %) = a(p, %, 72), peP — Q.

Wegen (6.3) ist w (7') = 7%, 0 < 7' < 1, fiir p e B(Q; P), also
a’ stetig.

Uber a’ gilt weiter (1.1) bis (1.4), wenn man darin a durch a’
ersetzt. Wir nennen die so entstehenden Aussagen (1.1") bis (1.4").

Zwischen der Funktion a', die fiir alle (p, 7!, 72) mit pe P
erklart ist, und der auf Q definierten Funktion h’ besteht folgender
Zusammenhang:

(7.1) Fir p € Q gibt es genau ein Paar (7!, 72) mit der Eigen-
schaft, dass p = a’(p, 7%, v2). Und zwar ist (7}, 72 )dieses Paar.

(7.2) Fir pe P — Q ist p ¢ (a’(p, %, 72), 0 = 7! =<1,
0=12=1)

Beweis von (7.1). Ist (7!, 72) das Paar (v}, 72), so gilt p = a’
(p, 7%, 7%); denn es ist a’ (p, 7, 12) = a(p, w, (7)), W2(72)) =
a(p, t,, ©2) =p. Dass (v,, 72 ) das einzige Paar (7!, 7%) mit
p = a'(p, 7Y, 1') ist, folgt daraus, dass es nur ein Paar (7!, %)
mit p = a(p, 7!, %) gibt, und dass die Abbildungen o} und «?
eineindeutig sind.

Die in (7.2) fiir p e P — Q angegebene Beziehung folgt aus der
Erklirung von Q und aus der Gleichheit der beiden Mengen
(@'(p, 71, 72),0 < 71 < 1,0 < 72 < 1) und (a(p, 7Y, 72), 0711,
0=72<1)
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Drittens das 1-dimensionale Polyeder S. Es sei S die Menge aller
Punkte p von Q mit pe (a'(p, %, 7), 0 < v < 1). Wegen (7.1)
ist S die Menge aller Punkte p von Q mit (¥, <) = (}, ©¥).
Wegen (6.4) ist S in Q, gelegen. Fiir p € Q! ist h'(p) = h*(p),
und aus der Erklarung von h* folgt daher, dass S entweder leer
oder ein homogen 1-dimensionales endliches Polyeder ist, das bis
auf endlich viele Punkte im Innern von Grundsimplexen von L,
liegt.

Wenn S leer ist, best{:itigt man Satz 1 leicht vermége der fiir
alle (p, T) mit pe Pund 0 < 7 < 1 durch g'(p, 7) = a'(p, 3, 7)
bestimmten Abbildung g'.

Nun sei S von der Dimension 1. Es moge K eine simpliziale
Zerlegung von P bezeichnen, die auch in P, eine simpliziale
Zerlegung K induziert. Wir bestimmen eine simpliziale Abbildung
A von P in [0, 1] durch die Festsetzung, dass Ale) = 1 oder = 0,
je nachdem e ein Eckpunkt von K mit e € K, oder mit ¢ ¢ K,
ist. Fiir die Zahl A(p) schreiben wir auch 4,. Mit S,, i =1, . ..,s,
bezeichnen wir Strecken, die zu je zweien keinen gemeinsamen
inneren Punkt haben, fiir die 2'S; = S und weiter 1) und 2)
gilt. 1) Auf S, ist 4 affin. 2) Zu jedem S; existiert ein Grund-
simplex von L;, das S, bis auf hochstens seinen Rand im Innern
enthilt. — Es seien Z;,, 1 = 1, ..., s, Simplexe der Dimension 2
in Q,, die paarweis keinen gemeinsamen inneren Punkt haben
und fiir die gilt, dass S, bis auf seine beiden Randpunkte im Innern
von Z, liegt.

Bezeichnen wir 72’ fiir p e &, auch mit u(p), so gilt:

(8.1) Firr pe 2, ist 0 < u(p) < 1.

(8.2) Fiir p € S gibt es genau eine Zahl 7 mit p = a’(p, }, 7),
und zwar ist dies die Zahl u(p).

Es folgt (8.1) aus 2'Z, C Q, C Q und (6.1). Wegen (7.1) gibt es
zu jedem Punkt p € S genau ein Paar (7!, v2) mit p = a’(p, %, ©%),
und zwar ist (v, v2) dieses Paar. Nach der Erklirung von S
ist 71’ = 1, und hieraus folgt (8.2).

Es sei nun j eine der Zahlen 1, ..., s. Die Endpunkte von S;
seien derart mit ¢’ und e’ bezeichnet, dass A(e’) = A(e’’). Ferner
sei u,, eine Zahl mit max (u(e’), u(e”)) < u.. <1, weiter m ein
Punkt im Innern der Strecke S; mit

(n — n(€))]e(m, €) > (Ae"”) — A(e"))/ele”; €').
Erkliren wir dann y als diejenige Abbildung von S; in (0,1),
die ¢’ in u(e’), m in u,,, €'’ in u(e’’) iiberfithrt und fir die iibrigen
Punkte linear fortsetzt, so gilt offenbar:
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(9) Zu jeder Zahl « aus [0, 1] gibt es hochstens zwei Punkte
p auf der Strecke S; mit «A(p) = y(p).

Wir setzen weiter y(p = u(p) fiir p € Z; und y iiber die offene
Menge &; — (&; + S;) derart stetig fort, dass 0 < y(p) < 1 in
allen Punkten p von &,.

Fiir p e 2%, moge £, die Strecke [0, 1] so auf sich abbilden,
dass 01in 0, y(p) in u(p), 1 in 1 iibergeht und fiir die iibrigen Zahlen
aus [0, 1] linear fortgesetzt ist. Wegen 0 < u(p) <1 und
0 < y(p) < 1 ist die Abbildung &, topologisch.

Mit Hilfe von A(p), pe P, und & (), pe &, und 0 < 7 < 1,
kann nunmehr eine Abbildungsschar (%, 0 =< 7 =< 1) mit den in
Satz 1 verlangten Eigenschaften aus a’ erklart werden. Dabei
bewirkt 4, dass ff(p) = f(p) fur pe B(P) und 0 =< 7 < 1. Durch
die Abbildungen &,, p € 2'Z;, wird erreicht, dass zu jeder Zahl =
aus [0, 1] hochstens endlich viele Punkte p auf S existieren mit
p=1f(p) Fir 0 <71 sei

f(p) = a'(p, & &,(2,7)), peZi,
ff(p) = a'(p, & 4,7), peP — 237,

Da y(p) = u(p) fir peXa, ist &,(r) =71 fir peXz, und
0 < 7 < 1. Mithin ist fiir 0 < v =< 1 die Abbildung f* stetig.

Wegen f°(p) =a'(p, %, 0), pe P, und (1.1) ist f© = f. Fiir
p € B(P) ist, da P, nach Voraussetzung zu B(P) fremd ist,
A(p) = 0. Also ist f*(p) = f(p) in allen (p, ) mit p ¢ B(P) und
0<7=1. Fir pe P, ist A(p) = 1. Daher ist fi(p) = f'(p),
p € Py, nach (1.1').

Nach (1.2') ist (a'(p, 7%, 72), 0 =71 <1, 0 =2 < 1) = f(p),
wenn p ein Punkt von P mit f(p) = f’(p). Im besonderen ist also
fi(p) = f'(p), wenn f(p) = f'(p).

Fir 0 < 7 <1 hat die Abbildung f* hoéchstens 5 = 2s Fix-
punkte. Zum Beweis sei « eine Zahl aus [0, 1]. Nach der Er-
klirung von S und (f%, 0 < 7 < 1) ist die Menge aller Punkte p
von P, die Fixpunkte von f* sind, in S enthalten. Es sei j eine
der Zahlen 1, ..., s. Fiir alle Punkte p von S; mit p = f*(p) ist

p=2a(p ¥ §(1,2))

nach (8.2) also &,(4,a) = pu(p) oder A,a = & (u(p)), zufolge der
Erklarung von &, daher A,a = y(p). Nach (9) gibt es auf S;
hochstens zwei Punkte, fiir die die letzte Gleichung gilt. Mithin
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ist die Anzahl der Fixpunkte von f* auf S nicht grosser als Z.
Damit ist Satz 1 bewiesen.

3. Regulire Abbildungsscharen in Fixpunktumgebungen.

Wir beweisen zunéchst den folgenden

Hilfssatz. Es set r eine natiirliche Zahl, T ein r-dimensionales
Simplex des R, f eine stetige Abbildung von & in den R™ mit p +# f(p),

p ex, und nur endlich vielen Fizpunkten q,, . . ., q,; ferner q ein
innerer Punkt von & mit q.# 495 v =1,...,m, derart, dass die
J(qq:), i =1,...,m, paarweis zu einander fremd sind. Fiir

i=1..,mund 0 = v =<1 sei qF der Punkt (1 — 7)q; + 79.
Dann gibt es eine Schar (f*, 0 = v = 1) stetiger Abbildungen f*
von T in den R™ mit f* = f und den Eigenschaften: f*(p) = f(p)
fiirp ez und 0 < v < 1; fiir 0 < v < 1sind die Punkte ¢, . . ., ¢%,
die Fixpunkte von f*; f'(q) = ¢; es st fi{(g) = (1 — 7)g + =f(p’),
wenn peZ& — q ein Punkt mit p = (1 — v)q + 1p’ und p’ die
Projektion von p auf & aus q ist.

Beweis. Wir bezeichnen die Eckpunkte von Z mit a, . . ., a,.
Fir¢=0,..,rund 0 =<7 =<1 sei af = (1 — 7)a; + 7¢q. Fur
0 < 7 <1 sei &, das von den Punkten af, ..., a’ aufgespannte
Simplex.

Es sei w(p) fiir p e & — ¢ die Projektion von p auf # aus g,
ferner sei w® fur 0 < v < 1 die durch

(1) w'(p) = w(p), ped,,
bestimmte affine Abbildung von &, auf #. Fiir 0 < v < 1 ist dann
(2) w(g]) = go i=1,...m

Da fiir jedes 7 aus [0, 1] die Abbildung w® nicht ausgeartet affin
ist, folgt aus (2), dass

(3) w'(p) ¢ 2 g, fir ped, — Xq; 0=71<L
Fir 0 £ 7 < 1 setzen wir dann:

(4) fip) =p + (1 — 0w (p)fe*(p), p ey

und in allen Punkten p aus 2,5 v =0 =0,

(5) ff(p) = p + (1 — oyu(p)few(p).
Es sei fi(q) = ¢q. Fir pea, 1 >0 =0, sei

(6) Ap) =p + (1 — o)u(p)fw(p).
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Die so erklarte Abbildung F = (f*, 0 =< v < 1) hat die ver-
langten Eigenschaften:

Es ist F stetig, wie aus 1) bis 8) folgt. 1) Fiir jede Zahl t aus
dem Intervall [0, 1] ist die Abbildung f* stetig; denn wegcn (1)
stimmt auf Z, die Erklarung (4) mit (5) iiberein. 2) Die Abbildung
f1 ist stetig; denn fiir p e 2,5, 0 — 1, geht der durch (6) bestimmte
Punkt fi(p) gegen p. 3) Wegen w*(q) = ¢, 0 = 7 < 1, ist f*(q)=¢
fir 0 = 7 < 1. Und der Durchmesser von f*(#,) geht gegen Null
fir 7 —> 1.

Aus (2) und (8) folgt: fiir 0 < = < 1 sind die Punkte ¢7,. . ., ¢}
die einzigen Fixpunkte von f7.

Die von f' geforderte Eigenschaft ist mit (6) gleichwertig,
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Bemerkung. Es sei Z ein r-dimensionales Simplex des R”, ¢
ein innerer Punkt von # und f eine stetige Abbildung von Z in
den R ohne Fixpunkte. Dann gibt es eine Schar (7, 0 < 7 =< 1)
stetiger Abbildungen f* von # in den R™ mit f* = f, f*(p) = f(p)
fir pez und 0 <t <1, p#f(p) fir peZ und 0 <7< 1,
/'(¢) = q und p # fi(p) fir peZ — q. _

In der Tat hat mit A(p) = o(p, 2)/(e(p, @) + o(p, q), P,
und der Festsetzung

ff(p) = (1 — =a(p))f(p) + =A(p)p, pea,

bereits die Abbildungsschar (f7, 0 < v < 1) die verlangten Eigen-
schaften.

Wir kénnen nun herleiten:

Satz 2. Es seien r eine natiirliche Zahl, & ein r-dimensionales
Simplex des R”, f und f' stetige Abbildungen von & in den R™ mit p
# f(p) = f(p), pe&, und hochstens endlich vielen Fixzpunkten.
Dann gibt es eine natiirliche Zahl ¢ und eine Schar (f*, 0 = 7 = 1)
stetiger Abbildungen f* von & in den R" mit f* = f, ft = f,

fT(P)Zf(P)a P65,0§T§1,

und der Eigenschaft, dass fiir 0 < v < 1 die Abbildung f* hochstens
¢ Fizpunkte hat.

Beweis. Wegen der obigen Bemerkung kénnen wir annehmen,
dass f wie f' wenigstens einen Fixpunkt hat.

Esseiena,, . . ., a,, die Fixpunkte von fund b,, . . ., b, diejenigen
von f, ferner ¢ ein innerer Punkt von # mit ¢ #a,¢ =1, ..., m,
und ¢ #b,, 1 =1,...,n, derart, dass die J(qa;), 1 =1,..., m,
paarweis zu einander fremd sind, ebenso die J (q_b,-), t=1,...,mn,
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zu einander. Die Abbildung g sei wie folgt bestimmt: g(q) = ¢;
fiir p ¢ Z — ¢ sei, wenn p’ die Projektion von p auf Z aus ¢ be-
zeichnetund p =(1 — 7)gq + 7p’ ist, g(p)derPunkt (1 — z)q + 7/(p’)
Schliesslich sei { = max (m, n).

Nach dem obigen Hilfssatz gibt es dann Abbildungsscharen
@ 0=tr=1)und (P, 0=Tt=1)mit P =fgd=g =7,
h =g,

g (p) = h*(p) = f(p), pez, 0 =<t <1,

und der Eigenschaft, dass fiir 0 =< v =<1 die Abbildungen
h® hoéchstens ¢ Fixpunkte haben.

Mit ff=g%, 0=71=4 und ff=A*? 1< v <1, hat
hierauf (f*, 0 < 7 < 1) die verlangten Eigenschaften.

Aus den Sitzen 1 und 2 leiten wir nun einen Satz her, auf den
wir spater die Aufgabe zuriickfithren werden, isolierte Abbildungs-
scharen in kompakten topologischen Mannigfaltigkeiten der
Dimension 2 zu erkliren. Er hat, wie sich in Abschnitt 4 zeigt,
die Bedeutung eines im Kleinen richtigen Satzes, aus dessen mehr-
facher Anwendung sich ein Satz im Grossen ergibt.

Satz 8. Es seien U und V beschrinkte offene Mengen des R*
mit U CV, ferner f und g stetige Abbildungen von V in den R? mit
hochstens endlich vielen Fixpunkten. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl ¢ und Scharen (f*, 0 =t =<1), (& 0= v =<1) stetiger
Abbildungen f* und g* von V in den R mit > = f, g = g und den
Eigenschaften: fiir alle (p, ) mit peV —V und 0 < v < 1 st
ff(p) = f(p) und &°(p) = g(p);

fi(p) = g'(p), wenn f(p) = ¢(p);
() = &(p), peU;

fiir 0 < v <1 haben die Abbildungen f* und g* hiochstens ¢ Fia-
punkte.

Beweis. Es seien ¢, ..., ¢,, Punkte in U, so dass, wenn f
oder g Fixpunkte auf U hat, diese unter den Punkten ¢, ..., ¢,
enthalten sind. Ferner seien Z; und g, ¢ = 1, . . ., m, in V gelegene
Simplexe der Dimension 2 derart, dass g, in J(Z;), Z;, in J(g;)
liegt, die §; paarweis zu einander fremd sind und sich auf X' 3, —
2 §; kein Fixpunkt von f oder g befindet.

Wir bezeichnen mit @, und Q endliche Polyeder im R2, von
denen gilt: 1) es ist U + X, C Qy, Q, liegt im Innern von Q,
Q CV; 2) jeder Fixpunkt von f und g auf Q ist unter den Punkten
qu - - - ¢, enthalten. Die Polyeder Q, und Q existieren. Denn es

T
g
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kann zwar V unendlich viele Komponenten haben, wegen U C V
und der Endlichkeit von (V') ist aber U bereits in endlich vielen
Komponenten von V enthalten.

Mit P bezeichnen wir das Polyeder Q — X' J(Z;), mit P, das
Polyeder Qq — Z J(7,). Dann liegt, da @, im Innern von Q liegt,
P, im Innern von P. Und es hat f wie g auf P keinen Fixpunkt.

Es sei « eine Zahl mit 0 <« <1, ferner g* =g fiir 0 < v < 1.

Nach Satz 1 gibt es eine natiirliche Zahl {, und eine Schar
(f%, 0 =< 7 < «) stetiger Abbildungen f* von P in den R? mit den
Eigenschaften: f*(p) = f(p), wenn (p, t) ein Paar, fiir das ent-
weder pe P und v =0 oder pe B(P) und 0 < v < « ist;

(1) f*(p) = &*(p), wenn f(p) = g(p);
(2) f*(p) = &*(p), P e Py;

fir 0 < v < « had'f* hochstens {, Fixpunkte. — In allen (p, 7)
mit peV — P und 0 < 7 < « sei f5(p) = f(p).

Wegen (2) ist im besonderen f*(p) = g*(p) fiir p € £ y,. Nach
Satz 2 gibt es daher fiir ¢ =1, ..., m eine natiirliche Zahl ¢,
und eine Schar (hf, « < v < 1) stetiger Abbildungen A} von g,
in den R? mit den Eigenschaften: k] (p) = f*(p) in allen (p, 7),
fiir die entweder p e, und v = « oder p ey; und a < 7 < 1 ist;

(3) k;(p) = &'(p), Peds

fir « < v <1 hat h] hochstens {; Fixpunkte.

Fir alle (p, t), peV — 2 J(3;) und « < v =1, sei hierauf
ff(p).= f*(p). Firdie (p, t) mit peg;und a = v < 1 sei f*(p) =
hi(p); i =1,...,m. Dann ist

(4) f'(p) = g'(p), wenn f*(p) = g*(p).

Die Abbildungsschar F = (ff, 0 < 7 < 1) ist gleichmassig
regulir, da es jede der endlich vielen Abbildungsscharen, aus
denen sich I’ zusammensetzt, ist. Trivialerweise ist (g%, 0=7=<1)
gleichmaéssig regular.

Die Polyeder P, §,, ..., §, sind zu V — V fremd. Daher ist
f*(p) = f(p) und g*(p) = g(p) in allen (p, r) mit pe ¥V — V und
0st<1.

Aus (1) und (4) folgt, dass, wenn f(p) = g(p), auch fi(p) = g'(p).

Nach der Erklirung von P, ist Py, 4+ 2§, = Q,. Aus fi(p) =
f%(p),pe Py, und (2) folgt, dass fi(p) = g*(p) = g'(p) fiir p € Py. Aus
fi(p) = ki(p), p €F:, und (8) folgt daher, dass f'(p) = gl(p) fir
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p € Qp, wegen U C Q, also im besonderen f}(p) = g!(p) fiir p € U.
Damit ist Satz 3 bewiesen.

4. Der Approximationssatz fiir 2-dimensionale kompakte topo-
logische Mannigfaltigkeiten.

Aus Satz 3 ergibt sich folgender

Satz im Kleinen. Es seien Q eine zum R?* homdéomorphe
Menge im R", U und V in Q offene Mengen mit U CV und V C (,
ferner f und g stetige Abbildungen von V in Q mit hichstens endlich
vielen Fixpunkten. Dann gibt es eine natiirliche Zahl { und Scharen
(f5 0= 7=1), (g 0= 1 =1) stetiger Abbildungen f* und g*
von V in Q mit den Eigenschaften: f, = f; g, = g; f*(p) = f(p)
und g¥(p) = g(p) fiir alle (p, ©) mit in V — V gelegenem p und
0T,

fi(p) = g'(p), wenn f(p) = g(p);

p) = g'(p), peU;
fir 0 = v < 1 haben die Abbildungen f* und g* hochstens { Fix-
punlkite.

Auf diesen Satz im Kleinen fithren wir nun den unten angege-
benen Approximationssatz (Satz 4) zuriick. Fiir den ganzen Ab-
schnitt bezeichne P eine kompakte 2-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit im R".

Die Hilfssdtze 1 und 2 sind elementar.

Hilfssatz 1. Es sei ¢ eine positive Zahl. Dann gibt es in P offene
Mengen UX und V%, i =1,...,mk k=0,...,n, mit den Eigen-
schaften: U% C V%, §(V¥) < e, fiir iy # i, sind Vfl und T/_{.‘l fremd,
es ist P = X U~

ik

Beweis. Es scien Z ein n-dimensionales Simplex des R” mit

P C#, K eine simpliziale Zerlegung von # mit Simplexdurch-

3 . . 10 . . .
messern < — und &1 =1, ..., mF die k-dimensionalen Simplexe

-

von K, tk=0,...,n
Ist 8° eine Zahl mit 0 < 8° < % und % =20 firi = 1,..., m,
so gilt:
I°) Fiir 4, # 4, sind U (yi ; 0% und U (g‘}l; 8°) zu einander fremd.
I1°) Es ist Zw CZ U(y,, 16°).
Wir machen nun dle Annahme, es seien § eine der Zahlen

0,....,m — 1 und bereits positive Zahlen &°, ..., 8 sowie in &
gelegene Simplexe ¥, ¢ =1,...,mk k= 0, ... ], bestimmt



204 Joset Weier. (20]

mit §(7F) < i und den Eigenschaften:

') Fur i, ;ﬁ iy sind U (y'ﬁl; 6*)und T (7%,; 0*) zu einander fremd,
k=0,...,7.
II’) Es ist ZZ CZZ U(gs; 36%).

k=01 k=t1

— "
Da Z g = 25" abgeschlossen und X X U(7%; 36*) offen

k=0¢
ist, 1bt es wegen IIJ ) eine Zahl 6 > 0, so dass sogar

(*) Z U(zi*t; 6)C Z 2U(FE; 36%).

k=01
Nun sei gi*'fir ¢ = 1, ..., m*1 ein Simplex im Innern von Zi*!
mit

(:l;) i.i}l J+1 CU( :i+1 (S)

L . ) € o= )
ferner ¢’*! eine Zahl mit 0 < &7+l < n so dass die U(gitt; §'+1),

i =1,...,m*Y, paarweis zu einander fremd sind.

Dann gilt I'+!) und wegen (*), (¥) auch II/+1).

Mit U= P.U(g% 46%) und V§ = P.U(g}; 6*) haben
hierauf U¥ und V¥, ¢ =1,...,m* k =0,... n, die verlangten
Eigenschaften: Dass U* C Vi.‘, folgt aus der Erklarung von U¥

. . € €
und V% Der Durchmesser von g ist kleiner als 5> Wegen oF < "

also der Durchmesser von V¥ kleiner als e&. Wegen I*) sind die
Vk 4 =1,... m¥ paarweis zu einander fremd.

Es ist z=X 27 C ZX U(g"; 36%) nach II"), also P = X X U*%.
=% - Yis 2 - M

k ¢ T

Hilfssatz 2. Es sei m eine natiirliche Zahl und A, eine positive

Zahl. Dann existieren Zahlen A4, ..., 4, mit 4, <}4,,,

i=1,... m, und der Eigenschaft: zu jedem Punkt p von P gibt

es in P offene zum R? homoomorphe Mengen U (p), 1 =1, ..., m,
mit

(1) P.U(p; 4,)CUip)C P.U(p; §4in)

Beweis. Wir machen die Annahme, es seien k eine der Zahlen
0,..., m—1 und 4,..., 4, positive Zahlen, so dass, falls
k> 0ist, 4, < }4,,, fiir i =0,..., kgilt und ferner: zu jedem
Punkt p von P gibt es zum R? homéomorphe in P offene Mengen
Uip), ¢t =1,..., k mit 1;) bis 1;). Dann behaupten wir:

Es gibt eine Zahl 4,,; mit 0 < 4, ., < §4, und der Eigen-
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schaft: zu jedem Punkt p von P existiert eine zum R? hom&omor-
phe in P offene Menge U, ,(p) mit (1,,,).

Wir wollen zunichst zeigen:

I. Zu jedem Punkte p von P existiert eine zum R? homoéo-
morphe p enthaltende in P offene Menge mit einem Durch-
messer < 34,.

Beweis von I. Es sei ¢ ein Punkt von P und U, eine ¢ enthal-
tende zum R? hom6éomorphe in P offene Menge; h eine topolo-
gische Abbildung von Uq auf den R? und ¢’ = h(gq). Bezeichnet
dann U(q’; ) fir 6 > 0 die 6-Umgebung inbezug auf den R?
von ¢’, so gilt: Wenn 6 > 0 nur hinreichend klein, so ist der
Durchmesser von h~1(U(q’; 8)) kleiner als 34,. Da h topologisch,
ist die Menge h~1(U(q!; d) fiir jedes 6 > 0 in P offen.

Wegen 1 kénnen wir also jedem Punkt p von P eine p enthal-
tende zum R? homéomorphe in P offene Menge zuordnen, deren.
Durchmesser < }4, ist. Da die Menge P kompakt, wird sie
schon von endlich vielen dieser Mengen iiberdeckt. Mithin:

II. Es gibt in P offene zum R? homéomorphe Mengen V,,
t=1,..,m, mit P=2XV, und §V,) < {4,.

Wir wollen weiter zeigen:

III. Es gibt eine Zahl 4,,, mit 0 < 4,,, < }4,, so dass zu
jedem Punkt p von P wenigstens ein V, existiert mit
P.U(p; 44)CV,

Beweis von III. Fiir jedes p von P bezeichnen wir mit W (p),
t=1,...,m, diejenigen der V, die p enthalten. Dann sei
d,p) fur ¢ =1,...,m, die obere Grenze aller Zahlen 6’ > 0
mit der Eigenschaft, dass P . U(p; ¢') in W,(p) liegt. Ferner sei
0(p) das Maximum der Zahlen d,(p), ¢ = 1, ..., m,. Wir machen
die Annahme, dass eine Zahl 4, , der angegebenen Art nicht
existiere. Dann ist die Zahl infd(p), p e P, gleich Null; und
mithin gibt es eine konvergente Punktfolge p;, p,, ... von
Punkten p, aus P mit d(p;) >0 fir ¢ > 0. Zu dem Punkt
¢ = lim p,, i— 0, gibt es eine Zahl §, > 0 mit P . U(p; d,) C W,(q)
Dann liegt P . U(p,; 34,) in W,(q) fir alle p, mit hinreichend
grossem 3: Wegen 6(p;) - 0, ¢ — oo, ein Widerspruch.

Aus II, IIT und der Erkliarung der V, folgt: Zu jedem Punkt
p von P gibt es eine zum R2? hom6omorphe in P offene Menge
Uiaa(p) mit (1,,,), womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Wir koénnen jetzt herleiten:

Satz 4 (Approximationssatz fiir 2 Dimensionen). Es
sei (f°, 0 < v < 1) eine Schar stetiger Abbildungen von P in sich
und ¢ eine positive Zahl. Dann gibt es eine natirliche Zahl ¢ und
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eine Abbildungsschar (g%, 0 < 1 =< 1) in P mit o(f*, &) <,
0 <t £1, und den Eigenschaften: fiir 0 < v <1 hat die Ab-
bildung f° hichstens { Fixpunkte; haben f° und f* hochstens endlich
viele Fixpunkte, so ist g = f° und g = f.

. ) 1
Beweis. Wir bezeichnen 2n 4 2 auch mit ¢ und £
2n + 2
mit 4,  Nach Hilfssatz 2 gibt es dann Zahlen 4,,..., 4, mit
(1) 0< 4, <3d, i1=1,...,a,

so dass gilt: zu jedem Punkt p von P existieren in P offene zum
R2 homéomorphe Mengen U,(p), i =1, ..., a, mit

(2) P.Up; 4)CU(p)CP.U(p; 34,;), 1=1,..,a.
Da P kompakt ist, existiert eine Zahl n > 0, so dass fiir jede
Menge M von P mit einem Durchmesser < % gilt:
(8) 3(F(M)) < 34, 0<T=1
Nach Hilfssatz 1 gibt es in P offene Mengen U,, und V,,,
t=1..,m, k=0,...,n mit U,;CV,, und den Eigen-
schaften:
(4) 0(Vi:) < min (n, 4,),
fiir 4, # i, sind V,;; und V,,, einander fremd, P = X U,,.
i k
Einige der U,; kénnen leer sein. Die leere Menge bezeichnen
wir auch mit U_,,,.

Es seien (g, ..., (, Zahlen mit {, =0, {; <,y 1 =0,...,
m—1, und {,, =1, so dass fiir ¢ =0,...,m — 1 gilt:

(8) e(f, f7) < min (34, 1e), L=71=0li
Fiir i = 0, .. ., m sei g eine stetige Abbildung von P in sich mit
hochstens endlich vielen Fixpunkten und

(6) o(gs ) < min (3, fe).

Eine solche Abbildung existiert, wie eine einfachere Uberlegung
ergibt. Haben f° und f' hochstens endlich viele Fixpunkte, so
sei g = /% und g!' = fL.
Weiter sei § eine der Zahlen 0, ..., m — 1und « = {;, f = {;,,,
f—a
2(n + 1)
Fiir jede Menge M von P mit 6(M) < 7 ist

(7) o(g(M) + g'(M)) < 4,.

¢=g =& o=
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Denn der Durchmesser von f* (M) wie 8 (M) ist nach (8) kleiner
als 14,. Da weiter o(f*, 8) < 34, nach (5), ist also 8(/*(M) +
8(M)) < 34,, woraus wegen (6) dann (7) folgt.

Zum Beweis von Satz 4 geniigt es, eine gleichmassig regulire

Abbildungsschar (g% o« < v =< f) von g in g’ mit (g, g°) = %’

o« < v < B, anzugeben. Denn wegen (5) und (6) ist dann

o &) +ole M re <5 +7+p «ST=h

also o(g% ff) <efira=tv=§

Es seien nun, so wollen wir annehmen, k& eine der Zahlen
0,...,m, ferner (g% o« < 7 < a + ko) und (g%, f — ko < 7=p)
gleichmissig regulire Abbildungsscharen in P mit g* = g und
gP = g’ derart, dass gilt, wenn g, die Abbildung g**** und g
die Abbildung gf—*®bezeichnet:

k-1

1) Fir pe X Z U, ist g,(p) = g, (p).

l=—11

2,) Es ist 6(g (M) + g.(M)) < 4, s, wenn M eine Menge
in P mit 6(M) < 5 ist.

k
3,) Es ist p(g, g°) < —e¢ fiir alle 7 aus [«, « + wk] +[f—ok, B].
a

Fiir kK = 0 sind 1,), 2,) und 8,) sicher richtig.

Das Intervall [« + kw, « + (k + 1)w] bezeichnen wir auch
mit J,, das Intervall [ — (kK 4+ 1)w, § — ko] auch mit J B

Wir wollen zeigen, dass aus der vorstehenden Annahme die
Existenz gleichméssig regularer Abbildungsscharen (8% 7e]y)
und (g%, 7€ Jg) folgt, so dass, wenn g ,, e+ Tesp. die Abbil-
dungen ¢ o°‘+"“’+“’ gb-*w-© begeichnet, 1k+1) 2;,1) und 3,,,)gilt.

Es sei U eine der Mengen U,,;, ¢ =1, ..., m,, die nicht leer
ist, und V das zugehérige V.

Dann gibt es zunichst eine in P offene zum R2? homéomorphe
Menge Q, mit

(8) 0(Qo) < 34 gk-1s &:(V) + (V) C Q.
Es sei nimlich ¢ ein Punkt aus g,(V). Nach der Erklarung der
4, gibt es dann eine in P offene zum R? homéomorphe Menge
Qo mit

P.U(g; 44 0:) CQCP.U(q; §44_gp)-
Und fiir diese Menge gilt (8). Denn wegen 6(V) < 5 und 2,) ist
der Durchmesser von g,(V) + g.(V) kleiner als 4,_,,.
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Erstens sei Q,.V = 0. Hier setzen wir Q = Q,. Da Q, zum
R? homéomorph ist, gibt es eine fiir alle (p, ) mit p eV und
0 < 7 < 1 erklérte stetige Abbildung 4 in Q mit A(p, 0) = g.(p),
A(p, 1) = g.(p) und der Eigenschaft: (A(p, 7),0 < 7 < 1) = g.(p)
wenn g,(p) = g.(p). Das ist leicht einzusehen: Sind k und &’

stetige Abbildungen von V in den R? und setzt man

wp, T) = (1 — 7)h(p) + h'(p)

in allen (p, 7) mit pe¥V und 0 < v < 1, so ist u(p, 0) = A(p),
#(p, 1) = k' (p) und (u(p, 1), 0 < v < 1) = h(p) fir h(p) = k'(p).
Hieraus folgt, da Q zum R? homdéomorph ist, leicht die Existenz
von A.

In dem vorliegenden ersten Fall werde dann fiir alle (p, 7)
mit peV und ve J, die Zahl

7 — (a + wh) o(p, V—-V)
» “e(pV —V)+ olp, U)
mit 7, bezeichnet, und es sei g*(p) = A(p, 7,). Fir peV und

ve Jp sei g'(p) = & (p).
Dann gilt: fir 7€ J, baw. 7€ Jg ist

(9) g(p) = g(p), &(p) = g.(p), peV —V;
fiir peV ist

(10) @HOR0(p) = gh-0k-0(p) wenn g+@¥(p) = gh-2*(p);

(1) grrario(p) = g-oro(p), pel.

Zweitens sei Q,.V # 0. Hier existiert eine in P offene zum
R? homoomorphe Menge Q mit

(12) 6(Q) < o si—s gk(I_/) + g;:(V) +VCo.

Denn nach der Erklarung der 4, gibt cs eine in P offene zum
R? homéomorphe Menge Q mit

P.U(g; A4 9x1) CQC P.U(q; $44-2x-2)s

und von dieser Menge gilt (12): Wegen Q, .V # 0 ist 6(Qy+V )=
6(Qo) + 6(V). Wegen (8), (4)und (1) istalso 6(Qy + V) < 4,911
und wegen ¢ e Q, daher Q, + V in Q gelegen. Mithin ist (12)
wegen (8) richtig.

AufQ, U, V, g, und g,: wenden wir den obigen Satz im Kleinen
an. Derselbe ergibt gleichmissig reguldre Scharen (g%, te J,),
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(&%, ve],) stetiger Abbildungen g® von V in Q mit (9), (10)
und (11).
Da die V,,;, ¢ = 1, ..., m,, paarweis zu einander fremd sind,

kénnen wir g%(p) als in allen (p, 7), fiir die p in X V;; und 7 in
Ja + Jp liegt, erklart nehmen. Fiir die (p, v) mit p e P — XV,
und 7e J, sei g(p) = gi(p). Ist p ein Punkt aus P — XV,

und 7 eine Zahl aus g, so sei g°(p) = g, (p). Diese Erklidrung ist
wegen (9) stetig.

Mit der oben angegebenen Bedeutung von g, ., und g
dann 1.,), 2;,,) und 3k+1) k=1

Es ist guyy 1(p) = gn (p) fiir pe T X Uy, wegen 1) und

1=-1 ¢

8 +1 gilt

(10). Daher gilt 1,,,) nach (11).
Fir ve J, bzw. 7€ /g ist

(*) 0(gr> €7) < }usin 0(ge &) < Moo
Denn da g, und g, auf V nur innerhalb Q verschoben wird, folgt
(*) aus (8), (12) und (1).

Nach (*) sind im besonderen g(g;, g,,) und o(g;, g +1) Kleiner
als die Zahl }4, 5, ,. Mithin folgt 2,.,) aus 2,) und (1).

Zum Beweis von 8, ,) ist wegen 3,) nur zu zeigen, dass o(g, g*)

nicht grosser als

1
e ist fiir alle v aus J, und Jg. Dies folgt
a

1
aber aus 3;) sowie (*) und }4, ,. ., < 4, = p
Es ist «a + (n+ 1w =8 — (n + 1)w. Wir bezeichnen die
Zahl « 4 (n + 1)w auch mit y. Fir k = n ist dann ZZ U,

i=-—1

gleich P. Und es sind (g% « < v < y)und (g%, y < 7 < B) gleich-
massig regulére Abbildungsscharen in P mit g* =g, gﬁ =g

und p(g, ¢¥) = — 2 ° fiir alle aus [a, B].

Nach einer obigen Bemerkung ist damit Satz 4 bewiesen.

5. Der Approximationssalz tn Dimensionen grosser als 2.

Sind @ = («3, ..., «,) und b= (f,, ..., 8,) Punkte des R",
so sagen wir, (a, b) sei ein ,,Antipodenpaar”, wenn o, = g, fiir
i=1,..,n—1und «, # B,. Sind M eine Teilmenge des R"
und f, ¢ eindeutige Abbildungen von M in den R", so nennen
wir den Punkt p von M einen ,,Antipodenpunkt” von (f, g),
wenn (f(p), g(p)) ein Antipodenpaar ist.
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Definition. Als eine ,,regulire Verbindungsfunktion des R™
n > 2, bezeichnen wir eine fir alle (n + 2)-Tupel (p, p’, v, . . ., T")
— wobet p und p’ solche Punkte des R™, dass (p, p’) kein Anti-
podenpaar ist, und 7, ..., t* Zahlen aus [0, 1] sind — erkldrte
stetige Abbildung a in den R™ mit den Eigenschaften 1 bis 4.
1. Fir alle Punktpaare (p, p') des R", fiir die a erkldrt ist, und
alle Punkte (7',..., t™1) des (n — 1)-dimensionalen Einheits-
wiirfels ist

a(p, p’s %, ..., ", 0)=p, a(p, p’, T4 ..., "L 1) =1p'".

2. Esist (a(p, p, /s .. "), 0 =71 <1,...,,0 = 1" 71)=p,
wenn (p, p') ein Punktpaar des R™ mit p = p'.

8. Sind p, p' Punkte des R" und (7', ..., t*) Punkte des n-
dimensionalen Einheitswiirfels mit

a@, Py Ty V) =a(p, p’s 3 - - - T3),
p#FP,0< i< 0< 1y <1,

S0 Ist (Thy ..o T0) = (Thy - + o Th).

4. Sind p, p’ Punkte des R™ und *, ..., t*1, a, § Zahlen aus
dem Intervall [0, 1] mit a(p, p’, 7% ..., "L a) = a(p, P,
.., 1L, B) und p #p', so ist 17 = 15.

Eine einfachere Uberlegung ergibt, dass zu jeder Zahl n > 2
regulire Verbindungsfunktionen des R”" existieren: Es sei S die
(n — 1)-dimensionale Sphire im R" mit dem Nullpunkt r des
R™ als Mittelpunkt und dem Radius 1, ¢ der Punkt (0, .. .,0, +1)
und ¢’ der Punkt (0,...,0, —1). Dann geniigt es offenbar,
a(p, p’s 4, ..., ) zu erkliren fir alle Punktpaare (p, p’) auf
S, die zu r diametral liegen und von (g, ¢’) und (¢’, q) verschieden
sind. Dies kann wie folgt geschehen. Es sei V' die von s begrenzte
abgeschlossene Vollkugel. Den n-dimensionalen Einheitswiirfel
des R™ nennen wir W, W, und W, die Menge aller Punkte (7!,

.. T") von W mit 7" = 0 bzw. t™ == 1. Dann erklidren wir
zunéchst eine stetige Abbildung ¢ von W auf V, und zwar sei
o(Wy) = ¢, ¢(W,) =¢q. Uber W — (W, + W,) kann man ¢
leicht derart stetig fortsetzen, dass W — (W, + W,) topologisch
auf V — (4 + ¢’) abgebildet wird. Dann sei a(q, ¢', 7% ..., ")
der Punkt ¢(7!, ..., ") fir alle (<%, .. ., ") des n-dimensionalen
Einheitswiirfels. Ist hierauf (p, p’) irgendein von (¢, ¢') und
(¢°. gq) verschiedenes Punktpaar auf S, welches zu r diametral
liegt, ferner L, die von ¢, p und p’ aufgespannte 2-dimensionale
Ebene des R", L die (n — 1)-dimensionale Ebene des R" senkrecht
auf gq’ durch r und L, die auf L, senkrechte (n — 2)-dimensionale
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Ebene in L durch r, so drehen wir den R” um L, in derjenigen
Richtung, die g auf dem kiirzesten Weg nach p iiberfiihrt. Dabei
geht jeder Punkt p des R” in einen Punkt d(p) iiber. Schliess-
lich sei

a(p, p's ¥, ..., ) =da(g, ¢, % ..., ")

fiir alle Punkte (73, ..., ") des n-dimensionalen Einheitswiirfels.

Mit einer Ergénzung lautet nun Satz 1 in Dimensionen > 2
wie folgt.

Satz 1'. Es seien Py, und P endliche Polyeder im R', r > 2,
so dass Py # 0 im Innern von P liegt; f und f' stetige Abbildungen
von P in den R" ohne Fixpunkte. In einer Umgebung von P, liege
ketn Antipodenpunkt von (f, f'). Dann gibt es eine natiirliche Zahl
¢ und eine Schar (f*, 0 < v = 1) stetiger Abbildungen f* von P
in den R', von der gilt: f° = f; fiir alle (p, t) mit p e B(P) und
0=7=1 st f(p) = f(p);

f/(p) = f'(p), wenn f(p) = f(p);
fi(p) = ' (p), p € Py;

fir 0 =< v =<1 hat die Abbildung f* hochstens { Fixzpunlkte.

Beweis. Es sei P, ein endliches Polyeder im R’, so dass P,
im Innern von P,, P, in P liegt und sich auf P, kein Antipoden-
punkt von (f, /') befindet. Dann setzen wir zunachst f*(p) = f(p)
in allen (p, v) mit pe P — P, und 0 <7< 1.

Nach den obigen Ausfithrung existiert weiter eine fiir alle
P, .. t),pePund0 =71 <1,..., 0 < 1" <1, erklirte
stetige Abbildung « mit den folgenden Eigenschaften (1.1)
bis (1.4).

(1.1) Esist a(p, %, ..., T4 0) = f(p)und a(p, 7%, .. ., T" 4, 1)
= f'(p) fir alle n-Tupel (p, 7% ..., "7 !) mit pe P, und
o011, 0= <1,

(1.2) Es ist (a(p, % ..., 7"), 071 <1,...,, 0 < 7"
= f(p), wenn p ein Punkt aus P, mit f(p) = f'(p).

(1.8) Ist p ein Punkt von P; mit f(p) # f'(p), so folgt, wenn
77 und 7} Zahlen aus (0, 1) sind, aus a(p, 73, ..., 177) =
a(p, 1, ..., 17) die Gleichung (1},..., 7)) = (13, ..., 73).

(1.4) Ist p ein Punkt aus P, mit f(p) # f'(p), so folgt fiir
beliebige Zahlen « und g von [0, 1] aus a(p, 7%, ..., "7, &) =
a(p, %, ..., "1, B) die Gleichung « = 8.

Hierauf kann man Satz 1’ wie Satz 1 beweisen.

Wit benutzen spiter folgenden Hilfssatz. Es seien K ein
endlicher simplizialer Komplex im R™ und f, g simpliziale Ab-

IA

1)
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bildungen von K in den R’, ¢ eine positive Zahl. Dann gibt es eine
simpliziale Abbildung f* von K in den R™ mit o(f, f*) < ¢ und der
Eigenschaft: die Menge der Antipodenpunkte von (f', g) ist leer
oder etn homogen 1-dimensionales endliches Polyeder.

Beweis. Es bezeichne ¢ die durch ¢(p) = f(p) — g(p), p € K,
bestimmte simpliziale Abbildung von K in den R, G die Gerade
durch die Punkte (0,...,0) und (0,...,0, 1) der R".

Durch eine ¢-Verschiebung der Punkte ¢(e), e Eckpunkt von
K, in Punkte ¢'(e) lasst sich eine simpliziale Abbildung ¢! von
K in den R mit ¢l(e) ¢ G, e e K, gewinnen, von der gilt: die
Menge S aller Punkte p von K mit ¢!(p) e G ist leer oder ein
homogen 1-dimensionales endliches Polyeder.

Mit fi(p) = g(p) + ¢'(p), p € K, ist die Abbildung f* von der
verlangten Art: Wegen o(p, ¢') < ¢ ist o(f, f!) < &. Die Menge
der Antipodenpunkte von (f, g) ist gleich der Menge der Punkte
p von K mit ¢l(p) € G, also gleich S.

Eine Ergidnzung, die es ermoglicht, die oben fiir 2 Dimensionen
ausgefiihrten Uberlegungen auf beliebige Dimensionen zu iiber-
tragen, ist in dem folgenden fiir Dimensionen > 2 giiltigen Satz
zusammengefasst.

Satz iiber Antipodenpunkte. Es seien P, P, endliche
Polyeder im R, r > 2, und Py # 0 im Innern von P gelegen,
ferner f und g stetige Abbildungen von P in den R™ ohne Fizpunkte.
Dann gibt es Scharen (f*, 0 =< v = 1), (g% 0 =< v = 1) fixpunkt-
freter Abbildungen f* und g* von P in den R™ mit =, g°=g,

*) ff(p) = f(p), g"(p) = g(p), peB(P) 0=7=1,

(*) f'(p) = g'(p), wenn f(p) = g(p),

und der Eigenschaft, dass in einer Umgebung von P, kein Anti-
podenpunkt von (f1, gt) liegt.
Beweis. Es seien 5 > 0 eine Zahl, so dass

(1) o(p, f(p)) >n, o(p, g(p)) >n, peP;

Q die Menge aller Punkte p von P mit f(p) = g(p); 6 > O eine
Zahl, so dass U(P,y; ¢) im Innern von P liegt und

(2) o(f(p). &) < - peP.U(Q: o);

ferner K eine simpliziale Zerlegung von P, deren Simplexedurch-
messer kleiner als 6 sind; « und § Zahlen mit 0 < « < 8 < 1.
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Sind ¢; und y, simpliziale Abbildungen einer Unterteilung K,
von K in den R’ mit

1
(8) elpn ) < el &) < 12 7) # n(p)fire(p, Q) = 0,

so kann man nach dem obigen Hilfssatz durch eine kleine Ver-
schiebung der Punkte ¢'(e), ¢ Eckpunkt von K,, simpliziale
Abbildungen ¢ und ¢ von K, in den R" gewinnen, von denen (3)
gilt, wenn man darin ¢,, ¥, durch ¢, y ersetzt, und ferner: be-
zeichnet L den Komplex aller Simplexe # von K, fiir die o(Z, Q) =
30 und z. Py # 0 ist, und ihrer Seiten, so ist die Menge S aller
Punkte p von L, die Antipodenpunkte von (g, ¥) sind, leer oder
ein homogen 1-dimensionales endliches Polyeder.

Nun sei §; > 0 eine Zahl, so dass U(L; ¢,) in P liegt und zu
Q + B(P) fremd ist; ferner A(p) = 1 — o(p, L)/d, fiir die Punkte
p von U(L; 8;) und A(p) = 0 fiir die iibrigen Punkte von P. In
allen (p, ) mit pe P und 0 < v < « sei hierauf

() F(p) = 1= —AP)I(P) + —HP)p(p)

und g¥(p) bestimmt, indem man f und ¢ in (4) durch g bzw. y
ersetzt. Dann sind (f%, 0 =< 7 < «) und (g%, 0 = 7 < «) Scharen
fixpunktfreier Abbildungen f* und g* von P in den R™ mit f® =
und g° = g. Es ist f*(p) = f(p) und g%(p) = g(p) in allen (p, 7)
mit pe B(P) und 0 = 7 = «.

Wegen f*(p) = ¢(p) und g*(p) = y(p), p € L, gilt ferner: die
Menge aller Punkte p von L, die Antipodenpunkte von (f*, g*)
sind, ist S. Ist also p ein Punkt von P,, der Antipodenpunkt von
(f*, g*) ist und nicht auf S liegt, so ist p ¢ L.

Wenn S leer ist, setzen wir f* = f*und g = g* fira < v < 6.
Nun sei S #0 und T das 2-dimensionale Polyeder, das die
Vereinigungsmenge der Strecken f*(p)g*(p), peS, ist. Wegen
r > 2 konnen wir annehmen, dass S. 7T aus hochstens endlich
vielen Punkten besteht und dass iiberdies, wenn p einer dieser

Punkte, p zu f*(p)g*(p) fremd ist, dass also insgesamt

(5) p ¢ *(p)g*(p), peS.

Da S kompakt und zu der kompakten Menge Q + B(P) fremd ist,
gibt es eine Zahl 8, > 0 derart, dass U(S; d,) in P liegt und zu
Q + B(P) fremd ist und dass (5) sogar bei Ersetzung von S
durch U(S; ¢,) richtig bleibt.
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Firos7t=<1seih]=(1—7)f*+ vg

Es sei u(p) =1 — o(p, S)/d, fiir p € U(S; 8,) und u(p) = 0 in
allen iibrigen Punkten von P. Schliesslich setzen wir fiir alle
(p, 7), fiir die pe P und « < 7 < f ist, g¥(p) = g*(p) und

(6) ff(p) = hi(p) mit ¢ = ((v — «)u(p))/(B — «).
Da die Abbildungen f* und g* keinen Fixpunkt haben und man
S in (5) durch U(S; 4,) ersetzen kann, sind (f%, « < 7 < #) und
(g% o < v < B) Scharen fixpunktfreier Abbildungen.

Auf I befindet sich kein Antipodenpunkt von (ff, gf). Denn
es ist S die Menge der Antipodenpunkte von (f%, g*) auf L. Da

fiir p ¢ P die Punkte f*(p) und g%(p) auf fA(p)gf(p) liegen, ist die
Menge der Antipodenpunkte von (f#, gf) in S enthalten, wegen
B(p) = &), peS, also leer.

Es ist
(7) p¢ () (p), peP.UQ; 9)
Zum Beweis von (7) sei ¢ ein Punkt aus P . U(Q; 8). Dann folgt

zunéchst aus (3), e(f(@) (@) = e(f(9), #(g)) und e(g(g),
£(a) = elelg), ¥(g), dass
i

(*) e(H(9)- (@) < > elgle) &(a) < -
Nach (2) und (%) ist dann g(/“(q), g*(q)) kleiner als

e(f(@) 1*(9)) + e(H(q): 8(9)) + ele(9), g*(9) <im,
wegen (1) also ¢(q, /*(9)¢*(q)) nicht kleiner als

3
2(a. /@) — e(f(a), () — e((@), &(@)>n——+ — 1 =0

Aus fP(g)gP(g) C f(g)g*(q) folgt daher, dass ¢ ¢ P(q)é(q).
Da U(L; 4,) und ebenso U(S; ;) zu Q + B(P) fremd, ist

(8) ff(p) = f(p), &(p) =¢(q), peQ + B(P), 0 =7=§.

Es bezeichne Q, die Menge U(Q . Py; 36). Nach der Erklirung
von 6 liegt U(Py; d) im Innern von P; also liegt erst recht
U(Q . Py; %¢) im Innern von P. Daher gibt es eine Zahl 63 > 0,
so dass U(Qy; d;) in P.U(Q; 6) liegt.

Fir 0 < 7 <1 bezeichne k] die Abbildung (1 — 7)ff + gh.

Hierauf sei y(p) =1 — o(p, Qo)/d; fir peU(Qy; J3) und
y(p) = 0 fiir die iibrigen Punkte p von P. In allen (p, t) mit
pePund f <1 <1 sei g°(p) = gP(p) und
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(9)  fH(p) = h{(p) mit o = ((z — By(p))/(A — B).

Da U(Qy; 85) in P . U(Q; 6) liegt, (7) gilt und die Abbildungen
8, gf keinen Fixpunkt haben, sind alle Abbildungen der Scharen
(f5 B=t<1)und (g% B =< v =< 1) fixpunktfrei. Da U(Q,; d3)
in P liegt, ist f*(p) = f(p) und g*(p) = g(p), p € B(P), auch fiir
pt=1L

Es sei g ein Punkt von Q. Dann ist f(¢) = g(g), nach (8) weiter
f2(q) = g#(q) und also ‘auch fi(g) == g'(g).

Auf I haben (ff, gf), also erst recht (f!, g!) keinen Antipoden-
punkt. Wegen f(p) = gl(p), p € Qp, und der Bedeutung von Q,
befindet sich auf U(Q . P,; 36) kein Antipodenpunkt von (f%, g!).
Aus der Erklirung von L folgt, dass Py, im Innern von
L 4+ U(Q . Py; 30) liegt. Mithin befindet sich in einer Umgebung
von P, kein Antipodenpunkt von (f, g!).

Damit ist der Satz bewiesen.

Wir kénnen nun die Giiltigkeit von Satz 8 auch in Dimensionen
> 2 nachweisen:

Satz 8'. Es bleibt Satz 8 richtig, wenn man darin 2 durch die
beliebige natiirliche Zahl r > 2 ersetzt.

Beweis. Die Bedeutung von g¢,, &, %, t =1,...,m, Q@ 0,
P, und P sei bis auf die Dimension 2, die man durch r ersetze,
die gleiche wie im Beweis zu Satz 3.

Es seien « und § Zahlen mit 0 < a < fg < 1.

Nach dem obigen Satz iiber Antipodenpaare gibt es Scharen
(5 0 =t < a), (& 0 < v < «) fixpunktfreier Abbildungen f%,
g® von P in den R™ mit f* =, =g,

(1) ff(p) = f(p), &(p) =8(p), peB(P), 0 =7v=q
(2) *(p) = &*(p), wenn f(p) = g(p),

und der Eigenschaft, dass in einer Umgebung von Pj kein Anti-
podenpunkt von (f*, g*) liegt.

Fiir alle (p, ) mit peV — P und 0 < v < « sei f5(p)=f(p)
und g'(p) = g(p). Die so erklarten Abbildungen f* und g* sind
wegen (1) stetig.

Hierauf kann man vermége Satz 1’ und Satz 2 den Beweis
fast wortlich wie im Fall von Satz 8 zu Ende fiihren.

Wie aus Satz 8’ folgt, gilt der in Abschnitt 4 angegebene Satz
im Kleinen auch fiir die Dimensionen > 2. Er gilt ferner, wie
sich durch einige Kiirzungen des fiir die Dimension 2 ausgefiihrten
Beweises ergibt, auch in der Dimension 1. Alsdann iiberzeugt
man sich ohne Miihe, dass die Aussagen von Abschnitt 4 richtig
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bleiben, wenn man dort an passender Stelle jeweils 2 durch die
beliebige natiirliche Zahl » ersetzt. Mithin gilt folgender

Satz 4'. Bezeichnet r eine natiirliche Zahl und P eine r-dimen-
sionale kompakte topologische Mannigfaltigkeit im R", so bleibt
Satz 4 richtig.

Schliesslich folgt aus Satz 4, da sich jede kompakte topologische
Mannigfaltigkeit in einen KEuklidischen Zahlenraum einbetten
lasst, der nachstehende

Approximationssatz. Es seien (f°, 0 < v =< 1) eine Schar
stetiger Abbildungen f* der kompakten topologischen Mannigfaltig-
keit P in sich und ¢ eine positive Zahl. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl ¢ und eine Schar (g%, 0 = v = 1) stetiger Abbildungen g*
von P in sich mit o(f%, g¥) < &, 0 = 7 = 1, und den Eigenschaften:
fir 0 < v <1 hat die Abbildung g* hochstens { Fixpunkte; haben
f® und f* hochstens endlich viele Fixpunkte, so ist f° = g® und
ft =gl

Hier schliessen unsere Untersuchungen.

(Oblatum 5-10-54).



