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Sur le produit de Composition
par

Jean, Dieudonné 1).

1. Dans tout ce qui suit, G désignera un groupe abélien locale-
ment compact 2 ), Wl1(G) l’espace des mesures (complexes) bornées
sur G, L1(G) l’espace des classes de fonctions intégrables pour la
mesure de Haar dx sur G (par abus de langage, une classe est
identifiée à une quelconque des fonctions de la classe); L1(G) est
considéré comme sous-espace de m1(G), la fonction f E L1(G) étant
identifiée à la mesure bornée p telle que d03BC(x) = f(x)dx. L’effet
"régula.risant" du produit de composition ii f d’une mesure
bornée ,u par une fonction 1,E L1(G) est bien connu, en ce qui con-
cerne les propriétés de la fonction p * f 3); nous allons montrer
qu’il exerce un effet analogue sur la convergence des suites de
mesures bornées dans G.

Soit 0. l’espace des fonctions complexes continues dans G et à
support compact, muni de la norme f ~ | = sup |f(x)|; son com-

_ 

aeEG

plété 03A60 est l’espace des fonctions complexes continues dans
G et tendant vers 0 à l’infini; IDl1(G) est, comme on sait, le dual
de 03A60 et de io, et nous désignerons par ~03BC~ la norme d’une
mesure 03BC ~ m1(G); la convergence dans m1(G) pour cette norme
est qualifiée de convergence f orte; pour f E L1 (G) et d03BC(x) = f(x)dx,

1) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de
ce travail.

2) L’hypothèse que G est abélien n’intervient en réalité qu’aux nos. 13 et 14;
partout ailleurs, les résultats sont valables pour un groupe localement compact
quelconque, comme on le vérifie aisément. Pour la théorie de l’intégration, la termi-
nologie et les notations sont celles de N. Bourbaki [2]; pour le pro luit de composi-
tion, nous suivons l’exposé de H. Cartan et R. Godement [3].

3) Un exemple de cet effet est la remarque suivante, que je n’ai pas trouvée dans
la littérature sur le produit de composition: pour deux fonctions intégrables f, g,
le produit f * g est presque partout égal à une fonction de Ire classe de Baire (ce
qui n’est pas le cas pour une fonction intégrable quelconque, comme il est bien
connu). Il suffit pour le montrer de considérer le cas où f et g sont positives; si
gn = inf (g, n), f * gn est continue puisque gn est bornée, et en vertu du th. de
Lebesgue, f * g est l’enveloppe supérieure des fonctions f * g,,, donc est semi-continue
inférieurement, et par suite de première classe. Il est facile de voir sur des exemples
que ce résultat ne peut être amélioré.
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c:- a ~03BC~ = f |f(x)| dx = N1(f). Rappelons que la convergence
simple d’une suite (03BCn) de mesures bornées dans rbo est appelée
convergence vague; nous considérerons aussi dans ce qui suit la
convergence simple de (p’n) pour toute fonction complexe continue
et bornée dans G (et par suite, comme on sait, intégrable pour
toute mesure bornée sur G); on désignera par 03A6I l’espace de ces
fonctions. Nous aurons aussi à considérer parfois l’ensemble rb;
des fonctions uni f ormément continues et bornées dans G; enfin, nous
désignerons par 03A6IV l’ensemble des fonctions boréliennes bornées
sur G (notations inspirées de celles de [6]).
Nous allons étudier dans ce qui suit la nature de la convergence

d’une suite de produits de composition A. * y., sous diverses hypo-
thèses concernant la convergence des deux suites (03BBn), (p’n) de
mesures bornées; nous examinerons aussi les particularités qui se
présentent quand on suppose que l’une des suites (ou les deux)
sont formées de fonctions de L1(G). Dans nos résultats, le fait qu’il
est question de suites (ou de filtres à base dénombrable) joue un
rôle essentiel; presqu’aucun d’eux ne subsiste si on remplace les
suites (03BBn), (03BCn) par des filtres bornés à base non dénombrable.

2. Nous commencerons par démontrer un lemme sur les me-
sures bornées sur un espace localement compact et paracompact E,
établi par I. Schur [7] lorsque E est discret:
LEMME. Soit E un espace localement compact et paracompact, et

soit (03BCn) une suite de mesures bornées sur E, qui converge simplement
vers une mesure bornée 03BC dans 03A6I. A lors, pour tout a &#x3E; 0, il existe
une partie compacte K de E telle que 1 P,n 1 (bK)  03B51) pour tout
entier n.
Nous allons, comme I. Schur, raisonner par l’absurde, sui-

vant la méthode habituelle en ce genre de propositions (cf. [6]).
On peut toujours supposer que p = 0, en remplacant ,un par

,un - 03BC. Supposons qu’il existe oc &#x3E; 0 tel que, pour toute partie
compacte K de E, il y ait un entier n pour lequel 1 IÀ. 1 (K) ~ a.
Remarquons que E, étant paracompact, est somme topologique
d’une famille (E03BB) d’espaces localement compacts et dénombrables
à l’infini [1, p. 107, th. 5] ; chacun des E03BB est donc réunion d’une
suite croissante (An).) d’ensembles ouverts relativement compacts
tels que An03BB  An+1 .03BB pour tout n. On va définir une suite crois-
sante ( Uk ) d’ensembles ouverts relativement compacts dans E,
une suite (fk) de fonctions continues à support compact dans E,

1) La notation GA désignera dans tout ce travail le complémentaire d’une
partie A.
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et une suite croissante (nk) d’entiers, de facon à satisfaire aux
conditions suivantes:

1. Uk+1 contient Ux et tous les ensembles Ak03BB relatifs aux in-
dices Â (en nombre fini) tels que Uk rencontre E03BB;

2. le support de f k est contenu dans Uk- Uk-1 et on a

0 ~ fk~1;

3. pour i  k, on a |03BCni| (Uk) ~ 03B1 32;

4. on

Pour poursuivre la récurrence, Uk, fk et nk étant supposés
définis, il existe d’abord un indice mk &#x3E; nk tel que, pour n ~ mk,

on ait S 03BCn(fi) |  y-, et un voisinage compact Vk de U k tel que

1 1 (Vk) s 82 pour tout m  mk. Par hypothèse, il existe un

ensemble compact Hk+1 contenu dans bV k et un indice nk+1 (né-
cessairement &#x3E; mk) tels que |03BCnk+1| (Hk+1) ~ oc; il y a donc aussi

une partie compacte Lk+1 de Hk+1 telle que 1 P,n (Lk+1) | ~ 03B1 4,
puis une fonction continue f k+i, de valeurs comprises entre 0 et 1,
égale à 1 dans Lk+1, à 0 dans le complémentaire d’un voisinage

de Lk+1 contenu dans bV k’ et telle que 1 P,n k+1 (fk+1) | ~ 8 a - Il

reste à choisir pour Uk+1 un voisinage ouvert relativement compact
de V k, contenant le support de fk+1 et tous les Ak03BB pour les indices
03BB tels que Uk rencontre E03BB. Il est ainsi prouvé que la récurrence
peut se poursuivre indéfiniment.

Cela étant, il résulte du choix des Uk que tout point de E admet
un voisinage ne rencontrant qu’un nombre fini de supports des fk;

la somme f = 03A3 fk est donc une fonction continue dans E, telle
k=O

que 0  f  1. En outre, pour tout indice k, on a

mais comme 1 fj a son support contenu dans eV,,, et est comprise

entre 0 et 1, on a |03BCnk(03A3 /1) 1 ~| 03BCnk| (Vk) ~ 03B1 32, d’ou finale-

ment |03BCn 
k 
(f)| ~ 03B1 16 pour tout indice k, ce qui contredit l’hypo-

thèse et achève la démonstration.
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3. Avant d’aborder le sujet de cet article, ajoutons quelques
remarques au lemme précédent.
En premier lieu, l’hypothèse que E est paracompact ne peut être

supprimée de l’énoncé. Considérons en effet l’espace de Tychonoff
E (cf. p. ex. [4]) complémentaire du point (03C9, 03A9) dans l’espace
produit de l’espace Eo des ordinaux ~ m et de l’espace El des or-
dinaux ~ Q. On sait que E est localement compact et non normal
(ni par suite paracompact), et que dans E toute fonction numé-
rique continue est bornée et tend vers une limite au point à l’infini
(co, 03A9). Soit alors Pn la mesure définie par la masse + 1 au point
(n, 03A9) et la masse - 1 au point (n + 1, Q); il est clair que 03BCn(f)
tend vers 0 pour toute fonction continue dans E, mais que pour
toute partie compacte K de E, on a |03BCn| (bK) = 2 à partir d’un
certain rang.
Une seconde remarque est que le lemme s’applique aussi aux

filtres sur 9)ll(E) ayant une base dénombrable (cf. [1], p. 42, prop.
10) mais non aux filtres bornés quelconques. Considérons en effet
un ultrafiltre F sur E, non convergent; toute fonction f bornée
dans E admet donc une limite suivant F. Pour tout ensemble (né-
cessairement infini) U E F, soit 03BCU la mesure sur E définie par la
masse + 1 en un point de U, la masse - 1 en un autre point de U.
Il est clair que, suivant le filtre des sections de F, l’application
U ~ 03BCU(f) converge vers 0 pour toute fonction f E 0,,; mais comme
F ne converge pas dans E, pour tout ensemble compact K C E,
bK appartient à F, et si U C CK, on a |03BCU| (K) = 2.

4. Nous remarquerons tout d’abord que la convergence d’une
suite (03BBn) de mesures bornées dans l’ensemble 03A60 entraîne que cette
suite est bornée en norme, soit 11 Â. 11 ~  a (a indépendant de n);
il n’en est pas de même de la convergence dans 03A60 lorsque G n’est
pas compact, mais si on suppose la suite (Ân) bornée en norme, la
convergence dans 00 est équivalente pour cette suite à la conver-
gence dans ¡Po. On remarquera, aussi que si G est compact, les
quatre ensembles 03A60, 03A60, 03A6’I et OEi sont identiques. Si on suppose
que tend vers 03BB dans 03A60 et 03BCn vers p dans 03A60, en général 03BBn * Pn
ne tend pas vers 03BB * 03BC dans 03A60; par exemple, sur la droite numé-
rique, si Â. est la masse + 1 au point n, et Pn la masse + 1 au
point - n, 03BBn * 03BCn est la masse + 1 au point 0, et ne tend donc pas
vers 0 dans eo, bien que et Pn tendent vers 0 dans cet ensemble.
Par contre, on a le théorème suivant: 
THÉORÈME 1. Si Â. tend vers 03BB dans 03A6I et ,un versu dans 03A60,

03BBn * 03BCn tend vers 03BB *-/l dans 00.
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Remarquons d’abord que * p. tend vers 03BB * 03BC dans 03A60; en
effet, pour toute fonction f e Ôo, g(y) = f f(xy)d03BB(x) appartient à
(Po, comme on le voit aisément. De même, Â. * p tend vers 03BB * 03BC
dans 0,. On peut donc se ramener au cas où 03BB = 03BC = 0. Comme
11 Ân * 03BCn ~ reste borné, il suffit de prouver que (ln * Pn)(f) tend
vers 0 pour toute fonction f continue et à support compact S.
Pour tout s &#x3E; 0. il existe, "en vertu du lemme du n° 2 1), un en- 
semble compact K tel que 1 Ân 1 (K) ~ 03B5. Soit p une fonction
continue dans G à valeurs entre 0 et 1, de support compact H,
égale à 1 dans K. La fonction (1 - ~(x))f(xy) a son support dans
(CK) X G, d’où

si Il 03BCn ~ ~ b et c = sup | f(x)|. Il suffit donc de prouver que l’in-
XeG

tégrale j ~~(x)f(xy)d03BBn(x)d03BCn(y) tend vers 0; le support de ~(x)f(xy)
est contenu dans H X (SH-1) ; il existe donc un nombre fini de
fonctions continues à support compact Ui’ Vi (1 ~ i ~ p) telles

que |~(x)f(xy) - 03A3ui(x)vi(y)| 1 ~ 03B5 dans G  G. Mais comme on a
i=l

l’hypothèse entraîne que la somme du second membre tend vers 0,
ce qui démontre le théorème.

5. Sous les hypothèses du th. i, il n’est pas vrai en général
que 03BBn * 03BCn tende vers 03BB * li dans 03A6I, même lorsque A = 03BC = 0 2).
Prenons par exemple, sur la droite numérique, 03BCn définie par la

masse + 1 au point n, 03BBn définie par la masse + 1 au point 0 et la
masse - 1 au point 1/n. Pour toute fonction f E 03A6I, on a

quantité qui ne tend pas nécessairement vers 0 si f n’est pas uni-
formément continue.
Le fait que dans l’exemple précédent la fonction f doit être prise

1) Nous utilisons ici le fait bien connu qu’un groupe localement compact est

paracompact (parce que la composante de l’unité est engendrée par un voisinage
compact, et est donc un sous-groupe ouvert dénombrable à l’infini).

2) Lorsque 03BBn = e, on a Àn * pn = pn pour tout indice n; on ne peut donc

espérer que la convergence de 03BBn * 03BCn soit meilleure que celle de 03BCn, sauf lorsque X.
tend vers 0.
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non uniformément continue n’est d’ailleurs pas fortuit (cf. n° 8,
prop. 1 ).
Notons aussi que dans l’exemple du début de ce n°, on peut

remplacer 03BBn et ,un par des "régularisées" Â. * gn, 03BCn * g., où g.
est une fonction de 0. à support arbitrairement petit; celà montre
qu’on ne peut améliorer le th. 1 lorsqu’on y suppose que l’une ou
l’autre des mesures Ân’ ,un appartient à L1(G).

6. Prouvons maintenant le théorème suivant:
THÉORÈME 2. Si 03BBn tend vers Â dans 03A6I et 03BCn vers /À dans 0,,

03BBn * 03BCn tend vers 03BB * 03BC dans 0,.
Soit f une fonction de 0,. Pour tout a &#x3E; 0, il existe, en vertu du

lemme du n° 2, un ensemble compact K tel que 1 Ân 1 (K) ~ a et
1 !-tn | (K) ~ s pour tout entier n. Soit cp une fonction continue
dans G, à valeurs entre 0 et 1, de support compact H, égale à 1
dans K. Comme la fonction (1-~(x)~(y))f(xy) a son support
dans la réunion de (CK) X G et de G X (CK), on a

|~~(1 - ~(x)~(y))f(xy)d03BBn(x)d03BCn(y)| (a + b)ce, avec c =

sup | f(x)|. Il suffit donc de prouver que l’intégrale ff ~(x)~(y)
f(xy)d03BBn(x)d03BCn(y) tend vers 0; comme la fonction continue

~(x)~(y)f(xy) est à support compact, on peut l’approcher unifor-
mément par des fonctions de la forme 03A3ui(x)vi(y), où les ui et v,
sont continues à support compact, et la démonstration se termine
comme celle du th. 1.

Ce résultat ne peut être amélioré, même si G est compact. En
effet, prenons par exemple pour G le tore T, identifié à l’intervalle
] - 1 2, 1 2 ] de R, et pour = 03BCn la mesure définie par la masse
+ 1 au point 1/n, la masse - 1 au point -1/n; pour toute

fonction numérique f, on a 1(x + y)d03BBn(x)d03BCn(y) = f (2 n) +
+ f(- 2 n) - 2f(0), qui ne tend pas vers 0 si f n’est pas continue
au point 0. En remplacant dans cet exemple Ân par une régularisée
convenable 03BBn * gn, où voit que le résultat du th. 2 ne s’améliore
pas non plus lorsque Ân et ,un sont dans Ll(G).

7. THÉORÈME 8. Si 03BBn et ,un tendent respectivement vers 03BB et 03BC
dans Olv, Ân * 03BCn tend vers 03BB * 03BC dans 03A6IV.
On se ramène aussitôt au cas où A = !-t = 0. Soit f une fonction

quelconque de 03A6IV; on a (03BBn * f’n)(f) = ~ gn(x)d03BBn(x), où gn(x) =
== f f(aey)df’n(Y); gn est équivalente (pour 03BBn) à une fonction boré-
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lienne telle que ~ gn Il ~ ~ bc (avec c = sup | f(x)|) pour tout n;

en outre, gn (x) tend par hypothèse vers 0 pour tout x E G. On peut
écrire d03BBn(x) = hn(x)d03BB(x), où 03BB est une mesure positive sur G et
h n une fonction intégrable pour 03BB. Pour tout E &#x3E; 0, il existe un

ensemble compact K tel que |03BBn |(K) ~ 03B5 pour tout n, d’après
le lemme du n° 2, d’où |~K gn(x)d03BBn(x)| ~ bee pour tout n.

D’autre part, il existe ô &#x3E; 0 tel que, pour tout ensemble borélien
A C K tel que 03BB(A)  ô, on ait |03BBn |(A) ~ a pour tout n (voir par
exemple [5]). Or, en vertu du th. d’Egoroff ([2], p. 187) il existe
un ensemble compact H  K tel que dans H la suite (gn ) converge
uniformément vers 0 et que 03BB(K - H) ~ ô; si n° est assez grand
pour que, dans H, on ait |gn(x) | ~ s, on a par suite |~Hgn(x)d03BBn(x) |
 ae; d’autre part si A = K H, Agn(x)d03BBn(x)| ~ bee pour
tout n en vertu du choix de 15, d’où finalement |~gn{x)d03BBn(x)| ~
 (a + 2bc)03B5, ce qui démontre le théorème.

Ici encore, sous les hypothèses du th. 3, la convergence de Â. *,a.
ne peut être améliorée, même si G est compact et si Ân et 03BCn sont
dans Ll(G). En effet, prenons G = T, et d03BBn(x) = d03BCn(x) =
= cos 203C0nx dx; on constate aisément que Ân * ,un est la mesure
1 2 cos 203C0nx dx, dont la norme est constante, et ne tend donc pas
vers 0 avec 1/n.

Si on veut conserver la conclusion du th. 3 pour À et li quelcon-
ques, on ne peut évidemment affaiblir les hypothèses, puisque pour
Ân = 03B5 (e mesure égale à + 1 en l’élément neutre de G), on a
Ân * 03BCn = 03BCn. Par contre, on a le théorème suivant:
THÉORÈME 4. Si Ân tend vers A dans 03A6I et si ln E L1 ( G ) tend vers

f E L1(G) dans 03A6IV, alors 03BBn * fn tend vers A * f dans 03A6IV.
On sait déjà, d’après le th. 2, que 03BBn * ln tend vers 03BB * f dans 01.

D’autre part, comme 03BBn * fn ~ L1(G), tout revient à démontrer les
deux propriétés suivantes (cf. par exemple [5]):

a) pour tout e &#x3E; 0, il existe une partie compacte K de G telle

que f bK |(03BBn * fn)(1B) | dx ~ 1$ pour tout n;

b) pour tout e &#x3E; 0, il existe un nombre ô &#x3E; 0 tel que pour

m(A ) s b (m mesure de Haar sur G), on a j ) (03BBn ( fn)(x)| dx ~03B5

pour tout n.

Or, en vertu du lemme du n° 2, il existe un ensemble compact H

tel que 1 Ân 1 (H) ~ s et H 1 fn(x) | dx ~ 1$ pour tout entier n.

Pour tout ensemble borélien B contenu dans le complémentaire de
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K = HH, la fonction ~B(xy) (où 99B est la fonction caractéristique
de B) a son support dans le complémentaire de H X H, d’où
aussitôt l’inégalité B (Â. * fn) (x)dx | ~ (a + b)03B5; on en déduit
que l’ori a f | (03BBn * fn)(x) dx ~ 4(a + b)03B5.

D’autre part, comme fn tend vers f dans Ojv, il existe un nombre
03B4 &#x3E; 0 tel que, pour m(A)  ô, on ait L |fn (x) | dx ~ e pour tout
n. Pour tout y E G, on a, en raison de l’invariance de la mesure de

Haar par translation, m(Ay-1) ~ 03B4, et par suite fn(x)|~A(xy)dx
~ E; cela entraîne |~A (03BBn * fn)(x)dx | ~ a03B5, et par suite

L | (03BBn * fn)(x) | dx ~ 4as pour tout n, ce qui achève la démon-
stration 1 ).
Remarquons que la conclusion du th. 4 ne subsiste plus si dans

l’énoncé on remplace la convergence dans cp¡ par la convergence
dans 0. Prenons en effet pour G la droite numérique; soit fn(x) =
= sin nx pour 0 ~ x ~ n, fn(x) = 0 ailleurs; on voit aussitôt que
fn tend vers 0 dans Ojv. Soit d’autre part g la fonction de Wiv égale
à sin nx pour n03C0 ~ x ~ (n + 1)03C0, n prenant toutes les valeurs

entières. La fonction fn * g est alors égale à 03C0 au point n03C0, mais
2

prend au point n03C0 + 2013 une valeur qui tend vers 0 avec 1/n.
2n

Cela étant, si on prend pour Z,, la mesure définie par la masse + 1
au point nn, la masse - 1 au point ni + 03C0 2n, la suite (03BBn) tend

vers 0 dans 03A6’I, mais 03BBn(fn * g) = (03BBn * fn)(g) ne tend pas vers 0
avec 1/n.

8. Passons enfin au cas où l’une des mesures 03BBn, ,un converge
fortement vers sa limite. La remarque faite avant le th. 4 montre
qu’en général la convergence de Ân * 03BCn est alors du même type
que la convergence de celle des mesures 03BBn, y. qui ne converge pas
fortement. Mais on a le résultat suivant:
THÉORÈME 5. Si 03BBn tend vers Â dans W) et si fn ~ L1(G) tend

fortement vers 1,E Ll(G), Ân * f n tend fortement vers 03BB * f.
On se ramène aussitôt au cas où A = 0 et fn = f pour tout n,

puisque N1(03BBn * (f - fn)) ~ ~ 03BBn~. N1 (f-fn), et que la suite

1) Je ne suis pas parvenu à déterminer si Ân * pn tend vers 0 dans 03A6IV lorsqu’on
suppose que 03BBn tend vers 0 dans 03A6I et que pn tend vers 0 dans 03A6IV, si les pn ne sont
pas des mesures ayant pour base la mesure de Haar.
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des 11 03BBn ~ est bornée. D’autre part, on peut supposer que 1,E (/Jo,
car fbo est dense dans Ll(G), et si Ni( f - g) S s, on a N1(03BBn*(f-g))
 03B5 ~ 03BBn Il. Notons d’abord que pour tout x e G, (Â. * f)(x) tend
par hypothèse vers 0 avec 1/n; comme en outre | (03BBn * f)(x) 1 ::5:
~ ~ 03BBn ~ 2022 ~ f~ pour tout x, on voit que pour toute partie compac-
te K de G, ~K |(03BBn *f)(x)| dx tend vers 0 en raison du th. de
Lebesgue. Tout revient donc à prouver la proposition suivante:
pour tout e &#x3E; 0, il existe un ensemble compact K tel que l’on ait

fbK 1 (An * f)(x) | dx  a pour tout n.

Raisonnons par l’absurde, supposant donc qu’il existe un a &#x3E; 0

tel que, pour toute partie compacte K de G, il existe un entier n

pour lequel f 1 (À... * f)(x)| dx &#x3E; 03B1. Soit d’autre part V un

voisinage compact du support de f. On peut alors définir une suite
d’ensembles compacts Hk et une suite strictement croissante
d’entiers nk, satisfaisant aux conditions suivantes:

1. si Lk est la réunion des Hi d’indice i  k, Hk ne rencontre

pas LkV2, et on a

2. on

8. pour tout i  k, on a 1 | (03BBni * f)(x) | dx ~ a

On peut en effet choisir d’abord mk assez grand pour que

1 fi | (A. * f)(x) | dx ~ 03B1 16 pour tout n &#x3E; mk, ce qui entraîne
mk &#x3E; ni pour i  k. On prend ensuite un voisinage compact W k

assez grand de LkV2, tel que | (03BBni * f)(x) | dx ~ 03B1 16 pourbWk i 16

tout i  k. L’hypothèse permet alors de déterminer nk et Hk
vérifiant la condition 1° et tels que Hk ne rencontre pas Wk, d’où
la possibilité de poursuivre la récurrence.

Soit alors H la réunion des Hx, et g sa fonction caractéristique;
la fonction i * g est uniformément continue puisque f E 03A60, et on a

d’où
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pour tout entier k, ce qui contredit l’hypothèse.
On notera que la conclusion du th. 5 n’est plus valable si on

remplace la convergence dans 03A6’I par la convergence dans 4Yo: si

Ân est une mesure dont le support est ponctuel et s’éloigne in-
définiment dans G, 03BBn * f ne tend même pas vers 0 dans 0’il.
Le th. 5 entraîne la proposition suivante:
PROPOSITION 1. Si 03BBn tend vers 0 dans 03A6’I et si 03BCn tend vers IÀ

dans 03A60, 03BBn * 03BCn tend vers 0 dans Oil.
Remarquons tout d’abord que toute fonction g E 0, peut être

approchée uniformément dans G par des produits de composition
f * g, où f ~ 00 a un support arbitrairement petit et Ni(f) = 1 ;
cela résulte aussitôt de la continuité uniforme de g. Comme la
suite des normes Il | 03BBn * !-t’fi, Il | est bornée par hypothèse, pour dé-
montrer la proposition, il suffit donc de voir que (03BBn * 03BCn)(f * g)
tend vers b pour tout f E 0. et tout g e 03A6’I. Or on a (Â. * 03BCn)(f * g) =
= ((03BBn * f) * 03BCn)(g); en vertu du th. 5, 03BBn * f tend fortement vers 0;
il suffit alors de remarquer que 11 | (Ân * f) ( 03BCn~ ~ N1(03BBn * f) . ~03BCn~
pour voir que (03BBn * f) * 03BCn tend fortement vers 0, d’où la propo- 
sition.

9. Montrons maintenant que la plupart des résultats précé-
dents cessent d’être valables lorsqu’il s’agit de la convergence de
filtres bornés (à base non dénombrable) sur m1(G). Prenons pour
G la droite numérique R, et soit F un ultrafiltre non convergent
sur R; pour tout ensemble U E F, soit Âu la mesure définie par la
masse + 1 en un point xU de U, la masse - 1 en un autre point yu
de U; on a vu (n° 3) que U ~ Âu converge vers 0 dans (03A6IV suivant
le filtre des sections de F. Soit d’autre part pu la mesure définie
par la masse + 1 au point - xU et la masse - 1 au point = yU;
comme - F est un ultrafiltre sur R, U ~ 03BCU converge aussi vers
0 dans Ww suivant le filtre des sections de F. Cela étant, pour
toute fonction bornée f on a ~~ f(x + y)d03BBU(x)d03BBU(y) = 2f(0)-
- f(xU -yU) - f(yU -xU)· Or, comme tout ensemble U e g
est non borné, on peut toujours supposer que |xU - yu | &#x3E; 1.

Si alors f est une fonction de 00 égale à 1 pour x = 0 et dont le
support est contenu dans un intervalle de longueur  t, on a

. ~~ f(x + y)d03BBU(x)d03BBU(y) = 2 pour tout U E F, et par suite l’appli-
cation U - 03BBU * 03BCU ne converge pas vers 0, même dans 00, suivant
le filtre des sections de F; ceci donne des contre-exemples pour
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l’extension- des th. 1, 2 et 3 aux filtres quelconques; en remplaçant
Âu par 03BBU * g, où g E 00 a un support assez petit, on aurait un
contre-exemple analogue pour le th. 4. Enfin, avec les mêmes
notations, la fonction Âu * f est identique à la fonction

t ~ f(t + xU) - f(t + vUl’ d’où N1(03BBU * f) = 2 f |f(x) | dx; l’ap-
plication U ~ Âu * f ne converge donc pas fortement vers 0 suivant
le filtre des sections de g (contre-exemple à l’extension du th. 5).
On a seulement la proposition élémentaire suivante:
PROPOSITION 2. Si un filtre F sur l’ensemble m1(G) est borné et

converge dans 03A6I vers une mesure 03BC0, l’application 03BC ~ !-t * f con-
verge dans 03A6IV vers 03BC0 * f (suivant F) pour toute f onction f E L1(G).
En effet, comme il existe par hypothèse dans F un ensemble

borné, on peut se ramener au cas où f est continue et à support
compact, comme dans la démonstration du th. 5 (n° 8). Or, pour
toute fonction borélienne bornée g, on a (03BC * f)(g) = 03BC(f * g), en
posant comme d’ordinaire f(x) = f(x-1); comme / * g est une

fonction continue bornée, cela démontre la proposition.
Ici encore, il est immédiat que si on suppose seulement que p

tend vers 03BC0 dans (Po (suivant F), IÀ f ne tend même pas vers
03BC0 * f dans 0,.

10. Les contre-exemples du n° 9 sont relatifs à un groupe G non
compact. Lorsque G est compact, il est facile de voir que l’applica-
tion (A, u) ~ 03BB * 03BC est continue quand on munit Wl1(G) de la topo-
logie de la convergence vague, et que 03BB et li restent dans des parties
bornées de Ml (G) [2, p. 95, prop. 4]. De même, pour toute fonction
f E L1 (G), l’application 03BC ~ 03BC * f transforme un filtre borné et
convergent dans 03A6I en un filtre fortement convergent 1). Par
contre, si F et B sont deux filtres bornés sur m1(G) qui convergent
respectivement vers Âo et po dans Ojv, Â * ,u ne converge pas
nécessairement dans 03A6IV vers 03BB0 * po suivant le filtre F X OE. Par
exemple, sur le tore T, soit g un ultrafiltre (nécessairement con-
vergent), formé d’ensembles infinis, et pour tout U ~ F, soit Âu
une mesure définie par la masse + 1 en un point xU de U, la masse
- 1 en un autre point yu de U. Soit 03BCU la mesure définie par la
masse + 1 au point - xU, la masse - 1 au point - yU; 03BBU et

1) Il suffit de prouver que ~f(xy-1)d03BC(y) converge uniformément vers 0 (pour
x e G) lorsque 03BC tend vers 0 dans OEI en restant bornée en norme par un nombre
fixe; on se ramène aussitôt au cas où f est continue, et la proposition résulte alors
de la possibilité d’approcher uniformément f(xy-1) par une fonction de la forme

03A3ui(x)vi(y), où les ui et vi sont continues dans G.
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!-tu convergent vers 0 dans Ojv, suivant le filtre des sections de F.
Mais, si f est la fonction caractéristique du point 0, on a

. ~~f(x + y) d03BBU(x)d03BCU(y) = 2f(0) - f(xU -yU) - f(yU -xU)= 2,
ce qui prouve que 03BBU * 03BCU ne tend pas vers 0 suivant le filtre

des sections de F1).
11. Ajoutons à ce qui précède quelques remarques sur les

divers modes de convergence considérés pour les suites de mesures
bornées. En premier lieu, on a la proposition suivante, qui précise
le lemme du n° 2 : 
PROPOSITION 3. Soit E un espace localement compact et para-

compact et soit (03BCn) une suite de mesures bornées sur E, telle que pour
toute fonction f E 03A6I, la suite (03BCn(f)) ait une limite f inie !-t(f). A lors !-t
est une mesure bornée sur E.

Tout d’abord, comme la suite (03BCn) est une suite de Cauchy pour
la convergence dans 00, c’est-à-dire la convergence faible dans le
dual de l’espace de Banach 03A60, elle est bornée et converge dans i3o
vers une mesure bornée 03BB. Il s’agit de montrer que (03BCn) converge
aussi vers l dans 0,; il suffira évidemment pour cela de prouver

que, pour tout e &#x3E; 0, il existe une partie compacte K de E telle
que | 03BCn | 1 (K) ~ 03B5 pour tout n. Supposons le contraire, et con-
struisons les suites ( Uk ) et ( Hk ) comme au n° 2; il est clair alors

que l’on a | 03BCn k+1 - 03BCnk | 1 (Hk+i1) ~ 03B1 2. Mais ceci est contraire à
l’hypothèse et au lemme du n° 2, puisque la suite des mesures
bornées = /-ln k+ 

- 

/-ln le converge vers 0 dans 03A6I.
12. Pour les mesures positives (bornées) sur un groupe G, le

lemme du n° 2 et la prop. 3 peuvent être améliorés de la façon
suivante:
THÉORÈME 6. Soit (03BCn) une suite de mesures positives bornées

sur G, telle que, pour toute fonction f uni f ormément continue et

bornée dans G, la suite (03BCn(f)) ait une limite f inie !-t(f). Alors 03BC est
une mesure sur G, et la suite (03BCn) tend vers !-t dans 03A6I.
Comme dans la prop. 3, on voit d’abord que la suite (03BCn) est

bornée dans 9)ll(G), et converge dans 00 vers une mesure positive
bornée IÀ; ici encore, le résultat sera établi si on prouve que, pour
tout e &#x3E; 0, il existe une partie compacte K de G telle que 03BCn(K) ~
 e pour tout entier n. Raisonnons encore par l’absurde, en sup-
posant qu’il existe un oc &#x3E; 0 tel que, pour toute partie compacte
K de G, il y ait un entier n pour lequel 03BCn(K) &#x3E; oc. Soit V un

1) J’ignore si le résultat du th. 4 est vrai lorsqu’on y remplace les suites par des
filtres bornés, G étant compact.
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voisinage compact symétrique de l’élément neutre dans G, et soit
f une fonction continue et 0, de support contenu dans l’intérieur
de V, et telle que ~ f(x)dx = 1. On peut définir par récurrence une
suite croissante (Uk) d’ensembles ouverts relativement compacts,
une suite d’ensembles compacts (H¡J, une suite de fonctions uni-
formément continues (gk), et deux suites strictement croissantes
d’entiers (nk), (mk)’ de’façon à satisfaire aux conditions suivantes:

1. V2 C Ul, Uk+1 contient la réunion de UkV et de Hk+1V3,
Hk+1 ne rencontre pas UkV3;

2. on a 03BCn(Hk) ~ 03B1 2, et 03BCq(Uk) ~ 03B1 8 pour q ~ mx;
3. si Lk est la réunion des ensembles compacts H,V pour i  k,

gx = t * ~Lk;
4. on a nx  mk  nx+1  Mk+1 pour tout k, et |03BCq(gk) -

- 03BC(gk) | 1 ~ 03B1 8 pour tout q &#x3E; mk.
En effet, Hk, Uk, nk et mx étant supposés déterminés, soit Wk un

voisinage compaét de Uk; on a 03BCq(Wk) ~ 03B1 8 pour q ~ mk; en
vertu de l’hypothèse, on détermine un nk+1 tel que 03BCnk+1 ((Wk V3))
~ a, puis une partie compacte Hk+l de (WkV3) telle que

,un k+1 (Hk+1) &#x3E; 03B1 2 On a nécessairement nk+1 &#x3E; mx; Lk+l est alors

déterminé ainsi que gk+l; on prend mTc+l &#x3E; nk+1 de sorte que

| 03BCq(gk+1) - 03BC(gk+1) | ~ 03B1 8 pour tout q &#x3E; mk+l; enfin, on prend
pour Uk+1 un voisinage compact de la réunion de UkV et de

Hk+1V3, assez grand pour que 03BCq(Uk+1) ~ pour tout q s mk+1·
Soit alors L la réunion des ensembles H,,V, et soit g = f * ~L,

fonction limite de la suite croissante des gx; il est immédiat que g
est uniformément continue dans G, que l’on a 0 S g(x) ~ 1 dans
G et g(x) = 1 dans tout ensemble Hk; en outre, dans U1c+l - Uk,
g est nulle hors de Hk+1V2· On lors, d’après les choix faits
ci-dessus 
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d’où 03BCn k+1 (g) - 03BCm k(g) ~ 03B1 8, ce qui contredit l’hypothèse que la
suite (03BCn(g)) admet une limite finie.

13. A -la notion de convergence dans 03A6I d’une suite (03BCn) de
mesures bornées est enfin liée la notion de convergence simple,
dans le dual 6 de G, de la suite des transformées de Fourier

de ces mesures; comme les caractères x ~ G sont uniformément con-
tinus sur G, il est clair que la convergence de (03BCn) vers une mesure
bornée po dans 0’,’ (et a fortiori dans 03A6I) entraîne la convergence
de 03BCn(x) vers 03BC0(x) pour tout x E G. La réciproque est inexacte,
même si la suite (03BCn) est formée de mesures positives, comme le
montre l’exemple suivant, dû à A. Wintner [9, p. 21] : G est le
groupe R, ,un est lâ mesure de densité gn(x) par rapport à la mesure
de Lebesgue, où gn(x) = x/n2 pour 0 ~ x ~ n, et gn(x) = 0
ailleurs; on voit aussitôt que cette suite de mesures viole la con-
clusion du lemme du n° 2, donc ne peut converger dans 0,, ni même
dans 0,’ en raison du th. 6; pourtant, la suite des 03BCn(x) converge
pour tout x E G, comme on le vérifie aussitôt.

Ce résultat négatif a une conséquence intéressante. Désignons
par ? l’ensemble des transformées de Fourier des mesures bornées
sur le groupe dual C; on sait que B est formé de fonctions unifor-
mément continues dans G, combinaisons linéaires de fonctions con-
tinues de type positif [3, p. 90] ; on a 03A60  B C (/); en désignant par
? l’adhérence de B pour la topologie de la convergence uniforme
dans G (loc. cit., p. 98). Il est facile de voir que 03A60 ~ B si G n’est
pas compact; en outre, l’exemple ci-dessus prouve que B ~ fb§
en général. En effet, si une suite bornée (03BCn) de mesures bornées
est telle que 03BCn(x) converge vers une limite finie pour tout x E C,
la suite (,un ) est convergente dans 8S (et par suite dans B); car, soit
f(x) = j (x, x~d03BB(x) une fonction de B; on a

et en vertu du th. de Lebesgue, la suite (03BCn(f)) tend vers une limite
finie. Pour G = R, il-y a-donc des fonctions uniformément con-
tinues qui n’appartiennent pas à m.

14. Nous terminerons en généralisant à un groupe abélien
localement compact quelconque G un critère de convergence dans
fP¡ d’une suite de mesures bornées, critère qui fait intervenir les
transformées de Fourier des mesures de la suite, et qui a été donné
pour le cas G = R par A. Wintner [9, p. 24] : 
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THÉORÈME 7. Soit (03BCn) une suite de mesures bornées et positives
sur G, telle que pour tout ae E G, la suite (X’» ait une limite finie
~(x), et que q soit continue au voisinage de l’élément neutre de G.
Dans ces conditions, la suite (03BCn) converge dans 0, vers une mesure
bornée 03BC0, dont ~ est la transformée de Fourier.
La démonstration suivra la même marche que celle de A.

Wintner (loe. cit.). En premier lieu, la suite (03BCn) est bornée, puisque
03BCn(e) = 03BCn(G) = ~ 03BCn Il. Comme la suite (03BCn) est convergente
dans B, et a fortiori dans eoe il suffit (prop. 3) de prouver que, pour
tout 03B5 &#x3E; 0 il existe une partie compacte K de G telle que 03BCn(K) ~
~ a pour tout n. Par hypothèse, il existe un voisinage compact V

de é dans G tel que | ~(x) - ~(e) | ~ 03B5 4, pour tout x E V; l’ensemble
H des x E G tels que 31 (1 - ~x, x~) ~ 1 2 pour tout ae E V est un

voisinage compact de e dans G [8, p. 100]. De la relation

il suit donc, pour tout x e V et tout entier n,

d’où, en intégrant dans V

Mais en vertu du th. de Lebesgue, le second membre de cette in-

égalité tend vers 1 ~(e) -~(x) | dx ~ 03B5 4 m(v) lorsque n aug-
mente indéfiniment; il existe donc no tel que pour n &#x3E; no, le second

membre de (2) soit ~ 03B5 2 m ( V ). On en déduit aussitôt la proposition,
en prenant pour K la réunion de H et d’un ensemble compact L
tel que 03BCn(L) ~ e pour n  no.

Il importe de remarquer que le th. 7 ne s’étend pas au cas où les
mesures 03BCn ne sont pas supposées positives : par exemple, si G = R,
et si ,un est la mesure définie par la masse + 1 au point n, la masse

- 1 au point n+ 1 n, la suite (03BCn(x)) tend vers 0 pour tout x ~ G,
sans que la suite (03BCn) converge vers 0 dans 0,.
Notons aussi que si (,un ) est une suite de mesures bornées telle

que 03BCn(x) tende vers une limite finie pour tout x E G, la suite des
normes ~ 03BCn ~ n’est pas nécessairement bornée si les 03BCn ne sont

pas positives. C’est ce que montre l’exemple suivant: on prend
G = R, d03BCn(x) = gn(x)dx, où gn(x) = x/n3/2 pour - n  x  n,
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gn(x) = 0 ailleurs. On vérifie aisément que 03BCn(x) tend vers 0 pour
tout x ~ 6, mais 03BCn ~ = vi tend vers + oo.

Appendice.
En relation avec les résultats précédents, l’intéressant problème

réciproque suivant m’a été posé par H. C. Davis: que peut-on dire
de la convergence de (03BCn) wers 03BC lorsqu on sccit que, pour toute fonction
f ~ L 1 ( G ), la suite (!-tn * f ) converge vers 03BC * f suivant un certain mode?

1. On peut évidemment se ramener au cas où p = 0. L’hypo-
thèse la plus faible sur la suite (03BCn * f ) est qu’elle converge vers 0
dans 03A60; mais, de cette hypothèse, il ne résulte même pas que la
suite des normes ~ 03BCn ~ soit bornée. En effet, en vertu de la re-
lation (03BC * f)(~) = 03BC(f * ~), l’hypothèse signifie que la suite des
03BCn(f * ~) tend vers 0 quels que soient 1,E L1(G) et 99 e 03A60. Mais si
on prend par exemple pour G le groupe Z des entiers, l’hypothèse
signifie seulement que 03BCn(f) tend vers 0 pour toute fonction
f E L1(G); or, cette condition est vérifiée en particulier en prenant
pour IÀ. la mesure définie par la masse + 1 en chacun des points
x tels que n ~ x ~ 2n, ce qui donne ~ 03BCn ~ = n.

Toutefois, l’hypothèse faite ci-dessus entraîne que la suite (03BCn)
converge vers 0 dans 00. Il suffit pour le voir de montrer que, pour
tout ensemble compact K, les restrictions Ân des p,, à K sont telles
que la suite des normes 11 Ân Il soit bornée; la propriété en résul-
tera, compte tenu du fait que toute fonction 99 E ,po, dont le support
est contenu dans un ensemble ouvert relativement compact U,
peut être approchée uniformément par des produits de composition
99 * y de fonctions de 03A60, de support contenu dans U. Or, soit V
un voisinage symétrique compact de 0, et soit vn la restriction de
03BCn à VK; si f ~ L1(G) a son support dans V, on a 03BCn(f * ~) =
= vn(f * rp) = (vn * f)(rp) pour toute fonction 99 * 00 de support
contenu dans K. Désignons par un(f) la restriction à K de la
fonction intégrable v. * f ; l’hypothèse entraîne, en vertu du th.
de Banach-Steinhaus, appliqué à l’espace des fonctions continues à
support dans K, qu’il existe un nombre a(f) indépendant de n,
tel que N1(un(f)) ~ a (f) pour tout indice n. Or, f ~ un(f) est
évidemment une application linéaire continue de L1(V) dans
L1(K), puisque N1(un(f)) ~ N1(vn * f) ~ ~ v. 11 N1(f); appliquant
cette fois le théorème de Banach-Steinhaus à l’espace L1(V ), on
voit qu’il existe une constante b telle que 11 Un Il s b pour tout
entier n. Or, pour tout n fixe, on peut trouver une fonction
rpn E 00, de support contenu dans K, telle que ~ rpn Il ~ 1 et que
vn(~n) soit arbitrairement voisin de v n j (K) = ~03BBn~; et d’autre
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part, on peut trouver fn ~ 00, de support contenu dans V, tel que
Nl(fn) = 1 et que vn(fn * rpn) soit arbitrairement voisin de vn(~n),
donc de ~03BBn~. Comme |vn(fn * ~n)| 1 = 1 (v. * fn)(~n)| ç N1(un(fn))
 b, on en conclut que ~ 03BBn ~ ~ b pour tout n, ce qui démontre
notre assertion.

2. Supposons maintenant que, pour toute fonction 1,E L’(G),
la suite (03BCn * f ) converge vers 0 dans 00. Nous allons voir alors que
la suite (,u n ) converge aussi vers 0 dans 03A60. En effet, le th. de
Banach-Steinhaus appliqué à l’espace 03A60, montre tout d’abord que
pour toute f E L1(G), il existe un nombre a(f) indépendant de n, tel
que N1(,un * f) ~ a(f) pour tout n. Si on pose vn(f) = vn * f, v. est
une application linéaire continue de l’espace de Banach L1 ( G ) dans
lui-même, et le th. de Banach-Steinhaus appliqué à L1(G) montre
qu’il existe une constante b telle que ~ vn ~ ~ b pour tout n. Mais
on voit comme au n° 1 que ~ vn ~ = ~03BCn ~; comme on sait déjà
que la suite (,un) converge vers 0 dans 03A60, elle converge aussi dans 03A60.

3. Considérons enfin le cas où, pour toute fonction f E L1(G),
la suite (03BCn * f ) converge vers 0 dans CP;; alors, il en est de même

de la suite (03BCn). Il suffit pour le voir de remarquer que toute
fonction g E fb) peut être approchée uniformément dans G par des
produits de composition f * g, où f E 00 a un support arbitrairement
petit et N1(f) = 1 (n° 8). Comme la suite des normes ~ 03BCn ~ est
bornée, pour que (03BCn) converge vers 0 dans 0,, il suffit donc qu’elle
converge vers 0 dans l’ensemble des fonctions de la forme f * g, où
g ~ OEJ et f e 03A60; mais en raison de la relation 03BCn(f * g) = (!-tn * j ) (g ),
cela est impliqué par l’hypothèse.
Ce résultat, joint au th. 5, prouve que, si pour toute fonction

f E 03A60, la suite (!-tn * f) tend vers 0 dans 0,, alors, pour toute fonc-
tion f ~ L1(G), la suite (03BCn * f) tend fortement vers 0. Mais on
observera que cette dernière condition, inversement, n’implique
pas, pour la suite (03BCn), un mode de convergence plus strict que la
convergence dans 0,. Par exemple, soit y. la mesure définie dans

R par la masse + 1 au oint n et la masse - 1 au oint n + 1 n; la
suite (03BCn) ne converge pas vers 0 dans 0,, mais pour toute fonction

que l’intégrale 

tend vers 0 avec 1/n.
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