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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
ET OPERATEURS DE FOURIER

B. Malgrange

INTRODUCTION.

L'exposé qui suit est un résumé de Hormander [1] , article qui

comprend essentiellement deux parties :

1) Une réexposition de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels,
exposition qui améliore les précédentes, notamment par 1'utilisation systémati-

que des intégrales oscillantes.

2) Une généralisation de la théorie précédente : les "opérateurs de

Fourier” (en anglais "Tourier integral operators").

Nous avons laissé de cdté les applications & la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles, non abordées dans cet article (voir & ce sujet
I'article d exposition Hormander [2]). Disons seulement que, en gros, les
opérateurs de Fourier sont une systématisation des classiques "développements
en paquets d‘ondes" de l'optique géométrique, et gqu'ils fournissent un moyen
d'étude puissant des équations aux dérivées partielles "3 caractéristiques
simples" , alors que les opérateurs pseudo-différentiels ne permettent guére
d'étudier que les équations elliptiques. Nous avons aussi laissé de cobdté
la question des "fronts d'ondes" (qui joue d'ailleurs un rdle important dans
les applications) et ses relations avec les travaux de Sato et de ses éléves
sur les hyper-fonctions (voir notamment Sato [1]). Cette derniére question

fera l'objet d'un exposé ultérieur & la R.C.P.



I. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS.

Soit X un ouvert de R : nous noterons Em(X,Rp) l'espace
des fonctions af(x,E) € Cm(Xx]Rp,(D), telles qu'on ait, pour tout K <c X
8

Lax8| =C ,K(“lil)m_l“l , (x,8) €K xR®

8
|D€D a,B

On utilise, bien sQr, les notations habituelles sur les multi-

entiers, avec Dz = (—ig%)OL , et IEI la norme euclidienne dans ]Rp .

Pour n=p , on associe & a l'opérateur A : BX) - ¢ (X) qui

est ainsi défini :

1 . -
(1.1) @0 = )" e ak 0t @)
™
avec f(€) = jf(x)e_lxgdx , XE = EXBEE
Supposons en particulier que a soit un polyndme en £ : on
aura alors a =Eaa§a , aa € Cw(X,(D) , et la formule d'inversion de Tourier

nous donne Af =ZaOLDOLf : ici, A est donc un générateur différentiel, d'ou

le nom "d'opérateurs pseudo-différentiels" donné aux A dans le cas général.

Le novau de A est, par définition, la distribution KA sur X2
définie par <KA g ily)) = j‘(Af) (x)g(x)dx ; on voit immédiatement que KA
est défini & partir de a par la formule suivante : pour h € -B(Xz) , on a :

(1.2.) <KA,h> = (é%)nffeigxa(x,é)dxdé Ih(x,Y)e—igydy )

Le lecteur pourra vérifier facilement la convergence de l'intégrale
double, en utilisant le fait que fh(x,y)eigydy est & décroissance rapide en
(x,€) et "& support compact en x ". Par contre, si l'on avait écrit une
intégrale triple en dxdfdy , cela ne convergerait pas, au sens usuel : nous

reviendrons plus loin sur cette question.



Théoréme 1.1.

KA est un "novau trés réqgulier" au sens de Schwartz, ce qui si-

gnifie ceci :

1) A opére de JH(X) dans C X

2) A se prolonge par continuité en un opérateur &'(X) -5 (X)

(noté encore A )

3) KA est C_ en-dehors de la diagonale.

Rappelons qu'on appelle support singulier d'une distribution
Seb(X) le plus petit fermé Yc X tel que la restriction de S & X-Y
soit C~ . Il résulte du théoréme précédent que A n'augmente pas les sup-
ports singuliers, ou, si l'on préfére, que A agit localement sur &' (X)/5(X) ;

il peut donc se prolonger en un opérateur sur & (X)/C (X)

Rappelons aussi gu'un opérateur trés régulier B est dit "régulari-
sant" s'il envoie continGment €'(X) dans C (X) : il revient au méme de
dire que le noyau K est ¢ partout. On vérifie facilement que, si

B
a ey =02 , A est régularisant.

Pour m € R , ou m = -« , on appelle "opérateur pseudo-diffé-
rentiel d'ordre =m " un B trés régulier de la forme B = A+ régularisant,
avec a € »m : leur ensemble sera noté s™(x) : en particulier, S (X)

est l'ensemble des régularisants. L'application a - A définit alors par pas-
, ; . m ,«- m, -

sage au quotient une application surjective o : 2 /Z - S/S ® ; on

démontre que, si A est régularisant, on a : a € DI ; autrement dit on

a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2,

L'application o est bijective.

IL'application 0"1 s'appelle "le symbole" ; si A € Sm , a € Em ,

et si o(8 = A ("tilde" = passage au quotient), on dira encore que a est



un symbole de A .

On peut aussi, en passant encore plus au quotient, considérer la
bijection Zm/zm_l - Sm/Sm_1 ; 1'application inverse, dite "symbole princi-
pal", généralise la notion de "partie principale d'un opérateur différentiel” :

en fait, c'est elle qui joue souvent le rdle essentiel dans les applications.

sur /%77 | on met la topologie linéaire oti un systéme fonda-
k3 : ] ol p —m
mental de voisinage, de 0 est constitué par les 27 /2 , Psm ;

. P ~ m - ® . .
autrement dit, une série ap € /D converge si et seulement si 1l'ordre
de ap tend vers -« ; un lemme facile assure que cette topologie est
compléte, autrement dit, si l'on a des ap ayant la propriété précédente,
il existe a€X" tel que l'ordre de (a—%%ap) tende vers -« avec N . On

écrira alors aNZap .

Les théorémes suivants permettent de calculer avec les o.p.d.

(modulo régularisants) comme avec les opérateurs différentiels :

Théoréme 1. 3.

.t m .
Le transposé A de A€ S est aussi un o.p.d. d'ordre < m

Si a (resp ta) est un symbole de A (resp tA) , on a :

t .
alx,8) ~ 2 (1Dg)aDia(x,—§)/a!
a
Il revient au méme de considérer l'adjoint A¥ = tl-\ de A
("barre " = complexe conjugué) : on a alors a*(x,&) = ta(x,-£) : d'od

a*(x,8) ~ T0D,)% (-D_)Malx,5) /0!

En particulier, le symbole principal de a¥* est équivalent &

alx,3) . Soient A € Sm , BE Sm ; le composé A,B n'est pas toujours

N

défini ; néanmoins, il sera défini par exemple si KA ou KB est &

support propre, i.e. a un support dans X dont les deux projections




sur X sont propres ; comme KA est C_ en dehors de la diagonale, on
peut, en la multipliant par une fonction ¢ a support propre, et égale a 1
au voisinage de la diagonale écrire A = A'+A" , A' & support propre et

A" régularisant, et de méme pour B ; on trouve alors que A'sB' est bien
défini modulo les régularisants ; nous noterons A.B un des opérateurs
obtenus ainsi. Un autre procédé équivalent consiste & remarquer que AoB
est bien défini en tant qu'opérateur sur i,[?'/coO , puisque A et B opérent

de maniére locale sur cet espace. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.

+
Pour AESm,BESm, on_a AoBESmrn ;: si ¢ est un

symbole de AoB , on_a

1 . O _qr O
cC ~ 2 a![(lDi) a][DXb]
Le terme général de cette série est d'ordre m+m'-|a| , donc

la série converge.

En particulier, le symbole principal de Ao.B est équivalent & ab ;
et le symbole principal (d'ordre m+m'-1) de [A.B] = AB - BA est équi-

valent au crochet de Poisson de a et b , & un facteur i prés.

Théoréme 1.5.

Soit o un_difféomorphisme X = X' , et soit A € s™ ; on a

p@) € s™ | et son symbole acp vérifie :

acp(x',n) = a(x,8) mod sl

Il résulte de 13 que le symbole principal de A se transforme



comme une section de Zm(X,T*X)/Zm_l(X,T*X) , T*X le fibré cotangent a X ;
cela permet de définir les o.p.d. et leurs symboles principaux (mais non
leurs symboles tout court) sur les variétés. Notons aussi qu'il existe une
formule asymptotique compléte pour aco (qui ne semble pas avoir d'impor-

tance essentielle jusqu'a nouvel ordre ?)

Donnons maintenant quelques indications sur les démonstrations.
Je laisse de cb6té le théoréme 1, élémentaire ; d'ailleurs, je reviendrai
plus loin sur un cas plus général. Les théorémes 2 & 5 se démontrent

essentiellement en méme temps, & partir d'une situation plus générale,

que nous allons examiner maintenant.

Reprenons la formule 1.2 : elle s'écrit formellement

n .=
(Ky/h) = (—_-zl—ﬂ—) 1T e %Y)a (x,2) G, y) dxdyds

On va donner un sens a une telle formule ; pendant que nous y sommes, et
en vue des paragraphes suivants, considérons plus généralement une "intégrale"

du type suivant :

I@(f) = [ eim(x'e)f(x,e)dxde , x€X,8¢€mRN
avec les hypothéses suivantes :
P.1) pe xRy . (®RY = RV - {o}) ,
P.2) ¢p est réelle, et sans points critiques pour 8 # 0
P.3) ¢ est homogéne de degré 1 en 8 , i.e. lx,t8) = tp(x,8) , >0
P.4) fe Zm(XleN) et il existe K X , avec f(x,8) = 0 pour x € K .

Il est alors facile de fabriguer un L =73 a, "D—+Zb 2. + c ,
J bej kbxk



N N

) ;b ,ce SR

K )

o i
tel qu'on ait L(emp) = ¢'? , avec aj € SOx:R

Supposons f = 0 au voisinage de 6 = 0 (on se raméne & ce cas en
posant f =qf + (1-0)f , o € ,Be . o = 1 au voisinage de 0 ; le terme

correspondant & of dans 1l'intégrale converge trivialement).

Soit  x € ,Be , X =1 au voisinage de 0 ; posons
f€ (x,8) = x(¢9){(X,8) ; en appelant M le transposé de L il vient, en

intégrant par parties k fois

1) =1 (M%) = [ et )axde
© € 4] € €

on a Mkf € Zm_k ; si l'on a choisi k assez grand pour qu'on ait
m-k < -(N+1) , on voit que Icp(fe) converge, pour ¢ = 0 vers l'intégrale

usuelle indépendante de

1 (M) = [ e™(m, f)dxds

P k
Par définition, nous poserons I (f) =1 (Mkf) ou encore I (f) =1lim I (f)
et nous appellerons Icp(f) une "intégrale oscillante" ; nous emploierons

les mémes notations que pour les intégrales usuelles. Les formules usuelles
d'intégration successive et de changement de variables seront alors vérifiées,

sous des hypothéses convenables que je n'ai pas envie d'expliciter ici.

Revenons alors & la théorie des o.p.d. ; suivant une idée de
Kuranishi, considérons,plus généralement que (1.2) , des intégrales oscil-
lantes de la forme

(KA,f> = feig(X_Y)a(x,y,§)f(x,y)dxdyde

avec f ¢ ,Z}(Xz) , alx,v,8) € fm(sz]Rn) . On démontre facilement qu'on a

Ac s™x) , A 1'opérateur associé au noyau KA (nous admettrons ce point).

Si a(x,x,€) = 0 pour x € X , on peut écrire alx,vy,%) =Z(xj—yj)bj(x,y,§) ,



b], € Zm—l(sz]RN) ; d'oll, en intégrant par parties :
ig (x-y) i)i
(KA,f> = 1Zf e bgj fdxdyds

m-1 .
donc A € S ; ceci montre que le symbole principal de A est équivalent
a alx,x,%€) ; plus généralement, en itérant, on trouve qu'un symbole b

de A est donné par la formule

bx,2) ~ T - (D,)"D¥ax,y,2) |

ol y=x

Le théoréme 3 est alors immédiat : en effet on passe de KA a

KA* en conjuguant et échangeant x et y ; donc si A est défini par a(x,g) ,

A* est défini par aly,g) et il suffit d'appliquer la formule précédente.

P < . . . m
Pour le théoréme 4, on opére en gros ainsi ; soit A € S , de
symbole a ; en utilisant le théoréme précédent, A peut aussi &tre défini

par un afly,€) , et on a alors (en modifiant au besoin A par un régularisant) :

(._1_)n ‘J’eig (Xf‘Y)

2 aly,§)f(y)g(x)dxdyds
T

(Af,g) =

et, par Fourier :

R = [e7Y Aly,2)ly)dy

alors on a (formellement, cela s'arrange facilement).

n .
BeB)EG) = () [e™* a(x,8) Bu@)as

1,7,

21 J elg (X-Y)a(xlg)B(YJg)f(Y)dy

= (

Donc A.B est défini par c¢x,v.8) = ax,€)b(y,E) , et l'on

termine facilement.



Enfin, pour la formule de changement de variables (qui était le

point délicat dans les présentations antérieures), on se raméne modulo des

régularisants & traiter le cas o A est défini par alx,y,£) , avec a =0

‘ 2
en dehors d'un petit voisinage de la diagonale de X

; on a alors, en

posant § = o (et en considérant ici des intégrales oscillantes pour x

fixé)

o (B)(x") Alforp)y (x’)

1 n

=G eIV ey ) (yyas

21 J
1n i85 [yx)-yy")]
(50" [e v

a(yx"),yly".8)(

(y')\%,.\dy'dé

au voisinage de la diagonale, on a {(x')-y(y') = yx', y)'-y") , et

yx',x') = §'(x') , donc y est inversible ; on fait alors le changement de

variables n = tx(x',y')é et 1'on trouve

n s (s ¥y !
pA)(x") = (52) j‘em(x 7, x', vy m)ly)dy’

~

avec acp(x',y‘,n) = a(\p(X').W(Y'),tx(X'IY')_lﬂ)ll%.l]détx(X',Y')\_

théoréme résulte du fait qu'on a a ¢ Zm , et
®

a.co(x',x',n) = a(y"), yx"), y' ') 1)

et le
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II. DISTRIBUTIONS DE FQURIER.

Reprenons les intégrales oscillantes dans le cas général ; une
N PN -~ P-4 ] "
fonction ® sur X X R vérifiant P.1 & P.3 sera appelée "une phase".

On posera

r, = 8oy =0 et C = {(xw)) € X X R, | (x,8) € T,!

On dira qu'une phase ¢ est "non dégénérée" si, pour tout (x,8) € Fcp .
les d(bbei) sont linéairement indépendants ; alors (fonctions implicites),

i
l“cp est une variété de dimension n (ou est vide, cas pour nous sans
intéret) .

. N Coa N .

Soit a € Zm(X,]R ) : on considére sur X la distribution

A fr—> ICp (af) ., f € &£(X) . Il résulte facilement des calculs définissant

les intégrales oscillantes que A est une distribution d'ordre k , pour

tout k vérifiant m-k < -N .

Théoréme 2.1.

1) Le support singulier de A est contenu dans la projection de

C (= la projection de T )
© ®

2) Si o est non dégénérée, alors
i) Si a est plat (= nul & l'ordre infini) sur Tcp ,AEC
ii) Si a est nul sur rcp , A peut aussi &tre défini par (p et)

b e Sk, rY)

Les démonstrations sont immédiates :

1} Pour x & proj@cp) , Iem(x’e) a(x,8)d8 a un sens en tant
qu'intégrale oscillante, et le méme calcul montre que sa valeur dépend de

[e0)
maniére C de x .
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2) Il suffit de démontrer la seconde assertion; pour cela on
P N
montre qu'on peut écrire a = 2 bj obei , avec bj € Zm(x,]R ) ., en dehors
j

d'un voisinage de 6 = 0 ; une intégration par parties donne alors le résultat.

Exemple 2.2 :

Ici on remplace n par 2n (resp N par n) et x par (x,v)
(resp 6 par €) on a o = §(x-y) , donc Ccp = {x,x,8,-8)} et
proj Ccp = A , diagonale de X2 : on retrouve le fait que le noyau d'un

o.p.d. est ¢”  en dehors de la diagonale.

Exemple 2.3 :

n ‘
a4 l'instant t , on a ulx,t) = X g(—l") Ielgx+€tlg\(21\§\)_1f\§)d§
e==1 2m

ou encore
n i[%(x—y)-ketig\]

ulx,t) =20 6(51;) j‘ e (2i \%l)_lf(y)dydé (intégrale oscillante)

(Le fait que '\%'\_1 n'est pas régulier & l'origine est sans importance ; il
suffit de tronquer au voisinage de 0 dans l'espace des £ pour se ramener
au cas général + un régularisant). Pour (x,t) fixé, les variables étant ici
yvetd ,ona o =_8Kx-y +et|g]; Tcp est défini par y-x = ¢t \—g'\— et
sa projection dans ]R§ est la sphére (y—x)2 = t2 , ce qui est conforme

aux propriétés de "propagation des singularités" de 1l'équation des ondes.



~

De méme, si l'on considére le noyau associé & l'opérateur
f —> u , on voit que son support singulier dans l'espace des (x,vy,t)
est l'ensemble (x—y)2 = t2 . La théorie des opérateurs de Fourier a, entre
autres, pour but d'étendre ces faits & des équations du type le plus général

possible ; malheureusement, comme il a déja été dit dans l'introduction,

nous n'aborderons pas cette question ici.

Remarquons encore qu'on peut "localiser" les définitions précédentes
ainsi : soit V un ouvert conigue de X X ]le , i.e. V est stable par
(x,6) —> (x,t8) pour tout t = 0 ; soit ¢ une phase définie sur V
et soit a € fn(X,]RN) ayant son support conique dans V (*) ; alors
pour f € #(X) , l'intégrale oscillante Icp(af) = feiw(x'e)a(x,e)f(x)dedx

sera bien définie, et définira donc encore une distribution sur X

Dans la suite, nous supposerons toujours les phases non dégénérées ;

alors le résultat principal est en gros le suivant : la classe des distribu-

tions de Fourier définies par ¢ ne dépend que de GCp . Pour le voir,

nous allons commencer par examiner deux cas particuliers importants.

i} Changement de variables.

N

Le calcul est ici immédiat et servira seulement 3 préciser comment
il faut s’y prendre pour tout écrire de maniére invariante : soit x = u(lx') ,
6 = v(x,8") avec v homogéne en 6' un difféomorphisme de la variété
conique (X,V) sur une variété conique (X',V') ; on a 1'égalité entre inté-

grales oscillantes

(*) on appellera "support conique" de a le plus petit fermé conique

N
PCXX]Rl:,I tel que a = 0 dans Xx]R*—F
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J“em(x'e)a(x,e) )dodx = je (', 070 g x'dg’

x) 122 12, fax

avec @(x',8') = pux'),v(x')) , et de méme pour a et f

Il est commode ici de poser b(x,8) = a(x,@)d@Ja)—c ,

glx) = f(x)/dx , i.e. de travailler, non avec des fonctions a et f , mais

N

des sections respectivement des fibrés Q9®Ql/2 < et ou

Q v
1/2,x
Q (resp 91/2) désigne le fibré des volumes (ou densités d'ordre 1) et

Q1/2 le fibré des densités d'ordre 1/2 ; on a alors
e i gt = e 8 B6e 60560)

avec b' (resp g) transformé de b (resp g) par (u,v) , par définition

de Q et Q
1/2 /2

15| I Dgt !

e x,®Y)

On a par un calcul facile :

ce gqu'on écrira :

bx',0') € Y (x P 0y ® 0 )

1/2,x

D'autre part, (et cela est plus important), on a

g’fg—l - gﬁg—(u,v)%\e", ;: donc rcp est —le transformé de TCE par le difféomorphisme
(u,v) ; enfin, sur T'- , on a ‘D‘Q—, - b_uh : cecl montre que C est le
) dX DX X ®

transformé de Cq—3 par (u,v) & condition de considérer CCp comme Sous-

ensemble du cotangent T*X de X (et "non" de X X R™)

Rappelons que X peut &tre défini comme l'ensemble des couples

(x,(df)x) , X € X, (df)X la différentielle d'une fonction en: x ; en coor-
données locales, un point de TX sera représenté par (xl,... ,xn,él, ”gn)
g e pré ifférenti + +

avec (sl,, .,én) représentant la différentielle en x de §1x1 §nxn
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(ou de toute autre fonction f telle que gg‘(x) = §i) . Sur T*X , la
i

forme différentielle 1 = 2 iidxi est invariante par changement de coordon-

nées, ainsi que sa différentielle extérieure w = Zd%i/\dxi (nous laissons

A

le lecteur, & titre d'exercice, donner une définition "intrinséque" de m et
de w). La forme w définit ce qu'on appelle une "structure symplectique"
sur T¥*X

Il importe ici de remarquer que la variété (immergée) Ccp n'est

pas quelconque : en effet l'image réciproque de w sur I“Cp par i :
r =-»C vérifie
¢ Y

3¢ s - elnR - ,_ =00 = dp =
i (Zsidxi) b ox, dxi dp - 20 b@i dei dp =0
L )

i bei Par suite,

(car o = 0 sur Tcp par l'identité d'Euler : o =7 6

~

la restriction de w (et méme de 1) & Ccp est nulle ; Ccp est ce

gu'on appelle une variété lagrangienne de T¥X , i.e. une variété

(immergée dans T*X) de dimension maximale n sur laquelle la restric-
tion de w soit nulle ; on pressent ici le rdle que vont jouer dans la
théorie les transformations canoniques de T*X . i.e. les difféomorphismes
de T¥X laissant w invariante. Réciproquement, il est facile de voir,
gu'une variété lagrangienne conique de T¥X - {0} , peut localement

(i.e. dans un voisinage conique de chacun de ses points) étre définie

par une phase non dégénérée.

ii) Adjonction de nouvelles variables :

(Nous n'utiliserons pas encore ici la discussion qui précéde).

N .
Soit  une phase sur V , ouvert conique de X X R ; soit W 1l'ouvert

+
conique de X X ]RN 1 formé des (x,8,7) vérifiant (x,8) € V ,

. 2
|r} < K|8|{ pour un K > 0 ; posons o(x,0,7) = ¢{x,8) + /28] ;on a
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.. ) N+1 . ,
évidemment CCB = Ccp ; soit a € Zm(X;]R ) . & support conique dans W ;

on a, pour f € §X) , par intégrations successives :

» iTz/Zle\
ICB(af) = I(;o/\bf) , avec b(x,8) = j'e alx,8,7)dr

on a ici une intégrale usuelle, puisque a =0 pour |r| = K\e\

Pour évaluer b , on applique la méthode de la phase stationnaire,

i.e. on écrit d'abord :

. 2 ,
b(x,8) = |6] erlo 81/2 alx,08.|0|o)do

d'ol, par Fourier

bix,5) = 19 ] eiTT/4 ‘Jﬁ e—iﬂz/zjel 50

- ZTT X!eln)dn

avec ax,8,m) = [ alx,8, \e\o)e—londn
Pour |8] » = la partie principale de la derniére intégrale est
j a(x,8.n)dn = 2malx,8,0) par Fourier ; de fagon plus précise, en utilisant

le développement asymptotique

2 P k
7B tinP/alel) ki s 07/218D7 /et (o entien)
0

on montre facilement le résultat suivant :
Proposition 2.1.
_ +
(En dehors d'un voisinage de 0 € ]RN), ona bx,8) ¢ T 1/Z(X,IRN) :
-1/2 N ; L
et, modulo e X,R") , la partie principale de b est
in/4

J2mla e a(x,6,0)



Si l'on avait pris o(x.0,71) = 0(x,8) - 72/2‘(6] . dans le résultat

~ir/4

on aurait e " ; plus généralement, si l'on prend
px.8.1) = 0k.8) - Alr.7)/2]8] ,

A une forme quadratique non dégénérée sur ]Rp , on trouve, en éliminant
par réduction & la forme diagonale et applications successives du résultat
précédent :

m-1+p/2

_1/2emo/4a(xy6ﬁ 0) modulo 7, .

b(x,0) ~ (ZT(lBl)p/ &t Al

avec ¢ = signature de A

i11) Le cas général :

Avant de l'examiner, il faut encore faire une construction qui
permette de mettre dans le méme sac les deux cas particuliers précédents.
Soit ¢ une phase non dégénérée, définie sur un ouvert conique
Ve Xx IRli ; 1'application rcp - Cw est localement un difféomorphisme,
du fait que o est non dégénérée , en restreignant V , on peut supposer

que c'est un difféomorphisme. Sur Tcp ,on a un volume ucp défini ainsi

soit q@ la forme différentielle de degré n sur V définie par

20 dn -
qp/\d(be N ’Ad(beN) dxl/\..,/\dxn/\del/\.../\deN,

alors uco = 'lacpi ; choisissons, au voisinage d'un point de T des fonctions

’Xn , telles que les )\i et les fép— forment un systéme
j

sur V , soit Xl,...

de coordonnées locales ; on aura

‘ -1
M, = DO ce %) /Dx,8)] dh e dh

Pour les gens savants, on peut aussi définir pw par la formule :

Hcp = (%f‘)dxd@ , & la "“fonction" (= courant de degré 0) de Dirac

sur JRN



Soit alors a(x,8) € Zm(X,]RN) , & support conique dans V , et
soit a la restriction de a a I‘Qp ; d'aprés le théoréme 2.1, si l'on
s'intéresse seulement a la "partie principale" de l'opérateur défini par a
(i.e., si on travaille modulo les opérateurs définis par des éléments de
Zmnl), seul a nous intéresse ; il sera encore mieux de travailler avec
1'image i(é) de a par i : Fcp - Cgo puisque nous voulons finalement
faire tous les changements de phase (non dégénérée) qui ne changent pas

CCp ; il faut donc voir comment i(a) est transformé par les opérations

de i) et 1i).

Cas i) . Le théoréme de dérivation des fonctions composées permet
de s'assurer immédiatement que la correspondance a\/axde —_— 5«/&; est
invariante par les difféomorphismes envisagés. Nous sommes donc amenés
a considérer le "symbole principal” de la distribution définie par a et

o doit etre défini par 1(5«/;;)

Cas ii). Soit o, (x.6.1) = p(x,8) + Alr.t)/2|8] (1eR®)  comme

, N+ e
en ii), et soient afx,8.,r7) € Zm(Xi]R p) et b(x,8) comme en ii); dési-
&+
gnons par 1 la projection X X ]RN P -» X X ]RN ; comme TQD est défini
1
par T =0 , o 0 ., tm est un isomorphisme T ~ T : on vérifie
b@i ®1 o

alors facilement la formule suivante

T/ = N - s N /2, . ni—1/2

n(@/pcpl) = C Jutp , avec ¢ = restriction a Ty de |8 |dét A at.8,0)

Comparant avec la formule qui donne la partie principale de b, on trouve

la méme chose 3 deux "détails" prés :

(zﬂ)p/Z

a) Un facteur , qu'il est facile d'éliminer en normalisant

autrement la définition des distributions de Fourier : dans la suite, & o .

phase sur X X IRN et a ¢ Zm(X,]RN) , nous ferons correspondre la distri-



bution A : f ——> (ZW)"(n+2N)/4

I@(af) , f e pX) . Cette normalisation
est d'ailleurs aussi cohérente avec celle que nous avons adoptée pour les
pseudo-différentiels.

e:’mo/4

b) Le facteur , 0 = signature de A , qui, lui, ne se

laisse pas exorciser, comme on va le voir.

Passons maintenant au cas général : nous examinerons directement
la construction "globale" des distributions de Fourier, en supposant toutefois
que X est un ouvert de ]er1 (i1 sera facile ensuite de passer au cas
général, ol X est une variété). Soit C une sous-variété lagrangienne
conique fermée de T*X - {0} ., et m un entier = 0 . On se donne en
outre :

a) Des phases non dégénérées cpj définies chacune dans un
ouvert conique Uj c X X ]R*j , telles que T o Ccp. soit un isomorphisme,
que C soit un ouvert de C , et que les JC sJoient un recouvrement de C

©, P,

b) Des aj € fn+(n—2Nj)/4(X,RNj) avec “support conique de
aJ!" € K, K étant un cébne & base compacte de U, . Soit AJ, la distribution
de Fourier définie par ;cj et AJ_ ; on appelle Im(X,C) , l'ensemble des
distributions A =ZAj , pour n'importe quel choix des aj (les cpj étant

fixés). On a d'abord le résultat suivant :

Proposition 2.4.

™X,C) ne dépend pas du choix des coj

Pour obtenir un résultat plus précis, il faut associer un "symbole
principal™ & un élément de 1™(X,C) . Pour cela, on considére d'abord les

i(éij@) , qui sont des densités d'ordre 1/2 sur C ; compte tenu du fait que
J
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i(\/uCp ) est homogéne de degré NJ,/Z (comme on le voit, en considérant
]

l'action de l'homothétie # —> t3 sur qu) , on peut considérer
J

i(aj“/u@ ) . avec des définitions plus ou moins évidentes, comme un élément
"]

de ZmJ“n/ll(C;Q1 )

/2

Pour tenir compte des facteurs de phase, une construction sup-

plémentaire est nécessaire : on convient que a.j et 3, définissent "le
méme symbole"” dans un ouvert de CP N Cco si, dans cet ouvert, on a
j k
TTiOJ,/4 ﬂ ﬂick/4
e ia./ = e i@, /u )
JA/UCDG) /M
j k
avec . = signature de )" . = etc
J g (@J) 2 o)
8
D'une fagon plus savante : on montre que oj - Oy est localement
constant dans C_ N Ccp (mais non nécessairement Gj et ck) ; on consi-

j k
dére alors le fibré L de fibre-type € défini par le "cocycle de Maslov"
rri(oj ‘Ok)/4
qjk = e (sur lequel on convient que les homothéties agissent
trivialement), et on considére les i(éijJJg_) comme des sections de

]
+ ‘ ,
Q1/‘2 @ L , i.e. des éléments de fn n/4(0,01/26&) ; le "symbole de A"
est alors, par définition, la somme Zi(SjA/pm ) et l'on a le résultat suivant :
j

Si A et B , définis comme précédemment (avec éventuellement

. +n/4-
des_systémes 5cpj§ différents) ont méme symbole modulo =" n/4-1 ,

(

ona A-B¢ ™1, c

Ce résultat se démontre, en méme temps que la proposition 2.4,
par réduction aux deux cas particuliers i) et 1i) . On définit ainsi une

application



smn/4, ©.a,, Lm‘“m/‘* -) » e/ 1™ i, o)

qui est évidemment surjective, compte tenu de ce qui précéde, et le

résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.5.

Cette application est bijective.

A noter que la démonstration de l'injectivité demande encore du

travail. Notons aussi que le cocycle a est 4 valeurs dans le groupe

jk
des racines huitiémes de l'unité, ou, en notations additives, dans Z/87 ;

en fait, comme on a sgn(@j)”2 - N, = 0 (mod 2) , on peut réduire le
8
groupe structural & Z/4Z en remplacant ajk par le cocycle équivalent
“1TTN N )/ 4

ajke . Hormander donne aussi une autre interprétation, plus
géométrique, du fibré correspondant, lié a des constructions antérieures
de Maslov et Arnold, et montre par un exemple que, en général, on

ne peut pas réduire davantage le groupe structural.



I11. NOYAUX DE FOURIER.

On applique les constructions précédentes, avec X remplacé
par XxY , X (resp Y) ouvert de RrR" (resp ]Rp) -ou, plus généralement,
avec X et Y des variétés, mais peu importe. Soit alors A € Im(XxY,C) ,
C une variété conique lagrangienne fermée dans T*(XxY) - {0} ; A est
une distribution sur XxY , ou plus précisément une forme linéaire continue

sur F(XXY,q ) . en tenant compte des conventions précédentes. Par suite

1/2
(théoréme des noyaux), A définit une application continue

,B(Y,Ql/z) - "B|(X”Ql/2) gu'on notera encore A ; localement, A sera défi-
ni par la formule

)—(n+p+2N)/4 reirp(x,y!e)

(Af,g) = (2m alx,y.8)f(y)g(d)dxdyds

+(n+p- : e s
avec a €7 (n+p ZN)/4(X><Y,]RN) . et o une phase non dégénérée sur
. N 2 a
XXYxIR (ou sur un ouvert conique V de cet espace, a étant & support

conique dans V).

Il est plus commode ici de considérer l'ensemble C'c T*(XxY)-{0}

a

obtenu a partir de C par l'application (x,y,8m —> x,v,&8,-n) ; sur

C' la restriction de la forme est nulle, o, (resp w,,) désignant

Uy Ty X Y
la 2-forme canonique de T*X (resp T¥Y). Si, par exemple, et c'est souvent

le cas dans les applications, c'est le graphe d'une application

F : T*Y » T%X , on a F*(wx) = wy c'est-a-dire que F est une trans-
formation canonique. Par exemple, dans le cas d'un opérateur pseudo-diffé-
rentiel, ona X =Y , C' est la diagonale de (T%X)2 , et F est l'iden-
tité.

Un cas particulier important est celui ot C (ou C' , cela revient
au méme), est contenu dans [T*X-{0}] x [T*Y-{0}] ; on dira alors que C

est une relation canonique (homogéne de T*Y dans T*X) . Si o(x,vy.8) est

une fonction définissant localement C , cela veut dire qu'en tout point
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) 20
t
x 7 0t gy 20

premiére inégalité, on voit que, pour f € pY) et x fixé, l'intégrale

(x,v,8) ol l'on a Utilisant la

b%=0,ona

oscillante

j’ eiq)(x’y'e)a(x,y,G)f(Y)dyde

sera définie, et on voit facilement (par le mé&me raisonnement qui définit
les intégrales oscillantes) qu'elle dépend de maniére COO de x ; donc A
envoie (continuement) S/(Y) dans ¢ (X) ; de méme, la 2e inégalité nous
montre que le transposé A' de A envoie /() dans C (Y) , donc en
transposant A envoie &'(Y) dans p'(X) et finalement A est un noyau

régulier (mais non trés régulier, sauf si la projection de C sur XxY est

contenu dans la diagonale).

Les résultats importants de ce paragraphe concernent i) les
adjoints (ou les transposés) ii) la composition. Le point i) est immédiat,
(i1 suffit essentiellement de permuter le réle des variables x et y). Nous
insisterons un peu plus sur ii), sans toutefois entrer dans tous les détails.
Supposons que C_. et C, soient deux relations canoniques , respectivement

1 2
de T*Y dans T*¥X et de T¥*Z dans T¥*Y ; grdce aux nouveaux programmes

des lycées et colléges, tous les enfants savent aujourd'hui ce que signifie

le composé Cloc ; rappellons quand méme que c'est l'ensemble des

2

(x,€,z,¢) tels qu'il existe (y,n) avec (x,§,y.,n) € C1 et (y.n.z,0) € C2

Une meilleure maniére de dire les choses est de considérgar la "diagonale"
A o T*XX (T*Y)ZXT*Z , i.e. les points dont les deux composantes dans T¥Y

sont égales, de prendre C, x C, N A , et de le projeter dans T*X x T*Z

1 2
Supposons que CGCZ rencontre transversalement A ; on voit alors que
CGCzﬂA est une bonne variété, de dimension dim X + dim Z , et que sa

projection dans T¥*X x T*¥Z est une immersion (i.e. la différentielle de la

dite projection est partout de rang maximum) ; si nous supposons en outre



cette projection injective et propre, son image Cl“Cz sera une sous-

variété de T*X,T*Z dont on voit facilement que c'est une relation canonique

homogéne de T%¥Z dans T*X . Sous les hypothéses précédentes, on a le

théoréme suivant

Théoréme 3.1.

m m
Soient Al €1 1(XxY,C'l) et AZ €1 2(Y><Z,C'2) . 4 _supports

propres. On a alors : AlA €1 (Xx2Z. (Clczc

2 2

La démonstration., en gros, se fait ainsi : en omettant le facteur

de normalisation, on écrit, aprés avoir pris quelques précautions de support :

i[col (X,Y.@)'*’@Z(Y:Z:’r‘)_i

A oA f(x) = [e a, (x,v.,9)a

1772 J 1 (y.z,7)f(z)dydzdadr

2

S |

2 2
on pose g = (\/8 +7v y.6.7) et l'on considére o = o +cp2 et a =a,a

1 172
comme fonctions de (x,z.g) . On voit alors que Ccp est bien l'ensemble
gu'on cherche. i.e. (CloCZ)' ; la difficulté est qu'il n'est pas "tout a fait"

vrali que a soit un symbole de 1'ordre voulu, mais on arrive & s'en sortir

par une troncature,

Le symbole principal de A1A2 s‘obtient & partir du méme calcul ;
nous ne donnerons pas la formule compléte pour ne pas allonger encore cet
exposé, et nous omettrons les densités et le fibré de Maslov (qui, d'ailleurs
ne changent les choses gue par un facteur "universel"”, i.e. ne dépendant
que des Ci et non des Al) ; & cette restriction prés, on voit que le

symbole principal de A_A s'obtiendra ainsi : on prend le produit des sym-

172
boles de A1 et AZ sur G1 X CZ , on prend la restriction a CGCZQA '
et on projette sur (f:iloG2 ; moyennant des conventions convenables, cette

~

maniére de faire garde un sens pour les symboles "exacts", & valeurs dans



91/2@];

Un cas particuliérement simple est celui ol les relations canoniques
C1 et C2 sont des '"graphes canoniques locaux", i.e. leurs projections sur
T*X et T*Y (resp T*Y et T¥Z) sont des difféomorphismes locaux (ceci

implique en particulier que X , Y , Z ont méme dimension) ; alors sur C1

et CZ , on a un volume canonique obtenu par image réciprogue a partir de

celui de T*Y (ou T*X pour C1 , ou T*Z pour CZ) , donc on peut
identifier les densités d'ordre 1/2 & des fonctions, donc les symboles prin-
cipaux de A1 et AZ & des fonctions sur Cl et C2 (éventuellement tordues
par le fibré de Maslov) ; c'est en particulier ce qui se passe pour les

pseudodifférentiels, ou le fibré de Maslov est par dessus le marché trivial.

On peut voir qu'alors la construction précédente du symbole prin-
cipal de A1A2 est exactement la bonne.
Pour terminer, donnons quelques exemples importants pour les

application :

i) Supposons que C soit le graphe d'un difféomorphisme
Canonique ¥ et soit A S I (XXY‘,C) M alors on a A% E I (YXX,C*I) ,
ol C¥ = C (mais en faisant jouer & X et Y des rdéles permutés). On aura

A¥A € 17(YxY.A) ., i.e. A*A est un pseudo-différentiel d'ordre 0 sur Y ;

d'aprés une propriété des pseudo-différentiels (que j'ai omis de rappeler,
mais qui se démontre aussi avec les considérations du §l) ., A¥A  opére

2
continuement de Lzﬁeg dans (L~ local) ; par suite, A possédera la

méme propriété,

ii) Supposons X =Y =7 ; soit C le graphe d'un difféomorphisme
canonique, et soit A .E Im(X,C') , le symbole principal de A étant inversi-

ble ; et soient P et Q deux pseudo-différentiels de symbole principal p et
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q respectivement, tels qu'on ait PA = AQ ; alors si (x,8) = F(y,n) est
1'équation définissant C , on aura : p(Fx,8)) = gx,§) , donc p et g

se déduisent l'un de l'autre par la transformation canonique F . Ce résultat

est fondamental pour les applications, car il permet souvent de simplifier
considérablement la partie principale des pseudo-différentiels. Il a été établi

d'abord (dans un cas un peu moins général) par Egorov [1]

Donnons un exemple ; soit H 1'opérateur pseudo-différentiel défini
par (1.1) . avec h(x,8) = |€] (peu importe ce qui se passe au voisinage
de 0 dans l'espace des £ , cela ne change les choses que par un régularisant).

Soit Ft la solution du probléme de Cauchy pour la "demi équation des ondes" :

dF
-1 ‘at— = HFt , avec Fo = f ; par transformation de Fourier en x , on a
1.0 . Qg +xg) -
F = () j' el ] f(€)dg (intégrale ordinaire)
t 21
n 1 —_
= (ﬁ) J’ el(tlg |+(x y’§>)f(y)dyd€ (intégrale oscillante)

i.e., pour t f{fixé, Pt est donné par Utf , Ut un opérateur de Fourier

de phase P, = (x-y,8) + t'\é{ ; alors Cclp est donné par
. t

_ £_
{X y+1:lg,l
n 2

le groupe a un paramétre de transformations canoniques qui fait passer de

(y.m) & (x,§) est celui qu'on obtient en résolvant les équations canoniques
correspondant au hamiltonien H , comme on voit tout de suite; par suite,
si P est un pseudo-différentiel (on aurait envie de dire "un observable"),
le symbole principal de UtPU;1 est lié & celui de P par la transformation

canonique précédente.
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En utilisant des développements en paquets d'ordre, on peut voir
que ceci est vrai pour tout h de partie vrincipale homogéne de degré 1

en £ et tel que H soit autoadjointe.
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