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NAME: CASTELLE Nathalie

SUBJECT: INVARIANCE PRINCIPLES AND APPLICATION TO THE STATIS-
TIC OF CENSORED MODELS.

ABSTRACT:

Let Xi,...,X, a n-sample with distribution F(t) = P(X < t) continuous
over R* and let F} the empirical distribution function associated to the k-first
observations. We set a; = \/E(F"k — F) the empirical bridge. Komlos, Major
and Tusnady established in 1975 the existence of a Kiefer K process such that
supici<n || @k — K/VE [|lo= O((log? n) //n) a.s.

We give the complete proof of this strong approximation (called ”Kiefer’s ap-
proximation”) via a lemma of normal approximation for a hypergeometric distri-
bution. Otherwise, when the sample is randomly stratified, we establish the strong
approximation for the associated empirical sub-functions. This last result enables
us to establish the strong approximation for a large class of statistics constructed
on randomly censored variables. For instance, we obtain the asymptotic normality
for the temporal statistics of the Gehan and Logrank tests on the whole line, and
that with optimal convergence rate and under any hypothesis. The same technics
enable us to prove that the Cox maximum likelihood estimate converges to a gaus-
sian variable with a rate of order (log® n)//n.

KEY WORDS AND PHRASES: Gaussian Processes, Empirical distribution
function, Invariance principle, Strong approximation, Random censored model,
Asymptotic properties of tests, Asymptotic properties of estimates.
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Introduction

Nous nous proposons dans ce travail d’étudier les propriétés asymptotiques de certains
estimateurs et statistiques construits sur des données censurées a 1’aide des principes
d’invariance forts pour les fonctions de répartition empirique initiés par Komlos, Major et
Tusnady en 1975. La premiére partie concerne les principes d’invariance forts pour les fonc-
tions de répartition empirique: dans le premier chapitre, nous donnons la preuve compléte
d’un des théorémes de Komlos, Major et Tusnady (1975), dans le second chapitre nous
établissons un théoréme d’invariance applicable a la statistique de modéles censurés. La
seconde partie concerne la statistique de modéles censurés: a 1’aide du résultat précédent
nous établissons la normalité asymptotique avec vitesse de convergence de ’estimateur du
maximum de vraisemblance de Cox et de certaines statistiques de test de comparaison des
distributions entre deux populations (la normalité asymptotique de ces statistiques n’était
jusqu’alors connue que sous I’hypothése nulle ou des hypothéses contigiies). Dans cette
introduction, nous présentons d’abord les principes d’invariance forts pour les fonctions de
répartition empirique, nous présentons ensuite les modéles censurés puis nous décrivons
notre travail.

Présentation des principes d’invariance forts pour les fonctions de répartition
empirique

Soient Xj, ..., Xy, des variables indépendantes et de méme loi F continue sur R*: F(t) =
P(X < t). Pour tout ¢ positif, on définit la fonction de répartition empirique:

B = %f}l(x.- <1

11 est naturel de s’intéresser & I’approximation gaussienne du processus an(t) = v/n(Fn(t)—
F(t)). Est appelé principe d’invariance fort pour les fonctions de répartition empirique un
résultat qui établit I’existence d’un processus gaussien W, tel que:

| @n = Wa llo=O(an)  ps. (1)
ol a,, décroit vers zéro. Bien entendu, il s’agit de trouver une suite (Wy,ay,), telle que a,,
décroisse le plus vite possible vers zéro.

Une solution a ce probléme fut pour la premiére fois proposée par Brillinger (1969). Il
démontra ’existence d’un pont brownien W, tel que (1) soit vraie avec:

an = n~Y4(log n)!/?(log log n)'/*



Cette vitesse est loin d’étre optimale, comme nous allons le voir. La méme année, Kiefer
(1969) souleva un nouveau probléme en remarquant que le théoréme de Brillinger ne
donnait aucun renseignement sur la loi jointe des processus W,,. Il proposa la construction
d’une suite de ponts browniens indépendants Wy, ...,W,,... tels que pour tout entier n:

k
op e~ YW o= Olan) s (2)
Sksn i=1

Une telle approximation sera dite de Kiefer”. Tous ces résultats vont étre repris par
Komlos, Major et Tusnady (1975). Ils établiront 1’existence d’une suite de ponts browniens
tels que (1) soit vraie avec a, = (logn)/\/n. Cette vitesse est optimale. Ils démontreront
également un théoréme d’approximation forte de Kiefer avec a, = (log?n)/4/n. (Notons
que cette vitesse est optimale a un facteur logn prés). Enfin, Tusnady proposera en 1977
un principe d’invariance fort pour les fonctions de répartition empiriques de la loi uniforme
sur [0,1] x [0, 1] (la vitesse restant égale a (log? n)/y/n). Nous ne savons toujours pas si les
résultats de Komlos, Major et Tusnady s’étendent aux dimensions strictement supérieures
a deux, c’est & dire si dans ce cas, il existe encore un principe d’invariance fort avec une
vitesse (log? n)/1/n ol d dépend (ou ne dépend pas) de la dimension considérée. L’apport
des théorémes de Komlos, Major et Tusnady, qui sont d’ailleurs maintenant communément
appelés théorémes hongrois, a été considérable: les application statistiques des principes
d’invariance sont nombreuses, dés qu’il s’agit d’obtenir des résultats de convergence en
loi avec vitesse de convergence. Citons pour mémoire I’estimation de densités par la
méthode des noyaux, traitée par de nombreux auteurs: Bickel et Rosenblatt (1973) qui ne
disposaient que du théoréme de Brillinger, Liero (1982), Revesz (1978), Silverman (1978)
et la liste n’est pas exhaustive.

Présentation des modeles censurés

Lors de ’étude d’une variable aléatoire T', les observations du n-échantillon Ti,...,T,
peuvent étre perturbées par une censure aléatoire C. On observe alors le n-échantillon:

(TIACI,...,T';AC”)

qui ne permet pas I’acceés a la fonction de répartition empirique de T'. De plus, la loi de
T AC peut dépendre d’une variable aléatoire Z (éventuellement vectorielle) qui est appelée
covariable. Enongons tout de suite une hypothése trés souvent retenue: I’indépendance de
T et de C conditionnellement a Z:

P(TAC>z/Z)=P(T>2/7)P(C>2/Z) (3)

De tels modéles sont largement utilisés en statistique médicale. Les deux problémes ma-
jeurs sont I’estimation de la fonction de survie P(T > z/Z) et la construction de tests de
non effet de la covariable. Donnons briévement un historique des résultats. Le premier
probléeme est de trouver un estimateur pour P(T > z/Z) et d’étudier ses propriétés.



Sous I’hypothése de non effet de la covariable, Kaplan et Meier (1958) proposent un tel
estimateur pour P(T > z) appelé estimateur de Kaplan-Meier ou estimateur produit-
limite. Les propriétés de normalité asymptotique de cet estimateur ont été étudiées par
Breslow et Crowley (1974). Notons que Burke, Csorgo et Horvath (1981) proposent une
généralisation & P(T' > z/Z). Le second probléme consiste & construire des tests de non
effet de la covariable. Dans la littérature ce probléme est ramené a la construction de tests
de comparaison des distributions entre deux populations. Les statistiques habituelles sont
celles de Gehan (1965), de Prentice (1978) et la statistique du logrank diie & Peto et
Peto (1972). Dans son livre Gill (1980) propose une démarche générale s’appuyant sur la
théorie des martingales pour étudier ces différents estimateurs et statistiques. Il retrouve
ainsi la normalité asymptotique de I’estimateur de Kaplan-Meier (& ce sujet, I’article de
Gill (1983) améliore ses résultats précédents) et obtient également sous ’hypothése de non
effet de la covariable (ou des hypothéses contigiies) la normalité asymptotique des statis-
tiques de Gehan, de Prentice et du logrank. En s’inspirant de ses méthodes, Harrington
et Fleming (1982) généralisent ces derniers résultats & une classe assez générale de tests,
parmi lesquels ceux de Prentice et du logrank. Ces mémes outils martingale permettent
également I’étude d’un modéle censuré particulier: le modéle de Cox. Un modéle censuré
est un modéle de Cox si en plus de I’hypothése (3) on a:

P(T > z/Z) = (h(z))>P<FIZ>

La loi de T est donc résumée par une fonction certaine h et un parameétre d’intérét 8. Ce
modele est un modéle semi-paramétrique. Cox introduit alors une pseudo vraisemblance,
appelée vraisemblance de Cox, et tout naturellement un estimateur qui maximise cette
pseudo vraisemblance, noté J, et appelé estimateur du maximum de vraisemblance de
Cox. Nous renvoyons au livre de Cox et Oakes (1984). Andersen et Gill (1982) établissent
la consistance et la normalité asymptotique de B et d’un estimateur de log h, ce qui ap-
porte une solution satisfaisante au probléme de P’estimation de P(T > z/Z(z)). Notons ici
un fait nouveau: la covariable peut dépendre du temps. Les techniques utilisées jusqu’alors
pour obtenir la normalité asymptotique des estimateurs et statistiques de modéles cen-
surés (voir Andersen et Gill (1982) et Gill (1980-1983)) étaient donc les techniques mar-
tingales, dont le théoréme de Rebolledo (1978-1980). La méme étude peut étre réalisée
avec les théorémes de principes d’invariance. Cette voie a été ouverte par Burke, Csorgo
et Horvath (1981). Une difficulté technique d’importance, inhérente & la censure, est
que ’on ne dispose pas de la fonction de répartition empirique. Aussi Burke, Csorgo
et Horvith définissent-ils des sous fonctions de répartition empirique et démontrent un
principe d’invariance fort pour de tels objets. Ils proposent alors un estimateur pour
P(T > z/Z) (estimateur de Kaplan-Meier généralisé) et établissent son approximation
forte par un processus gaussien. De plus, la vitesse obtenue (que nous ne pensons pas étre
optimale) est suffisante pour obtenir une loi du logarithme itéré pour cet estimateur. Pour
ce dernier point, nous renvoyons 4 l’article de Csorgo et Horvath (1983).



Description de notre travail

La premiere partie de cette thése concerne les principes d’invariance forts pour les fonctions
de répartition empirique et est constituée de deux chapitres. Le premier chapitre consiste
en la preuve compléte du théoréme d’approximation forte de Kiefer de I’article de Komlos,
Major et Tusnady (1975). Ce théoréme repose sur un lemme d’approximation normale
d’une loi hypergéométrique dont aucune démonstration n’est proposée dans ’article de
Komlos, Major et Tusnady. Ce lemme, que nous appellerons lemme hypergéométrique est
doublement important puisqu’il est également indispensable pour démontrer le principe
d’invariance fort pour les fonctions de répartition empirique bidimensionnelles proposé
par Tusnady (1977). Le second chapitre est une amélioration du théoréme de Burke,
Csorgd et Horvath (1981) qui établit un principe d’invariance fort pour des sous fonctions
de répartition empirique. Ce théoréme est indispensable & l’application des principes
d’invariance aux modéles censurés. Dans ce cadre, notre amélioration nous a permis
I’obtention de vitesses de convergence optimales. Dans la seconde partie de cette thése
nous avons établi une méthode pour I’étude des modéles censurés & ’aide des principes
d’invariance forts. Nos applications concernent les statistiques des tests de Gehan et du lo-
grank, les estimateurs de la variance de ces statistiques, les dérivées premiére et seconde du
logarithme de la vraisemblance de Cox et I’estimateur du maximum de vraisemblance de
Cox. Nous établissons I’approximation forte de ces différentes statistiques temporelles par
les processus gaussiens associés et obtenons ainsi leur normalité asymptotique avec vitesse
de convergence. Cette vitesse est optimale et permet de retrouver pour ces statistiques les
propriétés des processus gaussiens qui les approximent: en particulier leurs moments sont
égaux et on peut aussi donner une loi du logarithme itéré pour les statistiques considérées.
De plus les approximations fortes des statistiques de test sont valables sous n’importe
quelle hypothése (alors que nous ne la connaissions auparavant que sous I’hypothése nulle
ou des hypothéses contigiies) ce qui permet théoriquement de calculer la puissance de ces
tests. Enfin, nos approximations fortes sont uniformes lorsque le temps décrit [0, 00] ce
qui régle le probléme souvent rencontré dans la littérature de la restriction du temps a
un intervalle compact et donc de 1’arrét des observations & une date fixe. Nous détaillons
maintenant nos résultats.

Premiére partie - Chapitre un: Théordme de Kiefer

Nous énongons et démontrons le lemme hypergéométrique, puis nous reprenons en détail la
construction proposée par Komlos, Major et Tusnady (1975). Cette construction est bidi-
mensionnelle: la majoration cherchée (2) est uniforme 3 la fois pour le temps t et pour le
nombre d’observations k, il nous faut donc contréler simultanément ces deux parameétres.
Pour cela nous discrétisons le temps & la taille 1/n et contrélons les fluctuations. Nous
obtenons un quadrillage de [0,1] x [0,n] (’axe horizontal représentant le temps et I’axe
vertical le nombre d’observations) sur lequel nous construisons simultanément le processus
gaussien et le processus empirique. Le principe consiste & découper successivement des
rectangles en quatre. A chaque étape nous connaissons la loi des processus sur le rectangle



total ainsi que sur sa moitié supérieure et sur sa moitié gauche. Ceci explique pourquoi la
structure méme des constructions bidimensionnelles est hypergéométrique. Une fois con-
struits ces deux processus, nous contrdlons leur distance en probabilité. Chaque rectangle
[0,m] x [0,7/n] avec 1 < m, 5 < n peut &tre considéré comme un vecteur de R” ® R™ dont
le nombre de composantes non nulles sur la base de Haare est d’ordre log?n. L’erreur
d’approximation entre les deux processus sur le rectangle [0, m] X [0, j/n| s’exprime alors
comme une somme de log? n "rectangles d’erreur” et le lemme hypergéométrique permet
d’établir que la somme des erreurs sur une méme bande horizontale est majorée par une
variable Z,/\/n ou Z, suit une loi du chi deux & O(log n) degrés de liberté. Notons que
nos contréles permettent une évaluation des constantes: O(a,) < (118log?n)/y/n con-
vient dans la formule (2).

Premiére partie - Chapitre deux: Approximation forte de sous fonctions de
répartition empirique

Dans le chapitre, nous adaptons les théorémes d’invariance au probléme des modéles cen-
surés. Burke, Csorgo et Horvath (1981) ont suivi une démarche analogue. Rappelons qu’un
modele censuré ne permet pas ’accés a la fonction de répartition empirique. Aussi Burke,
Csorgd et Horvath définissent-ils les sous fonctions de répartition F7(t) = P(X < t,R = j)
et les sous fonctions de répartition empirique:

a s 1 & .
Fi(t) = - Y 1(X; <t) 1(R =35)
1=1
ou X est une variable de loi continue sur R* et R une variable discréte & valeurs dans
{1,...,m}. Le but est de trouver un principe d’invariance fort pour (F,{);’f__l Précisons
davantage: il s’agit de construire une suite W2,...,W™ de processus gaussiens et de
trouver des constantes C, K, A telles que:

P( sup || va(Fi - F) - Wi > —=(z + Clogn)) < Kexp(=Az)  (4)
1<j<m vn

Burke, Csérgd et Horvéth réalisent la construction d’un vecteur de processus (Wi)T,
tel que (4) soit vérifiée avec: K = mK; od K est une constante absolue. Nous avons
voulu améliorer ce résultat et une autre construction nous permet de retrouver (4) avec
C =40, K =17, A = 1/20. Autrement dit, le principe d’invariance obtenu ne dépend plus
du nombre de composantes du vecteur (F2)7;. Notre construction est donc intéressante
lorsque m devient trés grand. De plus, nous pouvons préciser certaines relations entre
les processus gaussiens qui vérifient (4). Pour cela, introduisons quelques notations. Soit
N = (N;)7+, la variable de loi multindmiale définie par: N;j = 31, 1(R; = j). Posons
p; = P(R =j) et u;(t) = P(X < t/R = j). Alors notre construction réalisera:
Wi(t) = vp; B (u5(t)) - v() 27

ou Zn = (Z,’.,):','_‘__1 est un vecteur gaussien centré et de méme covariance que N/ /n, ou
(B7)T, est un vecteur de ponts browniens mutuellement indépendants et indépendants



de Z, et de N, et ol les vecteurs Z et N satisfont la relation:

sup !N,- -np; 37logn
1<ysm vn Vn

Ce dernier résultat, énongé en lemme, est en fait un théoréme de la limite centrale avec
vitesse explicite pour un vecteur multindmial de nombre de parametres quelconque. Ces
propriétés du vecteur (W;)7.; ont été cruciales pour obtenir des vitesses optimales dans
les approximations fortes des statistiques construites sur des données censurés.

La clé du théoréme du chapitre deux est une construction non classique. L’idée con-
siste & ”déconditionner” les variables X et R. On obtient ainsi un probléme simple
d’approximation forte de vraies fonctions de répartition empirique indépendantes que 1’on
sait résoudre grice au principe d’invariance (1). On finit par un "reconditionnement” des
processus.

Zi| <

Seconde partie: Statistique de modéles censurés

Nous supposerons que la covariable Z est une variable discréte & valeurs dans {0,1} et
qui ne dépend pas du temps. L’interprétation statistique est la suivante: les observa-
tions du n-échantillon Ty A Cy,...,Ts A Cy, sont classifiées en deux groupes disjoints et
P’appartenance d’un individu & un groupe ne peut varier au cours du temps. Nous adop-
tons une formalisation inspirée de Burke, Csorgo et Horvath (1981) qui est bien adaptée
aux techniques d’approximation forte. Notons d = 1r<c. On définit la variable aléatoire
R & valeurs dans {1,2,3,4} par:

{R=22+1}={Z=2,d=1}
{R=2(z2+1)}={Z=2,d=0}
qui sont respectivement les événements disjoints:

"non censuré dans le (z+1)-iéme groupe”
”censuré dans le (z+1)-iéme groupe”

Tout naturellement, I’on définit alors les sous fonctions de répartition Fj(z) = P(TAC,R =
J) et les sous fonctions de répartition empirique:

p,-(z)=i-§1(:r.-/\0.-5z, R; = j)

Suivant la convention générallement retenue en statistique médicale nous considérons la
version continue a gauche des sous queues de répartition empirique:

Gia)= = ATACi > 7, Ri=J)

1=1



Avec le théoréme du chapitre deux de la premiére partie nous savons qu’il existe un

processus gaussien (W)j_, tel que I'on ait simultanément:

" logn
sup || va(F; = F}) =W} [lo< 61 = ps.
157554

Jn
(1)

sup || VA(C; = Gy) = (W} (o) = W) o 98 257
1<5<4 n
Nous pourrons alors obtenir les approximations fortes de statistiques construites sur de
tels modéles dés qu’il sera possible de les linéariser en les termes (F; — Fj) et (G; —
G;) et de majorer convenablement les restes. Pour cela, nous avons étudié les intégrales
stochastiques du type:

S7(6.8) = [ $1(Ga(e), .. Gulo), BB (o)

oll ¥; est une fonction réelle bornée sur [0, 1]* et 8 un parametre rée]. Ce choix est motivé
par le fait que la plupart des processus construits sur des variables censurées s’écrivent
comme une somme de telles intégrales . Donnons un exemple. Soit u = (uy,...,u4) €
[0,1]%. Alors les processus définis par

t i . ¢t R X
/(;'f’l(Gl:---;G-tsﬂ)dFl'*‘/; ¥3(Gy,...,Gy, B)dFs
avec:

eﬂ(us + 04)
eP(us + ug) + (u1 + uz))®

correspondent pour des observations arrétées au temps ¢ a la dérivée au point 8 du lo-
garithme de la vraisemblance de Cox lorsque a = 1, & la statistique du logra.gk lorsque
a = 1et =0 et ala statistique de Gehan lorsque @« = f# = 0. Notons Hj(s,B) =
¥;(G1(8),...,G4(s),B) et Hj(s,B) = ¥;(G1(s),-..,Ga(s),8). La formule suivante est &
la base de notre étude:

t t " ¢, t a
SP(t,B) = /0 H;dF; +fo H;d(F; - Fj) +/0 (Hj — H;)dF; +/0 (H; — H;)d(F; — F;)

_ U1 + u2 _
¢1(u”ﬂ) - (eﬂ(us + 11.4) + (ul + uz))a et ¢3(u’ﬂ) - (

Le premier terme est un terme de centrage, le dernier terme est un terme d’erreur, les sec-
ond et troisiéme termes sont des termes principaux: ils peuvent étre approchés par un pro-
cessus gaussien explicite grice au principe d’invariance (1). L’approximation gaussienne
du troisiéme terme via (1) n’est évidemment possible qu’aprés linéarisation de fl,- - Hj.
Nous avons donc recherché des conditions de linéarisation des fonctions t; qui perme-
ttent d’obtenir une approximation forte de ST avec une vitesse qptimale. Pour ne pas
restreindre le temps & un intervalle compact nous avons séparé t < t, et t > t, avec
F;(t,) = O((logn)/n) et réglé le cas t > t, par une inégalité de grande déviation. Le



résultat principal établit 'approximation forte du processus S} par un processus gaussien
dés que certaines conditions pour les fonctions ¢; sont vérifiées. Cette approximation
forte est uniforme lorsque ¢ décrit [0, 0] et lorsque B varie dans un compact et les vitesses
obtenues sont optimales. Nous vérifions ensuite ces conditions pour les statistiques tem-
porelles de Gehan et du logrank, pour les estimateurs de la variance de ces statistiques
ainsi que pour les dérivées premiére et seconde du logarithme de la vraisemblance de Cox.
Nous obtenons ainsi ’approximation forte de toutes ces statistiques. Notons que si ’on
arré e les observations a une date fixe ¢, la vitesse de convergence des statistiques de Gehan
et du logrank renormalisées vers une variable gaussienne est d’ordre (log n)//n mais si
cette vitesse reste inchangée lorsque t — oo pour la statistique de Gehan, elle se dégrade
jusqu’a (log?n)/y/n pour la statistique du logrank. Enfin, & partir de ’approximation
forte des dérivées premiére et seconde du logarithme de la vraisemblance de Cox nous
obtenons celle de ’estimateur du maximum de vraisemblance de Cox avec une vitesse

d’ordre (log® n)//n.
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PREMIERE PARTIE

PRINCIPES DINVARIANCE






THEOREME DE KIEFER






Principe d’invariance pour une fonction de répartition
empirique: Théoreme de Kiefer

Résumé

Soit z1,...,Zy un n-échantillon de loi uniforme sur [0, 1] défini sur un espace de probabilité
Q2 suffisament riche.

On note F} , la fonction de répartition empirique associée aux k-premiéres observations
et a(t) le pont empirique ax(t) = VE(Fi(t) - t).

L’existence d’un pont brownien B° tel que la déviation uniforme ||ay, — B°||oo 80it d’ordre
(log n)/y/n en probabilité s’obtient par une construction hongroise, réalisée par Komlos,
Major et Tusnady [6], et un lemme d’approximation normale entre une variable binomiale
B(n,1/2) recentrée et la variable gaussienne correspondante (Ce lemme, di & Tusnady,
est énongé dans le livre de Csdrgo et Revesz [3]). Bretagnolle et Massart [2] ont publié
une démonstration compléte de ce lemme, ce qui leur a permis d’évaluer les constantes
lors du contrdle en probabilité de ||an — B°||co-

Dans le méme article, Komlos, Major et Tusnady [6] ont demontré l’ex1stence d’une
suite de ponts browniens indépendants assurant pour sup;<i<y llok — (X521 BY/VE)|loo
un contrdle d’ordre (log?n)/\/n en probabilité, sans préciser la valeur des constantes.
La clé d’un tel résultat repose sur un lemme d’approximation normale pour des lois hy-
pergéométriques de parametres quelconques. Nous démontrons un tel lemme avec des
constantes explicites, formulé en deux inégalités, qui compléte et généralise une conjec-
ture de Komlos, Major et Tusnady [6]. L’inégalité de type linéaire differe de celle du
lemme de Tusnady (sur une binomiale symétrique) par un terme correctif qui mesure
la disymétrie de la loi hypergéométrique et qui n’est pas améliorable. A partir de ce
lemme et d’une construction de type hongrois, nous effectuons le contrdle en probabilité de
SUP;<k<n [[Vkak — TF; B?|loo en donnant une borne exponentielle pour le terme d’erreur,
avec des constantes exphcltes &

1 Introduction

Soit Xj,..., Xy, une suite de variables indépendantes de loi uniforme sur [0,1] .
Soit ﬁ‘m, m=1,...,n, la fonction de répartition empirique définie par:

Fult)= — le.<g ol t € [0,1]
1_1
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et soit le processus ﬁ',‘;‘, m=1,...,n, défini par:

Fo(t) = (Fn(t)—t) outel0,1]

Enfin, soit ap,, m = 1,...,n, le pont empirique défini par:
am(t) = VmES(t) oute(0,1]
Le théoréme 1 est dii & Komlos, Major et Tusnady [6] et & Bretagnolle et Massart [2] pour
I’évaluation des constantes.
Theoreme 1 Pour tout entier n > 2, il existe un mouvement brownien B(t) tel que pour
tout z positif :
P(VnllvnFg(t) - B(t)|leo > = + 12log n) < 2exp(-z/6)

Komlos, Major et Tusnady [6] énoncent le théoréme suivant, dit théoréme de Kiefer (la
premiére version de ce résultat se trouve en effet dans un article de Kiefer [5]), et donnent
les grandes lignes de la démonstration. Afin d’évaluer les constantes, nous démontrons en
détail ce théoréme dans les sections 3 et 4. '

Theoreme 2 Il eziste une suite de mouvements browniens indé pendants By(t),..., Bn(t),. ..

tels que pour tout n > 3 et pour tout xz positsf :

P( sup sup |mE2(t) - Z BY(t)] > (z + Clogn)logn ) < K exp(—Az)

1<m<n 0<t<1 i=1 .
0t C=76, K=2326,A=1/41.
Notations

e On note ®(, npny) la fonction de répartition de la variable aléatoire de loi hy-
pergéométrique H(n,np,np') définie par:

P(H(n, np,np') = k) = ( & ) ( b )

n

np'

ou np,np',nq,nq' et k sont des entiers, p+¢=1,p'+¢' =1,
max(0,n(p' — ¢)) < k < min(np,np').

e On note ¥, la fonction de répartition de la loi binomiale symétrique B(n,1/2) définie
par

Py =0= (§) war

ol k est un entier de [0, n]
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e On note @ la fonction de répartition de la variable aléatoire Y suivant une loi normale
centrée réduite .

e On note B(t), (t > 0) le mouvement brownien et B°(t), (0 < t < 1) le pont brownien
défini par B°(t) = B(t) — tB(1).

L’argument clé de la preuve du théoréme 1 est le lemme suivant démontré par Bretagnolle
et Massart [2].

Lemme 1 (Tusnady) Approzimation normale d’une loi binomiale symétrigue.
Sotent ®, V¥,, définies précédemment, Y une variable aléatoire normale centrée réduite,

on pose B, = ¥;10®(Y) - n/2.
On a alors les inégalités suivantes:
1. | Ba|< 1+ (Vn/2) |Y |
2. | Bp— (v/n/2)Y |[<1+Y2/8

La démonstration du théoréme 2 impose la connaissance d’un lemme d’approximation
normale d’une hypergéométrique de paramétres quelconques. Ce lemme n’ayant jamais
été énoncé sous cette forme a notre connaissance, nous le démontrons en détail dans
I’appendice.

Lemme 2 Approzimation normale d’une lot hypergéométrique
Sotent @ et P, npnpt) définies précédemment et Y une loi normale centrée réduite,

X, = (Da,‘l'np'np,) o ®(Y) — npp'

on pose : | o2 = npp'qq’

66'=(p-q)(p' - 7')
Pour tout n > 0 tel que | §8' |< 1 —n , il existe des constantes a,b,c,d telles que:

1. | Xn|<a+0n|Y |+b]| 66 |Y?

ot b et d ne dépendent que de 7.
De plus b > 1/6 dés que |68'| > p > 0, en ce sens linégalité 1 n’est pas améliorable.

La détermination des constantes du théoréme 2 impose d’améliorer les inégalités 1 et 2 du
Lemme 2 dans certains cas (la preuve est également donnée dans ’appendice).

Cas particuliers du Lemme 2 :
1. Si 68’ = 0 et 0® > 4.5, on obtient I'inégalité: |X,| < 3+ o|Y|

2. Si |68'| < 1/8 et 02 > 4.5, on obtient :
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(a) | Xn|<3+0,|Y | +(7/5)%] 66| Y?
(b) | Xp —0nY |< 3404172

Dans la suite, si X et Y sont des variables aléatoires, on note E(X) I’espérance de X, V(X)
la variance de X et £(X/Y) la loi de X sachant Y.
On note M(n,pi,...,px) la loi multinomiale définie par :

n!

P(Mn,py,....o6) = (l,...,1e)) = mpgl...pjf

k
ou (Iy,...,1) € N¥ et Zl,-zn

=1
2 Quelques lemmes techniques

Inégalités exponentielles et maximales

Les inégalités suivantes sont récapitulées dans le livre de Shorack et Wellner (8].

Le lemme 3 est une application de I’inégalité de Cramer-Chernov et est diie & Bennett [1]
et & Wellner [10].

Lemme 3 Soit Z une binomiale de moyenne m. Alors pour tout x positif et tout signe ¢,
on a:

P(e(Z - m) >z) < exp(—m h(ex/m))

ot h(t) = (1+t)log(l+1t)—t, pourt > —1 et h(t) = +oo0 pourt < —1

En utilisant le lemme 3 et un argument martingale, & partir d’inégalités de Jammes et
Shorack, Shorack et Wellner ([7], inégalité 11.1.2 ) ont prouvé le lemme 4.

Lemme 4 Pour tout b €]0,1[ et pour tout z positif:

P(n sup |F2(t)| > z) < 2exp(—nb(1 —b) h(z/(nb))
te(0,b]

Dans le cas d’un pont brownien, Bretagnolle et Massart ([2], inégalité 2.4) ont montré:
Lemme 5 Pour tout b €]0,1/2] et pour tout z positif:

P(sup B°(t) >z) < exp(—z?/2b(1-1))
te[0,b]

On rappelle ’inégalité classique de Kolmogorov :
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Lemme 6

P(sup B°(t) >z) = exp(—22z%)
t€[0,1]

Inégalité de grandes déviations
L’inégalité suivante est diie & Massart [7].

Lemme 7 Pour tout z positif on a :

P(n||ﬁ‘,‘,’||°° >z) < 2exp(—-2:z:2/n))

3 Résultat intermédiaire: théoréme de Kiefer avec une
dépendance en n

Afin d’identifier plus simplement les constantes, nous commencons par montrer le lemme
intermédiaire suivant:

Lemme 8 Pour tout entier n > 3 , il existe une suite de mouvements browniens indé
pendants By(t),..., Bn(t) tels que pour tout z positif :

P( sup sup |mEFS(t) - > B(t)] > (z+ Clogn)logn) < K exp(—Az)

1<m<n 0<t<1 i=1

ot C =64, K=035,2=1/32.

3.1 construction dyadique

A partir d’une suite de mouvements browniens indépendants B;,..., B, on construit un
processus de méme loi que (1x,<t,...,1x,<t) tel que l'inégalité du lemme 8 soit vérifiée.
Par abus d’écriture, on notera encore F,,,m = 1,...,n la nouvelle version du processus
empirique. L’existence simultanée de ces processus sur un méme espace de probabilité
1 est assurée par un lemme de Skorohod [9] dés que Q est “suffisamment riche”. Pour
construire le nouvean processus empirique, il suffit de construire ses accroissements sur
des intervalles de longueur 1/n.

Soit f :[0,1] — R telle que f(0) = 0.

On note AC(f) = (f(3), F(3) = F(}),---, (1) = F(%51)) -

On note Z le vecteur de R® ® R® Z = ( AC(By),...,AC(Bn) ) et on construit & partir
de Z un vecteur X de méme loi que le vecteur de R®@R™ ( AC(1x,<t),...,AC(1x,<t))

Soit N Pentier tel que 2! < n < 2V,

Nous construisons en fait un processus de méme loi que (1x,<¢,...,1 X,n <t).

15



Base de R*®R"
Pour tous /,I'’ € N , on note 1y, le vecteur de R™ dont les coordonnées de [ +1 a !
valent 1, et toutes les autres O .

: €k = Likai (k+1)29) '
Soit { 0<j<N;0<k<2VN-i-1

On interprétera le vecteur e; ® e;; comme ’indicatrice du rectangle

k29N | (k+1)27~N]|x]i2¢, (1+1)2*] (inclus dans [0, 1] X [0, n]), I’axe horizontal représentant
le temps sur [0, 1] et ’axe vertical les d’individus numérotés de 1 & n, le point (0,0) étant
placé dans le coin supérieur gauche.

&k = ej-12k — (€jk/2)
On pose { 1<j<N;0<k<2V-i_1

Alors B = {§j4; 1 <j< N, 0< k< 2V-9 -1} U{en,0} est une base orthogonale de R™
et B = B ® B est une base orthogonale de R® @ R™ .

Innovations gaussiennes
On note < .|. > le produit scalaire usuel.

y
W;‘,k =<Z|e,-,;®e,-,k>.

On pose 0<i<N;0<I<2N-i 1
0<j<N;0<k<2VN-i_1

W‘,",’:c s’interpréte comme 1’accroissement sur |k27~¥, (k+1)27~"] du mouvement brownien
Bygiy1 + Bigiyz ++ + By -

( W;”i =<Z|e, @& >

0<i<N;0<Ig<2V 711

1<j<N;0<k<2N-i-1

On pose ¢ il
Wj,,k =< 27 | E,',l ® Ej’k >
1<i<NoO<I<2VN-11
1<j<NO<k<2N-i_-1

\

il _ priid il il
~t

7 pi—12 i-1,21 il pyi—1,20 sl

ik = Witae ~ BV yon/ Wi Wik Witie)
V(W) =24V /4

-~
~

1} L
V(W,,)=21"N/16

N

On remarque

Descente conditionnelle
Soient @y, np np', ¥n, et P définies dans les notations.
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a I’étape 0

Cette étape correspond a la construction d’une version de la fonction de répartition F,.
Connaissant le nombre d’ observations dans les colonnes de largeur 2"~V on cherche la
loi conditionnelle du nombre d’observations dans les colonnes de largeur 2/-1-N |

2k27 1 (2k+1)27 1 2k27 1
0 n n n
N,0 N,0
U_] 1,2k U] 1,2k+1
n
N,0
Uik

On voit que £( V.9 2k / UNO) = B( 0,1/2)
( N,0
No="n
UN 12k = ‘I’_}vo o ®((27/4)71/2 Wféo)
On décrit la descente:

N,0
UJ 12k+1 U - U; 2

\ pour j=N,N-1,...,1e60<k<2VN-7-1

A la fin de cette étape, on a reconstruit la statistique du n-échantillon au pas de subdivi-
sion 1/n.

A Détape N — (1 — 1) pour tout i = N,N-1,...,1

A la fin de la N — ¢ éme étape, on connait le nombre d’observations noté U}:’k'o sur les
rectangles du type |k2 N, (k + 1)27=N]x]i2¢, (I + 1)2'], ot seul 1 est fixé.

A la N — (i — 1) éme étape, on va répartir les 2° observations de la bande

]0,1]x)I2¢, (I4+1)2¢] en deux groupes de taille 2~ sur les bandes |0, 1] x]212°~, (2! + 1)2°~}]
et |0, 1]x](20 + 1)2°~%, 2(1 + 1)2°7Y).

La descente conditionnelle consiste & diviser de facon dyadique 'intervalle de temps |0, 1]
sur ces deux bandes . )

On suppose connu les nombres d’observations notés U};l’zl sur les rectangles
k29N (k + 1)27-N]x|212°-1, (20 + 1)2°~ Y et |27V, (k + 1)27-N]x] (2 + 1)2°-1,2(1 + 1)2°1].
Nous décrivons entiérement la division suivante:

et Ut"-k-l,zl"l"l
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. k27 (k+1)27
212i—1 n n
i—1,21
Uy
ik
(21 + 1)2i—?
i—1,21+1
U
ik
2(1+ 1)2i—!
2k2i—1 (2k+1)272 2(k+1)27?
n n n
2l2i-1
3
i—1,21 i—1,21 .
Uj_1'2k UiZ1'2k41 U}il’m
(21 + 1)2i-1 1 ’
i-1,2141 i—1,214+1 .
j—1.2k Ui Y21 U;’kl'z“'l
2(1+ 1)2i-? . v
il il
Uj—1,2k Uj—1,2k+1

connus & la N — ¢ éme étape

il
Uik

connu d la N — 1 éme étape

: 1,20 il =120 il il pri-1,20 il
On voit que L(U;Z 5, / U Ui 5 Uity o) = H(UZ, UL UG 1 0p)

et de méme pour les trois autres.

On continue la division dyadique jusqu’aux rectangles |k/n, (k + 1) /n]x]2028-1, (21 4+ 1)2¢77)
et k/n, (k+ 1)/n]x](21 + 1)2°"1,2(1 + 1)2°"2] puis on passe & I’étape N — (i — 2)
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A Tétape N — (1 — 1) on décrit la descente:

.. :‘-11
UiZya) =87} o ®( (279N /16)" 12 W ;)

] i—1,2l W
. U;k U;-x 2k
1—1,20+1 1,0 +—1,21
Pour tout [ = 0,...,2N-(-1) | Uistze = UiSiae = Ui
+—1,21 1—1,20 1—1,21
U -1,2k+1 — U - U -1,2k

1—1,214+1 s,0 +—1,21
UJ 1,2k+1 — U -1,2k+1 -U; 1-1,2k+1

| pourj=N,N-1,...,1et0<k<2VN-7-1

n prouve lpa.r recurrence que le vecteur de R® @ R®* X = (Ug '0, yUp' din= 1), avec
(Uo U, 4 LU n—l) a méme loi que le vecteur (AC(lxlst) AC(lx,.st)) .

On peut vérifier les propriétés suivantes:
1 il
. B(U’ 1,2¢/Us%) = B( Jlnl/z)

o L(UGM /UML) = H(Z,24,U)

EU:I U:l Utl M . ‘-2j 27
(U0 Ui+ Ugn-i_y) = 2N—:(2,;,---,‘;)
e

, { Uf =< X | ey ® & >
Nous posons maintenant { ~7)
On rappelle que par abus d’écriture, on note encore Fn,m=1,...,nle nouveau processus
empirique reconstitué a partir de X.
Il suffit de controler la quantité

P=P < sup sup |mFS(t) - ZB°(t)| > log n(z + 64 log n) )

1<m<n 0<tL1 i=1

3.2 controle de P

e Siz+64logn > n/12
En utilisant les lemmes 6 et 7, on obtient : P < 4nexp(—(z + 64logn)?(logn)?/(2n))
En utilisant z + 64logn > n/12, on a:

P§4exp( (los )2z+(l gn)(l—-sfkg-z—n))

24 24
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Avec n > 3 on obtient:

IA
(@]

“Sexp (- =z, 20) (1)

e Siz+64logn < n/12

On a supposé 2V "1 < n <2V

Choix de 1’échelle L, en fonction de la taille de I’échantillon
On remarque que si z + 64logn < n/12 alors n > n, ol n, = 6500 .
Soit L,, entier tel que 2%°~! < 0.57(z + 64log n) < 2% .
Pour tout entierm = 1,...,n, ,on définit I, (m), le point [,2L° de la grille {I2%> , 1 < I < 2N~Lo}
tel que (I, — 1)2L° < m < [,2%°.
On a
P<Q+P

ou

A 1-
Q =P < max HmF -, (m )Fﬁ,,o(m)”co > (

1<m<

’\)(log n)(z + 64logn) )

m ML, (m)
1-A
P(lgnﬂ?gan:ZlB?— Y Bl )aogn)(z+e41°gn))

lo2ko
P =P (1<[°<2N-Lo lo2%e Bu, — > Bl > A(log n)(z + 641log n))

s=1

ou A e 0,1]

3.2.1 Controle de Q
Q<LQ1+Q2 ou

@ < 2% max P (Imfalle > (52)00gn)(a + 64logn))
Q. < 2Y max P (H Z B|loo > ( )(log n)(z + 64log n))
1<m<2ko =1

En appliquant les lemmes 6 et 7 & Q; et Q2 puis en utilisant la définition de L, , on obtient

Q@ < 8exp ( 0157 (%)2 (log n)*z + (log n) (1 — 64 (1 '2' ’\)2 (1;%5';)2))

En utilisant n > 6500, z > 0 et en imposant z(logn)?(1 — A)?/(4 x 0.57) > (z/32), on
obtient A < 0.969.
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En choisissant A = 0.969 et en utilisant la définition de L,,on obtient :
Q <13 x 10 3exp (—z/32) (2)
3.2.2 Controdle de P
P < 2N-Lomax, ¢y <an-10 P, ou
B, = P (lo2bFpy, — T%° B |loo > 0.969(logn) (z+ 64logn) )
On fixe I, et I’'on contrdle P,

1. Soit I(L) P’entier tel que l,2L° € |2L1(L),2L(I(L) + 1)] . On note :

(

€L = EL,I(L) et Iy =]l(L)2L, (I(L) + 1)2L]

Ir-1m =]20(L)251, (21(L) + 1)257Y t Ir—1,8 =|(20(L) +1)2L1, (2(L) + 2)257Y)

(v}

S 2Lv_1ﬁ£—l,H(t) = ESEIL_.l,H(]'X'St - t) ’ et ZL—IFIOA—I,B(t) = E!GIL.—I'B (IX-S‘ - t)

o] —_— o —
BL—I,H - EJEIL_l‘H Ba ) et B(I),—I,B = EOE‘L-—x,B Bg .
L-1,H _ L-1B _
| Ui 7 =< X1,y ®ejp > et U;p " =< X|Iy_,, ®@ejx >
Remarque

I1, est Dintervalle de longueur 2% contenant l,2L° | I L—1,1 est l'intervalle égal a la
moitié supérieure de I et donc de longueur 2L-1 . VZL“lﬁ'E_l'H correspond au
pont empirique sur la population située dans Ir_; g. »

2. Le développement de 1j9;,5z0) sur la base orthogonale B donne :
Lo

N
. 12
1]0,'°2L°]= Z crér + ON eNo ot 0<¢<1,L=L,+1,...,N.
L>L,

La preuve est facile en notant que 1), sz0) est orthogonal 2 gy sil # (L) ou L < L,
et que 0< (< Ly aio)lér >) <2872 =(< &lép >)
8. Deplus: ;. ; cryr) < (2/3)(N — L, + 0.5). En effet :

< EL!‘(L) | llo’lozbo ] >
Lz ll?

cLyL) = = 21-L 4(1,2%°,2N)

ou N est I’ensemble des entiers naturels.
Or d( 1,28, 2EN ) +d( [,2%,2"1(2N + 1) ) = 2&-1
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Donc Y8, ;. 21-L(d( 1,28, 2PN ) +d(1,2%,2L" (2N +1) ) = N - L,
En utilisant d( /,2%,2271(2N + 1) ) > d( [,2L°,2E"IN'), on obtient :

N-L, > ( f: (217 4275y d( 1,25, 2EN )) - 27N q( 1,2k 2VN)
L>L,
> (3/2) 3 eraw —(1/2)

L>L,

d’ou le résultat .

En utilisant 2 et 3 on obtient :

10200

o2 B = 3 Bl < (2/3)(N - L, +08) (1/2) max (I2Dz]leo)
8=1 o<LZ<

+[|2N Fpn ZB°||oo (3)

ot 2Dr(t) = ((2L-1FL—1,H - By yg)-(@F P 15— Bi_18))(t)

En utilisant 3, L, > 2 et logn > (N — 1)log2, 0n a :

P, < (@A) max, 12Dille > (¥ - 1)0.969(1 - @)(og2)(s + 6410gm))

2N
+P (||2” Fon = Bl > 0.969a(log n)(z + 64 log n))

s=1

ol a € [0,1]

Les accroissements de 2V F,v sont fonction des accroissements de Zf:l B, (Section 3 - des-
cente conditionnelle - étape 0). Cette construction correspond a la construction hongroise
unidimensionnelle utilisée par Komlos, Major et Tusnady [6] et Bretagnolle et Massart (2]
pour démontrer le théoréme 1.

On adonc pourtout X > 0: P (||2" oy — 22 BSleo > X + 12log(2N)) < 2exp(—X/6)
On prend X = (0.969 x a)(log n)(z + 64logn) — 12log(2V)

En utilisant la définition de L,, on obtient :

oN-L.p ( l|2N Fon Z B?||eo > (log n)(z + 641log n)(0.969 x a)) <

2><2 ex (—£+(lo n) + (logl ))
0.57(z + 64 log n)(log n) P\~ % g oglogn
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Pour a = 0.038, en utilisant n > 6500, £ > 0, on obtient:
64(log n)?(0.969 x a) — 12(log n) — 12(log 2) > 6(logn) + 6(loglog n)

Donc
2N

2N-L.p (112” fon = 9 BS|loo > (log n)(z + 64 log n)(0.969 x 0.038)) < 1.5x10 3 exp (—%)
s=1

On a donc:

< 15x 10 %exp (- — L,)2N-Le L
P < 15x exp (—z/32 ) + (N — L,)2 e L,,TI%NP‘" (4)

o g = P ((2/3)(1/2) (2" F_y g~ B3 1) — (27 F9_1 p — B} _15)Il 2 (= +60log ")A)
avec A= 0.969 x 0.962 x log 2 '
On fixe L > L, et 'on controle P,f

Régularisation & I’échelle M(L) du temps

Soit M(L), P’entier tel que 2L+M(L)-N-1 < 0,57(z + 60log n) < 2L+M(L)-N

Pour tout t € ]0, 1], on définit I (t) le point k2M(L)-N de la grille {k2M(E)-N | 1 < k < 2N-M(L)}
tel que (k — 1)2M(L)-N < ¢ < poM(L)-N,

Alors PE < Py(lo, L) + Pi(lo, L) + P2(lo, L) + P((8%)°) ol

85 = {(1-e2F N cuf M < (1428 N j5 M(L) k=0,...,28 7 -1}
N {(1-e2E N <yl < (14 2b- N 5 M(L) k=0,...,2¥7 -1}
N {@-2" N <Uf < (1+28 N j=M(I) k=0,..., 2V -1}

ol €€ [0,1]

Py(l,,L)

IN

2 2N-ML)p ((2/3) sup  |2571Fp_y (t)] 2 B x Az +6dlog "))

0<t<2M(L)-N

Pi(l,, L)

IN

9 oN-M(L)p ((2/3) sup |BE—1,H(t)I > ' x A(z + 64log n) )

0<t<2M(L)-N

ot B €lo,1] et B+ B €]0,1]
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Py(lo,I) = P({

max
1<k<2N-M(L)
on  Df=1/2(@5 3 1 - Birm) - (2515 - By p)) (k2MIN)

Pi(lo, L) et P{(lo, L) mesurent séparément les petites fluctuations de ﬁ’g_m etde By _; -
Une évaluation en loi sur des petits intervalles du pont empirique et du pont brownien
suffisent pour obtenir le contrdle exponentiel.

La construction des vecteurs X et Z et les lemmes 1 et 2 entrainent que |(2L‘1I7'E_1,H -

BY 1 m)— (2L'1F‘£_1,B -~ BZ_I’B)(k2M(L)‘N)| est majoré par une variable de loi chi-2 sur
Pévénement ©f, qui élimine les trop grandes déviations de U.

Contrale de P((8%)°)

En utilisant UjI,'k = ,'L_l,z;, + Uf—1,2k+1’ et plus précisément en remarquant que tout
U,{‘k ,J > M(L) est une somme de UIICI(L)H,ka il vient:
(8%)° ¢ U {Uf&i’)’i > 1+ €)2L+M(L)—N}

05];<2N-—M(L)-—1

U Ui < @ - 2ErME-Ny
0<k<2N-M(L)-1

U Ui > @+ g2l ME-Ny

0<k<2N-M(L)-1

U {Unjioe < (- 92+MB-Y)
0$k<2N—M(L)—1

U Uk > 0+ €)2LtMIL)-Ny

0<k<2N—-M(L)
U U< - e)2l+M(L)-N}
0<k<2N-M(L)
En appliquant le lemme 1 et en utilisant la définition de M(L) on obtient :
P((85)°) < 2N-MWHexp (-0.57(z + 64logn)h(e) )
+2N-ML)H1 oy (~0.57(z + 64log n)h(—¢) )
Donc en utilisant la définition de L, et de M(L), on obtient:
- 8(N — L,) exp(—0.5Th(e)z + log n(—0.57 x 64h(e) + 2))
N - L,) x 2N~L-p((8g)) < :
( ) X ((62)) < (0.57)%(z + 64log n)?

8(N — L,) exp (—0.57h(—¢€)z + log n(—0.57 x 64h(—¢) + 2))
(0.57)%(z + 64 log n)?
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En imposant la condition —0.57 x 64h(e) + 2 < 0, on obtient ¢ > 0.35. On choisit
€ = 0.35 et on pose désormais ©7 = ©L. En remarquant L, > 2, en utilisant N — L, <
(log n)/(log 2) et = > 0, on obtient:

16
(N = L)Y P(4) < e ey log D)o ) © p( 32) ®)

Contrdle de Py(l,,L) et P{(l,,L)

On pose b = 2M(L)~N_ On remarque b < 1/2 .
Les lemmes 4 et 5 entrainent :

Pi(l,,L) < 2N-MLH+leyp (—ZL"‘b(l —b) h ("’Aﬂ(z ;“Lf;‘i log n)))

2
N-M(L)+1 _(348'(z + 64log n))
B(,I) < 2 exp ( 85(1 — b) 2L-1

Du fait de la définition de M(L) et de L,, on a
(N - L0)2N—L°( PI(IO:L) + PI’(IO:L) ) <

C(n) {exp (- Of7h (2 :‘357;9) z + (logn)(— 649-—5—7}; (-———4‘; ) +2) )}

c(n) {exp (— éi‘:‘g’gf{ z + (log n)(— 64( ) - +2) )}

8(N - L,)
(0.57(z + 64log n))?

On impose sur 8, 8, les conditions :

0.57
- — <
64 x - — X (114ﬂ)+2 <0

(3 Aﬂ:)z
2 <0
8 0.57 té o=
soit B > 0.435 et ' > 0.195 . En choisissant # = 0.435 et ' = 0.195 et en utilisant
N = L, < (logn)/(log 2), on obtient :

_ N-L, <
(N Lo)2 1<l!22-§ Lo LOXEEX Pl(lo, L) + Pi(lo, L)

ou C(n)=

16 ex ( z ) (6)
(057 x 64)2(log 2)(logn) " * \ 32
En résumé, pour € = 0.35 et en utilisant n > 6500 , on obtient en regroupant 5 et 6 :

(N — L,)2N"Le  max max Pl(lo,L) + P{(l,, L)+ P(85) <

1<1,<2N-Lo Lo,<L<
2.1x 1073 -z ) 7
°"p( 32 @)
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En regroupant 4 et 7 on a:

P < 7x10 exp(—z/32)

_ N-Lo, 8
+ (N = Lo)2 I<loSaN Lo LoSLEN Pa(to, L) (8)

ol P(l,,L)=P ({151:51?31(“(&) Dfl > r(z + 64log n)} N GL) (9)
avec  r= % x 0.969 x 0.962 x 0.37 x (log 2) (10)

Controéle de Py(l,, L)

N-M(L) k \
P(l,,L) < 2 .. Py(l,,L) ol

Pf(lo,L) = P (D] 2 r(z+64logn)nOL)

ot ’on rappelle : 2D¥ = ((2L'1ﬁ‘2_1,3 - BY_1pm)- (2L’1ﬁ’2_1'3 - Bg_l,B)) (k2M(L)'N)
et r défini en 10 .
On fixe k et I’on contréle PF(l,, L)

Etude de Pf(lo, L)

Soit k(j) D’entier tel que k2M(L)=N gk(5)27-V, (k(5) + 1)2/~V] . On note &; = &;x(;)
En utilisant le développement de 1]0,k2M(L)-Nl sur B, on obtient:

N L kM)
ogmm-ny = D, e+ eno od 0< <1 (a)
i=M(L)+1

De maniére évidente on a :

2kt (FE—I,H - FE-I,B) (R2MO-N) = 2 < X | & ® Ljgpomar-n) > (b)
(32—1,H - 32-1,3) (k2ME)-N) = 2 ( < Z |eL ® Ljp pamer-n) >

—k2MI)-N < Z|éL@eno >) (c)

En utilisant (a,b,c) on obtient la majoration suivante de D :

D} = | ¥ o <X-Z|aed >
i>M(L)
~L ~L
< > |0 -W; (11)
i>M(L)
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Etude de |DE|

On pose £ = (2L+7-N/16) W, .
Les variables EL J = 1,..., N sont des variables gaussiennes centrées réduites mutuelle-
ment indépenda.ntes ( Section 3 : Innovations gaussiennes ).

-1z %

zL 1 1 1
. L-1,H L-1,H L L
Ona: U] UJ 1 2];(:) UJ k(J) - EUj-—l,?k(J') + ZUJ-k(J)

~L
Les lois et les lois conditionnelles des variables qui composent U, sont connues ( Section

3 - Descente conditionnelle ).

On notera A les variables UZ k(,) ,U k(;) ,UE i—1,2k(5) €t U ~1,2k(5)+1 recentrées par leur
espérance conditionnelle par rapport & 1,1:(1) :
L-1,H L-1,B _ L 1LH
{ Ai»k(i) = Akk(z) = JLI‘(J) kLJ')/ 2) (12)
Mg = A gn = Ui - Uh)/2)
On remarque k(7 — 1) = 2k(j) ou k(7 — 1) = 2k(j) + 1. Par nécessité de calcul, on

se rameénera toujours a Af ké)H et Af_l,k(j_l) . Donc, lorsque aucune confusion ne sera

possible, on notera:

L- L-1,H L AL
AFTH = ALY et A = Ajlikoy
~L
On décompose U; :
~L AL_IAL U U L
U; = V+-15 i-1 avec V¥ = UL”,: 3.k (i) T ~1,2k(4)
! ! Uj.k(i) ! @ - Uj,k(j)
~ L
On décompose W ; :
<L oL+j-N ‘
— LeL L
W.‘i =0 EJ' + ( 16 —0‘{") £f
avec 0-3.[' 2 ( Jk(-’) ) ( J lzk(J)) ( Jk(Jl ) ( J 12k(J)+l)
U;, k (4) U;, k(J) U, k(:) UJ k(s)

Posons w = | £ | | /(2E+/-N/16) - of) | . En utilisant U}, i) = (- €)2L+i-N sur 6,

et | ab |< (a® + b%)/2, on obtient :

xL L 2-(L+i-N) -
| 05 =W 1DV - of g 1+ (@) + (L)) +e (13)
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e Pour contréler | -ij - a_,{-‘ ﬁf |, la construction permet d’utiliser I’inégalité 2 du lemme 2
et plus précisément le second cas particulier de ce lemme pourvu que les contraintes soient
vérifiées.

On vérifie la contrainte sur |66'|: (7 > M(L))

L-1,H _ .;L-1,B UL _yk

5= —ikG) ~UikG) o e = Zi-12k() ~ Yit12k(i)+1
UL . UL .
3.k(5) 3.k(5)

Sur ’événement ©p, on a

(1—¢€)2L'+-N < U].I"'I’I,sz"’B < (1+€)28"* N pour L' € {L,L—1} et 5+ L' > M(L)+L
On peut écrire:

UV = (1 a)2bti-ioN gt o (14 p)ati-1-N

Ul 1ak(g) = (1 +c)2Bti-1=N U 1 ok)+1 = (1 + d)2Eti1-N

pour j > M(L) et |al,|b],]c|,|d| < e

On calcule maxe, [6§| = max|q),;5j<c |@ — b|/(2 + a + b) en prenant b < a. (le calcul de
maxe, |6'| est identique)

max|§| = max _a-b_
er " lalfbj<e 2+a+b
= max max2a) — s
lsl<ze s+2 L\ €
ot E={a+b=s;a>s/2;|allb] <€}

{ maXj,|<z¢ (26— 8)/(s+2) sis>0

maxis(<ge (2¢+8)/(8+2) sis<O ¢
Donc maxg, |66'| < €2 < 1/8 pour € = 0.35.
On vérifie la contrainte sur o?: (5 > M(L))
Uk
2 _ Y3 (1 _ s2\(1_ 52
ol = 16(1 6%)(1-6")
Sur 8, U} > (1 - ¢)2L+~N max(| §|,| &' |) = € donc
1- 3 1 22L+J'—N
0,2 2 ( €) ( -:66) (14)
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Avec 2E+i=N > gL+M(L)+1-N > 1 14(£+64log no) on obtient 02 > 4.5 sur O et I'inégalité
(b) du second cas particulier du lemme 2 s’applique:

2
| V- okl |< 3+ 0.1 (¢F) pour tout j > M(L) et sur 6, (15)

e On multiplie et divise w par o} + (3%1)1/ 2 et on utilise 14 pour minorer o}

4 . 2 2L+j—N
e A I A Ay il (16)
avec 7 = 1+ (1 + €)(1 — €)*/2. Soit B =oF ? _ (2¥*3-N/16) . On décompose B :
L _ oL+j—N
1 L-1H L-1,B L L | U5 -2
B<z {| A5y [ H1A5%G) T+ 1 Az |+ Afzr()+ l} t
On remarque que:
L _oL+i-N| _ j—u(rrL _ Ui
R I D D (Y
jSusN-1
< X Pag|
jSusN-1
Cette relation et les égalités 12 donnent:
1 - 1 i
BSZ{IAf_1|+IAf'1|+Z > 2’“[A,’;|} (17)
jSuSN-1

Soient des réels a1, a2, a3 et f; = 1/a; pour £ = 1,2,3. Les inégalités 16, 17 et la relation
| ab |< (a?a? + BZb?)/2 entrainent:
of+od+af .r\a
< ———2——""—(51' )
oL+j—-N

2
2 .
+ ﬂf(Af"l)2+ﬂ§(Af‘-1)z+%( > P|Ag 1) (18)

jSusN-1

En reportant 15 et 18 dans 13 on a:

[Dil < Al Z (ff)2+/\2 Z 2-(L+j-N) (Af-1)2+z\§, Z 2—(L+j-—N) (A?_1)2

i>M(L) i>M(L) i>M(L)
2
+2 Y 2—(L+J'—N)( > 2U-9 | AL |) + 3(N - M(L)) (19)
i>M(L) jSugN-1
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avec Ay = 041+ (o} +of+=%)/2
Ay = 1/(2(1- ) + BE/(2r?)
Ny = 1/(2(1- €)) + B3/ (2r%)
Xy = B3/(32r%)

On simplifie le terme en Aj:

2
A = Z 2-(.r,+j—N)( Z 2(i—u)|A{; |)

i>M(L) jSusN-1

2
_ Z ( Z o-(L+u+1-N)/2 2(j—u+1)/2| AL |)

F>M(L) \j<us<N-1
On utilise |[< a|b>|<||a]] ]| 8]

A< Z ( Z 2(J'-u+1)_/2)( Z 9~ (L+u+1-N)g(i-u+1)/2 (Aﬁ)z)

i>M(L) \jSusN-1 i<usN-1

En majorant }-;<u<n-1 2(i-u+1)/2 par > 0< <00 2~(s=1)/2 ¢t en permutant la somme sur
u et la somme sur 7, on obtient:

2
A < 2( Z 2—(8—1)/2) Z 2-(L+U+1-N) (A‘I‘,)z (20)
0<s<oco

u>M(L)

Finalement, en réunissant 19 et 20:

|DE| < 3(N-M(L) + M\ Y, (¢)?
i>M(L)

A S 27N (Af-l)z +s 3 27N (Af_l)z (21)
i>M(L) i>M(L)

avec As = 1/(2(1 - €)) + A3/(27%) + B3/ (87*(VZ - 1)?)
Controéle de PF(lo, L)

On avait
P¥(lo,I) < P (| D}|>r (z+64logn) NOy)
avec r donné en 10
D’apres P'inégalité 21, P¥(lo, L) < m1 + 75 + 7§ avec:
m = P(N-M() + M Tiup(EH)? 2 (/3)(z+64logn))

. 2
™ = P{N-M(L)+ X Zj>M(L)2'(L+J’N) (Aff‘l) > (r/3)(z +64logn) N6

)

ry = P(N-M(L) + AsTjoprry 2N (Af’_l)z > (r/3)(z + 64logn) ne,,)
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Lemme 9 Lemme du cht — 2

Soit Y (d) une variable aléatoire de loi chi-2 ¢ d degrés de libertés . Pour tout réels y on
a:

P(Y(d) > y) < exp (_25_y + dl;g5>

preuve :

P(Y(d) > y)

IA

inf exp(—uy)E ( exp(uY (d)) )

exp(-2) (Berp( 2 )) °

exp(~22)(1 - 2(2))

IA

IA

Remarque: On utilise ce lemme avec d = N — M(L). Or M(L) > M(N) et le choix de
I’échelle impose 2M(N) > 0.57(z + 64logn). Donc

logn log(0.57 x 64logng) _ logn
N-ML<——+1- <
() < log 2 + log 2 ~ log2

La construction ( Section 3 : descente conditionnelle ) a imposé les lois conditionnelles :
L(Uf,/Uf) = B(Uf,1/2) et L(UF'/UF) = H(2", 201, UF

. . : 3 M(L)
Par construction dyadique, on peut fabriquer une version de {Ufk}?fif&)

: L *0<k<2M(D) . L-1,H yyL-1,B0<k<2M(Z)
notée {U };Sp(z) et une version de {U; ", Uy " }iSamz)

notée {U f,: LH CU JL,: 1B gfﬁf&l‘)‘“) telles que ’on ait les inégalités 1 des lemmes 1 et

2. Finalement, sur 6 on a :

1. Sans conditions sur o2:

. UL‘ UL- 1/2
| Uk -2 | 1+(;) €8

1+ I—If 2(L+i-N)/2 | ¢ | pourtout M(L)<j< N

IA

IA
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2. Dés que o > 4.5, on peut utiliser le cas particulier du lemme 2 avec §§' = 0. On
vérifie la contrainte sur o%:

L /oL _ L
220 (27 -0y
4 2L 2L

— )QL+M(L)+1-N | _
(1= )2 1 lzedésqueM(L)<j<N

x 1.14 x 64log(no) > 4.5

ol =

v

(1-¢?

v

On obtient donc:

_L ™ L '.L .e L _ 'L .. 1/2
B e e (RO ) e
J 2 = 4 2oL oL J
L+ € (L+i-N)/2 | oL .
< 3+ T2 | &' | pour tout M(L) <j< N

(pour j = N, on remarque U5~ ' =U§™ /2)

Le choix de I’échelle impose 2L+M(L)~N > 0.57(z + 64logn). On en déduit

1
0.57(z + 64log n)

2—(L+j—N) S a=
>M(L)

En utilisant alors (a + b)® < 11a? + (11/10)b?, on obtient #} < m; ;¢ = 2,3 avec:

; 2
m <P |N- M) + 1w + ﬂ%i": Y (65)" > (r/3)(z +64log n))
i>M(L)
avec wg = 9,ws = 1. On choisit les coefficients o;;s = 1,2,3 de maniére & avoir:
11(1+ €)Xz 11(1+€)As
40 - 40

On applique le lemme 9 & 7y, 72,75 avec N — M(L) < logn/log 2:

144« 16
pk lo,L) < 1 (____.) ( )]
> (lo, L) < [ + exp 17 + exp Tt

< ex (—ﬁ-z—lo n(2x64r_ 2 logS))
P AT a® T8 5N T Balog2  2log2

A=0.785=A; =

En remplacant r, A, ¢, € par leur valeur numérique, on obtient finalement:

PF(lo, L) < 3.433exp (-1"—7 —2log n) (22)
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Finalement, en reportant 22 dans 8, on obtient:
P <4610 3exp (—3“—2) +3.433 (N — Lo) 2V—Fo 2L gN-L-M(L) oy (—li,[ —2log n)

En utilisant:
N-Ly< l°gn/1052
oN-L-M(L) < 1/[0.57(z + 64logn) |
2-Lo < 1/ 1.14(z + 64logn) |

on obtient:

< v (5 etneren -
P < 46x10 " exp 3 + 8.5 X 107" exp 7

< 55x1073 exp (__:c_

3 (23)

En réunissant 1, 2 et 23 on a:

P < Tx 107 3exp(—z/41) lorsque z + 64logn < n/12
P < 0.35exp(—z/20) lorsque z + 64logn > n/12

Finalement, on a le résultat:

P <0.35exp (—-:—1)

4 Preuve du théoréme 2

4.1 Construction des variables

Soit n un entier supérieur ou égal 4 3 et N tel que 2V~! < n < 2N. A partir d’une suite de
mouvements browniens indépendants B, ..., B, on construit un processus de méme loi
que (1x,<t,...,1x,<t) tel que 'inégalité du théoréme 2 soit vérifiée. Mais, contrairement
4 la section 3, il faut que lorsque n augmente, par exemple 2N9 < n < 2Nd+1 oy 4
est un entier, les 2V premiers mouvements browniens Bj,..., B,y construisent encore
(Ixy<ts- - 1X,NS¢)'

Pour cela, 'intervalle 10, 2N ] est découpé en N — 1 bandes Dy,...,Dy_1 avec:

D; =]0,4]
D; =]2/,2"*] j=2,...,N-1

Sur chaque bande D; ; j > 2 on construit un processus de méme loi que (lx”. (Streees
1x,; +1<t) & partir des mouvements browniens By;,,..., Byj+1 par la méthode Je la sec-
tion 3.
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(Sur la bande Dj, on construit un processus de méme loi que (1x,<¢,...,1x,<t) & partir
de By,...,B4). Notons (1}?19, ..,1 Zn St) le processus ainsi reconstruit et par abus:

4
A 1
FD1 = Z Z lff,-_<_t
=1
2i+1
Z %<t pourj>2

1*2J+1

Conséquences

1. Le processus (1g <4---) 1}?2"5‘) a méme loi que le processus (1x,<t,...,1x,y<t)
puisque 1’égalité en loi est vérifiée sur chacune des bandes d’aprés la section 3.1 et
que les bandes sont indépendantes entre elles.

2. On a les inégalités suivantes:

P(  max sup |(m - 2’) Z 1o~ (m—27)t - i B (t)]

27 +1<m<25+1 0<t<1 —gig1 imgi41

> log(2j)(z + 641log(2%))) < 0.35exp(—z/32) (24)

P( max sup |mzlx <t~ mt— ZBO (t)] > log(4)(= + 641og(4)))

1sm<4o<i<t 1=1 1=1
< 0.35exp(—z/32) (25)
2i+1
P( sup |2’FD @) -2t- > Bit)>z+ 12log(27)) < 2exp(—z/6)  (26)
'.—2’+1

P( sup |4Fp, (t) — 4t — Z B{(t)| = z + 12log(4)) < 2exp(—z/6)  (27)
=1

Les relations (24) et (25) sont des conséquences directes du lemme 8, les rela-
tions (26) et (27) sont obtenues en remarquant que sur chaque bande la premiére
étape (Section3-Descente conditionnelle-Etape 0) correspond & la construction hon-
groise utilisée par Komlos, Major et Tusnady (6] et Bretagnolle et Massart [2] pour
démontrer le théoréme 1.
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Il suffit de controler la probabilité:

P=P( m u 1; t— ) B(t)|>1 76lo
(1<meg;,v0§tgl|m§ Zi<t ~ ™ ?_:,: (£)] 2 log n(z + 76log n))

Remarque: Si I’espace de probabilité est ”suffisamment” riche, ’inégalité vérifiée sur le
processus reconstruit (14 <o 1%, <t) I’est aussi sur le processus de départ d’aprés le
lemme de Skohorod [9]. En effet sur un espace de probabilité assez riche on peut trou-
ver une suite de mouvements browniens indépendants By, ..., B, tels que le processus
(1X1<t’ 1 <»B1y--., Ba ) ait méme loi que le processus (1X1<t, .»1x.<¢, B1,- .., By).
(Remarquons que dans ’énoncé du théoréme 2, la suite de mouvements browmens Bi,...,B,
correspond en fait a la suite By, ..., B, deﬁme ci dessus!)

4.2 Controle de P

On note:
Pm(t) = mETlx.ce —mt— 3T, BY(t)
@o(t) =0
On définit x(m) par:
r(m)=0 sil<m<4
m(m)=2" si2+1<m<2* j=2..., N-1
Lorsque m > 5, on définit j(m) par:
x(m) = 27(™
On note: .
D) =4
G =Port1 — P 2<k<N-1
Alors pour tout m > 5, on a:

im)-1
|Bm| < |®m — Brim)l + D [Pkl
k=1

Et pour 1 <m < 4:
|@ml < Iém - @r(m)l

On obtient:
P<P+P (28)

ou P P( max sup. |®m (t) = Pr(m)(t)| > log n(c1z + 64log n))

1<m<2V o<i<
i(m)-1

P = P(ssnnl;?;lv 021:12 Z |®1(t)| > log n(azz + 12log n))
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avec o = 0.787 et ay = 0.213.

Contréle de P;

< ,z=:1 P(m é%a)rc‘N 0séup | (t) — Pr(m)(t)| > log n(c1z + 64logn))
Lorsque 5 > 2, on écrit: . .
log n = log(2?) + log(n/27)

et lorsque 5 = 1:
log n = log 4 + log(n/4)

Les inégalités (24) et (25) donnent directement:

N-1
P1<035§w1exp 3 212 _ 2log (22))

avec wy = 2 et w; =1sij> 2.
On obtient:
N- 4»"
P, < 0.35exp(—z/41) Z Wiy
=2
0.882 exp(—z/41)

IA

Controle de P,
Puisque j(mn) est croissante de m et que 5(2V) = N — 1, on a:

P, <P((N-2) (B 20smp |®4(t)| > log n(azz + 12logn))

On utilise (logn)/(N — 2) > log 2, la décomposition:

logn = log 2% + log(n/2%) sik>2
logn = log 4 + log(n/4) sik=1

et les inégalités (26) et (27) pour obtenir:

N-

P < Z up, |84(t)| > (log 2)(e2z + 1210g n))
N

< 2_; (- 220D _ (1089) log( 1))
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avec wy = 2 et wy = 1 pour k # 2.
On obtient:

N-2 (410;2)1:

P2 < 2exp(—z/41)Zka
k=2

2.373 exp(—z/41)

IA

Les relations (28), (29), (30) donnent le résultat:

P < 3.26exp(—z/41)
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Appendice : preuve du Lemme 2 et de ses cas particuliers

Préliminaires

Les notations sont celles de ’introduction .
Remarques sur H(n,np,np’)

1. E(H(n,np,np")) = npp'
2. Var(H(n,np,np')) = (n/n—1) (npp'eq')

3. Propriétés de symétrie

(a) H(n,np,np") = H(n,np',np)

(b) H(n,ng,np') = np' — H(n,np,np)

(c) H(n,np,nq') = np — H(n,np,np)

(d) H(n,nq,nq') =nq— np'+ H(n,np,np')

On notera X et o pour X, et oy, .
A Cas ¢? petit : 02 < o2

—0’2 0'2

— mi 'ngg)= ——— < X< ——— = mi ! !
min(npp’,n4q) max(pp',q¢') =~ T max(p'q,pq’) min(g 4, 2p7)

. { max(p',pq') > (p'q +pq')/2 = (1 - 66')/4 > n/4
max(pp',q¢') > (pp' + 4¢')/2 = (1 + 68')/4 = n/4

donc | X |< M avec M = 403/n

2 .
et |X—aY|§M+a|Y|${M+Y si|V|20

M + o} sinon
B  Cas ¢? grand : ¢% > o

Dans toute la suite, on note ¢ les valeurs de N — npp' prises par X ( variable hy-
pergéométrique recentrée ). Par conséquent max(—npp', —ngq') < ¢ < min(np'q, np¢').

B.1 Quelques lemmes techniques et leurs conséquences

Lemme 10 Encadrement de logP(X = €).
Soit Y(€) = —log(v/2r0) —logP(X = €). Pour0< €< Xo?, 0< A< 1, ona:
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$(§) = 0(&) + p(§), avec 0(¢) = £/20% + £88'[20% — £°66' (6o
p(§) < 1/8(1=A)o? + —€25/4(1 + A0 + €%S3/12(1 - A)%°
“ ] o0 > —esaa- a0t + es/1214 200
ol Se=(P*+¢*)(p* + %), 6=p-qetd=p -¢

Preuve:
En développant suivant la formule de Stirling, on obtient sur 0 < £ < Ag?

P(X =€) =CS(&,n,p,p")a(€)
ou a(&) et C'S(€) sont définis par:
o a(§) = 5= exp(-a(§) - B(€) )
o CS(€) = YnpTngTnp¥ng'/ (1n TTic1 Yo+ (-1)ie)

avec a; =p'q az =pp' as=pq as=qq¢

() = Timlnai+(-1)'¢) log(l + (-1)¢/(ns))
B&) = 1/25ilog(l + (-1)'¢/(ncx))

et

En utilisant d’une part la décroissance de ~,, d’autre part 1 < 4, < 1+ Tl.;: et les huit

inégalités du type: np < n et npp' + £ < np' (nous n’écrivons que les deux premiéres), on
obtient:

< 1

11 F—— <Cs(§) <1
= 12(na;+(—1)*¢

En utilisant log(1 + z) < z et (nog + (—1)°¢)"! < (n(1— X))l sur 0 < € < Ao? , on

obtient:
1

6(1 — X)o?
Par la formule de Taylor, on développe a(¢) & I’ordre 4 et B(¢) & ’ordre 2, on contréle les
restes et le résultat s’ensuit.

0< -logCS <
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Lemme 11 Majoration de r(§) = P(X = £+ 1)/P(X = §).

exp(—£/0?) si68'<0
1. r(§) < { exp(—£&(1 - 66")/20%) 168" >0
r(€) < exp(—€/o? + £266'/20%) V68

r(e) = —nPa = E)(npa’ = §)
(npp' + €+ 1)(ngg' +§+1)

avec A =log(1 — £/np'q) +1log(1 — &/npq') —log(1+ &/npp') —log(1+ &/nqq’)

< exp(A)

La majoration a ’ordre 2 des logarithmes donne immédiatement 2 et I dans le cas §§' < 0:

£  88'¢
< -2
As o? + 204
Pour 1 dans le cas §§' > 0, on remarque:
log(1+ —E;) > —log(1 - —f——) et log(1+ _§_7) > —log(1 - —)
npp nmin(p, p') ngq n Imn(q, 7)

donc A < —¢ (1 - qq min(q,q') pp min(p,p ))/0'
et 1 — g¢'min(q,¢') — pp' min(p,p') > p'q+pg = (1 - 66')/2

Conséquences des lemmes

e Conséquence 1: Pour tout 02 > 4 et 0< £ < 1, on a:

0 sifé' >0
log(V21oP(X = €)) < { —56'/20% i 66' <0

e Conséquence 2: Pour tout £ > 1 on a:

exp(-w(€=1)/0Y) L. _
P(X 20 S T = 1 X =€)

avec w = 1 si 66' € [-1+1,0]
=\ (1-56/2 sis6'€]o,1- 1

e Conséquence 3: On note ¢(y) = exp(—y?/20%)/v/2x0.

1. Si §8' < 0 alors pour tout £ > 0 on a:

P(X=¢+1) —2A+1\ ¢(E+1-A)
P(X=¢) S°""( 207 ) $(€ - A)
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2. Si 68' > 0, on pose \
‘ 88" (E+1
A(E)_A+_2_(—a-)
Alors pour tous I > 0et £ >0ona:

P(X=¢41) —2A+1Y ¢(§+1-A(¢))
P(x=¢ =P ( 27 ) (€ A(2))

Preuves: Pour la conséquence 1, on utilise le lemme 10 avec A = 1/4:

s, s
302 902

20 log(V2roP (X = §)) < f(€) = —€* - 56'¢ +
f'(0) est du signe de —§6', f'(1) < Opouro? >4et f'(¢)<Opouro?>4et0< (< 1.

Si 66' > 0 alors f(§) < O pour 0 < € < 1etsids <O0,le maximum de f(£) est atteint
entre 0 et 1, comme —¢2(1—8£/902) < 0 on obtient f(£) < —86'¢ < —68' pour0< £ < 1.

La conséquence 2 s’obtient en majorant par une série géométrique (lemme 11 (1)).

Pour la conséquence 3 , on utilise

—A 2A(€) -
S - e 2D
A 6i §6' < 0
avec A(€) { A+ (56'/2) ((€+ 1) /o) sid6' >0

et le lemme 11 : avec (1) si§6'<0
avec (2) si66'>0

Lemme 12 Minoration de r(§) = P(X = £+ 1)/P(X = §).
Si|66')|<1—n=20¢et&+1< Ao? avec X < 1 alors

tog(r(€)) 2 -3 - L 1og1 - ) - ¥

En effet:

r(E) = —PPe = E(npd —€) (nr'g—(E+1))(npd’ - (£+1))
(np'p+ €+ 1)(ngd +€+1) —  (np'p+ &+ 1)(ngq’ + £+ 1)

En posant §' = £+ 1, u = £'/(np'g), v = €'/(npq'), w = €'/(npp), s = €'/(ngq'), on
obtient:

log(r(£) > log(1 - u)(1 - v) — log(1+w)(1+3)
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2

siugi<l log(l—u)>—u—au? avec a=(—log(l - @) — &)/a?

log(1+u) <u on obtient:

En utilisant {

-—% — a(u? + v?)
—log(1—A)—2A
22
2
ot ultol= f,,—4((p'q)2 +(pd)?)

Orsi |66'| < 1 —n =8 alors (p'q)% + (pg')? < (1+ 6)%/4 d’ou le résultat.

log(r(¢))

avec a =

v

B.2 1Inégalité linéaire

Dans toute cette section, on notera £, ,s € R* * l’entier recentré par npp’ tel que s — 1 <
£ < s . Onrappelle que | §§' |<1—navecO<n<1.
En utilisant les symétries de la loi hypergéométrique, il suffit de vérifier:

X<a+oY +8|66'Y2 pour X=&;L  o®(Y)—npp' et X>0

n,np,np

e On commence par montrer:

. P(oY €[€-5,&] sinpp' ¢ N
P(X e [,€]) < { P(oY € [¢ - ,s',o}1 sinpp' €N

P(X > ¢) <P(oY > £ - A(€)) si £+ 1 < £ < min(np'g, npg')

Avec pour §§'<1/8 S =3 et E: fz ::n’g;p' ¢N
pour §6' > 1/8 S=4 et £= gs :inr;ip' ¢N
2 si §6' <0
et A= 458 + (55'€1)/(20%) s 66 > 0 oh a(58) = { po = gg: s :;g
On pose : '

D(€)=logd(E+1— A(E+1)) — logP(X =€) + log(1 - A(E+ 1)+ A(€))
#(y) = exp(—y?/202)/ 20

Alg) =4 -1
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Si0< €< E 1l suffit de montrer:
P(<X<§ < PlYeo,é-£+2)
et d’utiliser ensuite:

P(oY €1[0,€ — £+ 2)) { PloYel[t-({-6+2),6]) sinpp ¢N

P(oY €€ - (£+2),0]) si npp' €N

{ P(oY €[¢6-8,6]) sinpp ¢N
P(oY €€ -5,0]) sinpfeN

1. Si 66" < 1/8, la conséquence 1 donne:

~ _ Kexp(1/20%)
PE<X<f<s— 7

avec K =€ - £+1€{1,2}
Pour ¢? > 0} , on doit vérifier:
K+1
K exp(1/202) < / exp(—t%/202) dt
0

Kexp(l/ZUO) K+1

soit <®
V2rog 2 - ( )
En lisant les valeurs sur une table de loi normale, cette inégalité fonctionne dés que

ag >4.5.

2. Si 68' > 1/8, la conséquence 1 donne:

avec K=£€—€+1€{1,2,3)

PE<Xx<é)<
2ro

et I'inégalité a vérifier s’écrit pour o? > o2:

1 +1

vV 27rao

qui fonctionne dés que o2 > 9.

Si E+ 1 < € < &,3/2, on montre:

P(X=¢) <P(eYe[6-A(;E+1-A(E+1)])

Pour € < £,3/3, la fonction £ — A(£) est croissante. De plus, I'inégalité

§+1—A(§+1)2{ g‘ si npp' ¢ N

sinon
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est vraie sans conditions si §8' < 0, avec la condition o > 35si §_5' €]0,1/8] et avec la
condition ¢% > 80 si §6' > 1/8. Le raccordement avec les £ € [0, £] est possible et nous

sommes ramenés a vérifier D(£) > 0. On utilise la majoration de P(X = £) du lemme 10
en remarquant S, < ( 1+ (66')%)/2.

1. Si -1+ 79 < 68 <0, on obtient

D) = —f—+§2——1—+ LA 1

= 202 202 202 202 ot
1+1n ¢ n ( 3 )2 1
2Tn S 1+ (5) -

- 2 o? +(-1+ 2) o? 202

Cette fonction est concave de £/a?, elle est positive en £/0% = 2/0? et en £/0? =1/2
dés que 0% > 4/(4n — n?) (en particulier, pour |66'| < 1/8, 62 > 4.5 convient).

2. Si0< 68’ <1-1n,on obtient
D(§) > €EA'(E+1)/0 — (A'(E+1))*/20 + 68'€/20% — 86'¢3 /60
— 5262 /0* + log(1— (68'(2€ + 1)/202))
On utilise

(a) EA(E+1)/0? — (A'(E+1))2/20% > €A'(E +1)/207
car § —A(€) >0pour E+1< €< Eaz/2+1eta2 >45

() tog (1. - (5o + 1) > { 1ok}~ B8 (e A om S

(c) Si66'¢/20% < r alors 6§8'€/20% + log(1 — A(66'€/20%)) > —1(r)66'€/202
avec —7(r) =1+ (1/r)log(1 - Ar)

On obtient pour §6'¢/20% < r:

! 2 !
D) = % {a(aa') 142 (E: 1) L (1+ 55’);5,- - r(r)58'}

2 302
£ J&8' €
m -—6—0—2' + 0(55') -1- é - 7(7)55'

— Si §6' < 1/8 alors r = 1/32 entraine 7(r)§6' < 0.21, comme £/0% < 1/2 on obtient
D(¢) 2 0.

— Si 66" > 1/8 on sépare deux cas:
Soit £2/60% — 0.45r(1/4) > 0, alors avec /o2 < 1/2 on obtient
a(66') =2.9> 1+ £/0? +0.557(1/4).

Soit £€2/60% — 0.457(1/4) < O ce qui entraine £/0? < 0.214 et (66') =
2.9 > 1+ 0.214 + (0.107) pour o? > 150.
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Si &y2/2 + 1 < € < min(np'q, npq')
Lorsque 66’ < 1/8, la fonction £ — A(€) est croissante jusqu’en min(np'q, npq') de maniére
évidente si 66’ < O et en utilisant £ < 40%/7 si §6' €]0,1/8]. On montre alors:

P(X=¢) <PlYe[(-A();é+1-A(E+1)])

Dans le cas §§' > 1/8, on montre directement:
P(X 2§ <P(eY 2 £ - A(¢))
1.Si-14+9n<6§§'<1/80na:

[ e DR IONCEINNG)

B - A'(E+1)
P(X =)

La conséquence 3 avec A = 1 pour §§' < 0 et A = (§6') — 1 = 0.835 pour §6' > 0
donne:

- o3 L 1
R (1 86+ )+ A0 o (51 - o) A=A 01

(a) Si 68' < 0, on obtient R > exp D(&;3/2) > 1 pour 0% > 4.5 d’aprés le cas
précédent.

(b) Si §8' > 0, on obtient en posant K = 2A — 1 = 0.67:

¢(£a’/2 +1- A(€¢:73/2 + 1)
P(X = 603/2)

on  g(¢) = (1 - %(25 + 1)) exp (g - %)

R > g(¢)

Comme g(£) est une fonction croissante de & pour §6' < 1/8 et 02 > 4.5, on
obtient R > exp D({,3/3) > 1 d’aprés le cas précédent.

2. S11/8 < §8' <1 -1, on note

_P(o¥ > - A(£)

B="xs0

La fonction £ — A(&) est concave de £ (linéaire si 68’ < 0) et §y3/3 — A(Ey3/2) 2 30
pour 0% assez grand (o? > 50 convient). Soit &, le plus grand entier recentré par
npp' tel que £ — A(€) > 3.

En supposant qu’en ¢ = 4 ’on ait R > 1, alors pour tout § > &;:
P(X>2€6)<P(X2>¢&) < PloY 2 & - A(&L))

< P(oY > 30)
< PlY 2 €-A(¢))
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On peut donc se restreindre aux £ tels que {22 +1 < { < {4 .

En utilisant I'inégalité gaussienne

Py >y) > L1 (/2
v

Ver

avec y = (£ — A(€))/o , ce qui entraine y% — 1 > 8y2/9 ,ona:
Pov 2 €~ A6) 2 gz (€~ AO) @

La conséquence 2 avec w = (1 — §6')/2 et 31 donnent:

1¢(6-1-A'¢))
R>q(%; ) PR Eo )

(32)

o QUL = s (emlule - /o) - 1)

La conséquence 3(2) avec A = (66') — 1 = 1.9 et les relations 0 < 30 —1 <
£-2-A"¢) < €£-2- A€ - 1) pour &3/ < £ < £ permettent d’obtenir les
inégalités suivantes:

HE—1-NE) | HE-2-A) L JE-2-AE-) 5y
P(X=(-1) = P(X=£-2) > PX=¢£(-2)

En descendant de proche en proche avec les inégalités 33, I’inégalité 32 devient:

-1 ¢(§a2/2 +1- (602/2 + 1) )
B2 Q( ) P(X = £/,)

Q est une fonction croissante de (£ —1)/0? > (1/2) — (1/0?) = 1/2*. La majoration
de P(X = £) du lemme 10 avec Sz < (1 + §8')/2 et la relation 2a qui reste valide
pour £ < €4 donnent:

16+ &ayz (66633, §a2/2
R > —9-—(exp(w/2+)—1) exp{ oo ( ) +68' + (66') -1 - ;2

16t 1668 ol 1 7
> — LY S —_—
2 5 (exp( yes ) 1) exp{65 (96+ +4+)+20+}

avec 16+ = 8 x 2+,4% =2 x 2+ 06+ =12 x 2+3, et 20+ =5 x 2.
Cette fonction est croissante de §6' pour 2 > 96% /(1 — §8") et est supérieure i 1 en
66' = 1/8 dés que o2 > 1700/(1 — 68").
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e Appliquons la méthode de transformation par quantile décrite dans le livre de Csorgo
et Revesz [3] pages 133-134 3 X =& 1 0 P(Y) — npp' et X > 0. On obtient:

n,npnp

1. Si 68' € [-1+n,0] et 0% > 4.5:

X < aY+{2 STX<2
3 smon

< oY +3

2. Si 68" €]0,1/8] et 0% > 4.5:
X < oY +3 siX<2

! 2
X < aY+1.835+£2§—(§) si X >2 (34)

3. Si 66" €]1/8,1 — n] et o > 1700/7:
X < oY +4 s81iX<3
' 2
X < aY+2.9+-5—2§-<§) siX>3 (35)

On transforme 34 et 35 en inégalités quadratiques:

—Four 34, en utilisant X/o? < 4/(1 — §8') on a:
5X 268" §6'X
— < -—F)< -
(. x( 1- 55') < X(1 202

En reportant dans 34 et en utilisant (a + b)? < 2(a? + b%) on obtient pour 0% > 4.5:

) < oY +1.835
2
X <oY +3+ 68 (g) y? (36)

—Pour 35, si X < £;3/3, on a:

1
X x(1-%)<ov 429
4 4
et on obtient, pour 2 > 1700/7:

2
X <oY +4+68 (g) Y?

Si X > &,2/,/'inégalité 35 en 0?/2 entraine Y > (30/8) — (2.9/0). Comme Y est une
fonction croissante de X et X/o < 40/n < 4Y/(0.37n) , on obtient :

X$aY+4+55'§Y2 (37)
"
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B.3 Inégalité quadratique

On rappelle que dans toute la suite : X = ‘I’(nl,np,np' o ®(Y) — npp'
En utilisant les propriétés de symétrie de H(n,np,np’) , il suffit de montrer qu’il existe des
constantes c et d telles que:

|X—<7Y[§c-f—dY2 sur X>0
1. D’apres I’inégalité linéaire , 0 < X < ¢+ oY + dY'? est immédiate
e Si|66'| < 1—1n et o > 1700, d’apres 37 c = 4 et d = |66'|59/(n)?
e Si|66'| < 1/8 et 0% > 4.5, d’aprés 36 ¢ = 3 et d = |668'|(7/5)®
2. 1l reste & montrer qu’il existe des constantes c et d telles que:

—c—dY?+o0Y < X sur X >0 (38)

Preuve de (38) :
e Sur X > (0%/(4d)) — ¢, I'inégalité 38 est immédiate en remarquant:

2
—c—dY2+aY$%—c_<_X

En particulier si a? < 4cd I'inégalité 38 est toujours vérifiée.

e On se place donc sur 0% > 4cd et 0 < X < (02/(4d)) —c.
11 suffit alors, d’aprés les techniques de plongement ( c’est & dire la transformation par

quantile décrite dans le livre de Csorgd et Revesz [3] pages 133-134) de montrer que pour
tout & € [0, (¢2/(4d)) — ¢] :

P(X>¢) > P(aYZZ%(l—x/l—z)) (39)
o g ddE+e—1) '
cAdeten])

Suivant les différentes valeurs de £, nous montrerons directement l’inégalité 39 ou bien
nous montrerons tout d’abord I’inégalité point par point suivante :

P(X =¢) 2 Pq(§) (40)
o Pol§)=PlY € (1~ VIT3); L~ VITH)])
z=4d(E+c')/o? od ' =c—1
Y ' = 4d(€ + ¢)/o?
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1. Majoration de Pg(£) sur un intervalle [z, ;]
St o <2< < 2 avec | 0= (1/2) + (48)/(0?) - (1/2) VI ()]
S0 S8 S BN | gy = (1/2) + () () + (/2)VI= (V@)

logP¢(§) < filz) (41)
o?
—log(Vv2ro) — %log(l -z)— @-(1 -V1-12)?

avec fi(z)

En effet par le changement de variable u = o(1 — v/1 — t)/(2d) on obtient

Po(e) = [ prTmole)du

0.2
ob o(u) = \/ﬁexp(—s—@;(l —VI=up)

Or dés que o2 > 16d? g est décroissante sur zg < t < z; d’ ou le résultat.

2. Comparaison d’une majoration du membre de gauche de 39 et de la majoration 41
On utilise 'inégalité P(Y > y) < (exp(-y%/2)/(yv27) et on obtient:

P (Y > (1~ \/ﬁ)) < fi@)

—log(ov2r) — log (}-—:——}:—3) o’ (1-v1- 1)2)

ou fg(:l:) 2d - é-g.z-

Il

La seule modification par rapport & 41 est le —(1/2) log(1—z) qui devient —log((1 — /1 — z)/(2d)).

Donc

4d(1 + d)

f2(z) £ fi(z) © 2> % avec £= @dT1)?

(42)
3. Etude de l’inégalité 40
Pour avoir la majoration de Pg(¢) dés le début, il faut que 4d(c — 1)/0? > =, soit
la condition notée Cy: ¢ > (d + 1)?
On suppose donc C vérifiée.
En utilisant la minoration de P(X = £) ot ¢ < Ao? (lemme 10, ici A < 1/(4d)), la
majoration de Pg(£) (41) et en supposant |66'| < 0, il suffit de vérifier la positivité
de A+ B+ C avec:

o?(1-V1-1z)?
8(d)?

B = -;—log(l - z)
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C:__é?__iz__fsg_{_ £25;

202 202 60%  40t(1+ \)?
3 £4Ss + 1
(120%(1 - A)3) * (6(1— A)o?)
En utilisant les inégalités suivantes:
z? 23 b5zt
e =1 - > 4 47
2-z-2Vv1 x"4+8+64
. r z? . —~log(1-8)- B - B%/2
5125,6‘<IBZ—5——4——T:1:3 on T< 265 (43)
1 1 13

L S . S S
6(1 - A)o?2 ~ 602 60t(1 - )
Sz > 1/483 < (1+36%)/4

Sachant que = = 4dn/o? ot = £ + ¢/, en regroupant les termes en 1/02, en 1/04,
en 1/06, on obtient A+ B+ C > 11 + 72 + 13 avec

_ a2 2 g 1
1 = 202(" E 60 3 4dﬂ)

N~
S (P S S S SN SN S
= (d” N SRET s T) B ST (g y
1 (5dp* s &4(1+36%)
"= 36'( e ) BT

les termes soulignés proviennent de (1/2)log(1 — z)
On impose que dans 73 le terme en £* soit positif, ce qui impose la condition suivante

surd :
5d% S+ 36%) x d°
2 = 48(d— 1/4)°
e Dans le cas général # = 1 donc 44 donne d = 0.51 .
e Si 9 =1/8 on obtient avec 44 d = 0.41 .

(44)

On traitera en détail le cas § = 1/8 puisqu’il est utilisé dans la preuve du théoréme
2 (le cas général se fait de la méme maniére). En développant 71 et 72 avec § = 1/8
et A = 1/(4d), on obtient:

1 1 1
2 — - ! Ad_ 2 _ ' _ =
o'n = 3 ((20 4d 8) £+ c“—4dc 3)

s, _ g8y 1 2 (g0 _ d
o'y = § (d 48)+£ (3dc£+(4d+1)2\)

‘ 4d
+¢ (3dc 8%

18 492 12
——(4d_1))+dc 4d“c
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on rappelle que les termes soulignés proviennent de (1/2)log(1 — z)
d étant égal & 0.4, on choisit ¢/ = 2 de telle sorte que 7; et 7, soient totalement
positifs (la condition Cj est alors vérifiée). En utilisant 0% > 4cd, on obtient:

2
o®(r1+ 2 +73) > i;—(r)4 — €%) — (4d)*Tn® + (4ed)ors + (4cd)?o?ny

En developpant cette équation et en regroupant les termes suivant leur degré en &,
on obtient:

i ,
%(r1+r2+r3) > £%(31.39—26.4T)+£2(83—157.44T)+£(293.7—315T)+(85.12—209.927)

En imposant que cette équation soit totalement positive ,on obtient T' < 0.4053 ou
T est défini en 43 ce qui impose 8 = 0.73. En résumé :

sif#=1/8 d=041 c=3 z<0.73 alors
logP(X = €) > fi(2) (45)

. Fin de la démonstration dans le cas § = 1/8
On rappelle d = 0.41 et ¢ = 3 et donc 0% > 4.92.

(a) Si10.6982 = %, < z < B =0.73, d’aprés la remarque 42 (ici Z < 0.6982) et le
résumé (45) I'inégalité 39 est vérifiée, en effet:

P(X=)2 fi(@) 2 fie) 2P (¥ 2 50~ VI=3))

(b) Si z < %; = 0.6982 et sous la condition supplémentaire de décroissance de la
fonction g (c’est & dire : ' < (1/2) + (4d%/0?) + (1/2)/1 — (16d%/0?) noté
inégalité a), on obtient I'inégalité 40 point par point.

e Si g% > 5.8 alors I’inégalité a est verifieé pour tout z < Z; d’ott 40
e Si 4.92 < 02 < 5.8 I'inégalité a est verifiée si = < 0.639 d’ou 40

© Si492<02<58e0639<z<%
En utilisant la minoration du rapport r(§) = P¢41/P: (lemme 10) avec A =
1/(4d) soit log(Pg+1/P¢) > —0.715, on obtient sachant que ¢ < 0?/4d —
3:
log(P(X 2> €)) > log(P(X = £)) +0.612 (46)

En utilisant de plus la majoration de P (Y > %(1 —v1-= a:)) et en mino-
rant log((1 — v/1 — z)/2d) par log((1 — v/1 — 0.639)/2d), on obtient:
log(P(X > ¢€)) — log P (Y > ZEJ(I —Vi- a:)) >

1-vV1—-2

. >
o) Hoe12 >

1
T+ T2+ 73 — §log(1 — ) + log(
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_2_(1,_2((4 —1/8)¢ + 4 — 1/3) + log(~—Y 12; 0639 L 0612 >
1 1-+1-0.639
—_ . >
5 (4~ 1/3) + log( 57 )+0.612 > 0
(c) Siz > B =0.73, de la méme maniére
log(P(X > £))-logP <Y > gz(l -vV1- a:)) > log(-l———-—-—;zl——&-@)+0.612 >0

5. Dans le cas général ou § = 1 par le méme procédé on obtient d = 0.51 et ¢ = 4.
En résumé
e Dans le cas général, si |66’ < 1 —n et o > 1700,
: 159\,
| X — oY |< 4+ min(0.51,66' )Y
n

e Si|66'| < 1/8 et o? > 4.5,

| X -oY |<3+041Y2

B.4 L’inégalité linéaire n’est pas améliorable dans le cas |66'| > p >0

En utilisant les propriétés de symétrie de H(n,np,np’), il suffit de montrer que I'inégalité
n’ est pas améliorable si §6' > p > 0 et X > 0.
On a vu que pour tout A > 4 il existe B tel que

P(X>¢ < P (aY >E-A- Bas'g) (47)

Montrons que pour ¢ de l'ordre de 04/3log o, B doit étre supérieur & 1/6.
Soit £ le plus grand entier recentré inférieur & o4/3logo.
En utilisant la minoration de P(X = £) et P(Y > y) < 1/(y/27y) exp(—y?/2) il faut pour
que 47 soit vérifiée avoir I’inégalité:
62 63 56 yz
55~ gt +logo + ¢(0) > 2 +logy

AY —E A 'Ez hd
ol y—;—}——B&S;—g et al_lirgoe(a)=0

En utilisant la définition de £, on obtient:

o?/3(log 0)?
2

2/8 2
o (I;ga) +1°§"+1og(logo)

Si 66" > p > 0, ceci entraine B > 1/6. Donc I'inégalité linéaire n’est pas améliorable.

+ 66'(B - %)(log o) +¢é(0) +logo >
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CHAPITRE 2

APPROXIMATION FORTE DE SOUS FONCTIONS
DE REPARTITION EMPIRIQUE






Approximation forte d’un vecteur de sous processus

empiriques
Résumé
Soient X une variable aléatoire de fonction de répartition F(t) = P(X < t) avec F
continue et R une variable aléatoire a valeur dans 1,...,m. On définit les sous fonctions

de répartition F7(t) = P(X < t, R = 7) et pour un n-échantillon du couple (X, R) les sous
fonctions de répartition empirique:

Fi(t)= % > lxice 1p=;

=1

On note o, = /n(F — F¥) les sous ponts empiriques associés. L’étude de la convergence et
de la vitesse de convergence de statistiques sur des modéles censurés a plusieurs populations
nécessite ’approximation forte du vecteur (¢);5 = 1,...,m par un processus gaussien
vectoriel. Burke,Csorgo et Horvath [3] ont démontré en 1981 ’existence d’un tel processus
(Wi);s=1,...,m et ont effectué un contréle en probabilité de maxi<j<m || & — W3 ||oo
avec une borne exponentielle dépendant de m pour le terme d’erreur. Une autre con-
struction permet d’obtenir un processus gaussien (ﬁ’,{), 7 =1,...,m tel que le contrdle
en probabilité de maxj<j<m || & — Wi |l donne pour le terme d’erreur une borne
exponentielle avec des constantes explicites et sans dépendance de m. La clé de cette
approximation est le théoréme d’invariance de Komlos, Major et Tusnady [4] pour des
fonctions de répartition classiques, ainsi que le résultat de Bretagnolle et Massart [2] pour
I’évaluation des constantes. On utilise la méme construction hongroise que dans ces deux
articles, mais cette construction est réalisée conditionnellement & la variable multinomiale

(Z?:l 1R,'=j);j =1,... ,m.
1 Introduction

Modgle On suppose que toutes les variables sont définies sur un méme espace de proba-
bilité €2 suffisament riche pour assurer ’existence simultanée sur {1 de tous les processus
utilisés.

Soient Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi F:

Ft)=P(X <t)
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On note F, la fonction de répartition empirique:

=1
Soit R une variable discréte prenant ses valeurs dans {1,...,m}. On note:
n
Nj=3 1p-;
=1

p; = E(N;/n) =P(R =)

La variable N = (Ny,..., Ny,) suit la loi multinomiale M (n,p1,...,Pm).
Certains problémes statistiques (par exemple I’étude de modeles avec censure aléatoire)
conduisent & considérer les sous fonctions de répartition empirique:

. 10
Fi(t) = - Y lxict, ri=j
t=1

Notons FJ les sous fonctions de répartition associées que nous supposons continues:
Fi(t) = E(Fi(t)) =P(X < t,R =)

L’approximation forte du processus ﬁ‘,, — F par un pont brownien est maintenant bien
connue (voir Komlos, Major et Tusnady [4] et Bretagnolle et Massart (2] pour I’évaluation
des constantes). Celle du processus vectoriel (£ — F7 )7=1 a été traitée par Burke, Csorgs
et Horvath [3]. Afin d’améliorer leur résultat, nous formalisons différemment le probléme.

Conditionnellement & {N = k} ol

m
ke K ={(ky,-. km); kj €N; Y k;j=n} (1)

=1

le processus (nﬁ‘,{);';l a méme loi qu’un processus Vj:

Vi = (k03 kemU)
tel que:
1. V} est indépendant de N.

2. U ,i _ est une k;j-fonction de répartition empirique de la fonction de répartition u;(t) =
P(X < t/R = j) que 'on a supposée continue.

3. Les composantes de V}, sont mutuellement indépendantes.
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Remarque 1: L’assertion 1 n’est vérifiée que si 2 est suffisament riche.
Remarque 2: L’assertion 1 entraine 1’égalité en loi de V¥ et du processus vectoriel

(nﬁ',{ ;';1)
Remarque 3: La remarque 2 entraine:

E(VN) = E((nF)j1) = (npru,...,nPmum)

Notations
Pour toute fonction ¢ : R™ — R, on pose

| ¢llo=sup [o(¢)]
te| ]

oo

On note B le mouvement brownien sur [0 ;1]. Pour toute fonction f : Rt — [0 ;1] telle
que f(0) =0, f(1) = 1 on définit le processus B°(f) par

B°(f(2)) = B(f(t)) - f(¢)B(1)

Approximation forte d’un vecteur de sous processus empiriques
Si ’espace de probabilité 2 est suffisament riche, on a le théoréme suivant:

Theoreme 1 Pour tout entier n > 3 et pour tout entier m > 1, il existe un vecteur
gaussien centré Z = (Zy,...,2Zy), de matrice de covariance égale & la matrice de co-
variance de N/ \/n et un processus B = (By,...,Bp) ot les B; sont des mouvements
browniens mutuellement indépendants et indépendants de Z et de N tels que pour tout
positif:

1.

P(max | n(F} - pju;) — /7P; Bj (45) — Vnu;Z; |leo2 = +40log n) < 7exp(-z/20)

P( max | N; — np; —/nZ; |> z+ 24logn) < 2exp(—z/12)

1<j<m

Cas d’un modeéle censuré A plusieurs populations

On consideére n individus indépendants répartis sur m populations disjointes. Soient T et
C les variables aléatoires représentant la survie et la censure, et R une variable aléatoire
a valeur dans 1,...,m qui indique la population d’origine.

Soit (X;,d;, R;);i = 1,...,n le n-échantillon obtenu avec X = min(T,C) , d = Lr<c et

R; = j si le 1 ®™®individu provient de la j ®™€population. On suppose que X a une
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fonction de répartition continue.
Pour tout 5 € 1,...,m, on note:

N} =35 11 pi=5 N} =¥y La=ori=;
p}:P(d:l,R:j) p?:P(d=O,R=J)

uj=P(X<t/d=1,R=7j) u}=P(X<t/d=0,R=j)

Le vecteur N = (le, N]Q);j =1,..., msuit une loi multinomiale M2y, (1, p}, 53, - - - s Pras P)-
Soit le processus vectoriel de R™: (nFjl,nF,p);j =1,...,mou Fj;5=1,...,m; €=0,1

est la sous fonction de répartition empirique:

R 1
FJ?(t) = ;Z lx,-gt,d.:e y Ri=3

=1

Le processus (nF}, nﬁ‘;’);’;l conditionné par {N = k}, ol

ke {(ky,... kam); kj €N Z kj =n}
i=1,...,.2m
a méme loi qu’un processus Vj:
Vk = (klﬁkll,. .o ,kmﬁkzrn)

tel que:

1. U ,’u est une k;-fonction de répartition empirique de la loi u} si [ est pair et de la loi

uf si | est impair.
2. Les composantes de V}, sont mutuellement indépendantes.

Si ’espace de probabilité  est suffisament riche, on peut choisir V}; indépendant de N et
appliquer le théoréme 1:

Application du théoréme 1 Approzimation forte du vecteur des sous empiriques d’un
modéle censuré a plusieurs populations:

Pour tous entiers n > 3 et m > 1, il existe un vecteur gaussien centré Z = (Z},Z}’);j =
1,...,m avec

| E(Z;)* = p§(1 - p})

E(Z;Z5) = —pip5

et un processus B = (B},B?);j = 1,...,m ot les B; sont des mouvements browniens
mutuellement indépendants et indépendants de Z et de N tels que pour tout z positif:

P(max max || ﬁ‘;—npj-u;-—,/np;.(B;-"(u;-))—\/ﬁu;-Z; lloo> z+40logn) < 7exp(—z/20)

€=0,1 1<5<m

Remarque 4: on obtient de méme I’approximation forte pour un modéle censuré & une
seule population (e € {0,1}, 7 = 1) ou pour un modeéle non censuré a plusieurs populations
(e=1,7=1,...,m).
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2 Résultats d’approximation forte et inégalités exponen-
tielles

Les notations sont celles de 'introduction. Le théoréme 2 est dii & Komlos, Major et
Tusnady [4] et & Bretagnolle et Massart [2] pour I’évaluation des constantes.

Theoreme 2 (Approximation forte d’une fonction de répartition empirique) St
l’espace de probabilité QU est suffisament riche et st la fonction de répartition F est con-
tinue, pour tout enltier n > 2, il existe un mouvement brownien B tel que pour tout z
positef:

P (|| n(fn - F) - VAB°(F) l> z+12logn) < 2exp(-z/6)

Le lemme 1 est dii & Benett [1] et & Wellner[6]. Une preuve en est donnée dans le livre de
Shorack et Wellner(5].

Lemme 1 Soit Z une binomiale de moyenne m. Alors pour tout = positif et tout signe €

on a:
€T

P(e(Z-m)>z) < exp (—mh (‘,;))

ot h(t)= (1+t)log(l1+t)—t pourt> -1
+o0 pourt < —1

Comme h(t) < h(—t), on a immédiatement:
Lemme 2 P(|(Z-m)|>2z) < 2 exp( —mh(z/m))
On rappelle I’inégalité de Kolmogorov:
Lemme 3 Pour tout z positsf:
P ( sup | B°(t) |> z) < 2exp(—2z?)
te(0;1)

Le lemme 4 donne I’approximation forte d’une variable multinomiale My (n,p1,...,Pm)
avec, pour le contrdle en probabilité du terme d’erreur, une borne exponentielle qui ne
dépend pas des paramétres.

Lemme 4 Soit N = (Ny,...,Np) une variable multinomiale Mp(n,py,...,pm) définie
sur un espace de probabilité Q0. Si Q) est suffisament riche alors pour tout entier n > 2
il eziste un vecteur gaussien centré Z = (Zy,...,2y,) de matrice de covariance égale d la
matrice de covariance de N/ /n tel que pour tout z positif:

P (12%’5.1 | Nj — npj —v/nZ; |> z+ 24log n) < 2exp(—z/12)
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Preuve du lemme 4: Soit I = [a ;b] @ < b un intervalle de [0 ;1]. Pour toute fonction
f :{0;1] - R, on note f(I) = f(b) — f(a) et | I |= b — a. Soient

{ I =[0;pi]

Li=p1+-+pj-1ipp+--+pj] 7=2,...,m

La variable multinomiale N a méme loi que le vecteur (nGp(I1),...,nGp(In)) ol G, est
une n-fonction de répartition empirique de la loi uniforme sur [0 ;1]. Dé&s que n > 2,
d’apreés le théoréme 2, il existe un mouvement brownien B tel que pour tout z positif:

P (maxicjem | n(Gn(L)- | I ) = vaB(L) | > =+ 24logn)
< P (2 supogse | n(Gnlt) =) — A > BO(t) |2 =+ 24logn)
= 2 exp(-z/12)

On prend pour Z une version du vecteur B°([1),..., B°(In). O

3 Preuve du théoreme 1
On rappelle que K défini en (1) est ’ensemble des valeurs prises par N.

3.1 Construction des variables

D’aprés le lemme 4, il existe un vecteur gaussien centré Z = (Zy,...,Zn) tel que E(Z?) =
pi(1 — p;) et E(Z;Z;) = —p;p; pour i # j tel que pour tout z positif:

P (lr<n§&x | Nj — npj —/nZ; |> =+ 24log n) < 2exp(—z/12) (2)
<jsm

Soit B = (5‘1, cen, ém) ot les Bj sont des mouvements browniens mutuellement indépendants
et indépendants de Z et de N.

Sur chaque événement { N = k} ou k € K, on obtient par la construction hongroise pour
les fonctions de répartition empirique du théoréme 2 une version Vi de (nﬁ',-’,');?;l:

Vi = (klﬁg‘l,...,kmﬁ;:‘)

ou U 7. est une kj-fonction de répartition empirique de la loi u;, et ﬁi est construite a
J J

partir de ﬁ,-.
Conséquences:

1. Les processus Vi et (1':,1'7‘,{);"=1 sont égaux en loi.

2. Pour tout k € K, Vi est indépendant de N.
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3. Pour tout entier k; € 2,...,n et pour tout z positif, on a:
P (|| k(UL - u) - \/ki(B2(w))) llo> z+12l0gk;) < Zexp(-z/6) (3)

La conséquence 1 entraine ’existence d’un processus B tel que le vecteur de processus
((nl:“,{);-’_‘__l, N, B, Z) soit égal en loi au vecteur de processus (Vy, N, é,Z). En particulier,
B a méme loi que B et est indépendant de Z et N.

La probabilité & majorer s’écrit:

P = P( max | n(F] - pju;) — /ap;(B2(u;)) — Vnu;Z; ||o> z + 40logn)

1<5<m

= P( e | N;UY, — npju; — \/np;(B;)°(u;) — Vnu;Z; ||w> =+ 40logn)

Remarque 5: Le processus N;U, IJ;I,- ne dépend que de N; et éj et est donc indépendant de
B, pour j # l. De méme, nﬁ‘,{) est indépendant de B; pour j # [.

Remarque 6: Dans ce qui précéde, ’espace de probabilité {2 est supposé suffisament riche

pour assurer ’existence simultanée de (nﬁ‘g j=1, de Z, de Bet B indépendants de Z et
de N.

3.2 Controdle de la probabilité P
Solent A; = 9/29,\; = 18/29 et Ag = 2/29. On majore la probabilité P:

P<P+P+P

avec P; = P(maxi<j<m || N,-(U}’;,}, - uj) — \/Nj(éf(ﬂj)) llo=> A1 z + 12]log n)
Py = P(maxigj<m | Nj = np; — v/nZj | > A2z + 24logn)
Py = P(maxicj<m || (VN; = /795)(B}(15)) llo> Asz +4logn)

Controdle de P;:

m ] .
<Y Y P (H NJ-(U}V’, - t5) = \/N;i(B](y;)) llo> A1 z+ 12]logn, N = k)
keK j=1

Pour tout k € K, on définit I = {7 € {1,...,m};k; > 2} et I, = {1,...,m} \ Ix. En
utilisant 'indépendance de N avec (Ui’,, éj);j =1,...,m on obtient:

P < max (Z P,i’. + Z P;Z,.) (4)

JEL jel

oi P} =P (|| k;(UZ, - u7) = \/k;(B2(43)) lloo2 A1 2+ 1210g )
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e Si j € I alors k; vaut 0 ou 1. Comme P! =0on a:
> P”, =) P,ij oi Il={je{1,...,m};k; =1}
i€k jeI}
On remarque Card(J}) < n et || U] ||oo< 1 et on obtient
> P,{j < n maxP(2+ || Bf(4;) [loo 2 A1z + 12log n)
JEL, X
Comme 12logn — 2 > 10log n dés que n > 3, on peut utiliser le lemme 3. Finalement,

2. B,

jEL

IA

2n exp (——2(/\1.1: + 10log n)z)

IA

2¢exp(—z/20) avec € = 3719 (5)

e Si j € It , on peut utiliser I’ inégalité (3):

ZPI{- < Z2exp (—%—Mog (ki))
JEL ’ JEL ]
2 exp(—z/20) (6)

IA

Les inégalités (4), (5), (6) entrainent:

Py < 2(1 + €) exp(—z/20) (7)

Contrdle de Ps:

D’aprés l'inégalité (2), on a immédiatement:

P; < 2exp(—Az2/12) < 2exp(—z/20) (8)

Controle de Ps:

Soient r = 0.2962 et & = 0.3335. On définit J et I par :

I={je {1,...,m};np; > r(Asz + 4logn)}
I={1,...,m}\I
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On majore la probabilité Ps:
Ps<Q1+Qz+Qs (9)

avec  Q = P(maxlulll B2(4;) lloo> ,\sz+4logn)

JEI \/W
o = P(‘?:;‘\/Ff I B2(uy) lloo (1—a)(Asz+41ogn))

Qs P (mea}c,/npj I é;(u,) o> @ (Asz + 4log n)>
i

Controle de Qq:

On remarque Card(J) < n/(4rlog3) et on pose v = 2.66. On a:

n

@1 < max [P (I N; —np; |> \/npj7(Asz +4log n))

4rlog3 jerI
+P (Il B3(w) o2 /02 + 410gm) 1) |

D’aprés les lemmes 2 et 3:

Q) < n ax exp (—np,-h( \/'1()\31:+ 4log n)/np; ))

2rlog3 jer
+ exp (—Z(Asx 47- 4log n))

Pour ¢t < v/9/r on a h(t) > 0.282t2. On obtient:

Q1 < exp(—z/20) < 0.35 exp(—z/20) (10)

1
9rlog3
Contrdle de Q3:

On pose B = 1.775 et on définit Iy par
In={je{l,...,m}; N;#0} n T
Comme Card(Iy) <netIyCIona:

Q2 < nmax;cr[P(N; > B(1 - a)(Asz +4logn) )

+ P (|| (B3(4)) llo2 V(1= @)(Rsz + 4log n)/B) |
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Soit Q; = P(N; > B(1 — &)(Asz +4logn) ). Sur I, on a:

Q; <P(N; —np; > (B(1 - @) — r)(Asz + 4logn) )

D’aprés le lemme 2, pour tout j € I:

(B(1 - @) — r)(Asz +4log n)) )

. < —_nps
Qj < exp ( np;h ( np;
Pour t > (B(1 — @) — r)/r on a h(t) > 0.847t et on obtient
z
< -
Q; < exp( 5 3logn)

Cette derniére inégalité et le lemme 3 entrainent:

Q1 < (1/3) exp(—z/20) (11)

Controle de Qg:

Qs < 3 [1(y/psOhsz + 4108(1/p3)) 2 v7(hsz - 4log ;)

jel

+P (1| B3() o @ /(a2 + 4logn)/ ) ]

e Sil < np; < r(Asz+ 4logn) alors

V/npi(Asz + 410g(1/p;)) < Vr(Asz + 4log n)

e Si np; <1 alors
Asz +4logn > 2logn

VAsz + 4log(1/p;) ~ /log(1/p;)

La fonction f(z) = —zlogz est croissante pour z < 1/e. Ici, p; < 1/n < 1/e dés que
n > 3 donc p; log(1/p;) < (logn)/n < 4r(logn)?/n.

Avec le lemme 3 et ce qui précede, on obtient:

2a?
Qs < Z 2 exp(—T()\sz —4logp;))
jel

IA

2 exp(—z/20) (12)
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Les inégalités (9), (10), (11), (12) entrainent:

Py < 2.7exp(—z/20) (13)

Les inégalités (7), (8), (13), entrainent:

P < Texp(—x/20)
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APPLICATION DES PRINCIPES D’INVARIANCE A
LA STATISTIQUE DE MODELES CENSURES






Etude de certaines statistiques sur un modele censuré a
deux populations

Résumé Lors de I’étude d’une variable aléatoire T', les observations (T4,...,T),) peuvent
étre perturbées par une censure aléatoire C. On observe alors le n-échantillon:

(T]_/\Cl,...,Tn/\C")

qui ne permet pas I’accés a la fonction de répartition empirique de T'.

Deux méthodes sont utilisées pour ’étude de tels modéles: les techniques martingales et
les principes d’invariance. Les propriétés des estimateurs de P(T" > t) ont été traitées
par différents auteurs, par exemple et Gill [9] et [10] (approche martingale), Burke,
Csorgd et Horvath [4] (principes d’invariance) ou Einmahl et Koning [8] qui associent
les deux méthodes. Les principes d’invariance permettent d’obtenir 1’approximation forte
des statistiques par le processus gaussien associé (éventuellement en précisant la vitesse de
convergence comme Burke, Csorgé et Horvath [4] ) qui est un résultat plus précis que la
seule convergence en loi obtenue par ’approche martingale (en particulier, si ’on n’utilise
que les outils martingales, lors de la construction de tests le comportement asymptotique
des statistiques n’est connu que sous I’hypothése nulle).

Nous nous intéressons ici a la comparaison de la loi de la variable T entre deux populations
A et B lorsque ’on dispose des deux séries d’observations:

(T ACH,....TAANCE)
(TEACE,...,TE ACE)

et nous adoptons la formalisation du modéle de Cox: dans les calculs, T4 et T2 peuvent
étre considérés comme des temps de survie qui suivent des lois exponentielles de paramétre
4 et 5. A notre connaissance, les statistiques utilisées (statistique du logrank, statistique
de Gehan ou statistique de Prentice) n’ont été 1’objet que de I’approche martingale qui
n’établit la convergence en loi vers une variable gaussienne que sous ’hypothése d’égalité
ou de contiguite des parameétres, sans préciser la vitesse de convergence. (Par exemple,
Gill [9] ou Harrington D. et Fleming T. [11]).

Les principes d’invariance donnent ’approximation forte des statistiques temporelles de
Gehan et du logrank par le processus gaussien correspondant, avec une erreur d’ordre
(log n)/+/n lorsque I’'on arréte les observations a une date fixe, dans le cas contraire cette
erreur est d’ordre (log? n)/ /n pour la statistique du logrank et reste d’ordre (logn)//n
pour la statistique de Gehan.
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La clé de la démonstration est I’approximation forte de sous fonctions de répartition em-
pirique, ainsi que le développement de certaines intégrales ou elles interviennent. Ces
intégrales ne sont pas restreintes & des compacts, les observations ne sont donc pas
forcément arétées a une date fixe et ’'on peut utiliser toute ’information.

Ce développement peut étre intéressant en lui-méme pour des problémes autres que la com-
paraison des temps de survie entre deux populations. En particulier, il permet d’obtenir
I’approximation forte et la vitesse de convergence du gradient du logarithme de la vraisem-
blance de Cox, & partir desquelles on retrouve celles de ’estimateur du maximum de
vraisemblance de Cox. Nous appliquons aussi ce développement aux estimateurs de la
variance des statistiques considérées ce qui nous autorise, sous ’hypothése nulle, & rem-
placer la variance par son estimateur. Sous I’hypothése nulle, le résultat standart de
convergence en loi de la statistique normalisée par ’estimateur de sa variance vers une
gaussienne centrée réduite en découle, avec une précision supplémentaire: la vitesse de
convergence.

Enfin, ce développement reste valide lorsque le nombre de populations est différent de
deux et lorsque le modeéle n’est pas censuré, et ceci pour des modéles censurés généraux
autres que le modéle de Cox.

1 Introduction

1.1 modele

Nous considérons une version simplifiée du modele de Cox. Soit (T;,C;,6)%, un n-
échantillon indépendant ot T est une variable de survie, C' une variable de censure et
§ une variable qui indique la population d’origine et que nous appelons covariable.

Nous supposons que le nombre de populations est égal & deux et que la covariable § ne
dépend pas du temps:

5 = 1 si la ™€ observation provient d’une population A
* 7 ] Osila 1®™€ observation provient d’une population B

Ce modéle est un modéle de Cox si:
o P(T > t/5) = (ho(t))®(Fo?)
e C et T sont indépendantes conditionnellement & §
Nous supposerons kg continue. On notera:
P(C >1t/6 =1)=C4(t)
P(C >t/6 =0) = C;t)
et on supposera C) et Cy dérivables sur P’intérieur du support de la loi de C.

On observe (X;,d;, ), o0 X =TACetd= 1T < C et 'on s’intéresse 2 la vitesse de
convergence vers la variable gaussienne correspondante de certaines statistiques sur un tel
échantillon.
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1.2 Cas des statistiques de rang

Les applications de la section 4 (Comparaison des temps de survie entre les deux popula-
tions) et de la section 5 (Estimateur du maximum de vraisemblance de Cox) concerneront
des statistiques de rang. Sont ainsi dénommées les statistiques qui n’utilisent que les
observations (ny;, ny, d;, 8;)%; avec:

Rii = {7; X; > Xi;6; = 1} niy = Card(kl;‘)
Rz = {j; X; > Xi;6; =0}  ng; = Card(Rg;)
Ri=R1uURyx n; = nyi + N

Les ensembles Ri; et Rg; désignent les individus encore non observés juste avant la date
X; dans la premiére et seconde population, nous les appelons ensemble des individus &
risque en X; dans la premiére et seconde population.

Autrement dit, on ne retient de I'information contenue dans les variables (X;)™, que
P’ordre dans lequel elles apparaissent et on en oublie les valeurs observées.

L’ordre étant préservé par tous les changements de temps croissants, on peut supposer:

S1(t)=P(T >t/6 =1) =exp(—0fpt) t>0
S;(t)=P(T>t/§=0)=exp(-t) t>0
avec 0y = exp(fo)

1.3 Notations

Soient les quatre sous fonctions de répartition empirique:

Bt)= (S X<t g=1,6=1)/n

Bt)= (Se 1X < t,4=0,6=1) /n

By(t)= (T, 1X < t,di=1,6=0) /n
)

Et les quatre sous queues de répartition empirique:

Git) = (Try 1X > t,di = 1,6 =1) /n
Gat) = (S 1Xi 2 t,di = 0,6 =1) /n
Gs(t) = (S 1% > t,di = 1,6 =0) /n

( )

i, 1x>t,d=0,6=0)/n
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Ces notations ne sont pas classiques (les sous fonctions de répartition empirique sont
continues a droite et les sous queues de répartition empirique sont continues a gauche)
mais les statistiques sur les modéles censurés les emploient simultanément.

On note:
Fy(t) = E(F4(2))
G;(t) = E(G;(t)
Nous numérotons les classes disjointes de 1 & 4:

e Ay ={d=1,6 = 1} est I’événement ‘non censuré dans la premiére population’

Az = {d = 0,6 = 1} est ’événement ‘censuré dans la premiére population’
p

Az = {d = 1,5 = 0} est ’événement ‘non censuré dans la seconde population’
e Ay ={d=0,5 =0} est ’événement ‘censuré dans la seconde population’

Les probabilités de ces différentes classes sont:

p; = P(4;) (1)
On note g; = 1 — p; et I’on suppose:

w=ifp; >0
i

Remarque: Si w est égal a zéro, il faut réduire le nombre de classes disjointes considérées
a celles dont la probabilité est non nulle, par exemple si le modéle n’est pas censuré ou s’il

ne comporte qu’une seule population ou encore si une seule des deux populations subit
une censure.

Le vecteur N = (Ny,..., Ny) avec
N; = nFj(co)
suit une loi multindmiale M(n,py,...,ps). Remarquons que:
Gj(t) = Nj - F;(t")
Les lois conditionnelles sont notées:
pi(t) = P(X < t/45)

ce qui entraine:

A

Fi(t) = g( ) = pini(t)
Gj(t) = EG;(t) = pi(1 - u;(t))
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Si Pon note:

[ 1sije{1,3} , [ 1sije{1,2}
"= osije{2,4} "=\ 0sije {34}

on peut écrire F; et G; sous la forme:

F;(t) ou G;(t) = / P (5 = n;) [r),-C'g_,,;, +(1- 'Ii)Sz—n;-] d [—ﬂjsz-n;- -(1- ﬂj)Cz-n;-]

Ig Ou Ig
avec Ir =]0;t[ ou Ig =|t; 00|

1.4 Notation p.co
Si (Xn)n est une suite de variables aléatoires et (a,), une suite de réels positifs, la notation:
Ian <an p.co
signifie qu’il existe une suite positive (Uy,), telle que -, U, < oo et:
P(|Xn| > an) < Upn
En particulier, | X,| < Ap p.co entraine:
e P(|X,| >a,) >0 quand n — o0
e Pour presque tout événement w, il existe ng(w) tel que pour tout n > ng:

| Xn(w)| < an

2 Principe d’invariance et inégalités exponentielles
On note U, la n-fonction de répartition empirique de la loi uniforme sur |0;1[ et V;, une
n-sous fonction de répartition empirique de la loi uniforme sur ]0;1[:

VN =U, N / n

ot N suit une loi binémiale B(n,p) avec p > w > 0. On suppose de plus que kUj est
indépendant de N pour tout entier k € {0,...,n}.
On désigne par B le mouvement brownien sur R* et par B° le pont brownien:

B°(t) = B(t) - tB(1) te[0;1]
Par analogie, on note U3 le pont empirique:
U°(t) =Un(t)—t tel0;1]
Enfin, si f : R — R on pose:
Il f lloo= sup | £(2) |
teR*

et si f:[0;1] = R on pose:
| f llo= sup | f(t) |
te(0;1]
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2.1 Principe d’invariance

Conditionnellement & N = (ny, n2, ns, ny), le vecteur (nF,{);=1 a méme loi qu’un processus
N .

(njH}, )j=1 tel que:

. IfI,’,J est une vraie fonction de répartition empirique de la loi p;

e Les composantes nd:I ;’;J. sont mutuellement indépendantes et sont indépendantes de
N

D’aprés Castelle (5], on a le théoréme:

Theoreme 1 Pour tout entier n > 3, il eziste un vecteur gaussien centré Z = (2y,...,24),
de matrice de covariance égale & la matrice de corrélation de N/ /n et un processus
B = (By,...,Bs) oi les B; sont des mouvements browniens mutuellement indépendants
et indépendants de Z et de N tels que pour tout x positif l’on ait simultanément:

1.
P(gl;:g& | Nj — npj — /np;q;Z; |> = + 24log n) < 2exp(—z/12)
2. —

P( max || n(F]-F;)—/mp;(B} (1)) —v/AP;051:Z; ||loo> z+40logn) < 7exp(—z/20)

1<j<m
Remarque 1 Par construction ( voir Castelle [5], Construction des variables) B est indépendant
de n(Fi — F;) pour i # j.

Remarque 2 Le vecteur Z et le processus B dépendent de n.

2.2 Inégalités exponentielles pour les processus et sous processus em-
piriques
L’inégalité suivante est diie & Dvoretzky, Kiefer et Wolfowitz [7] et & Massart [12] pour
P’évaluation des constantes.
Lemme 1 Pour tout u positif
P(n || Uy llo2 ) < 2exp(~2u*/n)

Le lemme 2 est di & Benett [2] et &4 Wellner [14]. Une preuve en est donnée dans le livre
de Shorack et Wellner [13] (inégalité 11.1.1 page 440).

Lemme 2 Soit X une vartable bitnomiale de moyenne m. Alors pour tout = positif et tout
signe €

P((X = m) 2 2) < exp(-mh(Z)

(1+2t)log(l+t)—t sit>-1
+00 sinon
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Comme h(—t) > h(t) il vient immédiatement:
Lemme 3 P(| X — m |> z) < 2exp(—mh(z/m))

On trouve de nouveau I’inégalité suivante dans le livre de Shorack et Wellner [13] (inégalité
11.1.2 page 444):

Lemme 4 Pour tout b €]|0;1/2[ et tout = positif

P(n sup |U2(s) |> z) < 2exp (—nb(l - b)h(i)>
s€[0] nb

Remarque 3 La fonction h posséde les propriétés:
e Sit < to alors h(t) > (h(to)/td) t2
e Sit >t alors h(t) > (h(to)/to) t
Le lemme 5 est une conséquence des lemmes 1 et 4.

Lemme 5 Pour tout b €]0;1[ et tout u positif

Un(s)
P(n su n
( sE[b%]l \/E

Preuve du lemme 5:

|>u) < (% V 6) exp (—ll—omin(u;-,u\/l—)))

1. 1°T cas: b < 0.05264 Soit Iy = [sk,sk+1[ une subdivision de [b;1] en intervalles de
longueur b, et a un réel de |0; 1].

1 o
P < EmfxxP(n’ng | U2(s) |2 uy/3k)
< ! [P(n sup | U2(s) |> auvb)
b selo;b]

+maxP(n | U3(ar) 12 (1 - oJuyep)|

En utilisant les lemmes 3 et 4:

au

P< % [exp (—nb(l - b)h(m)) T exp (_nskh(g_lﬂ—:/sa:k)g))]

On choisit @ = 0.507, on sépare les cas u/(nvd) > 1, u/(nvd) < 1, u/(n\/3k) >
1, u/(n\/sr) < 1 et on utilise la remarque 3 avec le choix ¢p = 1 pour obtenir le
résultat.

2. 26M€ cas: b > 0.05264 D’aprés le lemme 1:
P <P(n sup |U2(s) |> uvh) < 6exp(—u?/(10n)) m]
s€(bi1]
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Inégalités exponentielles pour les sous empiriques

Les lemmes 6 et 7 sont les équivalents des lemmes 1 et 5 pour les sous empiriques:

Lemme 6 Pour tout u positif

Py =P(n sup |Vn(s) —ps|> u) < 8exp (—-Z;min(u, uz/n))
3€[0;1]

Lemme 7 Pour tout b €]0;1], tout o €]0;1] et tout u positif

P, = P(n sup |Y1‘_(s)___p_8.|2u)

s€(b;1] \/g
4 1 . o?u? o ou?
< (3 V 6) exp T rmn(-—'—l——,au\/z) +2exp | —h(1 - @) mm(;,u)

Preuve des lemmes 6 et 7: On remarque:
n|Va(s) —ps|< N|Ux(s) | +|s||N—np|
On obtient:

P,

IA

P(N || UR lleo> c1u) + P(| N = np |2 (1 — e1)u)

P, < PV sup | T8 |5 apu) + B N np |2 (1 - as))
s€(b;1] \/g

On choisit oy = 0.31. L’indépendance de kU et de N, les lemmes1,3,5 et la remarque 3
donnent alors le résultat.

Conséquences des lemmes 6 et 7

Lemme 8

Tlogn

| 64 G lloo 1

Lemme 9 On suppose n > 2. Soit By, tel que Gj(Bn) > (3p;logn)/(nlog3). Alors:

Gi(t) - G;(t) <14 (logn)ll2

su .CO
B ALY 2 Y P
sup Gi(t) - G,(2) 1< 9 p.co
t€[0;8n] G;(t) R
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Remarque: Pour n > 2, on a (3logn)/(nlog3) < 1, ce qui assure I’existence de S,.

Preuve des lemmes 8 et 9: On montre le lemme 9 & partir du lemme 7, le lemme 8 s’obtient
de la méme maniére a partir du lemme 6.

Sur N; = nj, le processus néf; a méme loi que le processus njﬁ;’;’. qui est une vraie queue
empirique de la loi p;, et que I’on choisit indépendant de N;. Avec le changement de
variable s = 1 — p;(t), on a:

a . /2
Gi(t) - G4(t) (log n) !
P = P| su o 117> 14 :
(te(o;gnl | VG;(t) | np;

b {t) — nG;(t 1/2
= P owp | N,() i(?) > 14(nlogn)
t€[0;6n] VG;l(t) P -

Va(s) — pjs (log n)l/z)
< P Ynl8) ZPi% |5 14
- (seii’ﬁu' Vi 2 n

avec b, = (3logn)/(nlog3). On choisit o = 0.89 dans le lemme 7 et finalement:

4 .
P< (?n V 6) exp(—2.05log n) + 2 exp(— min(1.14log n,0,08/n log n)
qui est le terme général d’une série convergente.

2.3 Inégalités pour les processus gaussiens

Nous rappelons tout d’abord I'inégalité de grandes déviations de la loi normale centrée
réduite (lemme 10) et I'inégalité classique de Kolmogorov (lemme 11):

Lemme 10 Soit Z une variable de loi normale centrée réduite. Alors pour tout x positif:
P(|Z| > z) < 2exp(—z?/2)
Lemme 11 Pour tout z positif:

P( sup |B°(t)| > z) < 2exp(—2z?)
0<t<1

L’inégalité suivante est diie & Bretagnolle et Massart ([3], inégalité 2.4).

Lemme 12 Pour tout b €|0,1/2] et tout z positif:

P(sup |B°(t)] > =) < 2exp(—2?/(2b(1 - b))
t€[0,b]
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3 Etude générale de certains processus construits sur des
données censurées

Nous nous plagons dans le cadre d’un modele censuré & deux populations (et donc quatre
classes disjointes) et nous considérons les statistiques temporelles composées de termes de
la forme:

t A A A A A
S,‘n(t) Z/ @(G1,G2,G3,G4) dF; 1= 1,...,4 tE]O; OO]
0

ott ® est une fonction & valeurs réelles bornée sur [0,1]%. Sont concernées en particulier
les statistiques du logrank et de Gehan.

L’approximation (& n fixé) du processus S/ par un processus gaussien a l’aide des principes
d’invariance n’est possible que si le processus S a été préalablement approché par un
processus qui soit fonction linéaire des sous ponts empiriques F - R ;l=1,...,4 ¢t
Gr— Gy ; k=1,...,4. 1l s’agit donc de trouver un tel processus T." et de contrdler en
probabilité la déviation uniforme || $”* — T;" ||co-

Nous devons également envisager le cas ol la fonction ® dépend d’un parametre 8 > 0:

t ~ A A A A
S,-"(t,ﬂ):/o<I>9(G1,G2,G3,G4) df; i=1,...,4 te€o;o0

ol ®; est une fonction & valeurs réelles bornée sur [0,1]* et dépendant continiment du
parametre 6.

En particulier, les dérivées premiéres et secondes du logarithme de la vraisemblance de Cox
sont fonction d’un paramétre. Pour étudier I’estimateur du maximum de vraisemblance
de Cox (section 5) nous devrons donc majorer la déviation uniforme en 8:

sup | §;*(c0, ) — T;"(c0,0)|
becC
ol C est un compact de R*.

3.1 Etude du processus S

On ne traite que le cas F; = Fy car les conditions sur les F; sont symétriques. On pose:
t A A A A A
S™(2) =/o ®(G1,G2,Gs,Gq) dFy

On note: . .
H = ?(GI)AG2)GA3)G4)‘ H= Q(Gl,Gg,Gs,G4)

~

G=G1+G:+Gs+Gy4 G=G1+G2+G3+ Gy

(G et G sont les vraies queue et queue empirique)
Dans toute la suite, on note:

rn = (logn)/n
w = min(py,pz,ps,p4) ol p; est défini en (1)

75



La statistique S™ se développe en:

avec

S" =8 +SP+ TP+ TP

S]_(t) = ng dF1

Sp(t) = Jo H d(Fy — Fy)

TP(t) = Jo(H - H) dFy

T3(t) = Jo(H - H) d(F - F)

Dés que @ est dérivable, on peut linéariser H-H:

4
H(s)- H(s) = (Z_: $i(s)(G(s) - G; (8))) + tn(s) (2)

avec ¢;(s) = :—Z(Gl(s), ..., G4(8))

Soient (Bn)n et (Mn(t))n les deux suites définies par:

G]_ ﬂn)=3 'n log 3
Mn((t) = inf(fam/t) : (3)

Remarque: L’existence de f,, est assurée pour tout n > 2 car 3r,/log3 < 1.

En utilisant (2), on obtient:

avec ¢

\

S"=&+S§‘+S§‘+A“+R;‘+R;‘+R§" (4)
Si(t) = [{H dFRy

Sp(t) = Jo H d(Fy - Fy)

S§(t) = Tj=1 f5 6i(G; - G;) ARy

A™(t) = Tio1 771 45(G5 - 65) d(Fy - )
RE(t) = g, (B - H) d(Fy - )

M., (t)

Rp(t) = Jo" ua dFy

R.'?(t) = f]i{n(t) up dFy

Dans la relation (4), S; est le terme de centrage, S3* et Sg' sont des termes principaux et
A™, R!, R}, RY sont des termes d’erreur. Pour majorer || S — S} — S — S¢ ||oo, On
contrdle || A® ||o €t || RP |l ;¢ = 1,2,3. Les termes |R| et | R| dépendent de la fonction
u,, et se majoreront au cas par cas.
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Theoreme 2 Sotent les conditions Ay, Ag, Ag:

Ay ® de classe C*
Ag Les fonctions €, =| 6; | G sont bornées
As Les fonctions €, =| ¢} | G2/|G'| sont bornées

On pose € = max; e‘; et €2 = max; 6‘;, on rappelle que (Mp(t))n eat définie en (8) et on

pose: ML)
_ nil €2|G'I
In(t) = /0 Slds

Lorsque les conditions Ay, Ag, Ag sont vérifiées on a:

R} + A"

— < .
Uovyoyal LESL I 2

ot Ky et Ky sont majorées par A(|| €1 ||oo + || €2 |loo)/w, A étant une constante absolue.
La preuve du théoréme 2 se trouve dans la section 3.3.

Remarque 4: De maniére immédiate:

In(t) <l €2 Jloo

1 . 1 1
log m < ” €2 ”oo mln(log G(ﬂn)’log G(t))

IA

Il €2 |loo (1 + log(1/w)) min(log n,log _G_tﬁ)

3.2 Etude de $}*(t,0) lorsque § varie dans un compact de R*

Cette partie est presque identique a la précédente (section 3.1: Etude du processus S).
Nous ne détaillerons que les arguments sur lesquels repose 'uniformité en 6.

Les conditions sur les sous fonctions de répartition empirique étant symétriques, on étudie
S(t,0). On pose:

t -~ ~ ~ ~ ~
S"(t,ﬂ) = A @o(Gl,Gz,Gs,G4) dF
Les notations sont les mémes que dans la section 3.1 mais ’on rajoute un paramétre 6:

ﬁ(s,@) = Qo(él) é2)é3)é4)
H(s,0) = Q&(GI;G2)G3>G4)

La linéarisation (2) devient:

I:T(s,ﬂ) H(s,0) = (Z ¢J(s 9) G (s) Gj (3))) + up(s,6)
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Le méme développement qu’en (4) entraine:
S™(t,0) = S1(¢,0) + S7(¢,0) + Sg(¢,0) + A™(¢,6)
+ Ry (00,0) + Rz (o0, 0) + Rg(c0,0)
ol les différents termes sont les mémes qu’en (4) aprés avoir remplagé H(s), H(s) , ¢;(s)
et un(s) par H(s,0), H(s,0),¢;(s,0) et un(s,0).
Pour contréler la déviation:

supsup|S™(¢,6) — SP(¢, 6) — S(t,6) — S3(,6)
6eC t>0

ou C est un compact de R*, il faut majorer les termes d’erreur supye, sup;s |A™(co, 8)|
et Suppec Sup;so |RP(00,0)| ;¢ =1,2,3. Les termes |R}| et |R}| dépendent de la fonction
un, leur majoration est différente pour chaque application.

Theoreme 3 Sotent les conditions AYj, Ay, Ay, Al:
A} ® de classe C°
AY Pour tout compact C de R les fonctions €(s,0) =| $;(s,0) | G(s) vérifient:

SUPgec SUP,50 €](5,0) < K(C)
ot K(C) est une constante qui dépend du compactC

A% Pour tout compact C de R* les fonctions &(s,8) =| [(dg;)/(ds)](s,0) x G2/G" |
vérifient: SUPgec SUP,>0 65(8,0) < K(C)
ot K(C) est une constante qui dépend du compact C

Al Pour tout compact C de R*:

SUPgec SUP,5o | [(d6;)/(d0)](s,0) x G(s) | < A(C)
ot A(C) est une constante qus dépend du compact C

On note: . .
e1(s,0) = max €j(s,0) e2(s,8) = max€(s,0)
j J

Pour tout compact C de RY, on pose:
| €2(C) |loo= supsup ex(s, 6)
6eC >0
Il €2(C) |lco= sup sup €z(s, )
6eC >0

Lorsque les conditions Ay, AYy, Ay, Ay sont vérifiées, on a:

aupsup| R2(t,0) + A™(t, 6)
Ser 155 K1(C) + K2(C)inf(1 + log(1/G(2)),log n

logn

H<=2 oo
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ot K1(C) et K3(C) sont majorées par

A(C) . . logw™!

A(C) étant la constante de la condition Al et B une constante absolue.

La preuve du théoréme 3 se trouve dans la section 3.3.

Commentaire: Comme il sera clair dans la preuve des théorémes 2 et 3 seules sont
nécessaires les hypothéses Sy, Sz, Cy, Cy dérivables sur l'intérieur du support des lois
et Phypothése de non dépendance du temps de la covariable §. De plus, ces théorémes
sont valides quelque soit le nombre de classes disjointes considérées, ce qui permet une
généralisation & un nombre quelconque de populations, ou encore de retrouver les résultats

pour des modéles non censurés.

3.3 Preuve des théorémes 2 et 3

Pour la suite (My(t)), définie en (3) les lemmes 8 et 9 entrainent:

C:‘l(s) ——Gl(s) |S 14\/7'—,,

sup sup p.co
£>0 s€[0:Mn (¢)] | VGi(s) Vw
Pe. —

sup sup I M |S _g.. p.co

£>0 s€[0;Mn (¢)] G1(s) w
3.3.1 Preuve du théoréme 2
Etude du terme R:

0 sit < fBn

Vi>0 RT(t) |< n )
| 1()I_{2max(||<1>||°°)f;: d(Fii+F) sit>fa

On a: o .
/ﬁ d(Fy + F1) <| G1(Bn) - G1(Bn) | +2G1 ()

Le lemme 2 entraine:

P = P(| Gi(Bn) - G1(Bn) |> 3rn)
< 2exp(—nG1(Ba)h(3ra/G1(Br)) )

Comme 3r,,/G1(B,) > log 3, avec la remarque 3:

h(log3) 3r,
log3 G1(6n)

P < 2exp(—nGi(Bn) )

< 2exp(—1.24logn)
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Etude du terme A": On sépare les cas j # 1 (terme croisé) et § = 1 (terme diagonal).

Etude du terme croisé: On prend par exemple 5 = 2 et on note:

Ma (1) X
ACn(t) = /‘; ¢2(G2 - Gz) d(F1 - Fl)
D’aprés le théoréme 1:

| G2 -Gy - ME/B’?(M)) \/q—z \/_ o< 987,  p.co

D’aprés la remarque 1, B; est indépendant de Z; et de F1 — F;. On obtient:
| AC |loo<|| ACT [loo + || ACF [loo + || ACF [lo PO (7)

|ACT(2)| = 98ry 3 | 62 | a(Fy + Fy)
avec § |ACR(t)| = V‘12/P2(| Zy | [vn) | fo () G292 d(F1 - R)|
IACE(2)] = /P2 | o' ($2(BE(u2)))/v/m) A(Fr — Fy) |

Controéle dé AC:

Pour tout ¢ > 0, aprés une intégration par parties, on a:
n A W) (M0 '
ACT(B)] < 98ra {1 (| 62| G2+ GO 1+ [T (C1+G1) 144 ] ds
En utilisant él +G; = él — G + 2G4, on obtient:

G
Vi >0 |ACT(t)] <98rn(2 ] €1 lloo +1n(?)) (sup sup | Gas) =~ Gi(s) | +2)
£>0 »€[0;M (8)] Gi(s)
Finalement, avec 'inégalité (6):
e
K2 €1 llo +In

] loo< n p.co (8)

avec K = 980/w qui convient.

Contréle de ACy:

Posons: Ma(t) )
J(t) =| /0 Gads d(Fy - F) |
Aprés une intégration par parties, pour tout ¢t > 0, on a:

J(t) <| [61(G1 G1)o n(t) | + |/ G1 — G1)(Gy92 + G24h) ds |
(1)

I3 (1)
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Le lemme 8 entraine:
I IT() lo< Bl €1 lloo v/Tn  P-cO

En utilisant I'inégalité (5), on obtient:

| &'

ds ”w) ap | G18)=Cals)

Bl < w = (1 [
195 e < (et o + ez o) I wp sup | LI

< Kyr, p.co
avec K = 14(|| €1 |loo + || €2 |lco)/+/w qui convient.

D’autre part, avec la transformée de Cramer de la gaussienne centrée réduite (lemme 10):

P(|—5__i—| > 2,/Tp) < 2exp(—2logn)

on obtient \/g2/p2 | Z2 | /v/n < 24/rn/w p.co. Finalement:

| ACZ |lo< Krn p.co (9)
avec K = (37 Il €1 |loo +28 || €2 ||co)/w qui convient.
Controle de AC?%:

Par Dégalité en loi £(B3(p2)) = L(B3(1 - p2)) et Vindépendance de B; et de F, on a
L(ACT) = L(AC3™) ou:

M (B3 ) s
*n — \P2\*  rZ2)) - F
AC3™(t) A VD202 Jn d(F1 - F1)
En décomposant Bj(1 — pa(t)) = Bz2(1 — p2(t)) — (1 — p2(t))Ba(1), on obtient:
N xn
| AC5™ [lo<[l ACT Jloo + [| ACs Jleo

c { Acs (1) = (B20)/v/p2) o) 6,2 d(Fy - F)
AG4(t) = MO /pzda(Ba(L - ua)) d(Fy - F))/v/m

Le terme AC':;1 est du méme type que AC%, donc:
| AC? |lo< Krn  p.co (10)

avec K = (37 || €1 |loo +28 || €2 ||oo)/w qui convient.
. zn
Conditionnellement & F, ./nACj est un processus gaussien centré et de variance:
My (t M, (t 7
o2(t) = 2370 Gy(s)V, AV, — [ G1(5) d(Tpeuss(AV)?)

avec V, = [J ¢; d(Fy — Fy)
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et o AV, =V, —V,- désigne le saut du processus V' au point u.

Par la formule d’intégration:

_2/ VedVu— ) (AVL)?

O<u<s
et une intégration par parties, on obtient:
| o2 o<1 2(2) lloo + 11 5 lloo
~ a(t
a3(1) =| [Ga(s)Vl ™|
avec

72(t) =| 2O v2 4(Ga(s)) |

Pour évaluer ces deux termes, on étudie V2. Posons:
€9 I(;'
T6)= [ o a
Pour tout s € [0; My, (t)], une intégration par parties donne:

| Vs |

IN

| [#2(G1 =Gl | +1 [ (G1~Ga)é du

G1(u) - Gi(u) ) 1/2
< su — =11 (2] & vV )+ J(s
(:e]o;z\}i(z)] usel[lol;)s] | VGi(u) ) @lletlle” Vel + T (s))

Avec linégalité (5):

Ve €0 Ma(t)] Vil < l%ﬁ(K\/_¢2(s)+J(s)) p.co

avec K =2 ¢ ”cl,éz qui convient.
On remarque:
J(s) <2 €2 lloo /4/G(s)

I 6,2, o< Krn p.co

On obtient:

avec K = 4 X 142(|| €1 ||oo + || €2 ||loo)?/w qui convient.
En utilisant (a + 5)? < 2(a® + b2), on a:
- Ma(t) M, (1)
V>0 Fi(8) <1 Klfo | 62 | d(—G2)+K2/;

avec K1 =8 x 14% || €1 ||oo /w et K3 = 2 X 142/w qui conviennent.
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On obtient facilement:

Maq(t)
[ 1001 dGa) <21 et oo +1n00)

Une intégration par parties et la relation (12) donnent:

M. (2) 2 2 M..(t)
[ raen <dllali 2 [ Gl At

En remarquant que pour tout s € [0; M,(t)]:

J(s) < In(s)/1/G(s)

Mg (t)
/o Ga | J| 4T < (In(0))?

on obtient:

Finalement,
Vi >0 53(t) < ra (Ks+ Kuln(t) + Ka(In(t))?)  peco

avec K3 = 2K, || €1 ||loo +4K2 || €2 ||% et K4 = 2K, qui conviennent.

En réunissant (11), (13), (14) et en utilisant |ab] < (a® + 4%)/2 on a:

2

[}
I gy lo<rm P

K'=14%(28 || e [I5 +16 || &2 [Go)/w e oo s
avec { K" = 8 x 14% qul conviennent.

(14)

(15)

xn
On pose An(t) = v/nrn(K' + K" (In(t))?)Y/? et pn(t) = An(t)/vIog n. Pour contréler AC,

il suffit de montrer que la probabilité P", avec:

AC

n
1.76
P = P(yA || 502 o2

L ez 75)

est majorée par le terme général d’une série convergente. On a:

P" < P" + P}

{ 2 = P(| 0n/pn w2 1)
P = P(|| vAACs/dn llo2 176/y , || 0n/pn [l 1)

D’aprés (15), PT est majorée par le terme général d’une série convergente:

P <U, avec ZUn<oo
n
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Nous étudions P35 en deux étapes: la premiére pour montrer 1’inégalité a t fixé et la
seconde pour contrdler les oscillations et obtenir ’uniformité en ¢. Il suffit de montrer que

7 est majorée par le terme général d’une série convergente. La majoration obtenue sera
de nouveau utilisée dans la preuve du théoréme 3 et afin de ne pas reprendre deux fois les
calculs, nous montrons le résultat plus fort:

P <V, avec Z VnV, < oo
n

lere étape Controle a t fixé.

Nous posons:

malt) = PP (1 Yoot as, ) 2 s 1)

ot PH1 désigne la probabilité conditionnelle & F;.

. in
Conditionnellement & Fy, /nACg(t)/on(t) est une gaussienne centrée réduite, dont on
connait la transformée de Cramer (lemme 10):

£, VAACH(2), | 232(t)
P "'n(t; 2 Pn(t) )
< 2exp(—2.6logn)

IA

mn(t)

Le résultat ne dépendant pas de la valeur prise par ﬁ'l, on a:

~n
nAC o 2
P VPA% 1508, % s 1] < — (18)
/\n Pn n

2eme étape Uniformité en ¢

Pour tout ¢t > By, on a: n ~n
Acs (t) = ACS (ﬂn)
An(t) Aﬂ(ﬂ"l)

La probabilité a contrdler est majorée:

~n
A .
P?SP( aup (V00005 954 258 oy < 1)

0<t<f,  An(t) Vw Pn

Soit G, tel que F(By,) soit le plus petit multiple de r, qui soit inférieur ou égal & F(8,) (8
peut étre égal a zéro). On découpe l'intervalle |0, 8] en N intervalles disjoints Iy,...,In
tels que:

I =Jtj-1,t]

to=0 tN-1=Fn IN=Fn

F(I;)=r, pourj=1,...,N -1
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OnaF(l;)<r,pourj=1,...,Net N<1/r, <n.

En remarquant de plus:

An(t) > VE'\/nr, > T4 Il €1 lloo Vurn/vw

ou K' était définie en (15), on obtient:

n Aé"(t) 0.133
P} < P((,j:‘g},," ,,?t) | 223+ —= Ve’ Il lloo< 1)
< n{mt?xP(tj)erI?XQ(Ij)} (19)

P(t;) = P(IVAACs (t)] > 2.3An(ts) , | on/pn lleo< 1)

avec
~n ~n
Q(L) = P(supeer; |ACs(85) — ACs(2)] 2 9-842 || €1 [loo a/w)
Le terme P(t;) est majoré en (18):
| P(t;) < 2/n*$ (20)

De maniére immédiate,

sup |84 1) - A&, 1) < sup VERHNBL = 1)) (44 (1

vn
En utilisant £(,/pzB2(1 — uz)) = L(B2(G2)) on obtient:
QL) < QL) + Q2(Z5) (21)

Q1(Z) = P(l| €1 lloo supser, | B2(G2(t))/(VnG(2))] 2|l €1 [loo 1.929/w)

Qa(L;) =P((F + F)(1;) 2 5.1rs)

Le lemme 2 et la remarque 3 entrainent:

avec

Q2(l;) = P((F-F)(I) 2 3.1m)
< exp(-nF(LM(GTS)
< exp(—nrqh(3.1)) < n~28 (22)
D’autre part on a:
sup I By(Gs (t))|_ IBz(Gz(t))—Bz(Gz(tj))l |Bz(Gz(tj))

Ve | < 2RI Ja@pirallogd) VnGalts) |
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La loi des accroissements du mouvement brownien sur un intervalle ne dépend que de la
taille de cet intervalle. Comme la variation de G5 sur tout intervalle est inférieure a celle

de G on a:
Qi(l;) <R+ Ry +Rs

By = P(supyep,,) [ B3(t)] > 19290 (3/ log 3)((log n) /y/))

avec { Ry = P(|Bz(1)| > 1.929c3(3/ log 3)/n)

R3 = P(|B2(1)| > 1.92903/3/(w log 3)1/Tog n)

ou a3 = 0.433, a2 = 0.061, g = 0.506. Les lemmes 10 et 12 entrainent:

Q1(f;) € 4n~%8 4 2 exp(—n/20)
Les relations (21), (22), (23) entrainent:

Q(I;) < 5n7 %8 4+ 2 exp(—n/20)
Les relations (19), (20), (24) entrainent:

P;<Va avec Y y/nVp<oo
n

Les relations (16), (17), (25) entrainent:

~n
nAC 1.76
| Y20 < p.co

,, N
En utilisant Va+b < /a+ \/b on obtient:

xn
AC,
I g, o< peo
K'= (131 € |loo +99 || €2 loo) /0 o 0o
avec { K" = 70/w qui conviennent.
En réunissant (10) et (26):
ACY
” K" + K”In ”00 p.co

avec K" = (168 || €1 ||oo +127 || €2 ||oo)/w qui convient.
En réunissant (7), (8), (9), (27):

AC™

—_— < .
I K; + K1, o< peco
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(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)



avec { Ky = (2165 || €1 [loo +155 || €2 [loo) /w0 qui conviennent.

Ky = 1050w

Etude du terme diagonal: On note:

Ma(t) . .
AD™) = /0 $1(G1 - G1) d(Fy - )
Par la formule d’intégration:
(V)2—2/ V. Vu+ Y (AV,)?
0<u<s

et une intégration par parties, on obtient:
| AD™ |loo<|| ADY [loo + || ADZ [loo + [| ADS [leo

|ADE(t)] = fo “H¢1|deTKAAGA@V)
avec IAD(ﬂF4Wﬁ-Gﬂ%ﬂ"
mﬂﬁﬂﬂk“W&~Gmdml

Le calcul des sauts donne:

> (8G1(w)* = Fy(s)/n

0<u<s
On obtient:

n 1 [Ma(t) A
app) =~ [T 14 aky

(29)

ADY est du méme type que ACT puisque ¢; vérifie les mémes hypothéses que ¢;. Donc:

I AD?
K(2 | €1]loo +1n

avec K = 14/w qui convient.

) loo< 7 p.co

Avec l'inégalité (5) on obtient facilement:

|| ADZ “005 2K ” €1 ”oo n p.co

)X

loo< K ry p.co

avec K = 14%/w qui convient.

En réunissant (29), (30), (31):

AD"
= l.<
I K, + K1, lloo < n

avec Ky =420 || €; ||oo /w et K5 = 210/w qui conviennent.

p.co
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3.3.2 Preuve du théoréme 3

Cette preuve est essentiellement la méme que celle du théoréme 2. Nous ne reprenons
que le passage ou les hypothéses Ay', Aj', Ag' ne permettent pas une généralisation
immeédiate. (preuve du théoréme 2 - Etude de A™ - Etude du terme croisé- Contrdle de
ACY)

Nous adaptons la preuve du théoréme 2 et nous considérons le processus:

zn Ma(t) -
AC (0 = ([ VEra(e,0)(Ba(1 - wa(e))d (B~ F)())/VA

- xn
Conditionnellement & Fy, (y/nACs(t,0))(s,6) est un processus gaussien centré dont la vari-
ance o2(t, ) vérifie une relation analogue & la relation (15):

o2(t,9)
SR 3R (C) + B7(C)nt(1 + log(1/C ), log m))? ~

{ K'(C) = 14%(28 || €1(C) ||2, +16 || e2(C) |I2,) /e
K"(C) =8 x 14% || e2(C) |I%, x(1 +logw™)?/w

*n  Pp.co (33)

qui conviennent.

Notons:
p(t, C) = v/ral K'(C) + K"(C)(inf (1 + log(1/G(#)), log n))*]*/*
/\n(ta C) = Vlogn pﬂ(ta C)
Afin d’obtenir une majoration de
sup sup I\/EAé’:(t,ﬂ)/z\,.(t, 9]
6eC t>0

nous controlons la probabilité:

n
. VAACs(t,0), _ 1.76 + B(C)
P*=P >

Gupenrl 550 12 Ve )

ou B(C) est une constante qui sera identifiée par la suite. De maniére immédiate:
P*< PI'+ P} (34)
Py = P(supyec SUP;>0 0n(t, 0)/pa(t, C) 2 1)

avec Ln
7 = P(supsec supiso [VAVAAGS (00,8)/An(t,C)| 2 (176 + B(C))/ya
SUPgec 8UPss0 On(t, 0)/pn(t,C) < 1)
D’aprés (33), PJ* est majorée par le terme général d’une série convergente:

P} <U, avec » U,<oo (35)
n
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Pour contréler P}, nous discrétisons le parameétre 8 sur la grille: §; < 8; < ... < 0y avec
0;+1 — 0; = \/T. Notons |C| la taille du compact C. On a:

C 1 n
P < 1L max(pr + Q) (36)
avec:

i JRAG, (t,61), _ 1.76 oa(t,0) _
P, = P > ———=<1

k (sup| An(t,C) |2 Va ’ 92‘3330 pn(t ) = )

~n
n \/E(ACS (t,ﬂ) - ACS (ts 0’6)) B(C)
= P >

% = Plwp sw | 3n6,0) 275

Le terme P* a été contrdlé dans la preuve du lemme 15. D’aprés la relation (25):

PP <V, avec Z\/;LV,, ) (37)
n

Pour contréler Q%, nous remarquons tout d’abord:

An(t,C)/vV/n 2 1y [ K'(C) 2 T4 ]| €1(C) lloo /v

puis nous contrélons les oscillations:

~n -n
sup sup |ACy(t,0) — ACs (2, 0k)] <
t>0 06]0,;,0,:.,.1]

2\/;.:stl>lg l\/i;(BZ(l — u2(t))) |¢2(3,9) - ¢2(s,0’)|

X sup  sup
Vvn | s€[0:Bn] 0,0'€C; 00" 6—o

L’hypothése A/ et la relation G(8,) > 2wry entrainent alors:

Q7 < P(sup V222U

t>0 vn

ot A(C) est la constante de ’hypothése A;. En utilisant alors ’égalité en loi:

L(aup |VFa(Ba(1 - pa())) = Lsup |Ba(G2(1))

B(C)

m(t)))| > T4\/ry || €1(C) lloo A(C))

on obtient:
n B(C)
Q% < P(|B2(1)| + sup [B3(s)| 2 T4y/Fr || €1(C) lloo X 725 X /1)
s€[0.1] A(C)
En choisissant B(C) > 3A(C)/(74 || €1(C) |lco), les lemmes 10 et 11 entrainent:
Qk < 4/n (38)
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Les relations (36), (37), (38) entrainent:
P} <V, avec ZV,, < oo (39)
n

Les relations (34), (35), (39) entrainent:

\/;:Aé;’(t,o)l . 176+ B(C)
T e

sup su
96? t>10)l An(t,C)

En utilisant va + b < v/a + v/b on obtient:
supsup| ACy(t,0)
set >0 K'(C) + K"(C)inf(1 + log(1/G (%)), log n)

avec { K'(C) = (176 + B(C))(75 || €1(C) [loo +56 || €2(C) lloo) /w
K"(C) = 198(1.76 + B(C)) || €2(C) lloo (logw™)/w

p.co

|<rpn p.co
qui conviennent.

4 Application a la comparaison des temps de survie entre
deux populations

Avec les notations de la section 2 et en particulier de la section 1.2 (Cas des statistiques
de rang) les statistiques utilisées lors des tests de comparaison des temps de survie entre
les deux populations sont de la forme:

A 1& ny;0
S(t,0)==> i 1(X: <t (5-——'—)
(;) ngatdt ( i S ) § 10 + Nz
ol 6 > 0 est un parameétre, t €]0;00] est le temps auquel on arréte les observations et
(cu)?, sont des pondérations. On rappelle que g est le vrai paramétre de la loi.
Lorsque o; = 1; 1 =1,...,n, la statistique obtenue est égale au gradient divisé par n du
logarithme de la vraisemblance de Cox au point log(f). Elle s’écrit:

- 1 n n1-0
$i(t,0) = = -1X~$t(5-——'—-—)
N ] (e
Cette statistique peut étre utilisée pour tester "fp = 6”.
La statistique du logrank est un cas particulier de la précédente: S2(t) = S;(¢,1) et peut
étre utilisée pour tester 1’égalité des deux parameétres, soit *0y = 1”.
Pour la statistique de Gehan, on prend & = 1 et comme pondérations:
Nyt ng
n

On obtient:

&s(t) = %idil(xi <) (5iﬂ2i - ('11— 5.')"1;)
1=1

Cette statistique peut également étre utilisée pour tester 6y = 1”.
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4.1 Propriété martingale

Afin d’approcher les variances de ces statistiques, on emploie un argument martingale.
On note T(Y) la tribu engendrée par la variable :léatoire Y et n;, nz les cardinaux
(aléatoires) de la premiére et de la seconde population:

nI:Z&' ng=—n-—n;
i=1
Soient X;;k = 1,...,n les observations classées:

~

Xi<...<Xe<...<Xp
et I (k) lantirang de la k™€ observation:
X1ty = X
On note: . .
dy=dyx) Oe=061() O =or)
Lemme 13 La variable S(t,00) est la variable terminale de la martingale Ty, adaptée:
k
My =Y (8;d;81%; <t) - B (8;d;5;1%; < 1)
J=1
avee Teer = To (Tpy U T(d, L(Za < M)))
To = T(n1,n2)

ot
T, =T, 6, L(Xj<t);1<j<k-1)

Preuve du lemme 13: Avec les notations de la section 1.2, les ensembles des individus a
risque dans la premiére et dans la seconde population peuvent se récrire:

Ry ={I(3); 2k §=1}

RE={I(); 2> k; 6;=0}
On rappelle card(R}) = ny et card(R2) = ngp. Il suffit de calculer € avec:

£ = E;r:"l(&k&'kgk 1()?,, < t))

On note: . B _
Pr=P@l=1/TonTi n{d=}n{l(X<t)=1})

En utilisant les propriétés de ’espérance conditionnelle, on a:
§ = &kc‘ikl(}?k < t)E;}—l(gk)
= &kgkl(}?k <t)P;
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Soit § I’ensemble de tous les événements possibles de To N 7" ;. Alors:

P,=3 P =1}n{d=1}n{l(X <t)=1}ns)
& PHd=un{l(Xe<t)=1}ns)

On note:
Pi=P{s=1}n{de=1}n{l(X: <t)=1}ns)
P =P8 =0}n{dy =1} n{L(X:; <t) =1}n3s)
On obtient: pi
Pk = SEZS f”]é_-{—kles (40)

Avec les notations de la section 2, on a:

P(X€la,b],6=1,d=1)=6P6=1)[°C1S; dt
P(X€la,b],6=1)=P(6= 1)[C151]2

P(X €la,b],6=0,d=1)=P(§ =0) [ C;S, dt
P(X € [a,b],, 6§ =0) =P(6 = 0)[C2S5,];

On peut alors calculer les probabilités P} et PZ:

e Si n1k=0a.lorsP,1¢=0
Si ny; > 1 alors:

t
Pl = goCriy! / 0 / dty... dtes [ (@101S)™ (aaCaS)™ dt
k—1

e Si n2k=Oa.lorsPi=0
Si ngx > 1 alors:

t
Pi = Cgik_lj D/ dty... dtk..l‘/; (alc'lSl)"“‘(azczSz)"”‘ dt
k—1

ol aj = P(§ = 1), a; = P(§ = 0) et ol O représente I’événement s.
En reportant dans (40), on obtient:

Oon
P, = onik
Bonik + nak

Conséquence du lemme 13

On peut écrire:

N 12
S(t,00) = ;ZEj
i=1
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avec & = &jtijgj(]..ij <t)- Eo’ Y(&; Jg 1)?_, <t)

On considére la variable aléatoire ['2(t, §):

I2(t,80) = - ZvarTJ“(g,
]—-—1
_ Iy __Bomuinai _
- Zl dt]'(Xl < t) (00"'1{ i n2i)2
On a ) X
an (P2 (t’ 00)) = Varao (\/ES(t, 00)) (41)

4.2 Statistique de Gehan
On définit la variable I'3(t):

f2(t) = Z a1 <o)t fii 2

Theoreme 4 1. Sous 0, on peut construire une suite (wg(t,00))n de processus gaussiens
centrés et de variance o2(t,00) tels que pour tout t positif:

.§3 (t) = ms(t,60) + ws\(/_oo) + pu(t, 00) (42)
avec: Iog n

sup |pn(t,00)] < K p.co
>0

ott K = K(fo,w) est une constante et:
t
ma(t,60) = P(6 = 0)P(§ = 1)(60 — 1) /0 C151C2S, ds
sup o(t,0p) < K'
£>0

ot K' = K'(fp,w) est une constante.

Sous U’hypothése 6o =1 on a:
0'§ (t’ 1) = Varoo=1(w1?(t’ 00))

=P(E=0P(=1) [ OSSP = 1)C1S + P(6 = 0)C3Sy] ds (43)
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2. Sous fp, on peut construire une suite (v5(t,00)), de processus gaussiens centrés et de
variance t2(t,00) tels que pour tout t positif:

A vz (t, 6 -
£3) = 86, 00) + 028 15,00 (44)
avec: 1
— logn
sup |pn(t,00)| < K 281 p.co
t>0 n

ot K = K(fp,w) est une constante et:
t
+E(t,00) = P(6 = 0)P(5 = 1) / C151C252[06P (6 = 1)C1S1 + P(5 = 0)C3Sy] ds
0
sup 2 (t,00) < K'
>0

ot K' = K'(,w) est une constante.

8. Sous ’hypothése 8y = 1, pour tout t positif on a:

S's(t) _ wg(t, 1)

Ts(t) os(t,1)y/n

+ Palt) (45)

avec: |
- = logn
lo3(t, 1)n(t)| < & =2

p.co

ot K = K(f,w) est une constante ne dépendant pas de t.

Formulons quelques commentaires. Tout d’abord, les processus gaussiens w§(t,8) et
v§(t,80) possédent la propriété suivante:

sup |wg(¢,00)| < AVlegn  p.co (46)
£>0
sup |v3(t,00)] < A'Vlogn  p.co (47)
£>0

oll A= A(fo) et A' = A'(fo) sont des constantes.

Nous n’avons pas explicité les variances de ces processus. Néammoins, il est possible de
les calculer. Par exemple, on peut exprimer o2(t,0p) comme une somme d’intégrales en
calculant la variance de w§(t, ) sous 8y dans ’expression (54).

La preuve de ce théoréme se trouve dans la section 4.4.
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4.3 Gradient du logarithme de la vraisemblance de Cox et statistique
du logrank

On définit la variable I'2(t, 4):

A 13 Onying;
2t,0)= =Y il (X < t) —2TH _
I%(t,6) - d.].(X. <t) CET™E

=1

Theoreme 5 1. Sous g, on peut construire une suite (wf(t,0,00))n de processus gaussiens
centrés et de variance o2(t,0,00) tels que pour tout t positif et pour tout compact C de R*:

n w?(t,0,0
S1(t,0) = my(t,0,00) + -—1(—\’/-—,!—@ + pn(t,0,00) (48)
avec: (£,0, 00) 1
Pn\t,V, Vo og n
sup sup |- <K .co
ae? t>§ |mf(l + log(1/G(t)),log n)l n P
ot K = K(C,0p,w) est une constante et:
C15:1C2S;

my(t,0,00) = P(§ = 0)P(6 = 1)(6o — 9) /0‘ 0P (6 = 1)C151+ P(6 = 0)C: S, ds

supsup o2 (t,0,6,) < K'
9eC t>0

ot K' = K'(C,00,w) est une constante.

Sous l’hypothése 8 = 0, on a:

a‘%(t,a,G) = Vara(,:a(w?(t,a,oo))
¢ 0C151C2 S
0 OP(6 = 1)0131 +P(5 = O)Czsz

P(5=0)P(5 =1) ds

2. Sous o, on peut construire une suite de processus gaussiens (v}(t,0,00))n centrés et de
variance 72(t,0,00) tels que pour tout t positif et pour tout compact C de R*:

\ v}(t,0,0 .
avec: ) (t 0 o ) l
p” 3V 0 _ ogn
< - .
?elgstl;glinf(l +1og(1/G(2))),log n)' <K o p.co

ot K = K(C,0p,w) est une constante et:

t C15,C2S {00P(5 = 1)0151 +P(5 = 0)0252}
24,0, 0 =P6=0P6=1/ 151252
71( o) ( ) ( ) 0 {0P(5 = 1)0151 +P(5 = 0)0232}2 ds
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supsup 7 (t,8,6) < K’
6ec t>0

ot K' = K'(C,0p,w) est une constante.
3. Sous U’hypothése 8y = 8, pour tout t positif et pour tout compact C de Rt on a:

51(t,0)  wp(t,9,6)

= = +p,(t,0
Ii(t,0)  out,6,0n " &9)
avec: 2(2.0,0)5,(t.0) :
91 t,0, Pnlt, = 10g N
< .
32? |inf(l -f-log(l/G(t)),logn)l <K n p.co

ot K = I-?(C,w) est une constante ne dépendant pas de t.

Les commentaires du théoréme 4 sont encore valables: pour tout compact C de R, les
processus gaussiens wi(¢,0o) et v} (t,00) possédent la propriété:

supsup |w(t,0,60)] < AVlegn  p.co
6eC t>0

(50)

supsup |v]}(¢,0,60)] < A'Vlogn  p.co
8eC >0

ol A = A(C,0p) et A' = A'(C,80) sont des constantes.

De plus, il est possible d’expliciter les variances de ces processus, par exemple on peut
exprimer a3(t,6,60p) comme une somme d’intégrales en calculant la variance de w(t, 8, fo)
sous 0y dans I’expression (87).

Theoreme 6 L’approrimation gaussienne de la statistiqgue du logrank s’obtient en rem-
placant § par 1 dans le théoréme 5.

La preuve du théoréme 5 se trouve dans la section 4.4.

4.4 Preuve des théorémes 4 et 5

Preuve du théorédme 4
On note:

éA:'él"‘éz éB=é3+é4
Ga=G1+G2 Gp=G3+ Gy
On écrit S3(t) sous forme intégrale:

-~ t A A t ~ A
S3(t) =/ Gp dF; —/ Gy dFs
0 0
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Nous utilisons la méthode décrite dans la section 3. Dans la décomposition (2) on trouve:

¢;=1 57=12,3,4 et u,=0
Les conditions A1, Ag, Ag sont vérifiées avec:

e1=G et €=0
En développant la statistique comme en (4) on obtient:
| Rz |=| B3 |=0, In=0

D’aprés le théoreme 2:

| B lloo + [ A" [loo< K1ra  Pico

ce qui entraine:

) b(., 0
H 5'3(.) - ms(.,oo) - %__r-z—gl “ooS Kirn p-co (51)
avec: ¢
ma(t,80) = P(§ = 0)P(6 = 1)(60 — 1) / C15:1C2S; ds
0
et:

ds(t,00) = I(Fi— Fi;i=1,2,3,4,G;—Gj;5=1,2,3,4)
= [Ot Vi(Fs — F5) dGa - /Ot Ja(f - Fy) dGp
- /ot Vn(Ga— Ga) dFs + /: vn(Gp — Gg) dFy
D’aprés le théoréme 1, on a simultanément:

o VB T E g
| B — F; Jn F\/_”w<61,,

R P; (B3 (1 /
HGJ-—GJ-—[—J—\—/%LJ—))— q, J\/_Hoo<98rn p.co

p.co

(52)

Et finalement:
ws(.,00) wi(, 00)

ol w3 (t,00) est le processus gaussien obtenu en remplacant dans ’expression de Ws(t, 6o)
les sous ponts empiriques par les processus gaussiens associés:

Wi (t.00) = T(YPB) () _ Zi  P(Bi)°(mi) 4, Z
.6} =1 vn p'F\/rT Jn \/;G, \/%) (54)

lloo< K2rn  peco (53)
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i=1,2,3,4 j=1,234
On en déduit: %(.,60)
- wi(.,
|| Ss(.) — ms(.,00) — i—"“o— lo< Ksrn  p.co

v

Remarque: la dépendance en n de la variable wj(t,0p) provient de la remarque 2 du
théoréme 1.

La variance du processus w§(t,fo) est difficilement calculable. Néammoins,

|E(vPi(B] (1)) — vPigiviZi)(/Pi (B] (1)) — /P5av;Z;)| < 2 (55)

U;E{[J,‘,l—'ﬂ,‘} ) Vje{ujal—#j}

On en déduit:
sup a3(t,80) < oo
>0

L’assertion (42) est démontrée. Le lemme 8 et la relation (53) entrainent immédiatement:

I w—?(j—:i) llo< A(60)\/Tn  Pp.coO

ce qui prouve la relation (46).

On écrit I'3(t) sous forme intégrale:
OBy “GpGa d(Fy + By)

La méthode décrite dans la section 3 permet également d’étudier ce processus. On
décompose GpG 4 — G 4G p suivant (2):

GBG4 —GaGp =Ga(Gp - GB)Gp(Ga—Ga)+(Ga— GA)(éB - GB)
On obtient:

$1=0¢2=Gp ¢3=¢4=GCGa un=(Ga—G4)(Gs-GCp)

Les conditions Ay, Ag, Ag sont vérifiées avec:

&1 = max(GAG,GpG) et & =max(|Gy |G/ |G |,|G5|G? |G
Nous développons alors la statistique comme en (4). En remarquant:

o0
||1,.||°°_<_/; 1G'| G ds < 1/2

le théoréme 2 entraine:

| BT lloo + | A" lo< K1rn  p.co
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Il reste a contrdler R} et Ry avec:
Ma(t) . R A
(B3@ 1= [ 1(Ga=Ga)Es ~Ga)| dby

B 1= [

n

o | (G4 — Ga)(Gp —GB)| dFy

(les termes en 17’3 et F3 sont du méme type)
D’aprés le lemme 8, on a immédiatement || R} ||o< 7ry p.co. Sit < By alors |RE(t)| =0,
dans le cas contraire: o

| R2(2) |< 4 /ﬂ dF, < 11r,

On conclut comme précédemment et I’on obtient ’assertion (44) et la relation (47).

Les inégalités suivantes sont des conséquences de (42) et de (44):

| Eeo (85(.)) — ms(.,00) lloo< K1rn (56)
|| Varg, ((v/nSs(.)) — 02(-,60) |lo— 0  quand n —'co (57)
1B L5() = 43(00) lloo< Karn (58)
Preuve de (56), (57), (58)
Soit A,, I’événement:
wg(.

,0
_"TO) llo> Krn}

vn

ol K est la constante de (42) et soit A, I’événement complémentaire. D’aprés (42):

An = {|| 85() — ms(.,60) -

nP(A,) =0 quand n — oo (59)

Posons:
o*(6o) = supa(t,bo)
>0

Les inégalités suivantes sont des propriétés immédiates des variables gaussiennes et de
P’inégalité (59):

E <| wss,H %) | 1 A") < —I%P(An)‘/logl—.‘,—(%s <K vn‘;’ﬁ" (60)
ws(t,00) \* K'(* (60))*
E ((*7;;“—) 1,,") —n

IN

1
n
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ou K est une constante ne dépendant pas de .
En utilisant le résultat (42) et les majorations:

I 85 [loos 1
H ms(.,ao) ”ooS p.(go) = (1 + 00)P(5 = 0)P(5 = 1) fooo Clslczsz ds

on obtient:

| Eau(85(0) ~ ms(t,00) | < Eaoll $5(6) = ma(t,00) - E00) (1, 1+ 15

\/—
< Krnt (14 u(00)P(4n) + B (B0 1, )

Les inégalités (59) et (60) entrainent:
|Eo, (Ss(t)) — ms(t,60)] < Krn
ou K ne dépend pas de ¢, soit:

|| Ego(S3(.)) — ms(,80) llo< Krn

L’inégalité (56) est démontrée, 'inégalité (58) s’obtient par les mémes arguments.
Une conséquence directe de (42) et (56) est:

1550~ Ea($5() — o) o Ky pco (62

Pour démontrer (57), nous décomposons:

| Var(v/n3s(t)) - a3(t, 60) |< T{* + T7 (63)
avec:
TP = B | $5(0) - BaSr) - Eo p
I N COYE TR A .“.’é%’ﬂl I
Remarquons:

| Boo(Ss)) llo< 1
Soit A,, I’événement:

wg(.

A= {11 350) - Ea(a() - o2 > K}
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ot K est la constante de (62) et soit A, ’événement complémentaire. Les relations (59),
(60) et (61) sont encore vraies et avec les mémes arguments que dans la preuve de I'inégalité
(56) on obtient:

1y < nl(kr) + 22(40) + B (B02) L,

Les relations (59) et (61) entrainent:
T —0 quand n — oo (64)

De méme,

17 < e, (00 4 2, (BT 1, )+ 2y ((E0) 1,

La relation évidente :

| o (22200 < 2 ()

Vn Vn
et les inégalités (60), (61) entrainent:
TP < K 1?%; (65)
ol K ne dépend pas de t, soit en réunissant (63), (64), (65):
|| Var(v/nSs()) - 03(.,60) llo— 0 quand n— oo
a

Lorsque 8y = 1, 1’égalité (41) entraine:

I 0 -3 lleo < 119305 1) = Eao=1(T3()) llo
+ || Varg=1((vnSs(.)) — a3(,00) lleo

D’aprés (57) et (58) le membre de droite tend vers 0 quand n — co. Le membre de gauche
ne dépendant pas de n, on en déduit:

13(t,1) = 03(¢,1)

L’égalité (43) est démontrée.

Il reste & prouver la troisiéme partie du théoréme 4. Par hypothése on prend 8y = 1.
Rappelons:
mg (t, 1) =0

o3(t,1) = 7(t,1)
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On note T, le terme devant étre controlé:

és(t) _ wg(t: 1)

Ta(t) =| =
n() =] Ts(t) osl(t, 1)\/51
La relation (42) devient:
X n(t, 1
18s(t) — ;"’i\(/—a-—)| < Kirn  p.co (66)
Avec la relation (44) et le lemme 10 on obtient:
. . vg(t, 1 vg(t,1
830 - oken)| < 1730 - ode,n) - E0 4 HOA),
< Kirn+ 2(51:p 3(t,1))/rn  Pp.co
< Kz, peco (67)

Les inégalités (66), (67) et de nouveau le lemme 10 entrainent:

1 a o wi(t1) wg(t,1) P2(4) — o
T < gl - E0 ) HEI 130 - e )

Ksry,
f‘3(t)0‘3(t, 1)
ou K3 est une constante qui ne dépend pas de t.

La relation (67), le fait qu’a t fixé il existe n tel que o2(t,1)/2 > Karp, ol K est la
constante de (67) et I’inégalité:

< p.co

t,1)

A ol(t,1 o ol
p(3e) < 2EY) <p(i3e) - o3, 1) > 2L
entrainent: 9
ORI
ce qui achéve la preuve du théoréme 4.
Preuve du théoréme 5
On note:
. Ga s Ga
47 984 +Cp " 0G4 +GCs
Hy = Ga __Gg
AT 9GA+Gp BT 0GA+Gp

ou G A, G B, Ga, Gp sont les mémes que dans la preuve du théoréme 4. On écrit §1(t,0)
sous forme intégrale:

Sl(t,0)=/0 s dFl—O/O A4 dfs
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Nous appliquons la méthode décrite dans la section 3 au terme fg Hp dFy (Pautre terme
étant du méme type). Pour obtenir le développement (4), on linéarise Hp — Hp suivant

(2):
A ~ Gp—Gp ~ Ga—Ga
Hg—-—Hg = §Hy——F —0H
B B AHGA+GB BOGA-I-GB
Gp -Gp Ga-Ga
= 0H
bHase 76 'PPiG,5Gp T U
avec:
A éB—GB A éA—GA
. = - - 68
“ 6(Ha HA)()GA+G 6(Hs HB)BGA+G (68)
2
A Gp —Gp 24 Ga—Gy
= —-0H —-0*“H
4 <0GA+GB) B (0GA+GB
- 69
01— 0)Hallp (HGA+GB) (BGA+GB) (69)
On trouve:

¢1 = ¢2 = —0Gp/(0G4 + Gp)*
¢s = ¢4 = 0G4/(0G 4 + GB)?

On vérifie || €1(C) |lo< supgec max(8,1/8) , || €2(C) ||o< 3supgec max(62,1/62) et les
conditions A, A}, A} sont satisfaites. La condition A/ est également satisfaite avec
A(C) = supyec max(1,1/8). On développe alors la statistique comme en (4). Pour tout
compact C de R¥, le théoréme 3 entraine:

R}(t,0) + A™(t,0)
< .
i i |inf(1 + log(1/G (1)), log n)l <K(C)rn  peco (70)

ol K(C) est une constante qui dépend du compact C.

Remarque: Toutes les constantes considérées dépendent de w aussi nous ne le précisons
plus.

Il reste & contrdler R} et Rg.

Controle de RY

En utilisant ’égalité (69), || 0H4 |lco, || HB |l < 1 ainsi que les relations | ab |< (a%+52)/2
et (a — b)% < a® + b? on obtient:

M (t) G“A -Gy 2 G-¢ o,
Vt>0 n < —_— _—
>0 | REwO)IS Ka(0) [ [(oc,, )+ erer ) 148

ol K1(f) est une constante dépendant continiiment de 4.
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En utilisant G4 + Gg > G/A(8) < G4/A(6) od A(8) = max(1,1/8), pour tout ¢ positif

on a:

"0 (Ga-Ga\® . 4 "0 (G-6\" | .
mpea s o[ (S4594) e+ [T (S28) e

ou K3(0) = K1(8)A(0). Les deux termes du membre de droite se contrdlent de la méme
facon.

Soit ¥ € {G4,G} et les suites (atn)n, (@n)n définies par:

‘I’(an)"—'(37"n)/log3 ol 7w = { pPA=p1tp2 siV=Gy (72)

1 siv=G

Qn(t) = min(ap,t)

On étudie I'intégrale J"(t) avec:

A0 (& -w\? .
() = /OM (‘I'G—‘I’) d(F)
< | IT@)+IF(E)  siQn(t) < Mq(2)
= J3(t) si Qn(t) = My(t)
| () = (20 (L2)" 48

70 = 1359 (%2)" a(-9)-

Le terme J7* se contrdle avec le lemme 9 et une intégration par parties. Pour tout ¢ positif

on a:
N 2 R
Jn(t < |su su r-¥ su su -9
) (‘>g 36[0;020)] | V¥ ) (t>§ ae[o;qr,:(:)] | v | )
1
X(2 + log(———— 73
On obtient : 0 .
1\ _
” 2+ log(l/G(Mﬂ(_))) ”ooS Kory p-co

avec Kz = 14? x 9/w? qui convient.

En utilisant la relation (a + 5)? < 2(a® + %) et le fait que Qu(t) < Mp,(t) entraine

Qn(t) = an, on a: ,
| I3 lloo< 2 (E’—(fl‘—)) + 1} ¥(an)

G(Bn)

104



De méme que dans la preuve du lemme 10:
P(| ¥(an) — ¥(an) |> 3rs) < 2exp(—1.24logn)

Finalement,
74r,,

| I lloo < p-co (74)
Soit, en réunissant (73) et (74):
Jﬂ
<
I inf(1 + log(1/G),log n) oo K

p.co (75)

ou K est une constante ne dépendant pas de 6.

Les relations (71) et (75) entrainent que pour tout compact C de R*:

R3(t,6) ~
SR P | T Tog(1/G(D) g ) = K(©)ra P (7€)

ol K(C) est une constante dépendant du compact C.

Controle de RZ

En utilisant P’égalité (68), || 0HA |lco, || 9HA lloos || HB lloos || HB |lo< 1 ainsi que la
relation | a — b |<| a |+ | b|, on obtient:

I un(s’o) ls Kl(g) [I G(s) - G(S) | + l GA(s) - GA(s) l]

0G4(s) + GB(s) 0GA(s) + Gg(s)
ol K(6) est une constante dépendant continiiment de 4.

On obtient:

l un(s,ﬁ) |S Kz(e) [| G(S)G-(_S)G(S) l + l GA(sG);(SA(s) I]

et pour tout ¢ positif:

ou K3(0) = K1(f) max(1,1/8) dépend continiiment de 4.

Les deux termes du membre de droite se contrdlent de la méme fagon. Soit ¥ € {G4,G}.
On remarque que S, > t entraine Rf = 0 donc le terme a étudier est majoré par:

0 \J—
J":/ |‘I’—‘I"I’IdFl
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Soit (an)n la suite définie en (72). On obtient:

ﬁ<{n+w si an > fn

J; si anp < ﬂn
fﬂn l \I' v I dF
avec
=2 1 54| d(-9)
Le lemme 9 entraine:
Ji < (sup ]————I)/ dFm
s€[0;an)

< 25rp/w  p.co

On décompose le terme J3':

oo
P < g +/ d(~¥) < I3 + (3ra/log 3)
Qn
avec: .
o ¥
no [ 2 (v
B=["gd-w
or¥(t)=(r, LeX; > t)/navec g, =1si U=G et =6 si ¥ = G4. Donc
j{:‘z
t—l

b ].E,'X.' >t
avec Z; = . ——W d(-¥(t)

Comme P(¢;X; > t) = ¥(t), on obtient E(Z;) = 3nr,/log3, ce qui entraine:
P(J3 > Kr,) < exp(—nh(Kry))
ol h est la transformée de Cramer de Z;:

h(a) = sn:p{as — log E[exp(sZ;)]}

On minore la fonction h:

Z - /s.-x.-Va.. d(-9) =log< Y(ay) )

an v U(e:X; vV an)
Elexp(sZ)] = P(&Xi < an)+E [(E(S"‘)’}—))) 1ex; > a,,]

1- e+ [ (ﬁt)) a-9) (e
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Le changement de variable u = ¥(t) entraine:

Elexp(s2:)] = { L+ (of(1 - o))/ logZ) sie <1

En reportant cette égalité dans (81) avec log(1+ z) < z, on a:

s 3r
h(Kr,) > Krps — i }
(Kra) 2 i‘ég’{ Tn? 1-slog3

On prend K = 8 et s = 0.5 et on reporte dans (80) pour obtenir:
J; <8,  p.co (82)
En réunissant (78), (79),(82) on a:
J" <31rpfw  p.co (83)
Les relations (77) et (83) entrainent que pour tout compact C de R*:

supsup |R§(t,0)] < K(C)ra  p.co (84)
#eC t>0

ott K(C) est une constante dépendant du compact C. Les relations (70), (76) et (84)
entrainent que pour tout compact C de R*:

A"(t,0) + Ri(,9) + R3(¢,0) + Rg

(t,0)| < K(C)rn pco

supsup| inf(1 + log(1/G (2)),log )
Finalement:
S’I(t,a) —my(t,0,00) — (tf}l_(t,o,ao)/\/ﬁ)
: <K . 85
SRR | R + log(1/G ) logm) S KO peo (89)

avec:

t C151C2S2
= = &= -
ma(t,0,00) = P(5 = 0)P(5 = 1)(do 49)/0 =05 P =05

et
01(t,0,00) = J(Fi-F;;i=1,2,3,4,G; -G;;5=1,2,3,4)
t . t .
- / Jr(Fs — Fs) d(0Hy) — / Va(Fy — 1) d(0Hz)

Ga(Gp —GB) — Gp(Ga—Ga)
+0 / [ oo d(Fy + Fy)
D’aprés (52):
wi(t,0,00)  (t,0,060)
- <K .
3lellc>§gg| 7 7 | < K(C)rn  p.co (86)
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ol K(C) est une constante dépendant du compact C et od wf(t,0,6p) est le processus
gaussien obtenu en remplagant dans I’expression de ,(t,8, 6p) les sous ponts empiriques
par les processus gaussiens associés:

wh _ L VPBYW) @ Zi VPIBI(w) e, Zi
1(t,9,00)-—~70( \/ﬁ p.‘F'\/r—l’ \/17 \/;EGJ\/%) (87)

i=1,2,3,4 j=1,23,4

Remarque: La dépendance en n de la variable w}(t,8,00) provient de la remarque 2 du
théoréme 1.

L’argument déja utilisé (55) entraine:

supsup o (t,0,60) < K(C) (88)
deC t>0

oi K(C) est une constante dépendant du compact C. Les relations (85), (86) et (88)
démontrent 1’assertion (48). On obtient la relation (50) & partir du lemme 8 et de la
relation (86).

On écrit I'2(¢,6) sous forme intégrale:
A t A~ A A A
19(2,6) = [ 6Aap d(Fy+ By)
0

Lors de I’étude de S (t,9), on a obtenu:

Hp— Hp=¢P(Ga—Ga)+¢2(Gp - GB) + u}
Hy— Hy=¢(Ga—Ga) + ¢4(Gp — GB) + u}
avec.

2 = —0Gp/(0GA+GB)? ¢% =0G4/(6G4+ Gp)?
¢A=GB/(0GA+GB)2 ¢§‘=—GA/(0GA+GB)2

On pose:
$1=¢2 = Had? + Hpéf
¢3 = ¢s = Had? + HB¢‘?: X
u, = Hqu} + Hpu'y + (Hs — Hy)(Hp — Hp)

On linéarise H,Hpg — H4 Hp suivant (2) pour obtenir la décomposition (4):

AuAp - HyHp = Hs(Hp— Hp)+ Hp(Ha— Ha)+ (Ha — Ha)(Hp — Hp)
= ¢1(Ga—Ga)+¢3(Gp—Gp)+u"
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Soit A{f) = max(1,1/8). On a:

supmax(|Ha(t,0)|, | Hp(t, 0)]) < A(6)

f‘i‘Sma"('dgA( f) x g((?)' 1222 (1,6) x g:((?)l) 267(0)
supmax(ldHA(t o1, 142 . 0)) < @)

(89)

(%0)

(91)

Avec (89), (90), (91) et les majorations déja obtenues lors de ’étude de Sy (t,8) pour les

expressions:

supsup _max G|, ge;
oelc)t>g celaB }(|¢1 |, 145 GI)

“‘1( ) x Gz(t)|,|d¢3( 60)x £

supsup max (| 10 0]

sec t>0 C€{A,B}

sup su (I (t 0) x G(¢)l I (t 8) x G(2)])

seC t>0 CE(A B}
on trouve:
|| €1(C) llo< 2supmax(8,8~2)
geC
| €2(C) |loo< 10 sup max(62,673)
6eC

A(C) = 4supmax(4,0~3%)
fecC

et les conditions A}, A}, A%, A) sont satisfaites.

(92)
(93)

(94)

On développe alors la statistique comme en (4). L’ inégalité du type (70) est encore

valable. Il reste a contrdler R;™ et R3™ avec:
BRSRURRP RMSETRD
([ R"(2,0) = [ | Hyup + Hpua | dFy

Ry = [0 | (B4 - Ha)(Bp - Hp) | dFy
ou
Ry = [yg.1) | Haup + Hpua | dFy

R{" = [y | (Ha— Ha)(Hp - Hp) | dFy

\

(Les termes en Fs3 et Fs sont du méme type)

Comme sup,,omax(H4(t,8), Ha(t,9), Hp(t,0), Hp(t,0)) < A(9), les termes R,™ et R4"
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se contrélent comme les termes R} et R lors de 1’étude de S1(¢,0). Posons A(C) =
supgec max(1,671). On a immédiatement:

sup sup R{™(t,0) < 4A(C)G1(Bn) < 11X(C)rp,  p.co
éecC

En utilisant les égalités:

I:JB — Hpg = 0{&4(?3 - GB) —Aﬁggé,g - GA)]/(BGA +GB)
Hy— Hy = [Hp(Ga—Ga)— Ha(Gp — GB)]/(0Ga + GB)

ainsi que les relations | ab |< (a? + b?%)/2, (a + b)? < 2(a? + b?) et I'inégalité

supsup max(H4(t,0), Hp(t,0)) < A\(C)
8eC t>0

on obtient:

Ma®) (Ga—Ga ) éG-¢ \* ..
Vt >0 My 9) 1< K c/ AT A ) =) ]dF
B0 1< K(C) | e, 76s iG.ray ) 14
ol K;(C) est une constante dépendant du compact C. Ce terme est identique au terme
R% de I’étude de Si(t,0).

Finalement, on obtient:

R3"(t) + R3"(t)
veC 150 'mf(1 +Tog(1/G(8),log )~

ol K(C) est une constante dépendant du compact C.

K()r, p.co

Le reste de la preuve est identique a celle du théoréme 4.

5 Application a I’estimateur du maximum de vraisemblan-
ce de Cox

Avec les notations de I'introduction et en particulier de la section 1.2 (Cas des statistiques
de rang) la pseudo vraisemblance de Cox est définie par:

o ep(s) ¥
Val(f) = I}(z,ez exr>(ﬂ<5))

= exp (Z di(8;B — log(niiexp B + "26)))

1=1

Nous notons:

Ln(B) = log(Vn(B)) = Z”: d;(8:8 — log(ny; exp(B) + nz;))

=1
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B n 5 ny; exp(p)
gradL,(B) = ’Z___:l di (5 ny; exp(8) + nz.')

Soit B, I’estimateur du maximum de vraisemblance de Cox qui vérifie:

Ln(Bn) :; maxg Ln(ﬂ)
gradL,(B,) =0

Nous donnerons également les résultats pour I’estimateur:
Op = exp(ﬂn)

Cet estimateur maximise la fonction Ly (log6) et annule la fonction grad L, (log f).

Consistance des estimateurs

Andersen et Gill [1] ont montré la convergence en probabilité de B vers fo, la conver-
gence presque sire en est une conséquence directe par des arguments de concavité. (voir
également [1], appendice 2). La convergence de 0y, vers fp est immédiate. Nous utiliserons
ici le résultat dans sa version presque siire, soit:

Lemme 14

limn__.oo Ioén - ,?QI =0 Pﬂo p-8.
lim,, o | €xp(Bn) — exp(Bo)| =0 Py, p.s.

Le lemme 15 précise la vitesse de convergence de ces estimateurs.

Lemme 15

imncoV/(n/logn) |fa— Gl <K Pg, ps.
limy,—.00v/(n/log n) | exp(Bn) — exp(fo)| < K Pg, p.s.

ot K = K(Bo) et K' = K'(fo) sont des constantes.

Approximation forte des estimateurs

Theoreme 7 Sous By, on peut construire une suite W™ de variables gaussiennes centrées
et de variance (0%(Bo))”" telle que;

— n A W"(ﬂo) .
—00 1 9 n) — — 7N — S 8.
lim,, og? nlexp(ﬂ ) — exp(Bo) xp (o) \/7_1| K Pg, p.s

T n A
llmn...oolog—znlﬂn - ,BO Pﬁo p.s.

ot K = K(fo) et K' = K'(Bo) sont des constantes et:

02(ﬂ ) _ /'°° P(5 = 0)P(5 = 1) exp(ﬂo)C15'10233
0 0 exp(ﬂo)P(S = 1)0151 + P(6 = 0)0282
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Preuve du lemme 15

Sous fo, d’aprés le théoréme 5, on peut construire une suite (wf(co, exp(8), exp(fo)))n de
processus gaussiens centrés et de variance o (co, exp(8),exp(fo)) tels que:

_____gradf:n(ﬁ) = my (o0, exp(B),exp(fo)) + wi‘(oo,exp\(//?ﬁ),exp(ﬁo)) + pn(o0, exp(8), exp(Fo))

(95)

avec

exp(ﬂo) - exp(ﬂ))Clslczsz ds
exp ﬁ)P(S = 1)0151 +P(5 0)0252

m (o0, exp(8), exp(60) = P(6 = O)P(6 = 1) [~

et pour tout compact C:

sup |pn (00, exp(8),exp(fo))| < K1(C) log n p.co (96)
Rappelons la relation (50):
w} (o0, exp(B), exp(Bo)) logn
;‘élg| Jn | < Kz(C)\/ —— Peo (97)
En réunissant (95), (96), (97) on obtient:
Ln
sup E220) _ (oo, exp(B), xp(Bo)) < Ka(OWrm oo (99

Par définition, 3, annule gradL,(B). D’autre part my(oo,exp(8),exp(Bo)) ne s’annule
qu’en 8 = f et la fonction dérivée est strictement négative et bornée inférieurement sur
le compact C. Posons:

m(C) = inf | (°° exp(8), exp(fo))|

BecC

Dés que S, € C on a:

m(C)|Bn — Bol < |mi(oo,exp(Bn),exp(Bo)) — mi(co, exp(Bo), exp(Fo))|
< sup|EIn(B) _ . (oo, exp(8), exp(ho))]
gecC n
< Ks(C)yfm  pco (99)

olt K3(C) est la constante de (98). En prenant C = [fo— 1,80+ 1] et K(C) = K3(C)/m(C)
on a:

1(18 - Bo| > K(C)v/rm) < 1(Bn ¢ C) + L(1Bn — Bo| = K(C)\/Pn » Bn€C)
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Le lemme 14 et la relation (99) entrainent alors le résultat.

Preuve du théoréme 7

Lorsque B = By, la relation(95) devient:

gradLn (ﬂ) — w? (oo, exP(ﬂ0)> exp(ﬂo))

- Jn + pn(00, exp(fo), exp(Bo)) (100)

avec:
|pn (00, exp(Bo), exp(fo))| < Ky rn(logn)  p.co

et on connait la forme explicite de 02 (oco, exp(Bo),exp(Bo)) (théoréme 5). Posons:

a*(Bo) = o}(c0,exp(Bo),exp(fo))
_ _ _ * exp(Bo)C151C2S;
- P(5 - O)P(lS B 1)-/(; eXP(ﬂo)P(S = 1)0151 + P(5 = 0)025'2

et:

wf (oo, exp(Bo), exp(Fo))

Wn — 1

(IBO) Uz(ﬂo)

Soit Cr, = [Bo — K321/Tn,Po + Ka+/rn] ot K; est la constante du lemme 15:

Jim 1. ¢ Ch)=0 Pg, ps. (101)

Avec le développement de Taylor d’ordre 1:

dL,.(B 1,.d*L,, ,\0 /o
gradLn(fo) _ (G BB~ i)

n

on définit B} strictement compris entre B,, et fo. On obtient:

104 - Bo- T\%QI > K 1°g: il
< 18: ¢ Ca)+ L(1Bn - o - V—V%l > K l°g:" , BLeCy)  (102)
La relation (101) entraine:
lim 18 ¢C)=0 Pg ps. (103)
Notons:
P =P, (|Bn — o - Y—:/%"—)l > K l°f:" , B € Cn)
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Sous fp d’aprés le théoréme 5 on peut construire une suite v}(co,exp(8),exp(fo)) de
processus gaussiens centrés et de variance 77 (0o, exp(8),exp(fo)) tels que:

2y
nl ddﬂz (8) = 72 (00, exp(8), exp(Bo)) + 22 (oo,exp\(/ﬂrg,exp(ﬂo)) + pn (00, exp(B), exp(Bo))

(104)

avec:

7]2. (00, exp(ﬂ)) exP(ﬂO))

_ _ _ exp(B)C151C3S2{exp(Bo)P(6 = 1)C15;1 + P(6 = 0)C3S2}
=PE=0P(s = 1)/ }e;p(zﬂ);(ts = 10)cls1 +P(51 . 0)C352 )2 —

et pour tout compact C:

ds

2
sup |pn (00, exp(B),exp(fo))| < K3(C) log"n p.co (105)
Bec n

Rappelons la seconde inégalité de (50):

v{ (oo, exp(B), exp(fo)) logn
;ggl NG | < KO == poo (106)

En réunissant (104), (105), (106) on obtient:

sup| (5% (2)] - T (co,exp(8), exp(Bo)) < Ks(OVFm  peo  (10)

et en particulier:

2y
wee s Hoor@erd) (108)
D’autre part, on a:
Sup [7i(co, exp(B), exp(fo)) — 0% (Bo)| < Kev/Tn (109)

ou K¢ dépend de la constante K;. Posons maintenant C = [f— K3, Bo+ K3|. Les relations
(108) et (109) entrainent:

-1 dz a (ﬂo)

VB € Cn [ a5 = (8)] > p.co (110)
La relation (110) entraine:
dzL,, wr d’L, K1
P = P @A - o - L) gy Kogn e
< @n+Un (111)
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avec y,, U, < oo et:

— dZLn ol wn 2 Klo 2 .
Qn = Pﬁo(Tl[ dﬂ2 (ﬂn)”ﬂn - ﬂO - (IBO)I > z (4ﬁ0) ng n N ﬂn S Cn)
On obtient:
Qn=0Qr+Q%+Q5 (112)
avec:
Qr = Pﬁo(‘gradLn(ﬂo) B o2(Bo)W™(Bo) S o?(Bo) Klog2n)

n Vn |2 12 n
n ?(Bo) K log®
@5 = Pal Lo - lco,exn(g), explau))] > T2 TEL grec

n 2y o? ogZn
@t = P 2 50 - vt enp(ai) exp(Be))] = o) T g e )

En choisissant K > 12K1/0%(fo), la relation (100) entraine:

QT <Vn avec ZV,, < o0
n

En choisissant K > 24 max(Ks, K5(C))/03(B0), le lemme 10 et les relations (107), (109)entrainent:

Q3 +Q3<R, avec ) Ra<oo
n
En reportant les deux derniéres inégalités dans (112) et (111) on obtient:
. N wn log?n
'llergo 1(|ﬁn — Bo — ———rg-@l > K —%— , BrneCy)=0 Pg, ps. (113)

On conclut avec (102), (103) et (113).

Avec le développement de Taylor:

gradL,(Bo) -1 4d%L
o exp(ﬂn) -y [dﬁ2 (B2))) (exp(Bn) — exp(Bo))

ou fy est strictement compris entre B et Bo, on obtient de méme I’approximation forte
de exp(fn)-
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