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N A M E : CASTELLE Nathalie

SUBJECT: INVARIANCE PRINCIPLES AND APPLICATION TO THE STATIS­
TIC OF CENSORED MODELS.

A B ST R A C T :
Let X \ , . . . , X n  a n-sample with distribution F(t) =  P (X  < t )  continuous 

over R + and let the empirical distribution function associated to the ¿-first 
observations. We set a k  =  y / k ( F k  —  F )  the empirical bridge. Komlos, Major 
and Tusnady established in 1975 the existence of a Kiefer K  process such that 
sup!<fc<n || a t  ~  K / y / k  ||oo= O((log2 n ) f y / n )  a.s.

We give the complete proof of this strong approximation (called "Kiefer’s ap­
proximation”) via a lemma of normal approximation for a hypergeometric distri­
bution. Otherwise, when the sample is randomly stratified, we establish the strong 
approximation for the associated empirical sub-functions. This last result enables 
us to establish the strong approximation for a large class of statistics constructed 
on randomly censored variables. For instance, we obtain the asymptotic normality 
for the temporal statistics of the Gehan and Logrank tests on the whole line, and 
that with optimal convergence rate and under any hypothesis. The same technics 
enable us to prove that the Cox maximum likelihood estimate converges to a gaus- 
sian variable with a rate of order (log2 n ) / y / n .

K E Y  W O R D S A N D  P H R A SE S: Gaussian Processes, Empirical distribution 
function, Invariance principle, Strong approximation, Random censored model, 
Asymptotic properties of tests, Asymptotic properties of estimates.

over R + and let Ftk
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Introduction

Nous nous proposons dans ce travail d ’étudier les propriétés asymptotiques de certains 
estimateurs et statistiques construits sur des données censurées à l’aide des principes 
d ’invariance forts pour les fonctions de répartition empirique initiés par Komlos, Major et 
Tusnady en 1975. La première partie concerne les principes d ’invariance forts pour les fonc­
tions de répartition empirique: dans le premier chapitre, nous donnons la preuve complète 
d ’un des théorèmes de Komlos, Major et Tusnady (1975), dans le second chapitre nous 
établissons un théorème d’invariance applicable à la statistique de modèles censurés. La 
seconde partie concerne la statistique de modèles censurés: à l’aide du résultat précédent 
nous établissons la normalité asymptotique avec vitesse de convergence de l’estimateur du 
maximum de vraisemblance de Cox et de certaines statistiques de test de comparaison des 
distributions entre deux populations (la normalité asymptotique de ces statistiques n’était 
jusqu’alors connue que sous l’hypothèse nulle ou des hypothèses contigües). Dans cette 
introduction, nous présentons d ’abord les principes d ’invariance forts pour les fonctions de 
répartition empirique, nous présentons ensuite les modèles censurés puis nous décrivons 
notre travail.

P ré se n ta tio n  des p rincipes d ’invariance fo rts  p o u r les fonctions de ré p a rtitio n  
em pirique

Soient X i , . . . , X n des variables indépendantes et de même loi F  continue sur R +: F(t) =  
P  (X  < t) .  Pour tout t positif, on définit la fonction de répartition empirique:

>.w=
Il est naturel de s’intéresser à l’approximation gaussienne du processus an(t) =  y/n(Fn(t) — 
F(t)). Est appelé principe d ’invariance fort pour les fonctions de répartition empirique un 
résultat qui établit l’existence d’un processus gaussien Wn tel que:

Il otn -  Wn ||oo= 0 (a n) p.s. (1)

où an décroit vers zéro. Bien entendu, il s’agit de trouver une suite (W^flrOn telle que an 
décroisse le plus vite possible vers zéro.

Une solution à ce problème fut pour la première fois proposée par Brillinger (1969). Il 
démontra l’existence d ’un pont brownien Wn tel que (1) soit vraie avec:

an =  n 1/4(log n)1/2(log log n)1/4

1

F.n
1
n

n

1i=
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Cette vitesse est loin d’être optimale, comme nous allons le voir. La même année, Kiefer 
(1969) souleva un nouveau problème en remarquant que le théorème de Brillinger ne 
donnait aucun renseignement sur la loi jointe des processus Wn. Il proposa la construction 
d ’une suite de ponts browniens indépendants W \ y. . .  ,Wny. . .  tels que pour tout entier n :

k
sup II -  X X -H o °=  0 (û n) p.s. (2)
l<*<n

Une telle approximation sera dite ”de Kiefer” . Tous ces résultats vont être repris par 
Komlos, Major et Tusnady (1975). Ils établiront l’existence d’une suite de ponts browniens 
tels que (l) soit vraie avec an =  (log n)/y/n. Cette vitesse est optimale. Ils démontreront 
également un théorème d’approximation forte de Kiefer avec an =  (log2 ri)/y/n. (Notons 
que cette vitesse est optimale à un facteur logn près). Enfin, Tusnady proposera en 1977 
un principe d’invariance fort pour les fonctions de répartition empiriques de la loi uniforme 
sur [0,1] x [0,1] (la vitesse restant égale à (log2 n)/y/n). Nous ne savons toujours pas si les 
résultats de Komlos, Major et Tusnady s’étendent aux dimensions strictement supérieures 
à deux, c’est à dire si dans ce cas, il existe encore un principe d ’invariance fort avec une 
vitesse (logd n)/yfn  où d dépend (ou ne dépend pas) de la dimension considérée. L’apport 
des théorèmes de Komlos, Major et Tusnady, qui sont d ’ailleurs maintenant communément 
appelés théorèmes hongrois, a été considérable: les application statistiques des principes 
d ’invariance sont nombreuses, dès qu’il s’agit d ’obtenir des résultats de convergence en 
loi avec vitesse de convergence. Citons pour mémoire l’estimation de densités par la 
méthode des noyaux, traitée par de nombreux auteurs: Bickel et Rosenblatt (1973) qui ne 
disposaient que du théorème de Brillinger, Liero (1982), Revesz (1978), Silverman (1978) 
et la liste n ’est pais exhaustive.

Présentation des modèles censurés

Lors de l’étude d ’une variable aléatoire T,  les observations du n-échantillon T \ , . . . , T n 
peuvent être perturbées par une censure aléatoire C. On observe alors le n-échantillon:

(2i A C i , . . . , Tn A Cn)

qui ne permet pas l’accès à la fonction de répartition empirique de T.  De plus, la loi de 
T AC  peut dépendre d ’une variable aléatoire Z  (éventuellement vectorielle) qui est appelée 
covariable. Enonçons tout de suite une hypothèse très souvent retenue: l’indépendance de 
T et de C conditionnellement à Z :

P (T  A C > i  /  Z) =  P (T  > x /Z )  P (C  > x /Z )  (3)

De tels modèles sont largement utilisés en statistique médicale. Les deux problèmes ma­
jeurs sont l’estimation de la fonction de survie P (T  > x /Z )  et la construction de tests de 
non effet de la covariable. Donnons brièvement un historique des résultats. Le premier 
problème est de trouver un estimateur pour P (T > x /Z )  et d ’étudier ses propriétés.
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Sous l’hypothèse de non effet de la covariable, Kaplan et Meier (1958) proposent un tel 
estimateur pour P (T  > x) appelé estimateur de Kaplan-Meier ou estimateur produit- 
limite. Les propriétés de normalité asymptotique de cet estimateur ont été étudiées par 
Breslow et Crowley (1974). Notons que Burke, Csôrgô et Horvâth (1981) proposent une 
généralisation à P (T  > x/Z).  Le second problème consiste à construire des tests de non 
effet de la covariable. Dans la littérature ce problème est ramené à la construction de tests 
de comparaison des distributions entre deux populations. Les statistiques habituelles sont 
celles de Gehan (1965), de Prentice (1978) et la statistique du logrank dûe à Peto et 
Peto (1972). Dans son livre Gill (1980) propose une démarche générale s’appuyant sur la 
théorie des martingales pour étudier ces différents estimateurs et statistiques. Il retrouve 
ainsi la normalité asymptotique de l’estimateur de Kaplan-Meier (à ce sujet, l’article de 
Gill (1983) améliore ses résultats précédents) et obtient également sous l’hypothèse de non 
effet de la covariable (ou des hypothèses contigües) la normalité asymptotique des statis­
tiques de Gehan, de Prentice et du logrank. En s’inspirant de ses méthodes, Harrington 
et Fleming (1982) généralisent ces derniers résultats à une classe assez générale de tests, 
parmi lesquels ceux de Prentice et du logrank. Ces mêmes outils martingale permettent 
également l’étude d ’un modèle censuré particulier: le modèle de Cox. Un modèle censuré 
est un modèle de Cox si en plus de l’hypothèse (3) on a:

P (T  > x /Z)  =  (/i(a;))exp</Jl2>

La loi de T  est donc résumée par une fonction certaine h et un paramètre d ’intérêt /?. Ce 
modèle est un modèle semi-paramétrique. Cox introduit alors une pseudo vraisemblance, 
appelée vraisemblance de Cox, et tout naturellement un estimateur qui maximise cette 
pseudo vraisemblance, noté et appelé estimateur du maximum de vraisemblance de 
Cox. Nous renvoyons au livre de Cox et Oakes (1984). Andersen et Gill (1982) établissent 
la consistance et la normalité asymptotique de /?„ et d ’un estimateur de log/i, ce qui ap­
porte une solution satisfaisante au problème de l’estimation de P (T  > x/Z(x)) .  Notons ici 
un fait nouveau: la covariable peut dépendre du temps. Les techniques utilisées jusqu’alors 
pour obtenir la normalité asymptotique des estimateurs et statistiques de modèles cen­
surés (voir Andersen et Gill (1982) et Gill (1980-1983)) étaient donc les techniques mar­
tingales, dont le théorème de Rebolledo (1978-1980). La même étude peut être réalisée 
avec les théorèmes de principes d ’invariance. Cette voie a été ouverte par Burke, Csôrgô 
et Horvàth (1981). Une difficulté technique d’importance, inhérente à la censure, est 
que l’on ne dispose pas de la fonction de répartition empirique. Aussi Burke, Csôrgô 
et Horvâth définissent-ils des sous fonctions de répartition empirique et démontrent un 
principe d ’invariance fort pour de tels objets. Ils proposent alors un estimateur pour 
P (T  > x /Z )  (estimateur de Kaplan-Meier généralisé) et établissent son approximation 
forte par un processus gaussien. De plus, la vitesse obtenue (que nous ne pensons pas être 
optimale) est suffisante pour obtenir une loi du logarithme itéré pour cet estimateur. Pour 
ce dernier point, nous renvoyons à l’article de Csôrgô et Horvâth (1983).
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D escrip tion  de n o tre  trav a il

La première partie de cette thèse concerne les principes d ’invariance forts pour les fonctions 
de répartition empirique et est constituée de deux chapitres. Le premier chapitre consiste 
en la preuve complète du théorème d’approximation forte de Kiefer de l’article de Komlos, 
Major et Tusnady (1975). Ce théorème repose sur un lemme d’approximation normale 
d’une loi hypergéométrique dont aucune démonstration n ’est proposée dans l’article de 
Komlos, Major et Tusnady. Ce lemme, que nous appellerons lemme hypergéométrique est 
doublement important puisqu’il est également indispensable pour démontrer le principe 
d ’invariance fort pour les fonctions de répartition empirique bidimensionnelles proposé 
par Tusnady (1977). Le second chapitre est une amélioration du théorème de Burke, 
Csôrgô et Horvàth (1981) qui établit un principe d’invariance fort pour des sous fonctions 
de répartition empirique. Ce théorème est indispensable à l’application des principes 
d ’invariance aux modèles censurés. Dans ce cadre, notre amélioration nous a permis 
l’obtention de vitesses de convergence optimales. Dans la seconde partie de cette thèse 
nous avons établi une méthode pour l’étude des modèles censurés à l’aide des principes 
d ’invariance forts. Nos applications concernent les statistiques des tests de Gehan et du lo- 
grank, les estimateurs de la variance de ces statistiques, les dérivées première et seconde du 
logarithme de la vraisemblance de Cox et l’estimateur du maximum de vraisemblance de 
Cox. Nous établissons l’approximation forte de ces différentes statistiques temporelles par 
les processus gaussiens associés et obtenons ainsi leur normalité asymptotique avec vitesse 
de convergence. Cette vitesse est optimale et permet de retrouver pour ces statistiques les 
propriétés des processus gaussiens qui les approximent: en particulier leurs moments sont 
égaux et on peut aussi donner une loi du logarithme itéré pour les statistiques considérées. 
De plus les approximations fortes des statistiques de test sont valables sous n ’importe 
quelle hypothèse (alors que nous ne la connaissions auparavant que sous l’hypothèse nulle 
ou des hypothèses contigües) ce qui permet théoriquement de calculer la puissance de ces 
tests. Enfin, nos approximations fortes sont uniformes lorsque le temps décrit [0 ,oo] ce 
qui règle le problème souvent rencontré dans la littérature de la restriction du temps à 
un intervalle compact et donc de l’arrêt des observations à une date fixe. Nous détaillons 
maintenant nos résultats.

P rem ière  p a rtie  - C h ap itre  un : T héorèm e de K iefer

Nous énonçons et démontrons le lemme hypergéométrique, puis nous reprenons en détail la 
construction proposée par Komlos, Major et Tusnady (1975). Cette construction est bidi- 
mensionnelle: la majoration cherchée (2 ) est uniforme à la fois pour le temps t et pour le 
nombre d’observations k, il nous faut donc contrôler simultanément ces deux paramètres. 
Pour cela nous discrétisons le temps à la taille l / n  et contrôlons les fluctuations. Nous 
obtenons un quadrillage de [0 , 1 ] x [0 , n] (l’axe horizontal représentant le temps et l’axe 
vertical le nombre d ’observations) sur lequel nous construisons simultanément le processus 
gaussien et le processus empirique. Le principe consiste à découper successivement des 
rectangles en quatre. A chaque étape nous connaissons la loi des processus sur le rectangle
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total ainsi que sur sa moitié supérieure et sur sa moitié gauche. Ceci explique pourquoi la 
structure même des constructions bidimensionnelles est hypergéométrique. Une fois con­
struits ces deux processus, nous contrôlons leur distance en probabilité. Chaque rectangle 
[ 0 , m ]  x  [0,i/n ]  avec 1 < m , j  < n peut être considéré comme un vecteur de R n ® R n dont 
le nombre de composantes non nulles sur la base de Haare est d’ordre log2 n. L’erreur 
d ’approximation entre les deux processus sur le rectangle [0,m] X [0yj /n \  s’exprime alors 
comme une somme de log2 n ’’rectangles d ’erreur” et le lemme hypergéométrique permet 
d ’établir que la somme des erreurs sur une même bande horizontale est majorée par une 
variable Zn/y /n  où Zn suit une loi du chi deux à O(logn) degrés de liberté. Notons que 
nos contrôles permettent une évaluation des constantes: 0 (a n) < (118 log2 n)/y/n  con­
vient dans la formule (2).

Première partie - Chapitre deux: Approximation forte de sous fonctions de 
répartition empirique

Dans le chapitre, nous adaptons les théorèmes d’invariance au problème des modèles cen­
surés. Burke, Csorgô et Horvâth (1981) ont suivi une démarche analogue. Rappelons qu’un 
modèle censuré ne permet pas l’accés à la fonction de répartition empirique. Aussi Burke, 
Csorgô et Horvâth définissent-ils les sous fonctions de répartition FJ (t) = P ( X  < t ,R  = j)  
et les sous fonctions de répartition empirique:

n i=l

où X  est une variable de loi continue sur R + et R  une variable discrète à valeurs dans 
{1 ,... ,m}.  Le but est de trouver un principe d ’invariance fort pour (F^)JLv  Précisons 
davantage: il s’agit de construire une suite de processus gaussiens et de
trouver des constantes C, K , À telles que:

P ( sup II \ /n{F3n -  F3) -  W l  ||oo> -]= (*  +  Clog n)) < K exp(-À») (4)
1 <j<m Vn

Burke, Csorgô et Horvâth réalisent la construction d’un vecteur de processus (WjOjflj, 
tel que (4) soit vérifiée avec: K  = m K \  où K \  est une constante absolue. Nous avons 
voulu améliorer ce résultat et une autre construction nous permet de retrouver (4) avec 
C  =  40, K  — 7, A =  1/20. Autrement dit, le principe d’invariance obtenu ne dépend plus 
du nombre de composantes du vecteur Notre construction est donc intéressante
lorsque m devient très grand. De plus, nous pouvons préciser certaines relations entre 
les processus gaussiens qui vérifient (4). Pour cela, introduisons quelques notations. Soit 
N  =  (iVyJylj la variable de loi multinomiale définie par: Nj = £ £ = 1  l(i2,- =  j ) .  Posons 
Pj = P (R = j)  et uy(i) =  P (X  < t / R  =  j) .  Alors notre construction réalisera:

où Zn =  (-^fOyLi est un vecteur gaussien centré et de même covariance que N/y/n,  où 
est un vecteur de ponts browniens mutuellement indépendants et indépendants

5
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de Zn et de N,  et où les vecteurs Z  et N  satisfont la relation:

i Ni — npi . 37 log n 
sup I / r -  - ~ ni < — /= ~  P-s-

l<^<m V n

Ce dernier résultat, énonçé en lemme, est en fait un théorème de la limite centrale avec 
vitesse explicite pour un vecteur multinomial de nombre de paramètres quelconque. Ces 
propriétés du vecteur ont été cruciales pour obtenir des vitesses optimales dans
les approximations fortes des statistiques construites sur des données censurés.

La clé du théorème du chapitre deux est une construction non classique. L’idée con­
siste à ’’déconditionner” les variables X  et R. On obtient ainsi un problème simple 
d ’approximation forte de vraies fonctions de répartition empirique indépendantes que l’on 
sait résoudre grâce au principe d’invariance (1). On finit par un "reconditionnement” des 
processus.

Seconde partie: Statistique de modèles censurés

Nous supposerons que la covariable Z  est une variable discrète à valeurs dans {0,1} et 
qui ne dépend pas du temps. L’interprétation statistique est la suivante: les observar 
tions du n-échantillon T\ A C i , . . .  ,T„ A Cn sont classifiées en deux groupes disjoints et 
l’appartenance d’un individu à un groupe ne peut varier au cours du temps. Nous adop­
tons une formalisation inspirée de Burke, Csôrgo et Horvàth (1981) qui est bien adaptée 
aux techniques d ’approximation forte. Notons d =  1  t<c- On définit la variable aléatoire 
R à valeurs dans {1,2,3,4} pax:

{Æ =  2z +  1} =  {Z  = z  , d = 1}

{R = 2{z + 1)} = {Z  = z , d = 0}

qui sont respectivement les événements disjoints:

’’non censuré dans le (z+l)-ième groupe”
"censuré dans le (z+l)-ième groupe”

Tout naturellement, l’on définit alors les sous fonctions de répartition Fj(x) =  P(TAC, R  =  
j )  et les sous fonctions de répartition empirique:

i>(*) = - ê 1(r<AC<<*, Ri = j) 
n t=i

Suivant la convention générallement retenue en statistique médicale nous considérons la 
version continue à gauche des sous queues de répartition empirique:

ô j ( * ) = ^ Ê l ( r < A G i > * ,  B , = j )
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Avec le théorème du chapitre deux de la première paxtie nous savons qu’il existe un 
processus gaussien (VF” ) 4 = 1  tel que l’on ait simultanément:

sup II M h  -  fi) -  H? IU <  61
i<y<4 V n

sup II v^(Gy -  G,-) -  (W?(oo) -  W?) ||oo< 98 ^
l<j<4 V n

Nous pourrons alors obtenir les approximations fortes de statistiques construites sur de 
tels modèles dès qu’il sera possible de les linéariser en les termes (Fj — Fj) et (Gj — 
G j) et de majorer convenablement les restes. Pour cela, nous avons étudié les intégrales 
stochastiques du type:

J 0

où tj)j est une fonction réelle bornée sur [0, l ]4 et fi un paramètre réel. Ce choix est motivé 
par le fait que la plupart des processus construits sur des variables censurées s’écrivent 
comme une somme de telles intégrales . Donnons un exemple. Soit u =  (« i , . . . ,U 4 ) € 
[0, l]4. Alors les processus définis par

J* M à i , . . .  A ,/*)d Pi + J* M à i , ... A ,£ ) d A

avec:

i f a \ -  u i +  «2 i / a \ -  ^ ( “ 8 +  «4)
1 U ’ (eP(u3 +  u 4 ) +  («1 +  u 2) ) a  6 3 U> ( e ^ ( u s  +  « 4) +  («1 +  U2) ) “

correspondent pour des observations arrêtées au temps t à la dérivée au point fi du lo­
garithme de la vraisemblance de Cox lorsque a  =  1, à la statistique du logrank lorsque 
a  = 1  et fi =  0 et à la statistique de Gehan lorsque a  = fi =  0. Notons Hj(s,fi) =  
ipj(G\(s) , . . .  ,Gi{s), fi) et Hj(s,fi) =  i/»y(Gi(s),. . .  , 0 4 (3 ), fi). La formule suivante est à 
la base de notre étude:

=  / '  B j iF j  + [ ‘ B iH P j -  Fj) +  [ '{H j -  + [ ‘{Hj -  Hj)d(Fj -  Fj)
J 0 J  0 J  0 J 0

Le premier terme est un terme de centrage, le dernier terme est un terme d’erreur, les sec­
ond et troisième termes sont des termes principaux: ils peuvent être approchés par un pro­
cessus gaussien explicite grâce au principe d’invariance (1). L’approximation gaussienne 
du troisième terme via (1 ) n ’est évidemment possible qu’après linéarisation de Hj — Hj. 
Nous avons donc recherché des conditions de linéarisation des fonctions ipj qui perme­
ttent d’obtenir une approximation forte de S” avec une vitesse optimale. Pour ne pas 
restreindre le temps à un intervalle compact nous avons séparé t  < tn et t > tn avec 
Fj(tn) =  0 ((lo g n )/n ) et réglé le cas t > tn par une inégalité de grande déviation. Le

p.s.

(1)

p.s.
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résultat principal établit l’approximation forte du processus S* par un processus gaussien 
dés que certaines conditions pour les fonctions tpj sont vérifiées. Cette approximation 
forte est uniforme lorsque t décrit [0 , oo] et lorsque ¡3 varie dans un compact et les vitesses 
obtenues sont optimales. Nous vérifions ensuite ces conditions pour les statistiques tem­
porelles de Gehan et du logrank, pour les estimateurs de la variance de ces statistiques 
ainsi que pour les dérivées première et seconde du logarithme de la vraisemblance de Cox. 
Nous obtenons ainsi l’approximation forte de toutes ces statistiques. Notons que si l’on 
arrèce les observations à une date fixe £, la vitesse de convergence des statistiques de Gehan 
et du logrank renormalisées vers une variable gaussienne est d’orcfre (\°%n)/y/n mais si 
cette vitesse reste inchangée lorsque t —> oo pour la statistique de Gehan, elle se dégrade 
jusqu’à (log2 n)/y /n  pour la statistique du logrank. Enfin, à partir de l’approximation 
forte des dérivées première et seconde du logarithme de la vraisemblance de Cox nous 
obtenons celle de l’estimateur du maximum de vraisemblance de Cox avec une vitesse 
d ’ordre (log2 n)/y/n.
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THEOREME DE KIEFER

CHAPITRE 1





Principe d’invariance pour une fonction de répartition 
empirique: Théorème de Kiefer

R ésum é
Soit x i , . . . ,  xn un n-échantillon de loi uniforme sur [0,1] défini sur un espace de probabilité 
fi suffisament riche.
On note Fk , la fonction de répartition empirique associée aux k-premières observations 
et afc(i) le pont empirique a*(t) =  y/k(Fk{t) — t).
L’existence d ’un pont brownien B° tel que la déviation uniforme ||a n — jB°||00 soit d ’ordre 
(log n)/^/n  en probabilité s’obtient par une construction hongroise, réalisée par Komlos, 
Major et Tusnady [6], et un lemme d’approximation normale entre une variable binomiale 
B(n, 1/2) recentrée et la variable gaussienne correspondante (Ce lemme, dû à Tusnady, 
est énonçé dans le livre de Csôrgo et Revesz [3]). Bretagnolle et Massart [2] ont publié 
une démonstration complète de ce lemme, ce qui leur a permis d’évaluer les constantes 
lors du contrôle en probabilité de ||o:n — B°||oo-
Dans le même article, Komlos, Major et Tusnady [6] ont démontré l’existence d ’une 
suite de ponts browniens indépendants assurant pour supj<¿<n ||a* — (X^=i B°/\/fc)||oo 
un contrôle d’ordre (log2n ) /\ /ñ  en probabilité, sans préciser la valeur des constantes. 
La clé d’un tel résultat repose sur un lemme d’approximation normale pour des lois hy- 
pergéométriques de paramètres quelconques. Nous démontrons un tel lemme avec des 
constantes explicites, formulé en deux inégalités, qui complète et généralise une conjec­
ture de Komlos, Major et Tusnady [6]. L’inégalité de type linéaire diffère de celle du 
lemme de Tusnady (sur une binomiale symétrique) par un terme correctif qui mesure 
la disymétrie de la loi hypergéométrique et qui n ’est pas améliorable. A partir de ce 
lemme et d ’une construction de type hongrois, nous effectuons le contrôle en probabilité de 
supx<jb<n IIv^ û:* — 2 *=i B°||oo en donnant une borne exponentielle pour le terme d’erreur, 
avec des constantes explicites.

1 Introduction

Soit X i , . . .  , X n une suite de variables indépendantes de loi uniforme sur [0,1] .

Soit Fm, m  — 1, . . . ,  n, la fonction de répartition empirique définie par:

1 m
£»(*) = oui  6  [0,1]
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et soit le processus F m =  1, . . .  ,n , défini par:

*£(*) = {Fm( t ) - t )  où Í G [0,1]

Enfin, soit a m, m =  1, . . .  ,n , le pont empirique défini par:

am{t) = V m f c ( 0  où t e  [°> !]

Le théorème 1 est dû à Komlos, Major et Tusnady [6] et à Bretagnolle et Massart [2] pour 
l’évaluation des constantes.

T heorem e 1 Pour tout entier n > 2 , il existe un mouvement brownien B(t) tel que pour 
tout x positif :

P iv ^ l lV n l^ i )  -  B ° (i)||oo > x + 121ogn) < 2exp(-x /6 )

Komlos, Major et Tusnady [6] énoncent le théorème suivant, dit théorème de Kiefer (la 
première version de ce résultat se trouve en effet dans un article de Kiefer [5]), et donnent 
les grandes lignes de la démonstration. Afin d’évaluer les constantes, nous démontrons en 
détail ce théorème dans les sections 3 et 4.

T heorem e 2 II existe une suite de mouvements browniens indépendants B i(t) , . . . ,  Bn(t) , . 
tels que pour tout n > 3 et pour tout x positif :

m
P ( sup sup \mF^(t) -  > (x +  C logn)logn  ) < Æfexp(-Aa:)

l< m < n  0 < K 1  J;_2

oùC  = 7 6 , K  =  3.26, A =  1/41.

Notations

• On note $(n,np,np') la fonction de répartition de la variable aléatoire de loi hy- 
pergéométrique H (n,np,npf) définie par:

(t)
P(£T(n, np, n p ) - k )  = ------y -  a -------- —

U )
où np, np1, nq, nq9 et k sont des entiers, p +  q =  l ,p # +  q1 =  1 , 
max(0, n(p' — q)) < k < min(np,np').

• On note la fonction de répartition de la loi binomiale symétrique J3(n, 1/2) définie
par

P(B(M/2) = *)=  ( j j  (1/2)“

où k est un entier de [0, n]
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On note $  la fonction de répartition de la variable aléatoire Y suivant une loi normale 
centrée réduite .

• On note -B(i), (t > 0) le mouvement brownien et 3°(t), (0 < t < 1) le pont brownien 
défini par J3°(£) =  B(t) -  if î( l) .

L’argument clé de la preuve du théorème 1 est le lemme suivant démontré par Bretagnolle 
et Massart [2].

Lem m e 1  (T usnady) Approximation normale d’une loi binomiale symétrique.
Soient 3>; définies précédemment, Y  une variable aléatoire normale centrée réduite, 
on pose Bn =  'J' ” 1 o $ (Y )  -  n / 2 .
On a alors les inégalités suivantes:

1. \ Bn \ < l  + ( y / n / 2 ) \ Y \

2. \ B n - { y / ü / 2 ) Y \ < l  + Y 2/8

La démonstration du théorème 2  impose la connaissance d’un lemme d’approximation 
normale d’une hypergéométrique de paramètres quelconques. Ce lemme n ’ayant jamais 
été énoncé sous cette forme à notre connaissance, nous le démontrons en détail dans 
l’appendice.

Lem m e 2 Approximation normale d’une loi hypergéométrique
Soient $  et $ (n,np,np') définies précédemment et Y  une loi normale centrée réduite,

on pose :
Xn =  % \ nP'npl)o * ( Y ) - n p p >

°n =  «PP'??'
6S' = ( p -  q)(p' -  q')

Pour tout q > 0 tel que \ 66' |<  1 — 17 , il existe des constantes a,b ,c,d  telles que:

1■ \ X n \ <a + an \ Y  | + 6 | 5 5 ' | y 2 

2. | X n — <rnY  | < c +  d Y 2

où b et d ne dépendent que de r¡.

De plus b > 1/6 dès que |£5'| > p > 0 , en ce sens l ’inégalité 1 n’est pas améliorable.

La détermination des constantes du théoréme 2 impose d ’améliorer les inégalités 1 et 2 du 
Lemme 2 dans certains cas (la preuve est également donnée dans l’appendice).

C as p a rticu lie rs  du  Lem m e 2 :

1. Si 68' =  0 et a 2 > 4.5, on obtient l’inégalité: |Xn| < 3 +  <j \Y\

2. Si |55'| < 1 / 8  et a2 > 4.5 , on obtient :
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(a) | X n |< 3 +  <rn | F  | + (7/5)2 | 66' \ Y 2

(b) \ X n - a nY  |<  3 +  0.41 Y2

Dans la suite, si X et Y sont des variables aléatoires, on note E(X) l’espérance de X, V(X) 
la variance de X et £ ( X / Y )  la loi de X sachant Y.
On note A i(n ,p i,. . .  ,p*) la loi multinomiale définie par :

P ( M ( n , Pl , . . . , P*) =  ( / ! , . . . , /* ) )  =  J j ^ P Ï - - P k

k
où (11,. . .  ,/fc) G N k et '¿Th = n

i ' = l

2 Quelques lemmes techniques

Inégalités exponentielles e t m axim ales
Les inégalités suivantes sont récapitulées dans le livre de Shorack et Wellner [8].
Le lemme 3 est une application de l’inégalité de Cramer-Chernov et est dûe à Bennett [l] 
et à Wellner [10].

Lem m e 3 Soit Z  une binomiale de moyenne m. Alors pour tout x  positif et tout signe e,
on a:

P  (e(Z — m) > x) < exp(—m h(ex/m) ) 

où h(t) = (1 +  t) log(l + 1) -  t , pour t > -1  et h(t) =  +oo pour t < — 1

En utilisant le lemme 3 et un argument martingale, à partir d ’inégalités de Jammes et 
Shorack, Shorack et Wellner ([7], inégalité 11.1.2 ) ont prouvé le lemme 4.

Lem m e 4 Pour tout b G]0, l[ et pour tout x positif:

P (n  sup > x) < 2exp(—n6(l — b) h(x/(nb) )
t€[0,b]

Dans le cas d’un pont brownien, Bretagnolle et Massart ([2], inégalité 2.4) ont montré: 

Lem m e 5 Pour tout b € ]0 ,1/2] et pour tout x positif:

P ( sup J3°(i) > x) < exp(—a:2 /  26(1 -  b) )
te[o,b]

On rappelle l’inégalité classique de Kolmogorov :
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Lem m e 6

P ( sup J3°(¿) > x) =  exp(—2x2)
*€[0 ,1]

Inéga lité  de g randes déviations
L’inégalité suivante est dûe à Massart [7].

Lem m e 7 Pour tout x positif on a :

P H I^H oo  > x) < 2exp(-2x2/n))

3 Résultat intermédiaire: théorème de Kiefer avec une 
dépendance en n

Afin d ’identifier plus simplement les constantes, nous commençons par montrer le lemme
intermédiaire suivant:

Lem m e 8 Pour tout entier n > 3 ; il existe une suite de mouvements browniens indé 
pendants B i( t) ,. . . ,  B n(t) tels que pour tout x positif :

m

P ( sup sup |m ^ ( í )  — S°(t)| > (x + C  log n) log n )  < K  exp(—Xx)
l < m < n  0 < t < l  f_ j

où C  =  64 , K  = 0.35 , A =  1/32 . 

3.1 construction  dyadique

A partir d’une suite de mouvements browniens indépendants B \t . . . , B n on construit un 
processus de même loi que (1xi<î> • • • > lx„<<) tel que l’inégalité du lemme 8 soit vérifiée. 
Par abus d’écriture, on notera encore Fm,m  =  1 ,.. .  ,n  la nouvelle version du processus 
empirique. L’existence simultanée de ces processus sur un même espace de probabilité 
H est assurée par un lemme de Skorohod [9] dés que ft est “suffisamment riche” . Pour 
construire le nouveau processus empirique, il suffit de construire ses accroissements sur 
des intervalles de longueur l/n .

Soit /  : [0,1] — * R  telle que /(0) =  0.
On note A C (f)  = ( / ( ¿ ) ,  / ( ¿ )  -  / ( £ ) , . . . ,  / (  1) -  / ( ^ J  ) .

On note Z  le vecteur de R n ® R n Z  = ( A C (B i) , . . . ,  AC(Bn) ) et on construit à partir 

de Z  un vecteur X  de même loi que le vecteur de R n ® R n ( AC(1xi<î), • • • > A C(lx„<t) ) 

Soit N  l’entier tel que 2W_1 < n < 2N.

Nous construisons en fait un processus de même loi que , l x aN<t)-
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B ase de R n <%) R n
Pour tous l , f  6  N  , on note le vecteur de R n dont les coordonnées de / +  1 à /' 
valent 1, et toutes les autres 0 .

Soit e j , k  ~  * ]fc2>,(k+l)2>] 
0 < j < N ; 0 < k <  2N~i -  1

On interprétera le vecteur et|j ® ej^ comme l’indicatrice du rectangle
]k2*~N, (fc+1)2;_ ^] x]/2 ', (/+1)2’] (inclus dans [0,1] x [0,n]), l’axe horizontal représentant 
le temps sur [0,1] et l’axe vertical les d’individus numérotés de 1 à n, le point (0,0) étant 
placé dans le coin supérieur gauche.

On pose

Alors 8 =  {êj'k ; 1 < j  < N, 0 < k < 2N * — 1} U {ew.o} est une base orthogonale de R n 

et B =  B ® B est une base orthogonale de R n ® R n .

Innovations gaussiennes
On note < .|. > le produit scalaire usuel.

On pose
Wj'k — < Z  | e{ti ® ejk  >  

0 < » < N  ; 0 < / < 2N~i -  1 
0 < j < N \ 0 < k <  2 n ~ i  -  1

Wj'k s’interprète comme l’accroissement sur ]k2*~N, (fc +  1)2,-JV] du mouvement brownien

B n i+1 +  B l2i+2 H------- h S(i+i)2*' • 

W j’jc =<Z Z  | G ® ëj,k >
0 < t < N  ; 0 < l < 2n ~* -  1 
\ < j < N \ 0 < k <  2N~i -  1

On pose
s i,l

W jk  = <  Z  | eiti ® ejik >
1 <  t < JV 0 < / <  2N~i -  1 
l < i < i V 0 < Ä <  2n ~* -  1

On remarque

Descente conditionnelle
Soient $n,np,np'> ^n> et $  définies dans les notations.
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à Tétape 0
Cette étape correspond à la construction d’une version de la fonction de répartition Fn. 
Connaissant le nombre d’ observations dans les colonnes de largeur on cherche la
loi conditionnelle du nombre d’observations dans les colonnes de largeur 2*~l~N .

2 J b 2 ' - 1 (2 fe + l )2 J ~* 2 k 2 J -j
0 ______________________ n_________________n________________ n________________

n

TjN,0 
j— 1,2k

TjN,0
u j-l,2 k + l

üJSf

On décrit la descente: <
ttM  _  T jN f l

j—l,2Jk+l ~  j,k UN’°Uj-l,2k

pour j  =  iV, iV — 1 , . . . ,  1 et 0 < A: < 2^ J — 1

A la fin de cette étape, on a reconstruit la statistique du n-échantillon au pas de subdivi­
sion l /n .

A Tétape N  — (i — 1) pour tout i =  N, N  — 1 , . . . ,  1

A la fin de la N  — t ème étape, on connaît le nombre d’observations noté sur les 

rectangles du type ]k23~N, (A: +  l)2J-w ]x]/2’, (l +  1)2*], où seul i  est fixé.
A la N  -  (i — 1) ème étape, on va répartir les 2* observations de la bande
]0, l]x]/2‘, (/+ l)2 ‘] en deux groupes de taille 2 '-1 sur les bandes ]0, l]x]2/2*-1 , (2/ +  1)2*-1]
et ]0,l]x](2/ +  1)2*-1 , 2(1 +  1)2’-1].
La descente conditionnelle consiste à diviser de façon dyadique l’intervalle de temps ]0,1] 
sur ces deux bandes .
On suppose connu les nombres d’observations notés U ^ 1,21 et U ^ 1,2l+1 sur les rectangles 

}k2’~N , (k +  l)2,'-JV]x]2/2*-1 , (2/ +  1)2*'~1] et }k2>~N , (k + 1)2^“^ ] x](2/ +  l)2*-1,2(Z +  1)2*-1]. 
Nous décrivons entièrement la division suivante:
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2i -N on cherche la

On voit que L ü N ,0
; 1,2 k ü N 0

i.‘.A: B UN 0
},.k 1 2

ü N,,0
N.0 n

uN 0
i- 1,2 k

1
VN 0

J.k
O$ :23 4 i w tN,0

J,-.A;

u ■N ,0
iUk sur les



212’
i - i

(21+ 1)2

2(1+ 1)2'

i - l

2fc2J~ x
n

212'
i - l

(21 + 1)2*— 1

2(1 +  X)2ii - l

2(Jfc+l)2-¡j-i

y  -ri— 1,21 

j — 1 ,2 k

t t Î — 1,21 

U j — l , 2 k + l

y - r i— 1 ,2 1 + 1  

u j - l , 2 k

x j i — 1 , 2 1 + 1  

u j - l , 2 k + l

1

ujï1'21
^ - 1,21+1

TT1’1
u j - l , 2 k

T j i . 1  
u j — l , 2 k + l

connus à la N  — i  ème étape

u j'i
connu à la N  — i  ème étape

On voit que Z(V)Z\%  /  U‘>k, V % * ,  U»  
et de même pour les trois autres.

On continue la division dyadique jusqu’aux rectangles ]k/n, (jfc +  l)/n]x]2/2’-1 , (2/ +  1)2’-1] 
et ]k/n, (k +  l)/n ]x](2 / +  1)2*-1 ,2(/ +  1)2’-1] puis on passe à l’étape N  — (i — 2)
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A l’étape N  — (t — 1) on décrit la descente:

Pour to u t/  =  0 , . . . ,2 JV-(‘- 1)

Ui -1 ,1  _  2 i - i
N ,  0

On
U,

Uj\k>Uj\k 'Uj~l,2k  

r r t - l , 2 / + l  _  r r t . f  _  J T * - ! . «
j  — 1,2/e ““  U j - l , 2 k  j —l,2k

r r t - l , 2 J  __ rrt l t2l __ r r f - 1 ,2 1
^ y - l , 2 J b + l  — ;,ik j —l,2k

TT*—1,21+1 __ r r« ,i  _ TTt—l,2 i
u i - l , 2 J b + l  ““  j —1,2Aî+ 1 U y-1,2A ?+1

pour j  =  iV, i\T — 1 , . . . ,  1 et 0 < fc < 2^-J — 1

r0 ,0  r rO j l  rrO,»!—1 \•n prouve par récurrence que le vecteur de R n ® R.n X  =  (Î70’ , U0’ ,U0’n ), avec
0,0 = K o , U o i  • • •, u 0 ?n- i )  a même loi que le vecteur (A C (lXi < t ) , AC( l x n<t)) ■

On peut vérifier les propriétés suivantes:

• W Ÿ ^ JV ^ ) = Btpi1, 1/2)

. ü(ci;;t’’a/^{) = h &.v -w î\)

i,I

Û’y’j. = <  X  | e ĵ ® ëj'k >
Nous posons maintenant { ~ %\i

u j , k  = < x \ ê i , i ®  h *  >
On rappelle que par abus d’écriture, on note encore Fmi m  =  1 , . . . , n le  nouveau processus
empirique reconstitué à partir de X .
Il suffit de contrôler la quantité

P = P  ( sup sup |m i£ ( i)  -  5 ^  > logn(x +  64log
\ l < m < n  0 < K 1 t = l •>)

3 .2  c o n trô le  d e  P

• Si x +  64 log n > n/12
En utilisant les lemmes 6 et 7, on obtient : P < 4n exp(—(x -f 64 log n)2(logn)2/(2n)) 
En utilisant x +  64 log n > n/12, on a:

P < 4exp
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Avec n > 3 on obtient:
? < 0—5exp (-• Z; 20) (1)

• Si x +  64logn < n/12 

On a supposé 2N~1 < n < 2 N

C hoix de l ’échelle L0 en fonction de la  ta ille  de l’échantillon
On remarque que si x +  641ogn < n/12 alors n > n0 où n0 =  6500 .
Soit L0, l’entier tel que 2£o_1 < 0.57(x +  64logn) < 2Lo .
Pour tout entier m =  1 , . . . ,  n, , on définit I I i0(m), le point /„2Lo de la grille {12L° , 1 < l < 2N~Lo} 
tel que (l0 -  l)2io < m <  l02Lo.
On a

P < Q  + P

ou

Q = P  “  n i o(m)^nLo(m)lloo > (~ ^ ~ )0 o g  n)(* +  64log n) )

Î
Yfl ¿̂o(w) i _ \

£  £°||oo £  (— )(logn)(® +  64logn)
” ~ 3 = 1 3=1

I 2 i/o

P = p (  max \\l02L°Ff2Lo -  £?||oo > A(logn)(s +  64logn)
i < i o < 2 N ~ L°  a = 1

où À 6 [0,1]

3.2.1 C ontrô le de Q 

Q < Qi + Q2 où

Q i < 2N (il"»#"!!«, > (^ -^ ) ( lo g n ) (x  +  641ogn))

Q2 < 2n  max P  f || > ( i —^)(logn)(a: +  64logn))

En appliquant les lemmes 6 et 7 à Qi et Q2 puis en utilisant la définition de L0 , on obtient 

, 3 £ 8 e X p ( ‘ 0 3 7 ( 1 i ^ )  G » « n ) * * + ( l o g » )  ( l - 8 4 ( l ^ )  2 ^ - ) )

En utilisant n > 6500, x > 0 et en imposant x(logn)2(l -  A)2/(4  x 0.57) > (æ/32), on 
obtient A < 0.969.
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En choisissant A =  0.969 et en utilisant la définition de L0,on obtient :

Q < 1.3 X 10-3 exp (—x/Z2) (2)

3.2.2 C ontrôle de P

P < 2n ~l ° max1<Îo<2n-î,„ Plo où

Plo = P  ( \\l02L°F°a2Lo -  E ';iÎ °  Hoo > 0.969(logn) (a: +  64 logn))

On fixe l0 et l’on contrôle Pjo

1. Soit l(L ) l’entier tel que l02Lo E ]2l I(L),2l (1(L) +  1)] . On note :

«L =  et IL =\1(L)2l , (l(L) -H l)2 i ]

Ï l - i ,h  =}21(L)2l ~ \ (2l(L) + 1)2l -1 ] et IL_1>B =](2/(L) +  1)2*-», (2l(L) +  2)2i " 1] 

2 l  1F l_ 1H(t) =  5ZS6iL_j h (1at.<î ~ t ) , et 2l  = -  t)

Bl - i ,h =  > et B l - i ,b  =  53«eiL-i,B •

I U ^ ' H =< X |l lL_liH®ei(t > et U f ; l 'B =< X |l lL_liB®ei>ifc >

Remarque

I I  est l’intervalle de longueur 2L contenant l02L° , Il - i ,H est l’intervalle égal à la 
moitié supérieure de I I  et donc de longueur 2i_1 . ^/2L~l Ffi_1jj correspond au 
pont empirique sur la population située dans Il - i ,h -

2. Le développement de 1]0 jo2i.o] sur la base orthogonale 8 donne :

N ~ l02Lo
•̂]o,/02 1’0] =  )  ] H nff eN,o 0 < cl <  1 , L — 1/0 +  1}. . . ,  N  .

L>L0

La preuve est facile en notant que l]o,j02I’o] est orthogonal à si / ^  l(L) ou L < L0 

et que 0 < (< Ijo.whI®1' > ) -  2 = ( < *l \Ïl >)

3. De plus : Y,l >l0 cl ,i(l ) < (2/3)(JV -  L0 + 0.5). En effet : 

c i m  =  < 1 > =  d (w * . ,2*N )

où N  est l’ensemble des entiers naturels.
Or d( l02Lo,2L'N ) +  d( l02L° ,2L~ \2 1 t  +  1) ) =  2L~l
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Donc E l >l„ 21 - i (d( l02L°, 2£N  ) +  d( /02£»,2i - 1(2N +  1) ) =  N  -  La 

En utilisant d( /02£°,2i - 1 (2N +  1) ) > d( /02^°,2i ~1N  ), on obtient :

N - L 0 > f (2l_L +  2 _ i) d( ^2 io ,2£N  ) j -  2~n  d( l.2* -,2*N  )
\L>Lo J

^ (3/2) S  CLW  “ (V2)
L>L0

d’où le résultat .

En utilisant 2 et 3 on obtient :

l 2l °

\\102l°F?2Lo -  £  B°||oo < (2/3)(iV — L0 + 0.5) ( l ^ m a x ^ i y e o )
3=1 ° ”

+\\2n F°n -  £ b ° | |o o  (3)
3=1

où 2D i(t) = ((2i - 1 i i _ 1 ^  -  B l_ 1H) -  (2L~l FZ_l B -  -B£_1B))(t) 

En utilisant 3, L0 > 2 et logn > (iV — l)log2, on a :

PlQ <  P ( ( 2 /3 ) ( ^ y ^ )  ^max^l^DiHoo > (N  -  1)0.969(1 -  a ) (log2)(x +  64logn))

/ 2n 
+  P  i \\2n F°n -  X j B l̂loo > 0.969a(log n)(x +  64 log n)

où a  G [0,1]

Les accroissements de 2n  F2n sont fonction des accroissements de ]C«=i B t (Section 3 - des­
cente conditionnelle - étape 0). Cette construction correspond à la construction hongroise 
unidimensionnelle utilisée par Komlos, Major et Tusnady [6] et Bretagnolle et Massart [2] 
pour démontrer le théorème 1.
On a donc pour tout X  > 0 : P  ^||2n.F£N — £ î= i  B* | | o o  > X  + 12log(2^)^ < 2exp(—X/6) 

On prend X  =  (0.969 x a)(logn)(x-f64logn) — 1 2 ^ ( 2 ^ )
En utilisant la définition de L0} on obtient :

2n -L op  ^||2* 5°l|oo > (log n)(x +  641og n)(0.969 x a) j  <

2 x 2
0.57(a: +  64 log
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Pour a  =  0.038, en utilisant n > 6500, x > 0, on obtient:
64(log n)2(0.969 X a) — 12(logn) — 12(log2) > 6(logn) +  6(loglogn)
Donc

On a donc:

P  < 1 .5x10  3 exp (-z /3 2  ) +  (N  -  L0)2N Lo max max P¡L (4)
' 7 v ’ K l 0<2N-L0 Lo<L<N *° v ’

où P,i = P ( (2 /3 ) ( l /2 ) | | (2 I - > i ï _ liH- B £ _ liB ) - ( 2 I - 1i ï . 13 - B J _ 1,fl) | |> ( *  +  801ognM)

avec A  =  0.969 x 0.962 x log2

On fixe L > L0 et l’on contrôle Pfc

R égu larisa tion  à l ’échelle M (L) du tem ps

Soit M (L), l’entier tel que 2L+M^ ~ N~1 < 0.57(x +  601ogn) < 2L+M^ ~ N .

Pour tout t G ]0,1], on définit II&(i) le point k2M(L)~N de la grille {k2M(Lï~N , 1 < k < 2N~M(L)} 

tel que (A: — l)2M^ ~ N < t < k2M^ ~ N .

Alors P£ < Pt (l0, L) +  P[{l0, L) +  P2(Z0, L) +  P ( (e ^ )c) où

e eL = {(1 -  €)2L~l+i~N < U f t 1>H < (1 +  e)2L- 1+’~N j  > M (L) k = 0 , . . . ,  2N~i -  1 }

fi {(1 -  e)2L- 1+’- N < U fc 1’3  < (1 +  e)2L~1+*~N j  > M (L) k =  0 , . . . ,  -  1}

D {(1 -  e)2L+’~N < UfM < (1 +  e)2L+’~N j  =  M (L) k = 0 , . . . ,  2N~’ -  1}

où e €  [0,1]

Pi(l0,L) < 2 2 N~MW P  |2i_1 ÎL _1,H( i ) |> ^ x  A(* +  64logn)^

P{(l0,L) < 2 2n ~m W ?  B£_1iHi

ou ¡3 g]0, l[ et ¡3 +  f i  €]0, l[
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P,(i„,£) = P ( { 15i |^Dî| ï  A(i + 641ogn)(l-/3 - / 3' ) j n e et,) 

où Di = 1/2 ((2L- lH -u , -  Bi-lJ,) ~ -  B U j,)) (k2u^ - N)
A

Pi(l0, L) et P[(l0, L) mesurent séparément les petites fluctuations de Fl - î ,h  de
Une évaluation en loi sur des petits intervalles du pont empirique et du pont brownien
suffisent pour obtenir le contrôle exponentiel.
La construction des vecteurs X et Z et les lemmes 1 et 2 entraînent que |(2i - 1 -F£_i(#  — 

l H) — (2L~l Ffj_l B — B'l_1 B)(k2M(Lï~N)\ est majoré par une variable de loi chi-2 sur 

l’événement ©£ qui élimine les trop grandes déviations de U.

Contrôle de P ( ( @ i ) c )

En utilisant Uj"k — U^_l2k +  Uj'_12k+1) et plus précisément en remarquant que tout 

Uf,k >•? > M (L) est une somme de U ^ L^+lk, il vient:

(®1)' c  U {c'iÆ +a>(i + <)2i+" (£)-"}

U WKsîu < (1 -

u  wiai&i*  > ( !+ e)2t+Mit >-i'}

U  < (1 -  £)2I+M<l >-'i >
0<k<2N~M(L)-1

U  V i t W J .  > U + i)2I+M<I )-w}

U  W&M.» < (‘ -  i)2L+M<I >-"}
0<fc<2w“M(t )

En appliquant le lemme 1 et en utilisant la définition de M (L ) on obtient :

P ((® !)c) < 2n ~m (l ^+1 exp (—0.57(x +  64logn)h(e) )
+2n - m (l )+i exp (_ 0.5 7 (x +  641og n)h(-e)  )

Donc en utilisant la définition de L0 et de M (L), on obtient:

(N  -  L0) x 2JV- i ”P ( (0 ii )c) < 8( ^  ~ Lo) exP (~0-57/t(e)g +  log n (-0 .57  x 64h{e) +  2))

+

(0.57)2(x -f- 64log n)2 

8(N  -  L0) exp (-0 .57/i(-e)x  +  logn(-0.57 x 64A(-c) +  2)) 
(0.57)2(x +  64 log n)2
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En imposant la condition —0.57 x 64h(e) +  2 < 0, on obtient c > 0.35. On choisit 
e =  0.35 et on pose désormais 0 ^  =  @L. En remarquant L0 > 2, en utilisant N  — L0 < 
(logn)/(log2) et x > 0, on obtient:

(if -  ¿ , ) 2 ^ - P ( 8 1 )  < x 64)^ og2)(logn) exp ( - | )  (5)

C ontrôle de P\{l0yL) e t P[(l0yL)

On pose b =  2M(L)~~N . On remarque b < 1/2 .
Les lemmes 4 et 5 entrainent :

P l(h ,L ) < 2 '»-mW +1 exp - b ) h  ^ ‘°g n )) )

p . , ,  n  -  oiV-M(Ll+l r:;n f  (M ^ ix  +  M logn))’ \
P W . , l )  < 2  exp ^ 8 6 (1 - 6) 2^ 1 j

Du fait de la définition de M(L) et de L0, on a 

(N  -  L0)2n ~l °( I \ ( l0,L) + P[(l0,L) ) <

+C(n) (exp x +  ( l o g n ) ( - 6 4 ^ 4  +  2) j  j

où C(n) =
(0.57(x +  641og n))2 

On impose sur /3, fl', les conditions :

4
0.57 , (  3A \  „  ̂ ' 

-64 x - y -  x h ( J +  2 < 0

(ZAB1)2 
-64 X  ̂ n g»r +  2 <  0 

8 x 0.57
soit ¡3 > 0.435 et fi1 > 0.195 . En choisissant fi =  0.435 et 0 1 =  0.195 et en utilisant 
N  — L0 < (logn)/(log2), on obtient :

(N  -  L0)2n ~l ° max max P\(l0)L) + P[{l0iL) < 
l<lo<îN- L° Lo<L<N v ’ '  “  ’ '

16
^ î eip( - ê )  <6>(0.57 X 64)2(log 2)(logn)

En résumé, pour e =  0.35 et en utilisant n > 6500 , on obtient en regroupant 5 et 6 : 

( N - L 0)2n ~l ° max max Pi(l0,L) + P{(/0,L) +  P(eeL) <
l<lo<2N~Lo L 0<L<N  V 7 '  V

2 .1 x l0 - 3e x p ( - ^ )  (7)
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En regroupant 4 et 7 on a:

P < 7 X 10-3 exp(—x/32)

OU

+  (N -  L„ J î" - 1- 1S Æ  « p . ,  L) (8) 

?,(/„ ,L) =  P  ( { i s i  ¡Z>£| > r(x +  641og»)} n O*) (9) 

avec r =  |  X 0.969 X 0.962 x 0.37 X (log 2) (10)
là

C ontrô le de P2 (l0,L )

P2(lo,L) < 2n ~m M  ^ k m*KM{t)PÏ(lo,L) où

P%{lo,L) = P  (|I>£| > r(x +  641ogn)n© £)

où l’on rappelle : 2D \ = ( ( 2 -  B i_ liH) -  (2L~1F l_ 1>B -  B£_lfB)) ( * 2 ^ ) - " )  
et r défini en 10 .
On fixe k et l’on contrôle P%(/0, L)

E tu d e  de P% (¡o > L)

Soit k(j) l’entier tel que k2M^ ~ N G]fc(j)2î_JV, (k(j) +  1)2,-JV] . On note ëj =  ëj,k(j)

En utilisant le développement de l]o,jfe2M(i )-wl sur on obtient:

A  „ k2MM  , ,
i]0,A:2M(I'> -N] =  / _ ✓  ci êi  -1--------------- e N,0  OÙ 0  <  Cj <  1 ( a )

j= M ( L ) + 1 n

De manière évidente on a :

2L 1 ~ Fl - i ,b ) {k2M^  N) =  2 < X  | ?£ ® > (b) 

(^ £ - i ,h  -  s £ -i,b ) (*2m(£)- * )  =  2 ( < Z | ë i ® l 10ifc2MW- W] >

_ k2M(L)-N < z \ ë L ® eNfi > ) (c)

En utilisant (a,b,c) on obtient la majoration suivante de :

I Dkr

(11)
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On pose Çf =  {2L+’~N /16)“ 1/2 W j .
Les variables ^  j  = 1 ,N  sont des variables gaussiennes centrées réduites mutuelle- 
ment indépendantes ( Section 3 : Innovations gaussiennes ).

A . fj _ t t L —1  ̂t t L — 1,JET  ̂t t L |  ̂t t L
0 n  a • u i -  -  2 }'Mi) ~  2 H’ - W V )  +  4 U’M i)

Z L
Les lois et les lois conditionnelles des variables qui composent Uy sont connues ( Section
3 - Descente conditionnelle ).

On notera A les variables et recentrées par leur

espérance conditionnelle par rapport à :

1 A,-1,8*0) ~ Aj-l,2k{j)+l ~ Ui-l,2kU) ~

On remarque k ( j  — 1) =  2k(j) ou k(j  — 1) =  2k(j)  +  1. Par nécessité de calcul, on
 ̂  ̂ ^ _i j j  .

se ramènera toujours à • Donc, lorsque aucune confusion ne sera
possible, on notera:

A L —1 __ A L  l)-ff -1 __ A II
A i “  AiMi) et A i~ 1 ~

Etude de \Df;\

ZL
On décompose U j :

Ü L -  y L +  A f ~ l A ï - l  y L  _  (  j j L - l , H  _  Ui m Uï- l f ik ( i )

’ , +  * l u b r n

z L
On décompose W • :

-  - t 1 = ^  < ^ >  ( % * “ ) ( f ^ )  < % ^ >
uiMi) iMi) iMi)

Posons u  = 1 ^ 1 1  \J(2L+i~N/16) -  aj') | . En utilisant > (1 — e)2£+J N sur 0 £

et | ab |< (a2 +  62) /2, on obtient :

- L  -  L o—(ir+y—-AT) /
I £?, -  W j  |< | V} -  o f ( f  | +  2(1_ {) ( ( A j - 1) 2 +  (A f .O l ) +  «  (13)

27

On notera A les variables UL l,H
y,k j .

vL- 1
3 \M UL

3 ' 1,2 k [3 ]
et ü L

3 - 1,2 k X •1
espérance conditionnelle par rapport à UL

i M i )

AL—l.H
“i, ib i ;

AL
3' 1,2 k 3 }

AL -1 B
¿* 1

A3 1,2 k y +i

ü
L—l,H
*

ü h
y 1,2* i

ro 2i,klj,
V),k 2

se ramènera toujours à A£-1, H
hM i)

et AL
3 l tk\r i

A L
‘j-1 A r.

] l,k i- i :

u
L

3
yL

3
AL 1

3
AL

j-1
UL

k 13

avec

w
L

i aL
3 eL

3

2L 3 N
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• Pour contrôler | — v fÇ f  |s la construction permet d’utiliser l’inégalité 2 du lemme 2 
et plus précisément le second cas particulier de ce lemme pourvu que les contraintes soient 
vérifiées.

On vérifie la contrainte sur |55'|: (j > M(L))

t t L  — 1 , H  t t L —1 , B  j j L  t t L

S _  iMi) J.Mj) Ci _  Uj - l t2k(j)+l
TTl ~  Tîl
uiMî) ui m

Sur Tévènement ©£, on a

(:l - e ) 2 L,+j~N < u f ' H, u f ' B < {l + e)2L'+j- N pour L' e  { L , L - 1} et j + L '  > M (L) + L 

On peut écrire:

V L-i,H =  (j +  a)2L+’~ , U f~1'3  =  (1 +  b)2L+’- l~N

u ï - x * m  =  i 1 +  , Uf_1>2k(j)+1 =  (1 +

pour j  > M (L)  et |a|, |6|, |c|, \d\ < €

On calcule m axet  |Æ| =  max|a| |(,|<e |a — b\/(2 +  a +  b) en prenant b < a. (le calcul de 
max©,. |i5'| est identique)

¡ci ^ bmax |d| =  max
0 £  |a |,|i|<e 2  +  0  +  6

= max —î— [ ( max 2a) —
|i|<2e S +  2  IV f  /

où £ =  {a +  b = s ; a > s/2  ; |a|, |6| < e}

■ (

max|s|<2e (2e -  «)/(« +  2) si s > 0 _
max|a|<2£ (2c +  »)/(« +  2) si 8 < 0 

Donc max©£ |5£'| < e2 < 1/8 pour e =  0.35.

On vérifie la contrainte sur cr2: ( j  > M(L))

=  e

Sur 0 r , V f  > (1 -  e)2L+’~N , max(| S |, | S11) =  e donc

j2> (1 ~ c)3(l + c)22z,+J~7y 
16

(14)
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Avec 2i+JÎ N > 2 i + A Î ( i ) + 1  N > 1.14(x4-641ogno) on obtient <7 2 > 4.5 sur 0 £  et l’inégalité
(b) du second cas particulier du lemme 2  s’applique:

| Vj" — |<  3 +  0.41 pour tout j  > M{L) et sur 0 £  (15)

•  On multiplie et divise w par cj' + ( 2̂ g  W)V2 et on utilise 14 pour minorer ajp:

u< i |{i| !_(Î^)| (i6) 

avec r =  l +  (l +  e)(l — e)3/2. Soit B  =  <rf 2 — (2i+,-JV/l6 )  . On décompose B :

B -  \  {l A Z * è f  I +  I I +  I Ai- i . 2fc(j) I + 1 A hk(i)+i l} +  ' •• ~ 1 6 -------- I

On remarque que:

| /7-p _  -2L+j~ N  1 =  1 V  23~u(TTl  -  -ü L _ 2 L + i - N \  =  | £  2i' - “ ( ^  -  % i )  I 

j < u < N - l

< e  2i' u i a î i
j < u < N - 1

Cette relation et les égalités 12 donnent:

s  < ï i l ^ - i l  + I A f - ' l + j  E  2 ,-M | A i  11 (17)
l 1 J

Soient des réels « 1 , 0 :2 , 0 :3  et /?,• =  l/a,- pour t =  1,2,3. Les inégalités 16,17 et la relation 
| ab |< (cxfa2 +  0fb2 ) / 2  entraînent:

a\ + a\ + <4,^2
u < ------5------UjJ

+

2 
2x-+y-AT

2 r 2
(18)

En reportant 15 et 18 dans 13 on a:

\ D l \  < A, E  ( # ) ’ +*> E  2 - (l+' - w» ( A r ‘) ! + A i E  ( ¿ i - l ) ’
i> M (L )  j > M ( L ) j> A Î(L )

+A'4  X ) 2-(i+ i - JV) (  X ) 2(i_U) I |)  +  3( ^  -  M (L)) (1Q)
j> M {L )  \j<u<N-l J
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avec Ai =  0.41 +  (aj 4* »2 +  ^ |) /2
A, =  1/(2(1 -  e)) +  t f / M
Ai = l / ( 2 ( l - e ) ) + ^ / ( 2 r !)
Ai =  /S|/(32rI)

On simplifie le terme en À4 :

A  = ■  £  2
j>M{L) \ )< U < N -1  J

= 53 ( 53 2-(i,+u+1_̂ )/2 2(j'-u+1)/2 | A„ I j
j>M{L) \ j < u < N - l  J

On utilise |<  a \ b > |< || a || || b ||: 

A < 5 3  ( 5 3  2 ^ , _ “ + 1 ^ 2 j j 5 3  2-lL+u+1- N)2Ü-u+1)/2 ( a £ ) 5

j>M(L) \}<U<N-1 J \ }< u < N - l

En majorant £ j<u< jv-i 2 ( J _ U + 1 ) / 2 par Eo<»<oo 2- ( i - 1 ) / 2  et en permutant la somme sur 
u et la somme sur j ,  on obtient:

A Z 2 (  E  2-(i- 1)/2]  S  2-(i+u+1"JV) (a^)2 (20)
\ 0 < s < o o  y  ti>M (L)

Finalement, en réunissant 19 et 20:

\ D kL \ < 3{N — M(L)) +  Ai 2  ( ÿ ) 2

i>M(L)
, 2

+  A : E  2 -<1+ ’ - " >  ( A f - 1)  + J ,  E  ( A i . , )  (21)
j>M(L) j>M(L)

avec A3  =  1 / ( 2 ( 1  -  e)) +  01/{2t2) +  ¿0 f / ( 8 r 2 ( \ / 2  -  l ) 2)

C ontrô le de P^loyL)

On avait

P2fc(/0, i )  < P  (| Dl | > r (x +  64logn) n © L) 

avec r donné en 1 0  

D’après l’inégalité 21, P^{1o, L) < +  îTj +  * 3  avec:

' 7T! =  P  ( N - M ( L )  +  A i E y ^ L ) ^ ) 8 > (r /3) (* +  64 log n))

=  P M \ T - M ( L )  +  h Z j>M(L)2-{L+’- N) ( ¿ j ' 1) 2 > (r/3)(x +  64logn) n 6 i )

4  =  P \ N - M ( L )  +  X s Z j>M(L) l - {L+i- N) ( à f - i f  > (r/3)(x +  641ogn) n  e L J
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Lerrnne 9 Lemme du chi — 2
Soit Y  (d) une variable aléatoire de loi chi-2 à d degrés de libertés . Pour tout réels y on

P ( V M > r f < e x p ( - |  + Î ^ )

preuve :

P(Y(<f) > y) < inf exp(—uy)E ( expittY^d)) )

-  exp(- ^ )  ( E e x P( ))

< e x p ( - y ) ( l - 2 ( ^ ) )

Remarque: On utilise ce lemme avec d =  N  — M(L). Or M (L) > M (N )  et le choix de 
l’échelle impose 2MW  > 0.57(x +  64 log n). Donc

N  -  M (L) < ^  +  1 -  lQg(°-57 * 64 log n0) < log n
— log 2 log 2 — log 2

La construction ( Section 3 : descente conditionnelle ) a imposé les lois conditionnelles : 

W i - J U f )  = B { U f ,1/2) et =  H(2L,2L~1,Uj')

Par construction dyadique, on peut fabriquer une version de { }°>

'  ( TTL - \ 0 < k < 2 M W  „ „ „  xro„ i n „ ¡ TTL - l , H  TTL - l , B x 0 < k < 2 Wnotée \U jk }j>M(L) et une version de {Ujk  , Ujk  } j>M(L)

notée {U^k 1,H ,u j ‘k 1’B telles que l’on ait les inégalités 1 des lemmes 1 et

2. Finalement, sur 0£  on a :

1. Sans conditions sur a 2:

C 7 f *  / t ^ ’ \ 1/2

\ & I

< 1 +  ^  - 2(L+’~NM2 | Çf | pour tout M (L) < j  < N
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2. Dès que a1 > 4.5, on peut utiliser le cas particulier du lemme 2 avec 88' — 0. On 
vérifie la contrainte sur <r2:

2 2l  Uj“ Î2 h — Uj' '  

^  “  4 2£ i  2L

> ------- -— ---------------- -— des que M (L) < j  < N

i l  —
> *------ !— x 1.14 x 641og(no) > 4.5

8

< 3 +  ^  6 2̂ l+3~n ^ 2 | | pour tout M (L) < j  < N  

(pour j  =  N, on remarque Uj$~l ** =  £^** /  2 )

Le choix de l’échelle impose 2L+M^ ~ N > 0.57(x +  64logn). On en déduit

2-lL+1~ir> < a  =
A  0.57(* +  641og»)

En utilisant alors (o +  6)2 < l i a 2 +  (11/10)62, on obtient < n,• ;* =  2,3 avec:

m a  +  11(1 +  C)Ai £  ( i Î ) ! > (r/3 )(x  +  64log„))
j>M(L) J

iXi < P  -  M {L ) + 11 A.

avec u>2 =  9,«;$ =  1. On choisit les coefficients a,;» =  1,2,3 de manière à avoir:

A = 0,785 =  A! =  -  -1 =  11(1 +  €)-̂ 3
40 40

On applique le lemme 9 à avec N  — M (L) < log n /  log 2:

PH1o,L) < 1 + exp(ĵ f) + exp(f̂ )]
( 2  r , ,2 x 64r 2 l o g 5 , \

En remplaçant r, A,a,€ par leur valeur numérique, on obtient finalement:

p£ {lo, L) < 3.433 exp ^  -  2 log n ) (22)
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P  < 4.6 10-3 exp +  3.433 (N  -  L0) 2N~L° 2L 2N~L~M exp -  21ogn)

En utilisant:
N  — Lq < logn/log2 
2N -L -M (L )  < 0 .5 7 ( 1  +  64logn) ]
2 ~Lo < x/[ I.i4(x +  641og n) ]
2jv+l < 4 n2

Finalement, en reportant 22 dans 8, on obtient:

on obtient:

P  < 4 .6 x 1 0  3 exp +  8.5 x 10 4ex p ^—

< 5.5 x 10 3 exp 

En réunissant 1, 2 et 23 on a:

( -5) (23)

? < 7 x 10 3exp(—x/41) 
P < 0.35 exp(—1 / 2 0 )

lorsque x + 64logn < n/12 
lorsque x  +  641og n > n/12

Finalement, on a le résultat:

P < 0.35 exp (-a
4 Preuve du théorème 2

4.1  C onstruction  des variables

Soit n un entier supérieur ou égal à 3 et N  tel que 2N~l < n < 2N . A partir d ’une suite de 
mouvements browniens indépendants on construit un processus de même loi
que ( lx j< t , . . . ,  lx„<t) tel que l’inégalité du théorème 2 soit vérifiée. Mais, contrairement 
à la section 3, il faut que lorsque n augmente, par exemple 2Nd < n < 2^d+1 où d 
est un entier, les 2N premiers mouvements browniens B \ , . .. , B 2n construisent encore

Pour cela, l’intervalle ]0,2^] est découpé en N  — 1 bandes D \ , . . . ,  Dff - i  avec:

Di  =](>,4]

Dj =]2, ) 2,+1] j  = 2 , . . . , N - l

Sur chaque bande Dj  ; j  > 2 on construit un processus de même loi que ( lx -̂ . 
l jr  .+1 <() à partir des mouvements browniens B ^+ i, ■ - •, 5 2y+i par la méthode de la sec­
tion 3.
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(Sur la bande Di, on construit un processus de même loi que { l x L<t, ■ ■ • à partir
de B i , . . B i ) .  Notons ( l ^ i<{, . . . ,  1^. N<t) le processus ainsi reconstruit et par abus:

A>.=ïèii,
4 à i

<t

*=2>+l

Conséquences

1. Le processus ( l ^ « »  • • • > l ÿ  N<t) a même loi que le processus {lxi<t> • • • > l j f aW<0 
puisque l’égalité en loi est vérifiée sur chacune des bandes d ’aprés la section 3.1 et 
que les bandes sont indépendantes entre elles.

2. On a les inégalités suivantes:

m  m

PC i ? a2, + i sup Km_2i) X) xXi<t -  (m -  2i)f -  12  B?wi 
0<t<l -  ,=2>+l

> log(2, )(x +  641og(2J))) < 0.35exp(—x/32) (24)

lm £  ~mt~Î2 m ) l  ^ loe(4)(x +  641og(4))) 

< 0.35exp(—x/32) (25)

2J+1

P ( sup \2>FD.(t) -  2H -  £  ^  * +  121og(2J')) < 2ex p (-x /6 ) (26)

4
P ( sup |4#d ,(0  -  4i -  Y ,  B?(0I £  * +  121og(4)) < 2exp(—x/6) (27)

Les relations (24) et (25) sont des conséquences directes du lemme 8, les rela­
tions (26) et (27) sont obtenues en remarquant que sur chaque bande la première 
étape (Section3-Descente conditionnelle-Etape 0) correspond à la construction hon­
groise utilisée par Komlos, Major et Tusnady [6] et Bretagnolle et Massart [2] pour 
démontrer le théorème 1.
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Il suffit de contrôler la probabilité;

m  m

P =  P (  max sup |m Y ^ lÿ  <t — mt — y3-®»?(*)l — l°gn (x +  761°gn))
l<m<2N 0<i<l

Remarque: Si l’espace de probabilité est "suffisamment” riche, l’inégalité vérifiée sur le 
processus reconstruit . . . ,  l ^ <t) l’est aussi sur le processus de départ d ’après le
lemme de Skohorod [9]. En effet, sur un espace de probabilité assez riche on peut trou­
ver une suite de mouvements browniens indépendants B \ , . . . ,  Bn tels que le processus

• • •, 1x n<t> ■ • • » Bn) ait même loi que le processus ( l x ^ t ,  • • •, 1 x n<t, B i , . . . ,  Bn). 
(Remarquons que dans l’énoncé du théorème 2, la suite de mouvements browniens J5i,. . . ,  Bn 
correspond en fait à la suite JBi,. . . ,  Bn définie ci dessus!)

4.2 Contrôle de P

On note:
$m(i) =  m 1 Xi<t - m t -  E £ i  B?(t)

Mt) = o
On définit 7r (m) par:

n (m) =  0 si 1 < m < 4
7T(m) =  2; si 2J +  1 < m < 2J+1 j  =  2 , . . . ,  N  — 1 

Lorsque m > 5, on définit j (m )  par:

jr(m) =  2i(m>

On note:
$x =  $4

=  $ 2k+i -  $2* 2 < k < N  -  1

Alors pour tout m > 5, on a:

|$ m | <  |®m -  ®*(m)| +  £  H M
Jb=l

Et pour 1 < m < 4:
|^ m |  ^  | ^ m  — ^ x (m ) |

On obtient:
P < P i + P2 (28)

où Pi = P (  max sup |$ m(i) -  > logn(o:ix +  641ogn))
l<m<2w 0<t<l

P2 =  P (  max sup 5 3  l^*(*)l ^  log n (a2* + 12log n))
5<m<2w0<Kl
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avec a i  =  0.787 et a2 =  0.213.

Contrôle de P i

N - 1

Pi < X ) p ( m a x *T SUP !*»(*) "  ^ (m )(0 l > log n(a \x  + 64log n)) 
~  m6X?ynNo<t<l

Lorsque j  > 2, on écrit:
log n =  log (2*') +  log(n/2J )

et lorsque j — 1:
log n =  log 4 +  log(n/4)

Les inégalités (24) et (25) donnent directement:

Pi < 0.35 exp( ~j}Q~ ~  2l°g(^j))
j=2

avec CJ2 =  2 et =  1 si j  > 2.
On obtient:

^ “ 1 4*

< 0.882 exp(-x/41) (29)

Contrôle de P 2

Puisque j(m )  est croissante de m et que j(2N) = N  — 1, on a:

■P2 < P ( ( ^  -  2) max sup |$fc(i)| > logn(a2x +  121ogn)) 
l<k<N-2  o < t < l

On utilise (logn)/(iV -  2) > log 2, la décomposition:

log n =  log 2k +  log(n/2fc) si k  > 2 
log n =  log 4 ■+■ log(n/4) si k  =  1

et les inégalités (26) et (27) pour obtenir:

N - 2

P2 < Y ,  P (  sup |* fc(t)| > (log2)(a2z +  12logn))
*=i

< 2 ^ w t  exp(- a2f e s 2 ^  -  2(log 2) lo g (p ))
¿=2
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avec u>2 =  2 et a;* — 1 pour k ^  2. 
On obtient:

P i < 2exp(—x/41) ^  2 log 2 
k=2

< 2.373 exp(-x/41) (30)

(Alog2\k

Les relations (28), (29), (30) donnent le résultat:

P < 3.26exp(—x/41)
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A ppendice : preuve du Lemm e 2 et de ses cas particuliers

Préliminaires

Les notations sont celles de l’introduction . 
Remarques sur H(n,np,np’)

1. E (H(n,np,np')) = npp'

2. V a r(H(n,np, np')) =  ( n /n  — 1 ) (npp'qq')

3. Propriétés de symétrie

(a) H (n, np, np') = H (n, np', np)

(b) H(n, nq, np') = np1 -  H(n, np, np')

(c) H  (n, np, nq') = np -  H  (n, np, np')

(d) H(n, nq, nq') =  nq — np' + H(n, np, np')

On notera X  et a pour X n et an .

A Cas a2 petit : a2 < Oq

_(j2 ^ 2

-  min (npp',nqq') = ----- j - - ---- jr < X < ----- r ------ jr =  min {np'q,npq')
max(pp', qq') max(pfq,pq')

f  max(p'q,pq') > (p'q + pq')/2 =  (1 -  8 8 ') /4  > r?/4 
[ max(pp',qq') > (pp' +  qq')/2 =  (1 +  8 6 ' ) /4 > r\/4

donc | X  |<  M  avec M  =  ^o\/r)
M  + Y 2 si | Y  \> a  
M  + <Tq sinon

et | X - < r r | < A Î  +  < r | y | < |

B Cas <j2 grand : a 2 >  a q

Dans toute la suite, on note £ les valeurs de N  — npj/ prises par X  ( variable hy- 
pergéométrique recentrée ). Par conséquent max(—npp', -nqq') < £ < mm(np'q,npq').

B . l  Quelques lem m es techniques et leurs conséquences 

Lem m e 10 Encadrement de logP(X  =  f).

Soit ip(Ç) =  — \og(y/2 na) -  logP(X  =  f). Pour 0 < £ < Xcr2, 0 < À < 1, on a:
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V’(f) =  0(f) +  p($), avec 0(Ç) =  f 2/2 a 2 +  £66'/2ct2 -  ^dÔ’/Sar*

( p (0  < 1/6(1 -  X)cr2 + - t 2S2/ 4(1 +  A) V  +  ^53/12(1 -  A )V  
et <

{ p ( 0 > - Î 2^ 2 /4 ( 1 -A )V  +  e4-S3/12(l +  A)V6 

où Sk =  (pk +  qk){p,k + q,k) , 6 = p -  q et 6' = p' -  q1

Preuve:
En développant suivant la formule de Stirling, on obtient sur 0 < £ < Acr2

P { X = t )  = C S (t,n ,p ,! f)a {Q  

où a(f) et C S (f) sont définis par:

• °të)= t Èï 6* ^ “ 01̂ ) “ 0(0 )

• CS(£) =  7np7ng7np'7nî '/(7nIIi=l7nai+(-l)*i) 

avec a i =  p!q «2 =  PP1 <*3 =  PÇ1 <*4 =

f a ( 0  =  Ei=i(«a.- +  (~1)‘0  l°g(l +  (—l)’£/(na,-) )
et <

[ P(0 = V2£f=ilog(l + (-l)’Ç/(«a<) )

En utilisant d ’une part la décroissance de 7a, d’autre part 1 < 7a < 1 +  ^  et les huit

inégalités du type: np < n et npp' + Ç < np' (nous n’écrivons que les deux premières), on 
obtient:

n - — ~ï+— <c5(«<i
«=1 1 ^  12(na,+(-l)*f)

En utilisant log(l +  x) < x et (nos,- +  (—1)‘£)-1 < (««»(1 — A))-1 sur 0 < £ < Aa2 , on
obtient:

0 < —logCS < q 1 _ X)gl

Par la formule de Taylor, on développe a(£) à l’ordre 4 et fi(£) à l’ordre 2, on contrôle les 
restes et le résultat s’ensuit.
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Lem m e 1 1  Majoration de r(£) =  P (X  =  f  +  l) /P (X  =  £).

1 r (r t  < i  exP ( - Z l a2) "  88> ^  0
'  |  exp(—f ( l  — 66')/2cr2) siSS’ > 0  

r ( 0  < exP(— Ç/ff2 +  Ç266'/2a4) VÔ81

Preuve:
= ___ ( V g - o w - o ___ < lA )

(Çj (npp> + e +  l)(ngg' +  *  +  1) ”  eXP(AJ 

avec A =  log(l — £/np/q) + log(l -  Ç/npq') -  log(l +  Ç/npp') -  log(l +  Ç/nqq')

La majoration à l’ordre 2 des logarithmes donne immédiatement 2 et 1 dans le cas 66' < 0:

a2 2cr4

Pour 1 dans le cas 66' > 0, on remarque:

l0g(1 + ^P] - - 108(1 '  ..Jtp.P')’ 6t 108(1 + 108(1 ”
donc A < — f  (1 — qq' min(g,ç') — pp' mm(p,p'))/a2
et 1 — qq, inin(q,q') — pp1 min(p,p') > p'q + pq' =  ( 1  — 66')/2

Conséquences des leñames

Conséquence 1 : Pour tout a2 > 4 et 0  < f  < 1 , on a:

lo g (V & P (X  =  0) < |  2  % < 0

Conséquence 2 : Pour tout £ > 1 on a:

P (*  > 0  < exp(-o;(e - l ) / a 2) =  _
1 -  exp(-w(£ -  l)/<r2)

i l  si 66' G [-1 +  »7 , 0 ]
avec w -  |  (i -  66')/2 si 66' G ]0,1 — »7]

Conséquence 3: On note <f>(y) =  exp(—y2/2a2)/y/2Ütr.

1 . Si 66' < 0  alors pour tout £ > 0  on a:

P (X  =  t  +  l)  < / - 2 A + 1 \  f l f + t - A )  
P ( X  =  i )  -  P V ;  # ( i - A )
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* > - * + T  f f l '

Alors pour tous / > 0 e t £ > 0 o n a :

p ( j c = t + i ) . evn r- u + i \ H t + i - m )
F (X  = 0  -  P l  2a‘ )  4>(i -  H O )

Preuves: Pour la conséquence 1, on utilise le lemme 10 avec A =  1/4:

log (Æ < rP (X  =  ()) < / ( « )  =  - { * -  SS’(  + ^

f (  0) est du signe de —66', / ' (  1) < 0 pour <7 2 > 4 et /"(£) < 0 pour a2 > 4 et 0 < £ < 1. 
Si 66' > 0 alors /(£ ) < 0 pour 0 < £ < 1 et si 66' < 0, le maximum de /(£ ) est atteint 
entre 0 et 1, comme — f 2(l — 8 f/9 a2) < 0 on obtient /(£ ) < —66'£ < —661 pour 0 < Ç < 1.

La conséquence 2 s’obtient en majorant par une série géométrique (lemme 11 (1) ). 

Pour la conséquence 3 , on utilise

»(¿ +  1 - A )  =  , e | 2 A ( Q - 1
<!>{(-A) m  o2 2a2 }

2. Si 88* > 0 , on pose

avec A(f ) — |  a _l îkm /o\ fie  n f~\2
A si 66' < 0
A +  (SS'/2) ((£ +  D / a f  si 66' > 0

et le lemme 11 : avec ( l)  si 66' < 0 
avec (2) si 66' > 0

Lem m e 12 Minoration de r(£) =  P(JC =  f  +  l) /P (X  = £).
Si |55'| < 1 — r} = 9 et Ç + l <  \ a 2 avec A < 1 alors

•ogW i)) > -A  -  log(X -  A) -  A)

En effet:

, , _  (np'q -  Qjnpq' -  Q (npfq -  (g +  l))(npgt -  (g +  1))
(np>p +  £ +  1 ){nqq' +  £ +  1) “  (»P'P +  £ +  l)(ngg' +  £ +  1)

En posant =  £ +  1, u =  ?/(np'q), v =  $'/(npq'), w =  t'/(nppf), s = ?/(nqq'), on
obtient:

log(r(0  > log(l -  «)(1 -  v) -  log(l +  w){l -|- a)
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„  ... , j si u <, u < 1 logil -  ti) > - u  — au2 avec a =  (— logil — u) -  tt)/u2 ...

En utilisant { , ,, w  6V . v v '  "  on obtient:
 ̂ log(l +  u) < u

log(r(0) > ~«(«2 + v2) 

log(l -  A) -  A 
avec a =  rr: 

et u2 + v2 = |f ( (p 'g )2 +  (pq1)2)

Or si ¡¿¿'[ < 1 -  r) = 0 alors (p'q)2 +  (pç1)2 < (1 +  i ) 2/4 d’où le résultat.

B .2  In é g a lité  lin éa ire

Dans toute cette section, on notera Çs ,s E R + * l’entier recentré par npp1 tel que s -  1 <
< s . On rappelle que | 88’ |< 1 — r) avec 0 < rj < 1 .

En utilisant les symétries de la loi hypergéométrique, il suffit de vérifier:

X  < a + <tY  + /3\66'\Y2 pour X  =  \p%np, o $(Y) -  npp1 et X  > 0

• On commence par montrer:

P I X  e t f  t n < i  P ^ r  6 !i "  6]
1 6 S |  P ( r f € [ f - S ,O j  ai npp' £ N

P(X  > £) < P(»y > ( -  A(£)) si î +  1 < f  < min(np!q,npq')

Avec pour 88 * < 1/8 5 =  3 et f  =  i  f 2 “  * N
r  ~  '  I l  sinon

pour « « '> 1 /8  S =  4 et £ = (  &
' 2 sinon

2 si 68' < 0

et A(«  =  |  a(Sf )  + ( ii'f*  )/(2<r2) si Sfi > 0 où *(««') =  { ‘ ;®35 “  ^  f

On pose :

z>(e) = iog*(e+i-A(ç+i)) -  iogp(x = o + iog(i-A(e+i)+A(0)

<f>(y) =  exp(-y2/2<72)/\/2jra

A '(0  =  A (0  -  1
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P ( £ < * < ! )  < P ( a F e [ 0 , ê - e  +  2])

et d ’utiliser ensuite:

'p(o-Y € fO £ — £ +  21) < / ^ 6 K - ( ! - 6  +  2),e1])  s in p p '^ N  r \ * Y e  10, Ç £ +  2j) < |  p (< rF e [e_ (|  +  2))0]) si npp' 6 N

f P ( a y e [ £ - 5 ,Ç x ] )  s in p p 'g N  
\  P  (&Y € le -  5,0] ) si npj} e  N

1. Si 88* < 1/8, la conséquence 1 donne:

P(£ < X  < |)  < avec ÜT =  £ - £  +  l €  {1,2}
V2jra

Pour <r2 > Oq , on doit vérifier:

r K + l
K  exp(l/2<ro) < /  exP(—*2/2°o) dt 

J o

K exp(l/2<7o) 1  ̂ +  1\soit ----- ^ ^  +  -  < $ ( ------- )
v2îriro 2 o"o

En lisant les valeurs sur une table de loi normale, cette inégalité fonctionne dès que 
al > 4.5.

2. Si 88' > 1/8, la conséquence 1 donne:

P  { Z < X < Ï ) < - Ü L -  avec K  = ï - t  + l €  {1,2,3} 
y/2ira

et l’inégalité à vérifier s’écrit pour a2 > a2:

K +l<*(^±)

Si 0 < £ < £ Il suffit de montrer:

y/2Ïr<ro 2 <ro

qui fonctionne dés que Oq > 9.

Si £ +  1 < £ < $„2/2 , on montre:

P (X  =  £) < P (a y  6 [£ -  A (0; e +  1 -  A(£ + 1)] )

Pour £ < £aa/2, la fonction £ — A(£) est croissante. De plus, l’inégalité

gN
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est vraie sans conditions si 6 6 1 < 0, avec la condition a 2 > 3.5 si 6 6 1 G]0,1/8] et avec la 
condition a 2 > 80 si 6 6 9 > 1/8. Le raccordement avec les £ G [0, £] est possible et nous 
sommes ramenés à vérifier .D(£) > 0. On utilise la majoration de P (X  =  £) du lemme 10 
en remarquant S 2 < ( 1 +  (8 8 ' ) 2 )/2-

1. Si — 1 +  rj < 6 8 ' < 0 , on obtient

n i «  >
w  -  2a2 a2 2a2 2a2 2<r2 a4

Cette fonction est concave de Ç/cr2, elle est positive en £/<r2 =  2/a 2 et en £ /c 2 =  1/2 
dés que tr2 > 4/(4rç -  rj2) (en particulier, pour |£5'| < 1/8, a 2 > 4.5 convient).

2. Si 0 < 55' < 1 — ij , on obtient

D(Z) > £A'(£ +  l)/<r2 -  (A '(e +  l) )2/2<72 +  88'£/2a2 -  8 8 ' ? / ^
-  S* ? /* 4 +  log(l -  ( ^ ( 2 e  +  l)/2<r2))

On utilise

(a) eA‘( i  +  l)/<r2 -  (A '(Î+  l))*/2»* > f  A'(Î +  1)/2<t2
car £ — A (f) > 0 pour f  +  1 < £ < ^ 2 / 2  +  1 et a2 > 4.5

fbì lo* i l  -  (SS1 /2<r2)(2£ +  1ÏÏ > 1 log( 1 “  ^  ) si S8> -  V 8(b) log (1 (56 / 2 a )(2Ç +  1)) > j  ^  t  ^  (Sgtç/2 a2 ) ) si S8 > > 1/8

(c) Si 88'Ç/2<t2 < r alors 86'£/2a2 +  log(l — \(88'Ç/2<t2)) > —r(r)££'£/2<r2
avec — r(r) =  1 +  (1/r) log(l — Àr)

On obtient pour 86'£/2a2 < r:

— Si 8 8 ' < 1/8 alors r =  1/32 entraine r(r)6 6 ' < 0.21, comme Ç/cr2 < 1/2 on obtient 
D(0 > 0.
— Si 8 6 ' > 1/8 on sépare deux cas:

Soit £2/6 a 2 — 0.45r(l/4) > 0, alors avec £/a 2 < 1/2 on obtient 
a(8 8 ') =  2.9 > 1 +  i / o 2 +  0.55r(l/4).

Soit £2/6<t2 -  0.45r(l/4) < 0 ce qui entraîne £/<r2 < 0.214 et 01(8 8 ') =
2.9 > 1 +  0.214 +  r(0.107) pour a 2 > 150.
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s i  ía 2/2 +  1 ^ f  ^  min(np'g,npg')
Lorsque 86' < 1/8, la fonction £ — A(£) est croissante jusqu’en min(np'g, npq') de manière 
évidente si 66' < 0  et en utilisant f  < 4a2/r¡ si 66' € ]0 ,1 / 8 ]. On montre alors:

P(X  = 0  < P(^y € K -  A(0; £ +1 -  A(£ +1)] )

Dans le cas 66' > 1/8, on montre directement:

p(x>o<p(̂ >e-A(o)
1 . Si — 1 +  r¡ < 66' < 1/8 on a:

B = p ( , y e K - A ^ ^ i - A ( e + i ) i ) ,  (1_ A (e+ 1 )+ A (e)/ ( e p- A ^ D

La conséquence 3 avec A =  1  pour 66' < 0 et A =  a(66') — 1 =  0.835 pour 66' > 0 
donne:

d  a  /  **• , i  \  i a  11\\ / 2 A  ~  ^  *  \ \  4Í&/2  +  1  -  A ( £ t 2 / 2  +  1 )
«  > (1 -  A(Ç + 1) +  A « )) exp -  & >/>))-------' n X  = ^ J -------

(a) Si 66' < 0 , on obtient R  > exp D ( ^ / 2) > 1 pour a2 > 4.5 d ’après le cm 
précédent.

(b) Si 66' > 0 , on obtient en posant K  =  2A — 1 =  0.67:

R

où g( 0

Comme g(Ç) est une fonction croissante de £ pour 66' < 1/8 et a 2 > 4.5, on 
obtient R  > exp £ ( 6 ,2 / 2 ) > 1 d’après le cas précédent.

2 . Si 1/8 < 66' < 1  — 17, on note

p (« r r > e -A (Q )

p ( * > e )

La fonction £ -  A (f) est concave de £ (linéaire si 66' < 0) et £*2 / 2  — A(£a2 /2) > 3<r 
pour cr2 assez grand (a 2 > 50 convient). Soit £<* le plus grand entier recentré par 
npp' tel que £ — A(£) > 3a.
En supposant qu’en £ — £d l’on ait R > 1 , alors pour tout £ > £<¡:

p ( *  > 0  < p ( *  > U) < p ( ^  > C i-A (6 i ) )
< P(aY  > 3a)

< p(ay>e-A(0)

> 9 (0
9V<io2 / 2  1-  i  ~  t±K <io* /2  - r

P (X  =  6 v a )

45

1
88
2 a 2 2 -t- l' exp « t K

2a 2 4

R



On peut donc se restreindre aux f  tels que £ CT2 / 2  +  1 ^  •

En utilisant l’inégalité gaussienne

P(y > „) > !ÏEil£M
K ~ Vl ~ y3 y /2 Ï

avec y — (f  — A(£))/ct , ce qui entraine y2 — 1 > 8y2/9  , on a :

8 O2
P (aY  > € -  A (0 ) > H t  ~  A (0 ) (31)

La conséquence 2 avec uj =  (1 — S S9) /2 et 31 donnent:

(32)

où G ( ^ j ^ )  =  9(g _  1) (exP({<;(^ “  !)/**) “  1)

La conséquence 3(2) avec A =  a (S S') — 1 =  1.9 et les relations 0 < 3<r — 1 < 
f  -  2 -  A'(£) < £ -  2 -  A'(£ -  1) pour Çai / 2  < £ < £d permettent d’obtenir les 
inégalités suivantes:

* ((  -  1 -  A-(fl) f l f - 2 - A ' ( Q )  M f - 2 -  A ' ( ( -  1)) 

P ( X = e - l )  ■  P ( J f = Î - 2 )  -  P(JC =  Ç -  2) 11

En descendant de proche en proche avec les inégalités 33, l’inégalité 32 devient:

D ^  -  l ^ ( f a 2/2 +  1 -  ^(£,2/2 +  1) )
R s «f— )--------p(x = e„,/2)--------

Q est une fonction croissante de (£ — l)/<r2 > (1/2) — { l /a 2) = l /2 + . La majoration 
de P (X  =  £) du lemme 10 avec S2 < (1 +  S6')/2 et la relation 2a qui reste valide 
pour £ < £d donnent:

R - ^r(exp(w/2+) - !) exP{ ^ ¿2/2 +ss>+a(ss') ~ 1 - }
16+ (  , l ~ SS\  , \  \cc„  ** 1 X 7 1

s t  r p<-p-) - *) ^  (5{ w +f )+ 2f )

avec 16+ =  8 x 2+,4+ =  2 x 2+,96+ =  12 x 2+S, et 20+ =  5 x 2+.
Cette fonction est croissante de 88' pour a 2 > 96+/ ( l  — 88') et est supérieure à 1 en 
88' = 1/8 dès que a2 > 1700/(1 -  88').
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• Appliquons la méthode de transformation par quantile décrite dans le livre de Csôrgô 
et Revesz [3] pages 133-134 à X =  <I>ô,np,np' ° — npp' et X  > 0. On obtient:

1. Si 88' e  [—1 + r/,0] et a2 > 4.5:

X  < a Y + \ \  31 X < 2
I 3 smon

< <rY + 3

2. Si 88' e]0 ,1/8] et a2 > 4.5:

(34)

X < oY  + 3 si X < 2

X <
88' ( X \ 2 

<j Y  +  1.835 +  —  i —J si X > 2

et a2 > I7OO/17:

X < oY  + 4 si X < 3

X < <rY + 2.
„ 88' / X \ 2 . v  n
9 + t w  S1* - 3

(35)

On transforme 34 et 35 en inégalités quadratiques:

—Pour 34, en utilisant X ja 2 < 4/(1 — 88') on a:

5X , 288' x , 88'X»
T - X(1 -  ï̂ ss!) - X{1 - 5 ^ + 1-836

En reportant dans 34 et en utilisant (o + b)2 < 2(a2 +  b2) on obtient pour cr2 > 4.5:

X < a y  +  3 +  W ' Q ) V 2 (36)

—Pour 35, si X  < £(,2/2 ) on a:

SX . ii1.
—  < X(1 -  — ) < crY + 2.9 
4 4

2

et on obtient, pour a2 > 1700/jj:

X < o Y  + 4 +  Î*' ( j j  Y

Si X  > /2l,in®galité 35 en <j2/2 entraine y  > (3<r/8) — (2.9/cr). Comme y  est une 
fonction croissante de X et X/o- < 4<r/r> < 4y/(0.37»j) , on obtient :

59
X<<tY  + 4 + 88' - = Y 2 (37)

tf
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On rappelle que dans toute la suite : X  =  &Tninp>npn ° $ 0 0  — npp*
En utilisant les propriétés de symétrie de H(n,np,np ) , il suffit de montrer qu’il existe des 
constantes c et d telles que:

\ X - c r Y  \<c + d Y 2 sur X  > 0

1. D’après l’inégalité linéaire , 0 < X  < c +  crY +  d Y 2 est immédiate

• Si \66'\ < 1 -  T} et a2 > 1700, d’après 37 c =  4 et d =  |55'|59/(fj)2

• Si |5^ | < 1/8 et <72 > 4.5, d ’après 36 c =  3 et d =  |55*|(7/5)2

2. Il reste à montrer qu’il existe des constantes c et d telles que:

-  c -  d Y 2 + o Y  < X  sur X  > 0 (38)

Preuve de (38) :
• Sur X  > (a2/(Ad)) — c , l’inégalité 38 est immédiate en remarquant:

, <r2- c - d Y 2 + trY < — ~ c < X  
4 a

En particulier si a2 < 4cd l’inégalité 38 est toujours vérifiée.

• On se place donc sur a2 > 4cd et 0 < X  < (a2/(4d)) — c.
Il suffit alors, d ’après les techniques de plongement ( c’est à dire la transformation par 
quantile décrite dans le livre de Csôrgô et Revesz [3] pages 133-134) de montrer que pour
tout f  G [0, (a2/ (4d)) — c] :

B .3  I n é g a lité  q u a d r a tiq u e

(39)

_  4d(£ +  c — 1) 
<r2

ou * — ,

Suivant les différentes valeurs de f , nous montrerons directement l’inégalité 39 ou bien 
nous montrerons tout d’abord l’inégalité point par point suivante :

P (X  =  0 > P g ( 0  (40) 

/=----- , *2
Où po(0 = P(cry e [-(1 - y/T=H) ; ^(1 - vT=^) ] )

f x = 4d(£ + c')/a2 où d = e — 1 
aVeC\  x' = 4d(i + c)/o2
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1. Majoration de P<?(f) sur un intervalle [æo,£i]

Sur i„  -  i  -  x "  i ,  avcc < 10 =  (1/2) +  ( ^  ~  ( V i l V Ï ^ W W Î  Sur io  < * < * < * .  avec j  ^  = (1/2) +  (4 i)/(< ,l)  +  ( l / 2)V l -  (l6rf»>/(<r»)
on a :

logPcie) < /i(x) (41)

avec /i(x ) =  - log(V^7rcr) -  ^ log(l -  x) -  (1 “  V l -  x)2 

En effet par le changement de variable u =  <t(1 — y/l — t)/(2d) on obtient

Or dès que a2 > 16J2 g est décroissante sur xq < t < x\  d ’ où le résultat.

2. Comparaison d’une majoration du membre de gauche de 39 et de la majoration 41 
On utilise l’inégalité P(Y  > y) < (exp(—y2/2)/(y-\/2n) et on obtient:

p (y > ¿(i - vr^)) < /jW
où /j(i) = - lo g fo Æ rJ-lo g ^ i— ~L7..Î j  -  ^(1 -  VI -  x f  \

La seule modification par rapport à 41 est le —(1/2) log(l—x) qui devient — log((l — y \  

Donc

h{x)  < fi(x) &  x > x avec x =  (42)

3. Etude de l’inégalité 40
Pour avoir la majoration de P a(Ç) dès le début, il faut que 4d(c — 1 )/<r2 > xo, soit 
la condition notée C\: c > (d-f- l ) 2 
On suppose donc Ci vérifiée.
En utilisant la minoration de P (X  =  £) où Ç < À<r2 (lenune 10, ici À < l/(4d)), la 
majoration de P<?(£) (41) et en supposant |Æ5'| < 0, il suffit de vérifier la positivité 
de A + B  + C  avec:

<r2( l - y / T = ^ )2

m 2

B  =  ^ l o g ( l - x )

= ï)/(2cQ ).
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c = ÈL
2 a 2

e_
2 a2 

? S s

6a4

+

e s 2 .

4a4(l -f- A)* 
1

(12a6(l — A)8) ' (6(1-A )a 2)

En utilisant les inégalités suivantes:

2 5*4r---  x‘ x 5*
2- I- 2 v T ^ > T + y  + —  

s i x < / 3  < I B  > - * - ? ? - - T x s où T  < ~ lQg^  ~ ~ ^  ~ (43)

<

2 4 2/?3
1

6(1 — A)a2 6a2 6a4(l — A)

S2 > l / 4 S 3 < ( l  +  302)/4

Sachant que x = 4dr)/a2 où rj — £ +  c', en regroupant les termes en l / a 2, en l /a -4, 
en l / a 6, on obtient A + B + C > r\ + t2 + avec
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les termes soulignés proviennent de (l/2 )log(l — z)

r

1 e

e
3O

sur d :

et A 4d on obtient:
2 (le cas général se fait de la même manière). En développant T2 avec 0 1 8

le terme en £ soit positif, ce qui impose la condition suivante

5c/2 ^  (1 +  302) X d3 
2 -  48(d — 1/4)3

•  Dans le cas général 0 =  1 donc 44 donne d =  0.51 .

• Si 9 =  1/8 on obtient avec 44 d = 0.41 .

On traitera en détail le cas 9 = 1/8 puisqu’il est utilisé dans la preuve du théorème
71 et

4d+  11

et A =  1/ 4d



on rappelle que les termes soulignés proviennent de (l/2 )log (l — x) 
d étant égal à 0.4, on choisit c; =  2 de telle sorte que T\ et t*i soient totalement 
positifs (la condition C\ est alors vérifiée). En utilisant a 1 > 4cd, on obtient:

<r6(ri +  7*2 +  7-3 ) > — {*1* -  f 4) -  (4d)sTr73 +  (4cd)a4 r2 +  (4ccî)2cr2ri
A

En développant cette équation et en regroupant les termes suivant leur degré en 
on obtient:

0

^ ■(n + T i+ ts ) > £3(31.39-26.4T)+Î2(83-157.44T)+£(293.7-315T)+(85.12-209.92T)

En imposant que cette équation soit totalement positive ,on obtient T  < 0.4053 où 
T  est défini en 43 ce qui impose /? — 0.73. En résumé :

si 9 =  1/8 d = 0.41 c — 3 x < 0.73 alors

logP(X  =  e ) > A ( * )  (45)

4. Fin de la démonstration dans le cas 9 =  1/8 
On rappelle d =  0.41 et c =  3 et donc a2 > 4.92.

(a) Si 0.6982 =  x\ < x < /? =  0.73 , d ’après la remarque 42 (ici x < 0.6982) et le 
résumé (45) l’inégalité 39 est vérifiée, en effet:

p(* = i) > /iM  > AM > P ( y  > ¿(1  -  VT^Î))

(b) Si x < x\ =  0.6982 et sous la condition supplémentaire de décroissance de la 
fonction g (c’est à dire : x' < (1/2) +  (4d /<r2) +  ( l /2 ) \ / l  — (16d2/a 2) noté 
inégalité a), on obtient l’inégalité 40 point par point.

• Si a2 > 5.8 alors l’inégalité a est verifieé pour tout x < x i d ’où 40
•  Si 4.92 < a 2 < 5.8 l’inégalité a est verifiée si x  < 0.639 d’où 40

•  Si 4.92 < a 2 < 5.8 et 0.639 < x < xj
En utilisant la minoration du rapport r(£) =  Pç+i/P^ (lemme 10) avec A =  
l/(4d) soit log(P^+1/P^) > —0.715, on obtient sachant que £ < a2/Ad —
3:

log(P(X > 0 )  > lo e (P (*  =  0 )  +  0 612 (46)

En utilisant de plus la majoration de P  (Y  ^  é Î 1 ~  V1 “  *)) et en mino- 

rant log((l — y/l — x)/2d) par log((l — y /l — 0.639)/2d), on obtient:

i o g ( p ( x > e ) ) - i o gp ( r > ^ ( i - N / r ^ ) )  >

ri +  r2 +  r3 -  ^ log(l -  x) +  log(-— ~ X) +  0.612 >
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^ ~ 2  ((4 -  l/8 )e  + 4 -  1/3) +  log(1 ^  °-639) +  0.612 >

1 (4 -  1/3) +  Iog(1 ~ y/\ ~  ° ‘639-) +  0.612 > 0
2 X*5.8 ' ’ ov 2d

(c) Si x > fi =  0.73, de la même manière

log(P(X > O H o g P  ( y  > ¿ ( 1  -  v T ^ I ) )  > loge1 °-7 -)+0.612 > 0

5. Dans le cas général où 6 =  1 par le même procédé on obtient d =  0.51 et c =  4.

En résumé

• Dans le cas général, si |££f| < 1 — rj et a2 > 1700,

59
| X  -  o Y  |< 4 +  min(0.51,6 6 '- j )Y 2

• Si |5£'| < 1/8 et er2 > 4.5,

| X - a Y  |<  3 +  0.41 F 2

B .4  L’in égalité linéaire n ’est pas am éliorable dans le cas |5Ô'| >  p >  0

En utilisant les propriétés de symétrie de H(n,np,np’), il suffit de montrer que l’inégalité 
n ’ est pas améliorable si 88' > p > 0 et X  > 0.
On a vu que pour tout A  > 4 il existe B tel que

P(*>£) < P (ffY > Ç-A-B88'^j (47)

Montrons que pour £ de l’ordre de <7 4 /3 log(7 , B doit être supérieur à 1/6.
Soit £ le plus grand entier recentré inférieur à <r4/3 log a.
En utilisant la minoration de P (X  =  £) et P ( y  > y) < l/(y/%iry) exp(—y2/2) il faut pour 
que 47 soit vérifiée avoir l’inégalité:

£2 £3881 , . y2
2 ^ " 6 ^  + l0g<'  + £W  > T  +  10«»

où y - - - - -  -  et lim tta)  =  0
a a  a* a-+oo

En utilisant la définition de £, on obtient:

£T2/3(log(7)2 eei,n 1\/, \S »/ \ i ^ C ^flo g  ff)2 logff , . 
----- L_---- L  +  88 (b  -  —)(log a)3 +  c (a) +  log a  > ----- ^ +  log(log a)

Si 88' > p > 0, ceci entraine B > 1/6. Donc l’inégalité linéaire n ’est pas améliorable.
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APPROXIMA T/ON FORTE DE SOUS FONCTIONS 
DE REPARTITION EMPIRIQUE

CHAPITRE 2





Approximation forte d’un vecteur de sous processus 
empiriques

Résumé
Soient X  une variable aléatoire de fonction de répartition F(t) = P (X  < t) avec F 
continue et R une variable aléatoire à valeur dans 1 , . . . ,  m. On définit les sous fonctions 
de répartition F*(t) = P (X  < t, R = j)  et pour un n-échantillon du couple (X, R) les sous 
fonctions de répartition empirique:

»=1

On note a3n — y/n(F% -  F*) les sous ponts empiriques associés. L’étude de la convergence et 
de la vitesse de convergence de statistiques sur des modèles censurés à plusieurs populations 
nécessite l’approximation forte du vecteur (o4i)',j = 1, . . . ,m  par un processus gaussien 
vectoriel. Burke,Csôrgô et Horvâth [3] ont démontré en 1981 l’existence d’un tel processus 
[W£)]j =  1, . . .  ,m et ont effectué un contrôle en probabilité de maxi<y<m || ||oo
avec une borne exponentielle dépendant de m pour le terme d’erreur. Une autre con­
struction permet d’obtenir un processus gaussien {W£)\j =  1, . . . ,m  tel que le contrôle 
en probabilité de maxi<y<m || Ĥ , donne pour le terme d’erreur une borne
exponentielle avec des constantes explicites et sans dépendance de m. La clé de cette 
approximation est le théorème d’invariance de Komlos, Major et Tusnady [4] pour des 
fonctions de répartition classiques, ainsi que le résultat de Bretagnolle et Massart [2] pour 
l’évaluation des constantes. On utilise la même construction hongroise que dans ces deux 
articles, mais cette construction est réalisée conditionnellement à la variable multinomiale
(E?-i i«,=y); î  = 1, • . . ,  m .

1 Introduction

M odèle On suppose que toutes les variables sont définies sur un même espace de proba­
bilité ü  suffisament riche pour assurer l’existence simultanée sur Cl de tous les processus 
utilisés.
Soient .Xi,. . . , X n des variables aléatoires indépendantes et de même loi F:

F (t)= lP (X < t )
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^*(0 = \
Soit R  une variable discrète prenant ses valeurs dans { 1 ,...,  m}. On note:

On note Fn la fonction de répartition empirique:

*=1

Pi — E(JVj/n) =  P (i2  =  j )

La variable N  =  (N \ , . . . ,  Nm) suit la loi multinomiale X m(n ,p i,. . .  ,pm).
Certains problèmes statistiques (par exemple l’étude de modèles avec censure aléatoire) 
conduisent à considérer les sous fonctions de répartition empirique:

Notons FJ les sous fonctions de répartition associées que nous supposons continues:

Fi(t) = E ( F Î ( t ) ) = - p ( X < t , R  = j)

L’approximation forte du processus Fn — F par un pont brownien est maintenant bien 
connue (voir Komlos, Major et Tusnady [4] et Bretagnolle et Massart [2] pour l’évaluation 
des constantes). Celle du processus vectoriel (F£ — F3)1Ji.l a été traitée par Burke, Csôrgô 
et Horvâth [3]. Afin d’améliorer leur résultat, nous formalisons différemment le problème.

Conditionnellement k {N  = k} où.

m

k e K  = {(ku . . . , k m) ] kj e N - ,  =  (l)
j = i

le processus (nF£)™=1 a même loi qu’un processus V*:

tel que:

1. Vfc est indépendant de N.

2. [/¿ .est une fcy-fonction de répartition empirique de la fonction de répartition tiy(t) =  
P(!x” < t / R  = j ) que l’on a supposée continue.

3. Les composantes de Vfc sont mutuellement indépendantes.
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Remarque 1: L’assertion 1 n’est vérifiée que si f2 est sufïïsament riche.
Remarque 2: L’assertion 1 entraine l’égalité en loi de V^  et du processus vectoriel

( n « ) r =  i) .
Remarque 3: La remarque 2 entraine:

E(V)v) =  E ( ( n F ^ ) ^ )  =  (n p iu i,.. . ,npmum)

N o ta tio n s
Pour toute fonction </> : R + —> R, on pose

|| <f> ||oo =  sup | <f>{t) | 
te[0 ;+oo)

On note B  le mouvement brownien sur [0 ; 1]. Pour toute fonction /  : R + —*■ [0 ; 1] telle 
que /(0) =  0, / ( l )  =  1 on définit le processus B °(f)  par

B°(f(t))  =  -  f( t )B (  1)

A pprox im ation  fo rte  d ’u n  vec teu r de sous processus em piriques
Si l’espace de probabilité f2 est suffisament riche, on a le théorème suivant:

T heorem e 1 Pour tout entier n > 3 et pour tout entier m > 1, il existe un vecteur 
gaussien centré Z  =  (Z i , . . .  ,Z m), de matrice de covariance égale à la matrice de co­
variance de N /y /n  et un processus B  =  (B i,. . . ,  Bm) où les Bj sont des mouvements 
browniens mutuellement indépendants et indépendants de Z  et de N  tels que pour tout x 
positif:

1.

P (i<i<m N “  V*PiBj ( u:) -  V nujZ j  l lo o >  X + 40log n) < 7 exp(-x/20)

P ( max | Nj — npj — y/nZj |> x +  24logn) < 2exp(—x/12)
l<j<m

Cas d ’u n  m odèle censuré à  p lusieurs popu la tions
On considère n individus indépendants répartis sur m populations disjointes. Soient T  et 
C  les variables aléatoires représentant la survie et la censure, et R  une variable aléatoire 
à valeur dans 1 , . . . ,  m qui indique la population d’origine.
Soit (Xi,di, Ri)]i =  1, . . .  ,n  le «-échantillon obtenu avec X  = min(T,C) , d = 1  t <c et 
Ri =  j  si le i emeindividu provient de la j  emepopulation. On suppose que X  a une
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fonction de répartition continue.
Pour tout j  €  1 , . . . ,  m, on note:

Nj  = E ”=i ld,=i,Æ,=j Nf  =  E"=i ld,=o,fi,=y 

p \ = P ( d = l , R  = j )  p*j =  P (d  — 0, R  — j)

u) =  P (X  < t / d = l , R  = j )  u? =  P ( X  < t / d  = 0 ,R  = j )

Le vecteur N  =  (Nj ,  N j ) \ j  =  1, . . . ,  m suit une loi multinomiale AÎ2m(»>PÎ>PÎ> • • • >Pm>Pm)■ 

Soit le processus vectoriel de R 2m: (nFj,nF®)]j  =  1, . . .  ,m  où Ff  ; j  =  1 , . . .  ,m; e =  0,1 
est la sous fonction de répartition empirique:

1 n
/̂(*) = ~ 53 ijfi <*.*=«. 

n i=i

Le processus (n F j,n F j) 1̂=1 conditionné par {N  =  k}, où

k € {(&i, • • • > k2m) j kj G N ; y  ] kj = n}
j=l,...,2m

a même loi qu’un processus V*:

V t  =  (* 1  K ......... K f i i Z )

tel que:

1. Ûk est une ¿¡-fonction de répartition empirique de la loi ti* si / est pair et de la loi 

u° si / est impair.

2. Les composantes de Vk sont mutuellement indépendantes.

Si l’espace de probabilité Cl est suffisament riche, on peut choisir Vk indépendant de N  et 
appliquer le théorème 1:

A pp lica tion  du  théorèm e 1 Approximation forte du vecteur des sous empiriques d’un 
modèle censuré à plusieurs populations:
Pour tous entiers n > Z et m > 1, il existe un vecteur gaussien centré Z  =  (Z j ,Z^ ) ] j  =  
1, . . .  ,m avec

e (z ' ) ! =  p; ( i - î>‘ )
E  = - p t f ,

et un processus B  =  (B j ,B^ )] j  =  1 , . . . , m  où les B £- sont des mouvements browniens 
mutuellement indépendants et indépendants de Z  et de N  tels que pour tout x positif:

P ( max max \ \F f -n p ejuíj - J r f j (Bej °(uí))-y/ñuej Z j\ \00> x+401ogn) < 7exp(-x/20)
€— U  ) 1. 1 V

Remarque 4: on obtient de même l’approximation forte pour un modèle censuré à une 
seule population (e G {0, l}, j  — 1) ou pour un modèle non censuré à plusieurs populations 
(e =  1, j = l , . . . , m ) .
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2 Résultats d’approximation forte et inégalités exponen­
tielles

Les notations sont celles de l’introduction. Le théorème 2 est dû à Komlos, Major et 
Tusnady [4] et à Bretagnolle et Massart [2] pour l’évaluation des constantes.

T heorem e 2 (A pproxim ation  fo rte  d ’une fonction  de ré p a rtitio n  em pirique) Si
l ’espace de probabilité f2 est suffisament riche et si la fonction de répartition F est con­
tinue, pour tout entier n > % il existe un mouvement brownien B  tel que pour tout x
positif:

P  (|| n(Fn - F ) -  yfîiB0{F) !!«,> x +  121ogn) < 2exp(-x /6 )

Le lemme 1 est dû à Benett [1] et à Wellner[6]. Une preuve en est donnée dans le livre de 
Shorack et Wellner[5].

Lem m e 1 Soit Z  une binomiale de moyenne m. Alors pour tout x positif et tout signe e
on a:

P ( e(Z -  m) > x ) < exp ( —mh

où h(t) = (1 +  i)log(l +  t) — t p o u r t > —l 
=  +oo pour t < —1

Comme h(t) < h(—t), on a immédiatement:

Lem m e 2 P (  | (Z  — m) |> x ) < 2 exp( —m h(x/m )  )

On rappelle l’inégalité de Kolmogorov:

Lem m e 3 Pour tout x positif:

P  f sup | B°{t) |> x ) < 2exp(—2x2) 
\te[0;l] J

Le lemme 4 donne l’approximation forte d’une variable multinomiale Mm(n ,p i , . .. ,pm) 
avec, pour le contrôle en probabilité du terme d ’erreur, une borne exponentielle qui ne 
dépend pas des paramètres.

Lem m e 4 Soit N  - ( N i , . . . ,  Nm) une variable multinomiale Mm(n ,p i,. . .  ,pm) définie 
sur un espace de probabilité O. Si H est suffisament riche alors pour tout entier n > 2 
il existe un vecteur gaussien centré Z  =  ( Z \ , . . . , Zm) de matrice de covariance égale à la 
matrice de covariance de N/y/n tel que pour tout x positif:

P  ( max | Nj -  npj — yfnZj |> x +  241ogn) < 2exp(—x/12)
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Preuve du lemme 4: Soit I  =  [a ; b] a < b un intervalle de [0 ; 1]. Pour toute fonction 
/  : [0 ; l] —> R , on note / ( / )  =  f(b) — f(a) et | /  |=  b — a. Soient

f h  = {o ;pi]
\  -T? — [Pi H------ 1"Pj-iiPi "1------ ^ Pj\ 3 ~  2, • • • ,m

La variable multinomiale N  a même loi que le vecteur (nG „(Ii),. . . ,  nGn(Im)) où G„ est 
une n-fonction de répartition empirique de la loi uniforme sur [0 ; 1]. Dès que n > 2, 
d ’après le théorème 2, il existe un mouvement brownien B  tel que pour tout x positif:

P  fmaxi<i <m | n(Gn(Ij)— \ /y |) -  y/nB°{Ij) \ > a; +  241ogn)

< P  ^2 sup0<t<x | n(Gn{t) - t ) ~  y/h > B°(t) |>  x + 241ogn)

=  2 exp(—x/12)

On prend pour Z  une version du vecteur , B°(Im). □

3 Preuve du théorème 1

On rappelle que K défini en (1) est l’ensemble des valeurs prises par N.

3.1 C onstruction  des variables

D’après le lemme 4, il existe un vecteur gaussien centré Z  =  ( Z i , Z m) tel que E(Z?) = 
Pi( 1 ~ Pi) et E(Z,.ZJ) =  -p ipj  pour i ^  j  tel que pour tout x positif:

P  ( max I Nj — npj — y/ñZj |> x +  24logn] < 2exp(—x/12)
\1  J

Soit B = ( S i , . . . ,  Bm) où les Bj  sont des mouvements browniens mutuellement indépendants 
et indépendants de Z  et de N .
Sur chaque événement {N  — k} où k €  K, on obtient par la construction hongroise pour 
les fonctions de répartition empirique du théorème 2 une version V* de (n i^ )^ .1:

n  =

où est une fy-fonction de répartition empirique de la loi Uj, et Û3k , est construite à 

partir de Bj.

Conséquences:

1. Les processus Vjy et (nF l)”Lj sont égaux en loi.

2. Pour tout k E K, V* est indépendant de N.
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3. Pour tout entier kj G 2 , . . . ,  n et pour tout x positif, on a:

P  ( i l  ki ( Ukj -  ui) -  | | o o >  x +  121ogfcy) < 2exp(—x / 6 ) (3)

La conséquence 1 entraîne l’existence d ’un processus B  tel que le vecteur de processus 
B>Z) soit égal en loi au vecteur de processus (Vjy, N,B>Z). En particulier, 

B  a même loi que B et est indépendant de Z  et N.
La probabilité à majorer s’écrit:

P  =  P ( i<i<m  ̂ ~ PiuJ') "  \fnPj{Bï{ui)) ~ VntijZj ||oo> x + 40logn)

=  P ( ,ÎPax || N jU l  -  npjUj -  v/np7(BJ)°(uJ) -  y/nujZj | |o o >  x +  40log n)

Remarque 5: Le processus NjU3N■ ne dépend que de Nj et Bj  et est donc indépendant de 

Bi pour j  l. De même, nF£) est indépendant de B\ pour j  l.

Remarque 6 : Dans ce qui précède, l’espace de probabilité iî est supposé suffisament riche 

pour assurer l’existence simultanée de (n F Î)^ .^  de Z , de B et B indépendants de Z  et 
de N.

3.2 C ontrôle de la probabilité P

Soient Àj =  9/29, A2 =  18/29 et A3  =  2/29. On majore la probabilité P :

P < Pi +  P2 +  Pu

avec Pi =  P(maxi<y<m || Nj(U}N. -  u}) -  y/F](B?(uj)) ||oo> Ax x + 12 log n)
P2 =  P(m axi<j<m | Nj -  npj -  \fnZj  | > A2x +  24 log n)
P3 =  P(m axi<,<m || (\fWj -  y/npj)(B?(uj)) ||oo> Ass +  41ogn)

Contrôle de P\\

p '  S E  £ p  (il N > ( V i il,. -  «,') -  (“,')) ll~> A! 1 + 12log n , N  =  *)
*€/Cj=l

Pour tout k € K y on définit 1* = { j  G { 1 ,... ,  m}; kj > 2} et J* =  { 1 ,.. . ,  m} \  J*. En 

utilisant l’indépendance de N  avec ( t^  , Bj)\ j  =  1 , . . . ,  m on obtient:

\ ie h  je h  J 

°ù Pfcy =  P  (il -  «y) -  lloo> Al X +  1 2  log n)
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Si j  G Jfc alors kj vaut 0 ou 1. Comme Pq =  0 on a:

£  = E  Plj oû !k = 0' € { 1 , ,  m}; kj = 1}

On remarque Card(JjJ) < n et || U[ ||oo^ 1 et on obtient

^  P]h. < n maxP( 2+ || Bj(tij) ||oo > Ajx +  12logn) 
j e  7* '  7*

Comme 121og n — 2 > lOlog n dès que n > 3, on peut utiliser le lemme 3. Finalement, 

E  — 2nexP (~2(Aix + lOlogn)2̂
J'€/*

< 2eexp(—x/20) avece =  3-199 (5)

Si j  € h  , on peut utiliser l’ inégalité (3):

s I 2exp( - ^ - 21°8 f e ) )
< 2 exp(-x /20) (6)

Les inégalités (4), (5), (6) entraînent:

Pi < 2(1 + e) exp(—x/20) (7)

Contrôle de P2 :

D’après l’inégalité (2), on a immédiatement:

P2 < 2 exp(—Aîx/12) < 2 exp(—x/20) (8)

Contrôle de P3:

Soient r =  0.2962 et a =  0.3335. On définit 1 et 1 par :

J  = {j E {1, . . . ,  m}; npj > r(A3x +  4 log n)} 
I  =  { l , . . . , m } \ I
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P3 < Qi + Qt +  Qz (9)

avec Qx =  P  |m ax | I Il lloo> A3x +  41og n j

Q2 = P  ^maxyfïfj || BJ(uy) ||oo> (1 -  û-)(A3 x  + 4 logn) j  

Qz = P  ^max-^npj || By(«y) ||«>> « (As* +  4logn)^

Contrôle de Q i:

On remarque Card( J) < n/(4r log 3) et on pose 7  =  2 .6 6 . On a:

Qi < 47 ^g~3 P  (l “  nPi £  \ / nPi7 (^3® + 4 log n)^

+ P  (|| ||oo> \Z(A3x +  4logn)/7^J

D’aprés les lemmes 2 et 3:

Qi < 2r log 3 *?£? CXP ( ~ npi h( \J l(x 3X + Uogn)/npj

/ —2 (A3x +  4 log n) \

+ eXP(----- ï----- )
Pour t < V tÂ  on a /i(i) > 0.282Î2. On obtient:

Qi < exp(—x/20) < 0.35 exp(-x/20) (10)

Contrôle de Q 2:

On pose (3 =  1.775 et on définit J n  par

ÎN = { j €  m};  Nj ^ 0} n J 

Comme Card(J^) < n et Jjv C 7 on a :

Q2 < nmaxje j[P(JVy > £ (l -  a)(A3x +  4log n) )

+  P  (il (# /(uj )) lloo> \ / ( l  -  a)(A3x +  41og n)//?) ]

On majore la probabilité Ps'
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Soit Qj  =  P (Nj  > /?( 1 -  a)(A3x +  41ogn) ). Sur J , on a:

Qj < P  (Nj -  npj > (P(l - a ) -  r)(A3x +  41ogn) )

D’après le lemme 2, pour tout j  G J:

Qj  < exp ( - » „ h  ( W - - ) - ^ » »  +  ̂ . ! ! Î )  j

Pour t > (P(l — a) — r ) /r  on a /i(t) > 0.847t et on obtient

x
Qj  < exp(—— -  3 log n)

Cette dernière inégalité et le lemme 3 entraînent:

Q2 < (1/3) exp(—x/20) (11)

Contrôle de Q3:

< ? 3 < 5 ]  1  ( \ /  npj{\zx  +  41og(l/p})) > V^Aijx -  4logpy)i 
,eJ L V

+ P  ( || B?(uy) ||oo> a  ^(A 3x + 4 log n )/r^  J 

Si 1 < npj < r(A3x + 41ogn) alors

y n p J (A3x +  4log(l/pi )) < v/r(A3x +  4logn)

•  Si npj  < 1 alors
A3x +  4 log n 2 log n

y/Xsx +  41og(l/py) x/log(l/py)

La fonction /(x ) =  —xlogx est croissante pour x < l/e . Ici, pj < l /n  < l / e  dés que 
n > 3 donc pj log(l/py) < (logn)/n < 4r(logn)2/n .

Avec le lemme 3 et ce qui précède, on obtient:

^ 2a 2
Qs < Y !  2 exP(-------^ log pj) )

ie l r

< 2 exp(-x/20) (12)
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Les inégalités (9), (10), (11), (12) entraînent:

Ps < 2.7 exp(—x/20) (13)

Les inégalités (7), (8), (13), entraînent:

P < 7  exp(—x/20)
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APPUCA T/ON DES PRINCIPES D'INVARIANCE A 
LA STATISTIQUE DE MODELES CENSURES

SECONDE PARTIE





Etude de certaines statistiques sur un modèle censuré à 
deux populations

R ésum é Lors de l’étude d ’une variable aléatoire T, les observations (Ti, . . .  ,Tn) peuvent 
être perturbées par une censure aléatoire C. On observe alors le n-échantillon:

( T i A C i , . . . , r „ A C „ )

qui ne permet pas l’accès à la fonction de répartition empirique de T.
Deux méthodes sont utilisées pour l’étude de tels modèles: les techniques martingales et 
les principes d ’invariance. Les propriétés des estimateurs de P (T  > t) ont été traitées 
par différents auteurs, par exemple et Gill [9] et [10] (approche martingale), Burke, 
Csôrgô et Horvâth [4] (principes d’invariance) ou Einmahl et Koning [8] qui associent 
les deux méthodes. Les principes d ’invariance permettent d ’obtenir l’approximation forte 
des statistiques par le processus gaussien associé (éventuellement en précisant la vitesse de 
convergence comme Burke, Csôrgô et Horvâth [4] ) qui est un résultat plus précis que la 
seule convergence en loi obtenue par l’approche martingale (en particulier, si l’on n’utilise 
que les outils martingales, lors de la construction de tests le comportement asymptotique 
des statistiques n ’est connu que sous l’hypothèse nulle).
Nous nous intéressons ici à la comparaison de la loi de la variable T  entre deux populations 
A  et B  lorsque l’on dispose des deux séries d’observations:

(3? A C ? ....... l ^ A C * )

( T f A C ? , . . . , T * A C Z 1)

et nous adoptons la formalisation du modèle de Cox: dans les calculs, T A et T B peuvent 
être considérés comme des temps de survie qui suivent des lois exponentielles de paramètre 
6 a et 0b- A notre connaissance, les statistiques utilisées (statistique du logrank, statistique 
de Gehan ou statistique de Prentice) n ’ont été l’objet que de l’approche martingale qui 
n ’établit la convergence en loi vers une variable gaussienne que sous l’hypothèse d ’égalité 
ou de contiguite des paramètres, sans préciser la vitesse de convergence. (Par exemple, 
Gill [9] ou Harrington D. et Fleming T. [11]).
Les principes d ’invariance donnent l’approximation forte des statistiques temporelles de 
Gehan et du logrank par le processus gaussien correspondant, avec une erreur d’ordre 
(log n)/y/n  lorsque l’on arrête les observations à une date fixe, dans le ests contraire cette 
erreur est d ’ordre (log2 n)/y/n  pour la statistique du logrank et reste d ’ordre (log n)/ y/n 
pour la statistique de Gehan.

66



La clé de la démonstration est l’approximation forte de sous fonctions de répartition em­
pirique, ainsi que le développement de certaines intégrales où elles interviennent. Ces 
intégrales ne sont pas restreintes à des compacts, les observations ne sont donc pas 
forcément arêtées à une date fixe et l’on peut utiliser toute l’information.
Ce développement peut être intéressant en lui-même pour des problèmes autres que la com­
paraison des temps de survie entre deux populations. En particulier, il permet d ’obtenir 
l’approximation forte et la vitesse de convergence du gradient du logarithme de la vraisem­
blance de Cox, à partir desquelles on retrouve celles de l’estimateur du maximum de 
vraisemblance de Cox. Nous appliquons aussi ce développement aux estimateurs de la 
variance des statistiques considérées ce qui nous autorise, sous l’hypothèse nulle, à rem­
placer la variance par son estimateur. Sous l’hypothèse nulle, le résultat standart de 
convergence en loi de la statistique normalisée par l’estimateur de sa variance vers une 
gaussienne centrée réduite en découle, avec une précision supplémentaire: la vitesse de 
convergence.
Enfin, ce développement reste valide lorsque le nombre de populations est différent de 
deux et lorsque le modèle n ’est pas censuré, et ceci pour des modèles censurés généraux 
autres que le modèle de Cox.

1 Introduction

1.1 m odèle

Nous considérons une version simplifiée du modèle de Cox. Soit 5,)JLi un n-
échantillon indépendant où T  est une variable de survie, C  une variable de censure et 
6 une variable qui indique la population d’origine et que nous appelons covariable.
Nous supposons que le nombre de populations est égal à deux et que la covariable 6 ne 
dépend pas du temps:

^ _  i l  si la teme observation provient d’une population A
* 1 0 si la *'eme observation provient d ’une population B

Ce modèle est un modèle de Cox si:

• P  (T > t/6) =

• C  et T  sont indépendantes conditionnellement à 6

Nous supposerons ho continue. On notera:

P (C  > t/6  =  1) =  Ci(t) 

P  (C > t/6  =  0) =  C2(t)

et on supposera Ci et Ci dérivables sur l’intérieur du support de la loi de C.

On observe (Xt- , d , - j où X  = T A C  et d = 1.T < C  et l’on s’intéresse à la vitesse de 
convergence vers la variable gaussienne correspondante de certaines statistiques sur un tel 
échantillon.
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1.2 Cas des statistiques de rang

Les applications de la section 4 (Comparaison des temps de survie entre les deux popula­
tions) et de la section 5 (Estimateur du maximum de vraisemblance de Cox) concerneront 
des statistiques de rang. Sont ainsi dénommées les statistiques qui n’utilisent que les 
observations (nit*,fi2<,di,it*)JL1 avec:

Ou =: { j]X j  > X%\8j =  1} ni* =  Card(£if*)
0,2% =  — Xi ] 6 j  — 0} ti2t =  Card(^2«)
0% =  Ou U %2i =  nu  +  fi2i

Les ensembles Ou et %2i désignent les individus encore non observés juste avant la date 
X{ dans la première et seconde population, nous les appelons ensemble des individus à 
risque en X{ dans la première et seconde population.
Autrement dit, on ne retient de Pinformation contenue dans les variables (Xt)JL1 que 
Tordre dans lequel elles apparaissent et on en oublie les valeurs observées.
L’ordre étant préservé par tous les changements de temps croissants, on peut supposer:

S i ( * ) = P ( T > i / S  =  l) =  exp(-0o*) t > 0
¿^(i) — P  {T > t/8  =  0) =  exp(—t) t > 0 
avec 0o =  exp(/?o)

1.3 N otation s

Soient les quatre sous fonctions de répartition empirique:

A to  = (E ?=i1  Xi < t ,d i  =  M,- =  l)  /n  

m )  =  (2?=! 1 * . <t ,d i  =  0,6i =  l)  /n  

A(t )  =  (E"=i 1 * . < t A  = hSi =  0) /n  

h( t )  =  (E?=i 1  Xi < t ,d i  =  0 A  =  0) /n

Et les quatre sous queues de répartition empirique:

ài(t)  =  (E ?=1 l X i  > t,di = 1,5,- =  l)  /n  

<?2(i) =  (E"=i 1  Xi > t,di =  0,5,- =  l)  /n

Gs(t) = (E?=i 1 *  >t ,d i  =  l, Si =  0) /n

G4(t) = (E,-=x 1 ^ . > t,di =  0,Si =  0) /n
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Ces notations ne sont pas classiques (les sous fonctions de répartition empirique sont 
continues à droite et les sous queues de répartition empirique sont continues à gauche) 
mais les statistiques sur les modèles censurés les emploient simultanément.

On note:

*>(() =  E ( ii( l) )  

C ,(!) = E(Ô,(())

Nous numérotons les classes disjointes de 1 à 4:

• Ai =  {d =  1,5 =  1 } est l’événement ‘non censuré dans la première population’

• A 2 = {d = 0,5 =  1 } est l’événement ‘censuré dans la première population’

• A3 =  {d =  1,5 =  0 } est l’événement ‘non censuré dans la seconde population

• A4  =  {d =  0 , 5 =  0 } est l’événement ‘censuré dans la seconde population’

Les probabilités de ces différentes classes sont:

Pi = P W  (1)

On note q¿ =  1 — pj et l’on suppose:

u; =  inf pj > 0

Remarque: Si oj est égal à zéro, il faut réduire le nombre de classes disjointes considérées 
à celles dont la probabilité est non nulle, par exemple si le modèle n’est pas censuré ou s’il 
ne comporte qu’une seule population ou encore si une seule des deux populations subit 
une censure.

Le vecteur N  =  (iVi,. . . ,  N 4 )  avec

Nj =  nFj(oo)

suit une loi multinomiale A ((n,pi,. . .  ,£ 4 ). Remarquons que:

<3,(0 =  N j  -  i ; ( r )

Les lois conditionnelles sont notées:

Hj { t ) = Y { X < t / A j )

ce qui entraine:
Fj(t) =  E  Fj{t) =
Gj{t) =  EGy(t) =  P ;(l -
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i 1 si j  G {1,3} , f 1 si j  €  {1)2}
V} \ o  si j e  {2,4} ^  \ o  si j e  {3,4}

on peut écrire Fj et Gj sous la forme:

Fj(t) ou Gj{t) = f  P (6 = rj'j) k c 2_„» +  (1 -  r?J)S2_n. 1 d f-rj3-52_ . -  (1 -  r j ^ C w ]
J l p  O U  I G 3 J J  L J  JJ

avec Ip =]0;i[ ou Ig =]i;oo[

1.4 N ota tion  p.co

Si (X n)n est une suite de variables aléatoires et (on)n une suite de réels positifs, la notation:

|^ n | < «n P-co 

signifie qu’il existe une suite positive (Un)n telle que Un < oo et:

T ( \X n\ > an) < Un 

En particulier, |X„| < An p.co entraine:

•  P (|X „| > an) —» 0 quand n —► oo

• Pour presque tout événement w, il existe no(w) tel que pour tout n > no:

|^n(w )| <  an

2 Principe d ’invariance et inégalités exponentielles

On note Un la n-fonction de répartition empirique de la loi uniforme sur ]0; l[ et Vn une 
n-sous fonction de répartition empirique de la loi uniforme sur ]0; 1[:

V* = U N / n

où N  suit une loi binomiale B(n,p) avec p > w > 0. On suppose de plus que kU* est 
indépendant de N  pour tout entier k €  {0, . . . ,  n}.
On désigne par B  le mouvement brownien sur R + et par B° le pont brownien:

B°(t) = B ( t ) - t B (  1) t€ [ 0 ; l ]

Par analogie, on note U° le pont empirique:

U°{t) =  Un{t) -  t t G [0; 1]

Enfin, si /  : R + —► R  on pose:

Il /  ||oo= sup | f( t )  |
t e  R+

et si /  : [0; 1] —► R  on pose:
Il /  ||oo= sup | /( i)  |

<€[0;i)

Si Ton note:
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2.1 P rincipe d ’invariance

Conditionnellement à N  =  (ni, n2, fis, «4 ), le vecteur (nF^)*=l a même loi qu’un processus

1 t e l  q u e:

• H3n . est une vraie fonction de répartition empirique de la loi ¡Xj

• Les composantes r i j Û sont mutuellement indépendantes et sont indépendantes de
N

D’après Castelle [5], on a le théorème:

T heorem e 1  Pour tout entier n > 3, il existe un vecteur gausaien centréZ  =  ( Z i , . . . , Z4 ), 
de matrice de covariance égale à la matrice de corrélation de N /y /n  et un processus 
B — (B 1 , . . . ,  £ 4 ) où les Bj sont des mouvements browniens mutuellement indépendants 
et indépendants de Z  et de N  tels que pour tout x positif l’on ait simultanément:

1.

P (  max^ | Nj — npj — yJnpjqjZj |> x +  241ogn) < 2 exp(—x/12)

2.

P ( max || n ( F l - F j ) - y j n p jqjfxj Zj  ||TO> x+40logn) < 7exp(-x/20)
1 S j  'Stti

Remarque 1 Par construction ( voir Castelle [5], Construction des variables) Bj est indépendant 

de n(F„ -  Fi) pour * ^  j .

Remarque 2  Le vecteur Z  et le processus B  dépendent de n.

2.2 Inégalités exponentielles pour les processus e t  sous processus em ­
piriques

L’inégalité suivante est dûe à Dvoretzky, Kiefer et Wolfowitz [7] et à Massart [12] pour 
l’évaluation des constantes.

Lem m e 1  Pour tout u positif

P ( n II Un lloo> «) <  2 e x p ( - 2 u2/ n )

Le lemme 2  est dû à Benett [2 ] et à Wellner [14]. Une preuve en est donnée dans le livre 
de Shorack et Wellner [13] (inégalité 1 1 .1 . 1  page 440).

Lem m e 2 Soit X  une variable binomiale de moyenne m. Alors pour tout x positif et tout
signe e

P(e(X  — m) > x) < exp(—m h (— ))
m

ni h(t) =  { ( 1  +  t)lo f ( 1  +  0  - *  « 0 - 1

I + 0 0  sinon
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Comme h(—t) > h(t) il vient immédiatement:

Lem m e 3 P (| X  — m  |> x) < 2 exp(—mh(x/m))

On trouve de nouveau l’inégalité suivante dans le livre de Shorack et Wellner [13] (inégalité
11.1.2 page 444):

Lem m e 4 Pour tout b E]0; l/2[ et tout x positif

P (n  sup | U°(s) |> x) < 2exp ( —nb(l — &)M”“t ) Î  
3G[0 ;6] V nb J

Remarque 3 La fonction h possède les propriétés:

• Si t < to alors h(t) > (h(to)/tl) t2

• Si i > to alors /i(t) > (h(to)/to) t

Le lemme 5 est une conséquence des lemmes 1 et 4.

Lem m e 5 Pour tout b e ]0; l[ et tout u positif

P ( n  sup | | > u )  <  ( |  V6)exp f - ^ - m i n ( — ,u\/&)i
5G[6;i] V5  b y 1 0  n y

Preuve du lemme 5:

1. 1 er cas: b < 0.05264 Soit J* =  [s*,sjfe+i[ une subdivision de [6 ; 1] en intervalles de 
longueur 6 , et a  un réel de ]0 ; l[. 

p  1< -  m axP(n sup | U°(s) |> uw'Sjt) 
b k seik

< i  
-  b

P (n  sup | U°(s) |> auy/b)
s6[0;6]

En utilisant les lemmes 3 et 4 

expp

+  m axP(n | U^(sk) |> ( 1  -

—no

On choisit a  =  0.507, on sépare les cas u/(ny/b) > 1, u/(ny/b) < 1 , tt/(tiy/sk) >
1, u/(ny/â ï)  < 1 et on utilise la remarque 3 avec le choix ¿o =  1 pour obtenir le 
résultat.

2  2 eme c î i s : b > 0.05264 D’après le lemme 1:

P  < P  (n sup | U°(s) |> uVb) < 6 ex p (-u 2 / ( l 0 n)) □
*e[4;i]
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Inégalités exponentielles pour les sous empiriques

Les lemmes 6 et 7 sont les équivalents des lenunes 1 et 5 pour les sous empiriques: 

Lemme 6 Pour tout u positif

P i  =  P (n  sup | V'n(s) -  ps |> u) < 8exp ( - ^ m i n ( u , u 2/n ) )
•e[o:i] \  6 /

Lemme 7 Pour tout b c=]0; l[, tout a  g]0; l[ et tout u positif

P 2 =  P (n  sup | | > u)
.6[4;l] V«

< V 6)exp ( )  +  2exp [ - h ( l  -  a )m m (— ,u) ) 
b \ 10 n J \ n J

Preuve des lemmes 6 et 7: On remarque:

n | Vn( s ) - p s  \< N  | U°N(s) | +  | s || N -  np |

On obtient:

P i  < P i ^ l l ^ l l o o ^ a ï a J + P d J V - n p I ^ i l - a O u )

P 2 < P  (N  sup | \> a 2u) +  P( |  N  -  np |> (1 -  a 2)«)
*e[*;l] Vs

On choisit a i  =  0.31. L’indépendance de JcU£ et de N , les lemmes 1,3,5 et la remarque 3 
donnent alors le résultat.

C onséquences des lem m es 6 e t 7 

Lem m e 8

Lem m e 9 On suppose n >  2. Soit ßn tel que G} (ßn) > (3py log n)/(n log 3). Alors:

ps«nV,

bau

su°N

A

Gi
n G OO

7 logn
n

p.co<

„„n I * % ( * ) - Qj(*) |< 14 /"log n V /2
P  ' /ñ ~ m  I — rzr- ( „  j  p.CO

t€[o-,ßn] V G n f ) v W  V «  /

sup I ----- ------------ I -  ¡T p'c0t€ [O ;0„] G j ( t )  P j

G jMGÜO
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Remarque: Pour n > 2, on a (3 log n ) /(n log 3) < 1, ce qui assure l’existence de /?n.

Preuve des lemmes 8 et 9: On montre le lemme 9 à partir du lemme 7, le lemme 8 s’obtient 
de la même manière à partir du lemme 6.
Sur Nj = rij, le processus nG3n a même loi que le processus rijH^. qui est une vraie queue 
empirique de la loi ¡ij, et que l’on choisit indépendant de Nj. Avec le changement de 
variable s =  1 — Hj{t), on a:

p = P( 5UP i%^«>i>14(;^y/;N
\^ e [ o :/3„] V Gj{t )  \  nPj j

=  p f aup I ^  l>
1 te[o;j8„] y/Gj{t) \  pj . J

< P (  sllp - w »  |>
V«e[*„;i] V* v n J J

avec bn =  (31ogn)/(nlog3). On choisit a  =  0.89 dans le lemme 7 et finalement:

P  < ( ^ -  V 6 )exp(—2.05logn) +  2exp(—m in(l.l4 logn,0 .08\/n logn)
O

qui est le terme général d’une série convergente.

2.3 Inégalités pour les processus gaussiens

Nous rappelons tout d’abord l’inégalité de grandes déviations de la loi normale centrée 
réduite (lemme 10) et l’inégalité classique de Kolmogorov (lemme 11):

Lem m e 10 Soit Z  une variable de loi normale centrée réduite. Alors pour tout x positif:

P (|£ | > *) < 2exp(—x2/2)

Lem m e 11 Pour tout x positif:

P ( sup |J3°(t)| > x) < 2exp(-2x2)0</<l

L’inégalité suivante est dûe à Bretagnolle et Massart ([3], inégalité 2.4).

Lem m e 12 Pour tout b e ]0 ,1/2] et tout x positif:

P (  sup |B°(t)| > x) < 2exp(—x2/(26(l — b)))
ie[o,6]
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3 Etude générale de certains processus construits sur des 
données censurées

Nous nous plaçons dans le cadre d’un modèle censuré à deux populations (et donc quatre 
classes disjointes) et nous considérons les statistiques temporelles composées de termes de
la forme: ^

$ P ( t ) =  r $ ( G i , G 2 ,G 3 ,G4 ) d ^  * =  1, . . .  ,4 i€]0;oo]
J o

où $  est une fonction à valeurs réelles bornée sur [0, l]4. Sont concernées en particulier 
les statistiques du logrank et de Gehan.
L’approximation (à n fixé) du processus S™ par un processus gaussien à l’aide des principes 
d ’invariance n ’est possible que si le processus S” a été préalablement approché par un 
processus qui soit fonction linéaire des sous ponts empiriques Fj — Fi ; / =  1 , . . . , 4  et 
Gjfe — Gk ; k  =  1 , . . .  ,4. Il s’agit donc de trouver un tel processus T™ et de contrôler en 
probabilité la déviation uniforme || S/ 1 — 7Jn ||oo*
Nous devons également envisager le cas où la fonction $  dépend d ’un paramètre 0 > 0:

S?{t,6)=  r ^ ( G i , G 2 ,G 3 ,G4) d i i  i =  l , . . . , 4  i€ ] 0 ;oo]
J o

où est une fonction à valeurs réelles bornée sur [0 , l ]4  et dépendant continûment du 
paramètre 6.
En particulier, les dérivées premières et secondes du logarithme de la vraisemblance de Cox 
sont fonction d’un paramètre. Pour étudier l’estimateur du maximum de vraisemblance 
de Cox (section 5) nous devrons donc majorer la déviation uniforme en 0:

supIS-^oo,#) -  T;-n(oo,0 )|
eec

où C est un compact de R +.

3.1 E tude du processus S/*
A A A

On ne traite que le cas F,- =  F\ car les conditions sur les Fi sont symétriques. On pose:

S "(t)=  / U ( Ô ! A A A )  à h
J o

On note:
H = Q(GUG2,GS,G41 H = *(G l t G2,Ga,G 4) 
G =  G \  +  ¿ 2  +  G3 +  G4 G =  G \  4 - G2 +  G3 +  G4

(G et G sont les vraies queue et queue empirique)
Dans toute la suite, on note:

rn =  (log n )/n
oj = min(pi)p2 ,ps,p 4 ) où pj est défini en (1 )
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avec

La statistique S n se développe en:

S n =  Si  +  S£ +  TÍ1 +  T£

{ S i(i)  =  f* H  dFx 

S?(t)  =  f * H d ( P 1 - F 1)

T?(t) = f* (Ê  -  ff)  dFi 
I T2"(i) = /0t( f f - f i ) d ( F 1 - JF1)

Dés que $  est dérivable, on peut linéariser H  — H:

H  ( ,)  -  f f ( . )  =  f  ¿  ^  W (G ; w  -  G , ( .) )  j  +  ««(*) (2)

avec <f>j(s) = ^ ( Gl(s)> • • • ^ ( s ) )

Soient (/?n)n et (Mn(i))n les deux suites définies par:

Gi(^n) =  3pirn/log3
M n(t) =  inf(£„,i) (3)

Remarque: L’existence de /?„ est assurée pour tout n > 2 car 3rn/  log 3 < 1 .

En utilisant (2), on obtient:

S n =  5i +  S2n +  S3n +  A" +  R? + R? +  R% (4)

S 1(t) = f * B d F 1

S?(t) = f* f fd ( F 1 - F 1) 

s n t )  = Z U t i M à i - G j ) dF1 

a  "(t) =  E U  foMn(t) M f y  ~ Gi ) d (A  -  * )

V i t )  =  JLn(t)(H ~ H) d f a - F i )

R?{t) =  /oM" (0  Un d A  

^3 (0  =  U" ^-fi

Dans la relation (4), Si est le terme de centrage, S£ et Sg sont des termes principaux et 
A” , R i,  i?” > Bis sont des termes d’erreur. Pour majorer || S n — 5 ” — S£ — Sg Hoo, on 
contrôle || A” ||oo et || R™ ||oo ;» =  1,2,3. Les termes |i?2 1 et |J?3 1 dépendent de la fonction 
un et se majoreront au cas par cas.

avec <
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T heorem e 2 Soient les conditions A i, A j, A s:

A i $  de classe C?

A 2  Les fonctions e[ = | èj | G sont bornées 

As Les fonctions = | | G2/\Gf\ sont bornées

On pose €1  =  maxy et €2 = maXj on rappelle que (M n(t))n est définie en (S) et on 
pose:

fM"W €2\ G ' \ .f *
Tn[t) =  /

J 0 G

Lorsque les conditions A±, A 2 , A 3  sont vérifiées on a:

.1 *?  +  An „ ^

11 Kiïiën: H”5 r»
où K i et K 2 sont majorées par A(|| 6 1  ||oo +  || ¿ 2  ||oo)/w, A  étant une constante absolue. 

La preuve du théorème 2 se trouve dans la section 3.3.

Remarque 4: De manière immédiate:

'»wsiiniuioĝ pÊrôj - u«ii“™n<lo«G(krloi!Gïô>
< H e* II» ( 1  +  log(l/w)) min (log n, log ^ y )

3.2 E tude de S/*(i, 0) lorsque 6  varie dans un com pact de R +

Cette partie est presque identique à la précédente (section 3.1: Etude du processus $”). 
Nous ne détaillerons que les arguments sur lesquels repose l’uniformité en 9.
Les conditions sur les sous fonctions de répartition empirique étant symétriques, on étudie 
S f(M ). On pose:

S n(t,6 )=  f  $«(<?!,G2 ,G 3 ,G 4) dFi 
J o

Les notations sont les mêmes que dans la section 3.1 mais l’on rajoute un paramètre 0:

H{s,0) =  $*(<?!, G 2 ,G 3 ,G 4)

H (8,9) = M G i ,G 2,G 3,G4)

La linéarisation (2) devient:

A 3 Les fonctions e2

p.co

H( s , 0 ) - H(s , O) =  -<?*(•)) j  +  ure(M )

e1 ei2

4

E
j=l

* s 0' G s G
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S n{t, 0) = Si(t, 0) + S2n(*, 0) +  S£{t, 0) + A"(t, 0)

+ # 1  (oo, 0) +  i ?2 (oo, 0) +  iîg (oo, 0)

où les différents termes sont les mêmes qu’en (4) après avoir remplaçé iï(s), H (s) ,<f>j(s) 
et un(s) par H(s,0)> H(s>0) , <£j(s,0) et un(s,0).

Pour contrôler la déviation:

sup sup |Sn(t,0) -  S?{t,0) -  S?{t,0) -  S£{t,0)|
QÇlC

où C est un compact de R + , il faut majorer les termes d ’erreur sup^c supi>0 |An(oo,0)| 
et sup^c sup*>0 |i^(oo , 5)| ; « =  1,2,3. Les termes |/2^| et |2Bf | dépendent de la fonction 
un, leur majoration est différente pour chaque application.

T heorem e 3 Soient les conditions A'1; Aîj, A!$, A^:

A j $  de classe (?

A'2 Pour tout compact C de R + les fonctions €i(s,0) = | <f>j(s,0) | G(s) vérifient: 

supSeCsups>0ei(s,Î) < K(C) 
où K(C) est une constante qui dépend du compacte

Aîj Pour tout compact C de R + les fonctions = l [(^j)/(^® )](5> )̂ x G2/G ' I
vérifient: sup„eC sup4>0 4 (s , 6) < K(C)

où K(C) est une constante qui dépend du compact C

A^ Pour tout compact C de R + :
sup9ec sup3>0 | [{d<f>j)/{d9)\(s,9) x G (s) \ < A[C) 

où A(C) est une constante qui dépend du compact C

On note:
ci (s, 6) =  max (s, 0) e2 («, 9) = max (a, 9) 

i  i

Pour tout compact C de R +, on pose:

Il ei(C) ||oo= sup sup £ 1  (s, 0) 
eec *>o

Il e2(C) ||oo=supsupc2(s,i) 
eec «>o

Lorsque les conditions A j ,  A'3, A's , A^ sont vérifiées, on a:

■__________R?(t,9) + A n(t,9)__________. logn
«ec t>o Ki{C) + üf2(C )inf(H -log(l/G (i)),logn)‘ “  n P'C°

Le même développement qu’en (4) entraine:
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Il * ¥ ),, X B  X (Il ei(C) ||„  +  Il e,(C) | | „ ) ^ ^
Il ex(CJ 11oo ^

A(C) étant la constante de la condition et B une constante absolue.

La preuve du théorème 3 se trouve dans la section 3.3.

Commentaire: Comme il sera clair dans la preuve des théorèmes 2 et 3 seules sont 
nécessaires les hypothèses Si, ¿>2 , Ci, C% dérivables sur l’intérieur du support des lois 
et l’hypothèse de non dépendance du temps de la covariable S. De plus, ces théorèmes 
sont valides quelque soit le nombre de classes disjointes considérées, ce qui permet une 
généralisation à un nombre quelconque de populations, ou encore de retrouver les résultats 
pour des modèles non censurés.

où K\(C) et K 2(C) sont majorées par

3.3 P reuve des théorèm es 2 et 3

Pour la suite (Mn(i))n définie en (3) les lemmes 8 et 9 entraînent:

, GiOO-GxM 1 4 ^  m
sup sup I —  —  |< — )=~ p.co (5)
*> o  j , e [ o ^ n (t)] v g h s )  v w

, Gi(s) -  Gils) , 9 
sup sup I ----- ------------ |<  -  p.co (6)
i> 0  36[0;M„(t)] w

3.3.1 Preuve du théorème 2 

Etude du terme

Vi > 0 | R?(t) |< |  °
Si t < fin

max(|| $  ||oo) / £  d ( h  + Fx) si t > fin

On a r d(A + Fx) <| Gx{fin) -  Gx{f3n) I +2G1{fin) 
J i8n

Le lemme 2 entraine:

P  =  P ( | Gi(fin) -  Gi(fin) |> 3rn)

< 2exp (-nG 1(fin)h(Zrn/G 1(fin) ) )

Comme 3rn/Gi(/?n) > log3, avec la remarque 3:

P  < 2 exp(-nC l(A>) ^ )

< 2 exp(— 1.24 log n)
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E tu d e  du  te rm e  An: On sépare les cas j  ^  1 (terme croisé) et j  = 1 (terme diagonal). 

E tu d e  du  te rm e  croisé: On prend par exemple j  = 2 et on note:

/■AMO
A Cn(t)=  /  M G t - G i )d{F1 ~ F l)

J 0

D’après le théorème 1:

Il 0,-0,- _ iwĜ  iu< 98,„ p„
y /n  V P2 y /n

A

D’après la remarque 1, B2 est indépendant de Z2 et de F\ — F\. On obtient:

Il AC ||oo<|| AC” lloo +  Il AC2” ||oo +  Il ACS lloo p.co (7)

f |ACJ*(i)| =  98rn | <f>2 | d (Ft + F j

|A C J (t ) |  =  V f i 7 f t ( |  Z t \ / y / n ) \  f 0Mn(t) G a h  d ( h  -  F{) \ 

i  |A C ? ( i) |  =  y /p i  I /oMn(t)( ^ ( B 2° M ) ) A / ï ï )  d(F i -  Fx) |

avec

Contrôle de A C i:

Pour tout t > 0, après une intégration par parties, on a:

|A C T (t) |  <  9 8r„  i |  [| <fc I (G , + G 1) ]^ " W  | +  +  G i )  | 4  | d » }

En utilisant G\ +  G\ — G\ — G\ +  2G\, on obtient:

Vi > 0 lACfii)! < 98r„(2 || ex H«, +/„(*)) (sup sup | I +2)
\ t >  o «e[ojAf„(t)] G i ( s )  J

Finalement, avec l’inégalité (6):

A Cn
-----1----------“oo< r„ p.co (8)

" K(2 || ei y«, + /n) 

avec K  =  980/a; qui convient.

Contrôle de AC2:

Posons:

J n(t) = | /  G2<t>2 d^  -  Fi) |
J  o

Après une intégration par parties, pour tout t > 0, on a:

J n{t) < | [ e i^ i  ~ I +  | f  (Gi — Gi)(G2^2 +  <̂ 2 ^ 2 ) ds |'---------- ^ '  J  0
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Le lemme 8 entraine:
Il J"(t) ||oo< 6 || El II«, y/fn p.CO 

En utilisant l’inégalité (5), on obtient:

|| J2 Hoo < (Il £1 Ileo +  || ¿2 ||oo) (il f  ^ 7 =  ds ll<*>) SUp SUp | |
\  J0 y/G )  t>0 *e[0;M„(t)] VGHsJ

< Ky/r^ p.co 

avec K = 14(|| £\ ||oo + || e2 ||oo)/y/ü  qui convient.

D’autre part, avec la transformée de Cramer de la gaussienne centrée réduite (lemme 10):

p (J_ ^ J  > 2-y/ivi) < 2 exp(—21og n)
Vn

on obtient y/qï/pî \ Z2 \ /y/n < 2y/rn/u) p.co. Finalement:

Il AC? 11«, < Krn p.co (9)

avec K  = (37 || Ci ||oo +28 || e2 ||oo)/w qui convient.

Contrôle de AC£ :

Par l’égalité en loi = ¿ ( B ^ l  -  /x2)) et l’indépendance de J32 et de Fi, on a
£(AC?) =  £(A C |n) où:

Acr(t) = [Mn{t) d(̂  _ Fl)
J o v n

En décomposant B |( 1 — M2(i)) = ^ 2(1 — M2(t)) — (1 — A*2(i))^2(l)> on obtient:

Il AC3n ||oo—Il AC3 ||oo + Il AC3 j¡00

|  AC£(i) =  (B2(l)/V npi) /0Mn(t) foG2 d(F1 -  F J
avec < xn

ACs (i) =  [/0Mn(t) j p ï M B t i l  ~ Mi)) à (A  -  Px)]/v^

Le terme AC3 est du même type que AC2, donc:

Il AC3 ||oo< i i r n p.co (10)

avec K  = (37 || ei ||oo +28 || e2 ||oo)/w qui convient.

* ~n
Conditionnellement à F\y y/nACz est un processus gaussien centré et de variance:

»5(0 = 2 /0" " ,‘) G,(s)V, dV. -  /0" " (,)G2(«) dCo<„<,(AV„)î ) 

avec V, = /o h  d(A  -  *1)
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et où AVU = VU — Vu- désigne le saut du processus V  au point u. 

Par la formule d ’intégration:

(Va)2 =  2 / V u dVu -  ¿2  (AFU)
 ̂ 0<u<s

et une intégration par parties, on obtient:

lk ilL< ll» ÎM IU  + ll»i

=i [G îW v/]""'1' i 

»ÜW =1 !oM' v )v?  d(G ,W ) |

Pour évaluer ces deux termes, on étudie V52. Posons:

e2 | G1 I

(11)

avec

J (s )  =  f  
J 0 GV2 du

Pour tout s 6  [0; Mn(t)], une intégration par parties donne:

I Vs | < | [4>ï(G\ — Gx)]q | +  | [  (G\ — G\)<j>2 du |
J o

< ( sup sup I SiÀ ÿ G i W  | j ^  || Ci jji/2 y/fa{a) +  J(s))
\s6]0;Mn(()]u6[0;i] )

Avec l’inégalité (5):

Vs €]0; Mn(t)] |V4| < ™ £ L (K y fâ (S Ï  +  J(a)) p.co
yw

avec üf =  2 || ei ||Jo2 qui convient.
On remarque: ____

jw  < 2 ii ‘i iu a/5w
On obtient:

Il ||oo< K rn p.co 

avec K  =  4 x 142(|| ei ||oo +  || (2 ||oo)2/w qui convient.

En utilisant (o +  b)2 < 2(a2 +  62), on a:

Vt > 0 (t) < r n \ K i J Q \ h \  d ( -G 2) +  K 2 Jq J 2 d (—G2)

avec Ki  =  8 x 142 || ex H«, / et K% = 2 X 142/u» qui conviennent.

(12)

(13)

p.co
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r M n (t)

On obtient facilement:

p ML n yt )

/  I 4>2 | d ( —( ? 2 )  <  2  || Cl lloo +  £ * ( * )
J 0

Une intégration par parties et la relation (12) donnent:

rXfn(t) f M n(t)
/  J d (-<?,) < 4 || c2 H», +2 /  G2 | J  | d J  

En remarquant que pour tout s G [0; Mn(i)]:

J(«) < W / y j G { s )

on obtient:

/ G , | J  | d J  <  (J„(<))2
Jo

Finalement,

Vi > 0 *2(i) < r„ ( tf3 +  K M t )  +  K 4(In(t))2) p.co (14)

avec Kz =  2üfi || £1 ||oo +4Æf2 || ¿2 \\lo et =  2^ 2  qui conviennent.

En réunissant (11), (13), (14) et en utilisant |a6| < (a2 +  b2) / 2 on a:

o

avec

" K' +  K"{In)2

(  £ = “ ’ < » ! • *  1 1 ! . ^convi ennent .
[ K" =  8 x 14 / w M

< rn p.co (15)

On pose An(i) =  y/nrn(Kf +  K 1'(Info))2)1/2 et pn[t) =  A„(i)/\/logn. Pour contrôler AC3, 
il suffit de montrer que la probabilité P n, avec:

est majorée par le terme général d’une série convergente. On a:

p n  <  p n  +  p n  ( 16 )

/  P Î  =  P ( | | flrn/ * l ||00> 1) 
avec \ ~n

X P J  =  P (|| y /n A C $/\n | | o o >  1.76/Vw , Il <7n/pn ||oo< 1)

D’aprés (15), P "  est majorée par le terme général d ’une série convergente:

P ?  < Un avec £  Un < oo (17)
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Nous étudions P£ en deux étapes: la première pour montrer Pinégalité à t fixé et la 
seconde pour contrôler les oscillations et obtenir l’uniformité en t. Il suffit de montrer que 
P 2 est majorée par le terme général d’une série convergente. La majoration obtenue sera 
de nouveau utilisée dans la preuve du théorème 3 et afin de ne pas reprendre deux fois les 
calculs, nous montrons le résultat plus fort:

P£ ^  avec \/nVn < 0 0

n

lere étape Contrôle à t fixé.

Nous posons:

C* • • • • A
où P * 1 désigne la probabilité conditionnelle à Fi.

z n
Conditionnellement à F\9 y/nACz (t) /an(t) est une gaussienne centrée réduite, dont on 
connaît la transformée de Cramer (lemme 10):

< 2exp(—2.6 log n)

Le résultat ne dépendant pas de la valeur prise par F\, on a:

p ( i ^ i> 2.3, iI ^ ii„ < 1) < ;1s (18)

2eme étape Uniformité en t 

Pour tout t > fin, on a:

ACg(t) AC 3  (ftn)

An(t) A n(fin)

La probabilité à contrôler est majorée:

p j < p (  aup | i ^ M ) | > 2 . 3 + ^ , | | ^ | U < l '
\0 < t< p „  An(lj y/<jj Pn

Soit /3n tel que F(fin) soit le plus petit multiple de r„ qui soit inférieur ou égal à Fi(fin) (fi 
peut être égal à zéro). On découpe l’intervalle }0,fin\ en N  intervalles disjoints 
tels que:

Ij =]*/—1, ¿y]
to =  0 tfif—i — fin tff — f in

F(Ij) = rn pour j  =  1 , . . . ,  N  -  1
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On a F(Ij) < rn pour j  =  1 , .. . ,  N  et N  < l / r n < n.

En remarquant de plus:

A„(i) > \ / K iy/nrn > 74 || ei ||oo \ /n r n/ \ /w  

où K 1 était définie en (15), on obtient:

pn ^ t>/ riin ■ AC3(i). ^ o o | 0-133 .j crn j. ^ *
1^2 ^  P (  SUP I x I ^  2 -3 ”l / = “ ? Il ~  I looS 1)  

o <t<Pn An (t )  y /U  Pn

< n{max P(t j)  +  max Q(Ij )}  (19)
tJ I3

avec

X n
P ( ? j )  P ( l v Æ A C s ( iy ) |  — 2 .3An (iy) , || crn/ p n ||oo^ 1)

xn
Q(2» =  P(supie/j. |ACs (iy) -  ACS(t)\ > 9.842 || 6! Iloo rn/uj)

Le terme P(ty) est majoré en (18):

P(tj) < 2/n2'6 (20)

De manière immédiate,

supIACsity) -  ACg(01 < s u p X  (F +  F)(Ij) 
teij teij Vn

En utilisant £(\/P2 ^ 2 (l — M2)) =  •C(B2(G2)) on obtient:

Q ( i j ) < Q i( i i )  + Q2 (ij ) (2 1 )

QxVi) =  P(|| ex Iloo supt6i. \B2(G2(t))/(y/KG(t))\ >|| d  IU 1.929/w)
avec

Q2(/i ) =  P ((>  + i ,)(/y)>5.1r„)

Le lemme 2 et la remarque 3 entrainent:

g 2(/y) = P ( ( # - F ) ( J i )> 8 .1 rn)

< e x p ( -n ^ ( / ,) / i ( |^ y ) )

< exp(—nrn/i(3.1)) < n“2*6 (22)

D’autre part on a:

nÆG(() 1 -  « V  \Æ(3)>ir„/log 3) 1 +  1 v/SGjfo) 1
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La loi des accroissements du mouvement brownien sur un intervalle ne dépend que de la 
taille de cet intervalle. Comme la variation de G 2 sur tout intervalle est inférieure à celle 
de G on a:

Q i{I j)  < R\ + R2 + R3 

Ri = P(sup t e [ 0  rfi] |Bf(t)| > 1.929ai(3/log3)((logn)/Vn))

avec < R2 =  P(|JB2 (1 )| > 1.929a:2(3/log3).v/n)

i?3 =  P ( |B 2 (1 )| > 1.929a3a/3/(wlog3)\/logn) 

où a i  =  0.433, « 2  =  0.061,0 :3  =  0.506. Les lemmes 10 et 12 entraînent:

Q i(Ij) < 4n~2 6 +  2 exp(—n/20) (23)

Les relations (21), (22), (23) entraînent:

Q{Ij) < 5n~ 2 '6  +  2 exp(—n / 2 0 ) (24)

Les relations (19), (20), (24) entraînent:

P£ < V„ avec < 0 0  (25)
»

Les relations (16), (17), (25) entraînent:

„ v ^ A  ~cl „ ^ 1.76
Il —¡ ^  II“- ^  «>•“

En utilisant y/a + b < y/a +  y/b on obtient:

xn

11 K ' T k 'U  U» 5  pC°  P6)

avec
{  'ro/J £’ +" " * IU)/“ * *  — •

En réunissant (1 0 ) et (26):

---- 3 11 p.co (27)
K"' + K"I„ 1100

avec K'" = (168 || ex H«, +127 || e2 ||oo)A*> qui convient. 

En réunissant (7), (8 ), (9), (27):

A Cn

Ki +  K2In M°°
< rn p.co (28)
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avec { « '  = <2“ 6 » £'  +155 II £î qm conviennent.
1 K 2 =  1050/u;

E tu d e  du te rm e  d iagonal: On note:

A ( ( )
A Dn(t) = /  M G i ~ Gi) à(Fi -  Fi)

J o

Par la formule d ’intégration:

(V,)2 =  2 f ' v u_ dVu +  £  (A^ ) 2
Jo o<u<»

et une intégration par parties, on obtient:

Il AD" H«,<|| AD" H» + || AD? |U  + || AD? ||„  (29) 

f |AD"(i)| =  /„""<■» | H  I dEo<„<.(AÔ,(«))*)
avec I [ADJ(t)| = | |(G, -  G .J V il" “"’ I

l |ADJ(i)| =| /0""W(Gi -  G ,)2 dÿ, |

Le calcul des sauts donne:
£  (A G ,« )2 =  Fl (»)/n

0 <U<5

On obtient: , ,  ..
i rM n(t)

ADJ*(i) = -  /  | *  | dft
n J o

AD" est du même type que AC” puisque <f>i vérifie les mêmes hypothèses que <fo. Donc:

11 K(2 | | t ] i L + / „ )  r” P ,:0 (30)

avec K  — 14/w qui convient.

Avec l’inégalité (5) on obtient facilement:

|| A D% ||oo< 2K  || ci ||oo r„ p.co

A DS
(31)

J
Il r— Hoo< k  rn p.co

avec K  =  142/a; qui convient.

En réunissant (29), (30), (31):

avec K \  =  420 || ei ||oo /w et i f 2 =  210/w qui conviennent.
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3.3.2 P reu v e  du  théorèm e 3

Cette preuve est essentiellement la même que celle du théorème 2. Nous ne reprenons 
que le passage où les hypothèses A j/, A ^ 1, Aj* ne permettent pas une généralisation 
immédiate, (preuve du théorème 2 - Etude de An - Etude du terme croisé- Contrôle de 
A C?)
Nous adaptons la preuve du théorème 2 et nous considérons le processus:

AC3 (t, 0) = [Jo VÏÏM s,  0)(B2( 1 -  ^ 2(s)))d (Fi -  i \ ) (* ) ] /v ^

X«
Conditionnellement à , (v/nAC3(i,0))(i^) est un processus gaussien centré dont la vari­
ance vérifie une relation analogue à la relation (15):

se? St>o K'(C) +  iT"(C)(inf(ï +  l]g(l/G (i)),log n))2 ~ fn pC° {33)

avec i K ’(C) =  142(28 II e,(C) ||*, +16 || e2(C) H*,)/« conviennent 
\  K"{C) =  8 x 142 II e2(C) ||*o x ( l  +  logo/"1)2/ “  qU1 convieiinent-

Notons:
Pn(t, C) = y fa [K \C )  + tf"(C)(inf(l +  lo g i l / G ^ lo g n ) ) 2]1/2 

An(i,C) = v lô g n  pn{t, C)

Afin d’obtenir une majoration de

sup sup I y/nA C  3 (i,0)/Àn(i,C)| 
eec t>o

nous contrôlons la probabilité:

xn
_n .y /nAC3(t,0 ) . 1.76+  B(C).
P n = P (su p su p |V ..;-| > -------- = 4 - i )

ie c  t>o y w

où J3(C) est une constante qui sera identifiée par la suite. De manière immédiate:

P n < Pi* +  P2n (34)

P f  = P(supÿ6C supt>0 <rn{t, 6)/pn(t, C) > 1)

avec x»
I P2n =  P(sup„6C supt>0 |-v/n-s/nAG3(oo, 0)/Xn(t, C)| > (1.76 +  B(C))/y/û
{ supiec supt>0 <Tn(t, 0)/pn(t, C) < 1)

D’aprés (33), P{* est majorée par le terme général d’une série convergente:

P f  < Un avec Y , u n < o o  (35)
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Pour contrôler P ” , nous discrétisons le paramètre 0 sur la grille: 0\ < 0% < . . .  < $n  avec 
9j+i — 9j =  y/r^. Notons |C| la taille du compact C. On a:

P2" < ^ m a x { P * "  +  Q£} (36)
y*Vi *

avec:

pu _  -p/’.,, I '/ñA .C s  (í, $k) | ^  1.76 
k — - v̂suPI \ /+ s>\ I ^ /77 i supsup . . < 1} 

¿> 0  An(i, C) y/Cü $ec t>0 Pn[t>C)
xn

ç j  = P(8up 3up |^ (A C sM ) - A C , ( , M | a B e )
t>o ee]9k;8k+i] Xn{t,C) y/w

Le terme Pg a été contrôlé dans la preuve du lemme 15. D’aprés la relation (25):

Pfc < v n avec E v ^ V n  < OO (37)
n

Pour contrôler nous remarquons tout d ’abord:

An{t,C)/y/ï > rnyjK'(C) > 74 || Ci(C) ||oo />/& 

puis nous contrôlons les oscillations:

sup sup |AC3(î , 0) -  AC3(i,0jt)| < 
t>o ie]*tl*t+i]

2xÆsup| V « M L z « M | X sup sup y),
t>0 y /n  «e[0;/8„] e,e'€Ci6j£9' t f - 9 '

L’hypothèse et la relation G(/3n) > 2wrn entraînent alors:

<3Î < P(sup |v S ( f l î ( ^ M (t)))| >  7 4 ^  II 6,(C) IU | | | )  

où A(C) est la constante de l’hypothèse A'4 . En utilisant alors l’égalité en loi:

£(sup ¡ ^ ( ^ ( l  -  i*2(i)))|) =  £ (SUP |-Ba(<?a(*))0
i> 0  t> 0

on obtient:

Q l  < P ( |ft ( l) l  + sup |B|(s)| > 7 4 ^  Il „ ( 0  II» x § £ 1  x ^5)

En choisissant B(C) >  3A(C)/(74 || ei(C) ||oo), les lemmes 10 et 11 entrainent:

Qk < 4 /n 2 (38)
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■P" < Vn avec y X < o o  (39)
n

Les relations (34), (35), (39) entrainent:

^  1.76 +  fî(C)
sup sup I i n r \ I ----- pcoeec t>o An(t, C) \/w

En utilisant y/a +  b < y/â +  Vb on obtient:

, A Ô l(t,0 )

îec  S o  1 K'(C) +  K"(C) inf(1 +  log(l/G(t)), log n ) 1 “  fn PC°

avec i  * ' (C) =  (1-76+ W ))(7 5  || €l(C) ||oo +56 || e2(C) H «)/« conviennent 
aV6C \  K"{C) = 198(1.76 +  B(C)) || €2(C) Hoo (logw '1) /«  qU1 conviennent-

4 Application à la comparaison des tem ps de survie entre 
deux populations

Avec les notations de la section 2 et en particulier de la section 1.2 (Cas des statistiques 
de rang) les statistiques utilisées lors des tests de comparaison des temps de survie entre 
les deux populations sont de la forme:

où 6 > 0 est un paramètre, t e]0;oo] est le temps auquel on arrête les observations et 
(a,)?=i sont des pondérations. On rappelle que 9q est le vrai paramètre de la loi.
Lorsque ou =  1 ; t =  1 , . . . ,  n, la statistique obtenue est égale au gradient divisé par n du 
logarithme de la vraisemblance de Cox au point log(0). Elle s’écrit:

Cette statistique peut être utilisée pour tester ”9o = 9”.
La statistique du logrank est un cas particulier de la précédente: Si(t) =  Si(t, 1) et peut 
être utilisée pour tester l’égalité des deux paramètres, soit ”9q =  1”.
Pour la statistique de Gehan, on prend 9 =  1 et comme pondérations:

« i»  +  n 2t
ou = -----------

n

On obtient:

ssW = 11 *1« < 0
Cette statistique peut également être utilisée pour tester ”9q =  1” .

Les relations (36), (37), (38) entraînent:
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4.1  P ropriété  m artingale

Afin d’approcher les variances de ces statistiques, on emploie un argument martingale.
On note T  (Y) la tribu engendrée par la variable aléatoire Y et n i, ri2 les cardinaux 
(aléatoires) de la première et de la seconde population:

n

ni =  si n2 =  n -  ni
«=i

Soient Xk', k =  1 , . . . ,  n les observations classées:

X x < . . . < X k < . . . < X n 

et I  (k) F antirang de la keme observation: 

Xi{k) =  X k

On note:
dk =  dj(k) Sk =  ij(fc) S* =  o/(jb) 

Lem m e 13 La variable S(t,0o) est la variable terminale de la martingale Tk adaptée: 

M k = Y X & jd ih  1 X ,  < t ) ~  E ^ _I {ôtjdjSj l .X j  < t) 
i=i 

avec Tk- i  =  T0 D ( t ^  U T(dk, l ( X k < M )j)

{
T0 =  T (n 1,n 2)

TkU = T i d j j j ,  l ( X j  < t) ; 1 < j  < k -  1)

Preuve du lemme 13: Avec les notations de la section 1.2, les ensembles des individus à 
risque dans la première et dans la seconde population peuvent se récrire:

*1 =  V U h  i  > h  h  =  i}  

H  =  U ü ) ;  i  > h  =  0 }

On rappelle card(Æj) =  n u  et card(Æ|) =  n2fc. Il suffit de calculer E avec:

i  =TS%-'(âkd k8 kM xk < t))

On note:
P* =  P (h  = l/To n  TkU  n  {dk =  1 } n  { 1  ( x k < t)  = 1 })

En utilisant les propriétés de l’espérance conditionnelle, on a:

i  =  â kd k l(X k < t)1 £ jk0-'(8k)

-  <*kdkl(Xk < *)Pfc
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Soit S l’ensemble de tous les événements possibles de Tq fl Alors:

p ( ( ^  =  x> n  &  = n  { ! ( * *  < 0  =  1} n  s) 
Tes P({dk = i } n { l ( X k <t) = l } n s )

On note:

F \  = P ({8k =  1} n {dk =  1} n {l(Xk < t) = 1} n a) 

?! = P({4 = 0} n {dk =  1} n {l(Xjt < î) = 1} n s)
On obtient:

P ( X  €  [a, b] , 8 = 1 , d = 1) =  60P(S = 1) £  CiSi  di
F ( X  €  [a,6] , i  =  1) =  P ( i  =  l)[CiSi]J
P ( l £  [a,6] , 5  =  0 , d =  1) =  P(£ =  0 ) /a*C2S2 di
P ( X  <E [a,6] , 8 = 0) =  P ( i  =  0)[C2S2]‘ 

On peut alors calculer les probabilités P£ et P |:

• Si ni* =  0 alors P£ =  0 
Si nik > 1 alors:

P\ = e0C ^ _ ~ i f n f  dix ... difc-i J* (a1C7iS1)"1‘ (a2C252)n2t di

• Si n2jt =  0 alors P |  =  0 
Si n2jt > 1 alors:

* l  = c % , - i j a j  d i ! . . .  dtk-! J*  (o1C1S1)n“ (o,C ,S2)n“  di

où ai =  P(5 =  1), a2 =  P(5 =  0) et où □  représente l’événement s.

En reportant dans (40), on obtient:

00 nik „
P t =

Oonik + «2k

Conséquence du lemme 13

On peut écrire:

s(Mo) = ièe,
i
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avec Çj =  â jd jè j ( \X j  < t) — l (5,-JyÿylXy < t)

On considère la variable aléatoire r 2(t, 0):

r ’ (Mo) =  i è v a r j - t « , )
; = 1

=

On a:
E io( f 2(Mo)) =  V ar,0(vÆS(i,*o)) (41)

4.2 S ta tistiq u e de G ehan  

On définit la variable fj( i) :

n n n
t=i

Theorem e 4 1. Sous 0o> ow peut construire une suite (t/;3(i,0o))n de processus gaussiens
centrés et de variance <r$(t,0 o) tels que pour tout t positif:

S3 {t) = m z(t9 Oo) H— 3 +  Pn(tj#o) (42)
y/n

avec:

sup|p„(M o)| < K  p.co
t>o n

où K  — K(0q,u>) est une constante et:

msMo) = P {S = 0)P(* = 1)(9q -  1) T c iS iC ^  ds
J o

SUp<7g(i,0o) < K ' 
t> O

où K ' — K'(0o,w) est une constante.

Sous l ’hypothèse 6 0  = 1 on a:

a%(t, 1) =  V ario=i(t/£(i,0o))

=  P(5 =  0 )P (i =  1) f* C & C iS ilP fS  =  l)C i5 i + P (S  = 0 )C2S 2 \ ds (43) 
J 0
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2. Sous 9o, on peut construire une suite (vg(t,0o))n de processus gaussiens centrés et de 
variance T2(t,9o) tels que pour tout t positif:

+ (44)
y/n

avec:

sup |ft»(Mo)| < K  P-CO
t> o n

où K  = K(Oo, oj) est une constante et:

7s(M o) =  P(« =  0)P (Î =  1) [* C iS iC iS2[$tP(8 =  l)C i5 i +  P(S =  0)C2S2] ds
J o

supr|(i,0o) < K 1 
t> o

où K 1 =  K'(9o,ijj) est une constante.

S. Sous l ’hypothèse 9q =  1, pour tout t positif on a:

S3(t) _  u $ (t,l)

r»(t) ff$(*, i)\/» +  Pn(*) (45)

avec:

kK*» iJPniOl ^ —̂  P c on

où K  =  K(9o,oj) est une constante ne dépendant pas de t.

Formulons quelques commentaires. Tout d’abord, les processus gaussiens w%(t,9o) et 
v3 (Mo) possèdent la propriété suivante:

sup |wjt(Mo)| < A\/log n p.co (46)
t> o
sup |v£(i, 0O)| < A'y/\ogn  p.co (47)
<>o

où A  =  A(0o) et A' =  A'(9o) sont des constantes.
Nous n ’avons pas explicité les variances de ces processus. Néammoins, il est possible de 
les calculer. Par exemple, on peut exprimer <t|(Mo) comme une somme d ’intégrales en 
calculant la variance de Wÿ(t,9o) sous 9q dans l’expression (54).

La preuve de ce théorème se trouve dans la section 4.4.
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4.3 G radient du logarithm e de la vraisem blance de C ox et sta tistiq u e  
du logrank

On définit la variable fi(t,0):

rî(M) = iX>l<*S<); e n '<n2i(Onu + n2i)2

Theoreme 5 1. Sous $o, on peut construire une suite (tu? (t, ^o))n de processus gaussiens 
centrés et de variance g2(t, 0,0o) tels que pour tout t positif et pour tout compact C de R + ;

¿i(M ) = mi(i,0,0o) H----+ Pn{t,0,0o) (48)
y/n

avec:
, pn(*,Mo) . logn

supsup — -------- î----------------- \ < K  ------ P-co
eec t>o mf(l + log(l/G(i)),logn) n

où K  = if(C,0O)^) est une constante et:

"*(*■ »• « •> = p ( 5 = °) p ( i = i)(#» -  r  *

supsup<Ti(t,9,6o) < K' 
e s c  t >o

où K' = K'{C,0o,u) est une constante.

Sous l ’hypothèse $o — 9, on a:

crl(t,9,9) = Varto=i(wf(t,0,0o))

= P (5 =  0)P(5 = 1) [* — - — — ■ ■■■■■■ ds 
Jo 0P(£ =  l)C i5i +  P(5 =  0)C?25'2

2. Sous 00/ on peut construire une suite de processus gaussiens (t>i(i,0,0o))n centrés et de 
variance 7*i(t,0,0o) ^ 8 <lue Pour t°ut * positif et pour tout compact C de R + :

ff(i, 9) = 7  ¡(t, 9,90) + VW ’*l0o)- + pn(t, 9,90) (49)
y /n

avec:
• Pn(t,9,90) «.logn

sup sup I -—-Tj------— ) v '/V û~J \ \ \  -----\ I — K ------ P - c oeçc t>o inf(l +  log(l/G(f))),logn) n

où K  = K(C,9q,oj) est une constante et:
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supsupr2(t,0,0o) < K 1 
eec t>o

où K' = K'(C,9o,w) est une constante.

S. Sous l’hypothèse Oo = 0, pour tout t positif et pour tout compact C de R + on a:

Si(t,9) _  wŸ(t,9,9)
f i  (t,0) cri{t,0,9)y/n

avec:
. „ - I  g i (* » M )P n (M )
eeC inf(l + log(l/G(i)),logn) — n 

où K = K(C,w) est une constante ne dépendant pas de t.

Les commentaires du théorème 4 sont encore valables: pour tout compact C  de R +, les 
processus gaussiens tt/”(i,0o) et v"(f,0o) possèdent la propriété:

supsup |ti>” (i,0,0o)| < A-y/log n p.co
06C i> 0

(50)

supsup |v”(i,0,0o)| < Af\/logn p.co 
e e c  t >o

où A = A(C, do) et A' = A'(C,9q) sont des constantes.
De plus, il est possible d’expliciter les variances de ces processus, par exemple on peut 
exprimer a \[t, 0, 8q) comme une somme d ’intégrales en calculant la variance de tu”(i, 9, 9o) 
sous 0q dans l’expression (87).

Theorem e 6 L ’approximation gaussienne de la statistique du logrank s ’obtient en rem 
plaçant 0 par 1 dans le théorème 5.

La preuve du théorème 5 se trouve dans la section 4.4.

4.4  P reuve des théorèm es 4 et 5

Preuve du théorèm e 4 
On note:

G a = G\  + (?2 Gß — G$ + G4 

G a = G\ + G2 Gß = Gz +  G4

On écrit Sz{t) sous forme intégrale:

Ss{t) =  f* G b dA  -  [* GA dFs 
J 0 J 0
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Nous utilisons la méthode décrite dans la section 3. Dans la décomposition (2) on trouve:

<j>j =  1 j  = 1 ,2 ,3 ,4  et un =  0 

Les conditions A i, A 2 , A j sont vérifiées avec:

e\ — G et € 2  =  0 

En développant la statistique comme en (4) on obtient:

I 1 = 1 #3 1= °» In =  0

D’après le théorème 2:

Il Ri lloo +  Il A" ||oo< Kxrn p.co

ce qui entraine:

|| Ss(.) -  m s(.,e0) -  ||oo< K \rn p.co (51)
y  n

avec:

et:

m 3(t, 90) = P (8 = 0 )P (8 = 1)(90 -  1) [* C i5iC 2S2 ds
J o

(52)

ws(t,0o) = I(Fi -  Fi]i — 1,2,3,4 , Gj -  G f , j  — 1,2,3,4)

=  r  ~ Fs) d G A -  f  -  Fx) d Gb 
J 0 j  0

~  fo  ~  JQ ~  G b )
D’après le théorème 1, on a simultanément:

|| p. _  F _  _ fEF. % y <  61fn
V» V Pi y/n

Il 6 ,  -  Gj -  -  ^ G j ^  l u s  98,,, p , o

Et finalement: ,
Il W3{'>0q) w3(*>^o) | |  ^  t y*
Il ||oo< p.co (53)

où w%(t,0o) est le processus gaussien obtenu en remplaçant dans l’expression de ti>s(t, 0o) 
les sous ponts empiriques par les processus gaussiens associés:

< (M „ ) = i (  V S W W  .  f ¥ F z  _ S g Æ )  (54)
y/n V Pi y/n y/n )j Pi V »
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* =  1,2,3 ,4 j  = 1 ,2 ,3 ,4

|| Sz{.) -  m3 (.,0 o) -  - 3 | | o o <  Kzrn p.co
y /n

Remarque: la dépendance en n de la variable î^3 ( î ,0 o) provient de la remarque 2 du 
théorème 1 .

La variance du processus ^ (¿ ,0 0 ) est difficilement calculable. Néammoins,

|E (v^(5?(m .)) -  -  y/p]q^VjZj)\ < 2 (55)

^  {/*»> 1 “  Mi} > Vj G {/¿y, 1  — /iy}

On en déduit:
supcr^i, Oq) < oo 
t>0

L’assertion (42) est démontrée. Le lemme 8  et la relation (53) entrainent immédiatement:

Il Wl ||oo< A{eQ)y/r^ p.co
Vn

ce qui prouve la relation (46).

On écrit T$(t) sous forme intégrale:

fj(i) = f ô B Ô A d f a  +  Fz)
J 0

La méthode décrite dans la section 3 permet également d’étudier ce processus. On 
décompose Gb Ga  — GaQ b suivant (2 ):

GbGa ~ GaGb =  Ga(Gb -  Gb )Gb {Ga -  GA) +  {ÙA -  GA)(ÔB ~ GB)

On obtient:

<f>l =  <f>2 = Gb ¿3 =  ¿4 =  G A «n =  (G A -  Ga){ÔB ~ GB)

Les conditions A i, A 2 , A 3  sont vérifiées avec:

ei =  max(GAG,GBG) et e2 =  max(| G'a | G2/  | G* |, | G'b | G2/  | G' |)

Nous développons alors la statistique comme en (4). En remarquant:

Il In ||oo< f° °  \ G ' \ G da<  1/2 
J 0

le théorème 2  entraine:

Il R ” lloo +  Il A” ||oo< K irn p.co 
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fAMO
I (0 1= / I (GA ~ GA)(GB ~ Gb ) | dFi 

J o

I *3 (0 1= [* I {G A -  Ga )(Gb -  Gb ) I d Fi 

(les termes en F$ et F$ sont du même type)
D’aprés le lemme 8, on a immédiatement || i?" ||oo^ 7rn p.co. Si t  < /3n alors \R£(i)| =  0, 
dans le cas contraire:

I £?(*) I^ 4 / dFi ^  l l r n
•'Æn

On conclut comme précédemment et l’on obtient l’assertion (44) et la relation (47).

Les inégalités suivantes sont des conséquences de (42) et de (44):

Il E ,0(58(.)) -  m sM o) ||oo< K xrn (56)

|| V ario((Vn1S3( )) -  OsC^o) ||<x>-> 0 quand n-+  oo (57)
l | E j 1 ( . ) -  732M o ) ||o o < ii2rn (58)

Il reste à contrôler iî” et avec:

Preuve de (56), (57), (58)

Soit An l’événement:

=  (Il M  ) -  m sM o) -  ||00> K rn}
Vn

où K  est la constante de (42) et soit Ân l’événement complémentaire. D’aprés (42):

nP(An) —► 0 quand n —► oo (59)

Posons:
a*(0o) = sup<r(i,(?o) 

t> o

Les inégalités suivantes sont des propriétés immédiates des variables gaussiennes et de 
l’inégalité (59):

E (l ̂ < _ K̂  m 
E ( ( - M ) ) 1! , )  < * M P (A i) lo g _ * _  < *  (61)
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où K  est une constante ne dépendant pas de t.
En utilisant le résultat (42) et les majorations:

Il Sz | |o o <  1

Il ms(,io ) ||oo< /i( ô) -  (1 + *o)P(S =  0)P(fi = l ) / 0°°C & C tS i ds

on obtient:

| E , 0(S3(î ) ) -" > 3 ( ! .« o)I < B,„[| Ss (i) -  ms(i,il0) -  I ( 1 A„ +  1 XJ

< ÎCr„ +  ( l + ( .(90))P (i4„) +  E»I( | Ü ^ M | l AJ
y n

Les inégalités (59) et (60) entraînent:

|E*0( S s M ) - ^ ( M o ) |< f f r „

où if  ne dépend pas de t, soit:

l | E * o ( 4 ( 0 ) - ™ 3 M o )  | | o o <  Krn

L’inégalité (56) est démontrée, l’inégalité (58) s’obtient par les mêmes arguments.
Une conséquence directe de (42) et (56) est:

l |S 3 ( . ) - E , i (S3( . ) ) - !!î% ^ l l ~ < X r „  p.co (62)
y/n

Pour démontrer (57), nous décomposons:

| Var(v^53(i)) -  4 (t,60) |< T 1" + T3n (63)

avec:

T ," =  nE,„ | Ss (i) -  E ,0(SS(«)) -  |*

Ï ?  =  2nE,„[| 1 || â ,(t) -  E ,„(£,(()) -  |]

Remarquons:
Il E « o ( & ) )  l|oo< 1

Soit An l’événement:

A. = {|| Ss(.) -  E»„(S,(.)) -  IU> *>»>
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où K  est la constante de (62) et soit Ân l’événement complémentaire. Les relations (59), 
(60) et (61) sont encore vraies et avec les mêmes arguments que dans la preuve de l’inégalité 
(56) on obtient:

2? < n p > n)2 +2P(A „) +  Eio( P ^ ^ ) 2 1 4 J ]

Les relations (59) et (61) entraînent:

Ti —► 0 quand n oo (64)

De même,

T? < 2nKE»0( | M | )  + l x j ]

La relation évidente : , , x

l|E.0( l ^ l ) I U < ^

et les inégalités (60), (61) entraînent:

T2n < K 1̂ -  (65)
Vn

où K  ne dépend pas de t, soit en réunissant (63), (64), (65):

|| Var(y/nSs(.)) -  <rf(.,0o) ||oo~* 0 quand n~*  oo

Lorsque Oq =  1, l’égalité (41) entraine:

||Kf(.,l)-oî(.,l)||» < H^(.,l)-B«^i(fS(.))IU 
+ || Var^iii-ynSsiO) ~ *sMo) ||w

D’aprés (57) et (58) le membre de droite tend vers 0 quand n —► oo. Le membre de gauche 
ne dépendant pas de n, on en déduit:

7s(t, l) =  a f( i , l)

L’égalité (43) est démontrée.

Il reste à prouver la troisième partie du théorème 4. Par hypothèse on prend 6q =  1. 
Rappelons:

m3(i, 1) =  0 

*!(*>!) =  7f(M )
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On note Tn le terme devant être contrôlé:

La relation (42) devient:

T (t\  =1 M l  _  w3 ( M )  , 
{ ) ' r s ( t )  <rs(t, l ) v ^ '

|S3(i) -  ^ i - ^ | < K xrn p.co (66)
V n

Avec la relation (44) et le lemme 10 on obtient:

|f!W-»!(«.i)l < |fi(t)- . l(1, i ) - % ) |  + |^ M |
y/n y/n

< K irn + 2(sup T$(t, 1 ))V ^  p.co

< K%rn p.co (67) 

Les inégalités (66), (67) et de nouveau le lemme 10 entrainent:

r.M < ^ B A W - ^ l + l ^ s l l f K O - H M D
. K$rn

< -t--------------  p.co
Tz(t)os(t, 1)

où Ks est une constante qui ne dépend pas de t.
La relation (67), le fait qu’à t fixé il existe n tel que <r̂ (t, l) /2  > K 2rn où if 2 est la 
constante de (67) et l’inégalité:

P(f5M < < P(|r|(() -  4 (î, i)| > î s f e i )

entraînent:
r»2/^ s a3(t> 1) ___
* 3 V'J — 2  P

ce qui achève la preuve du théorème 4.

Preuve du théorèm e 5
On note:

Ha = . ° A » Hb = Gb
OGa + G b 9Ga  + G b

H a = ° ± ^  H b = *
OGa  + Gb OGa  + Gb

A A A

où G a , Gb , G a , Gb sont les mêmes que dans la preuve du théorème 4. On écrit Si(t>9) 
sous forme intégrale:

S i(M ) =  f* Ê s d h - 9 P  HA dF3 
J o J o
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Nous appliquons la méthode décrite dans la section 3 au terme /q Hb àFi (l’autre terme 
étant du même type). Pour obtenir le développement (4), on linéarise Hb  — Hb suivant 

(2):

h b - h b =  t É A ^ S - - » â a -Ô A ' aA

avec:

9 G a  +  G b  9 G a  +  G b  

DXJ Gb - G b a TT_ G a -  G a  ( 
a 6Ga + Gb b BGa + Gb + Un

On trouve:
<f>i — <t>2 — —0Gb /(9Ga  +  Gb ?  
<t>3 = 4>4 = 0GA/(0GA + GB)2

On vérifie || ex(C) ||oo< supieC max(0,1/0) , || 6 2 (C) ||oo< 3supíeC max(02 ,1 /02) et les 
conditions A '1} A'2, A '3  sont satisfaites. La condition A¿ est également satisfaite avec 
A(C) =  sup06C m ax(l, 1/0). On développe alors la statistique comme en (4). Pour tout 
compact C de R +, le théorème 3 entraine:

sup sup I. P — d  < K(C)rn p.co (70)
eeC t> 0  inf(l +  log(l/G (i)),logn)

où K(C) est une constante qui dépend du compact C.

Remarque: Toutes les constantes considérées dépendent de u> aussi nous ne le précisons 
plus.

Il reste à contrôler R% et .

Contrôle de R%

En utilisant l’égalité (69), || 9Ha | | o o >  || HB ||oo< 1 ainsi que les relations | ab |<  (a2 + 6 2 ) / 2  

et (a — b)2 < a2 +  b2 on obtient:

V» > 0 1 *«,#) |< {•£& )''
où K\(0) est une constante dépendant continûment de 9.
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En utilisant 9Ga + Gb > G/\{6) < Ga /\(9)  où À(0) =  m ax(l,l/0), pour tout t positif
on a:

Rï(t,9) |< K 2($){Jq
Mn(t) ( à A - G  A

d(Fi) +
rMn(t) Î Q - G ' Ÿ

Jo [ ~ G ~ )
d (Ft)\ (71)

où # 2(0) = iïi(0)A(0). Les deux termes du membre de droite se contrôlent de la même 
façon.

Soit \I> G {Ga >G} et les suites (a:n)n, (Q n )n  définies par: 

^ (a n) =  (37rrn)/lo g 3 où n =  j  ~ Pl
=  P l + P 2  si ® _  G  A  

si $  =  <?
(72)

Qn(t) =  min(an,i)

On étudie l’intégrale J n(t) avec:

rMn(t) / i$r — r\ 2

J “ (1) = /o (— j
' Jr(i)  +  J?(i) si Qn(t) < Mn(t)<

ou

J?{t) Si Qn(t) > Mn(t)

•?(*) = J?"W ( ^ ) 2^  

JT(*) = (*§*)’ d(4)-

Le terme J f  se contrôle avec le lemme 9 et une intégration par parties. Pour tout t positif 
on a:

2
Jl{t)  < ( sup sup

00 s€[0;Q„(01 V *  /  V‘>° *e(0;<î„(t)]
)  (sup sup | | + l )
J  \ t > o  *e[o;<j„(t)] »  y

1

On obtient
J

X(2 + l0g(G(Mn(i)))) ^

|oo< K2rn p.co
" 2 +  log(l/G(M„(.))) 

avec if 2 =  142 X 9/w2 qui convient.

En utilisant la relation (a +  6)2 < 2(a2 + b2) et le fait que Qn{t) < Mn(t) entraine 
Qn(t) =  an, on a:

( ! m ) j + i  * K )
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De même que dans la preuve du lemme 10:

P (| ®(an) -  *(a») |> 3rn) < 2exp(-1.24logn)

Finalement,

Soit, en réunissant (73) et (74):

J?  11«, <

J n

74rn

(jj*

p.co

>< K r „ p.co
inf(l +  log(l/G ),logn) 

où K  est une constante ne dépendant pas de 6.

Les relations (71) et (75) entraînent que pour tout compact C de R + :

----------- 1 < K ( C ) r „  p.co

(74)

(75)

(76)
5 6 Ct>o inf(l +  log(l/G (i)),logn) 

où K(C) est une constante dépendant du compact C.

Contrôle de Kg

En utilisant l’égalité (68), || 0ÈA | | o o > Il 9HA || oo> Il Hb | | o o » || Hg ||oo5: 1 ainsi que la 
relation | a — b |< | a \ + | b |, on obtient:

| |< ÜCi(̂ )
G ( * ) - G ( a )  | +  G A ( s ) - G A (s)

0Ga (s) + Gb (s) 0Ga (s) + Gb (s) 

où Ki(0) est une constante dépendant continûment de 9.

On obtient:

| U n M ) |< K 2{9) 

et pour tout t positif:

êW -  GW | + 1 c'aM -  a A")
a  («) Ga(»)

ib;((,«)i< «¡mi / ‘ i G<t p a)i « i + / ' , , i gx(g i « ]  (” )G(S) JMM g a(s)' G (s) JMn(t)

où K 2 (0 ) =  max(l, 1/0) dépend continûment de 0.

Les deux termes du membre de droite se contrôlent de la même façon. Soit #  G {G>i,G}. 
On remarque que pn > t  entraine R$ =  0 donc le terme à étudier est majoré par:
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j n  i j f  + ¿2 si an > Pn
-  \  J? si On < fin

' J? = S l n \ ^  \ dF,
<

. J? = 0 ^ 1  d(-*)

Soit (a„)„ la suite définie en (72). On obtient:

avec

Le lemme 9 entraine:

s  ( - p .  1 ^ 1  ) / ; « ■ >
’¡P -  ^ -\  r°°  

e[0;a„] ' y )  Jfin
< 25 rn/oj p.co (78)

On décompose le terme J£:

J? < Jz + H d ( - * )  ^  J 3n +  (3rn/log3)

avec:
r  oo A

Or 'ï'(f) =  (E?=i lfi-Xi > i)/n  avec €j =  1 si =  G et c,- =  £,• si =  G a - Donc

i = l

/•°° l e tX, > t T .

‘ = L  ~ m ~  ( W)
Comme P(e,X,- > i) =  ^( t) ,  on obtient E (Zi) =  37rrn/log3 , ce qui entrétine:

P («^3 ^  K rn) < exp(-nh(K rn)) (80)

où h est la transformée de Cramer de Z,-:

h(a) = sup{as — logE[exp(sZ,)]} (81)
3

On minore la fonction h:

_  p * ,v « n  d ( - * )  _  /  »(<*„) \  

Jan *  g U ( e tXf Van)J

E [exp(^,)] =  P (c«X‘ < a n ) + E [ ( ^ ^ ) ) î l c ‘X‘ ^ a n]

-  i-*(wr(w)’d(-*)w
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Le changement de variable u =  'i’(i) entraine:

E[exp(.*)] = i  1 +  (3/(1 ‘  *))(3^™/log3) A ,  < 1
i î'v t/> i .j-qq smon

En reportant cette égalité dans (81) avec log(l + x) < x, on a:

On prend K  = 8 et s = 0.5 et on reporte dans (80) pour obtenir:

Jg < 8rn p.co

En réunissant (78), (79) ,(82) on a:

J n < 31 rn/uj p.co 

Les relations (77) et (83) entraînent que pour tout compact C de R +:

supsup |i2s(i,0)| < K(C)rn p.co
eec t>o

où K  (C) est une constante dépendant du compact C. Les relations (70), (76) et 
entrainent que pour tout compact C de R +:

1------- inf(l + log(l/G(i)),logn)--------1 £ P'C°

Finalement:

Si(t,6) -  m i(i,0,0o) -  {û>i(t,0,9o)/y/n) , ,
supsup ---------. »  ,----- ï---------  S K(C)rn p.co
9eC t>o inf (1 + log(l/G(f)), log ri)

avec:

« ,(* ,» .* )  =  P(< =  0)P(S =  m -  D [  >p(8 =  =  0 ) C A  i s

et

Wi(t,0,$o) = Jg(Fi -  F i -,i = 1,2,Z,4 ,  G j - G r , j  = 1,2,3,4)

= r  ~ F3) d(6Ha ) -  f* v ^ ( l i  -  Fx) d (0HB)
J o J o

d(F! + F3)
. „ [* \Ga (Gb -  GB) -  GB(ÔA -  Ga ) 

+  Jo [ (i9GA + GBy

D’après (52):

h K rn > SUD
3 1

K rnS
S

1 8

3r n

log 3
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où K(C) est une constante dépendant du compact C et où est le processus
gaussien obtenu en remplaçant dans l’expression de w\(t,9,9o) les sous ponts empiriques 
par les processus gaussiens associés:

* =  1,2,3,4 j  = 1 ,2 ,3 ,4

Remarque: La dépendance en n de la variable 9, 9q) provient de la remarque 2 du 
théorème 1.

L’argument déjà utilisé (55) entraine:

sup sup îTj (i> 0O) < K(C) (88)
e e c  t> o

où K(C) est une constante dépendant du compact C. Les relations (85), (86) et (88) 
démontrent l’assertion (48). On obtient la relation (50) à partir du lerrune 8 et de la 
relation (86).

On écrit rj(£ , û) sous forme intégrale:

r ? ( M ) =  f t 9ÈAÊB d{Ê1 +  Ps)
J 0

Lors de l’étude de Si(t,0), on a obtenu:

à B - H B = <f>?(ÔA -  GA) + <f>f(ÔB -  GB) +  unB 

HA -  Ha  =  <t>î(ÔA -  G a ) + <f>t(ÔB -  GB) +  unA

avec:
<frf =  —9GB/(9GA +  Gb )2 <j>$ =  9GA/(9GA +  GB)2 

=  Gb /{9Ga  +  Gb )2 <t4 = - G a /{9Ga  + GBf

On pose:
4>i =  =  HA<f>f +  HB<f>i 
fo  =  4>* =  H A<f>$ +  H B 4 $  

un =  Ha u% +  Hb u\  +  (HA -  HA)(HB -  Hb )

On linéarise HAHB — HAHB suivant (2) pour obtenir la décomposition (4):

Ha Hb -  Ha Hb =  HA(Ê B - H B) + HB(HA - H A) + (HA - H A)(HB - H B)

=  M G A - G A) + M G B - G B) + u"
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sup m ax(|.ffA (M )|,|tfB (M )|) <  M 0) (89)
t> o

s u p m a x ( | ^ ( M )  X | ^ |  , I ^ M )  X | | | | )  <  2 « ( * )  (90)

s u p m a x ( | ^ ( M ) |  , l ^ n ( M ) l )  ^  (A(0) )2 (91)

Avec (89), (90), (91) et les majorations déjà obtenues lors de l’étude de S i( t,0) pour les 
expressions:

supsup max ( |^ fG |, |^ G |)  (92)
o ec  *>o c e { A tB }

supsup max ( |^ £ ( t ,0 )  x , |^ ( i , i > )  x ^ | | )  (93)
sec t>o ce{A,B>u dt G '(t)1 ’ 1 di v '  G'(t) u v '

supsup max ( |^ - ( i ,0 )  x G(i)| , l ^ f M )  x G(*)|) (94)
eec t>o ce {A ,B } au au

on trouve:

Il ei(C) ||oo< 2supmax(0,0-2)
ie c

|| «2(C) ||oo< lOsupmax(02,0-3)
$ec

A(C) = 4supmax(0,0-3)
eec

et les conditions A j, A'2, A's , A'4 sont satisfaites.

On développe alors la statistique comme en (4). L’ inégalité du type (70) est encore 
valable. H reste à contrôler R2n et R%n avec:

D * n  /  T>l n  nWn  Z>*n  «< p f n  i |ylln
■̂ 2 — **2 "T i t 2 -^3 S  *^3 i ¿*3

' R'2n(t,0) =  /oMn(t) I Ha ub +  Hb ua  I dA

R „n  =  jM n ( t )  ! ( Ê a  _  H a ) ( Ü b  _  H b )  | d F l

Soit A(0) =  m ax(l , l /0 ) .  On a:

OU

R'sn =  /L u )  I Ha ub + HBuA I dFt

>»*» _  f*
« r  = Sm„(t) I (#A -  ^ ) ( Î T b -  # b ) | dJS’x 

(Les termes en Fz et Fz sont du même type)

Comme supt>Qmax(HA(t,0),HA(t,0),ÊB(t,0),HB(t,0)) < A(0), les termes R^n et R'sn
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se contrôlent comme les termes i?" et R£ lors de l’étude de S\(i, 9). Posons A(C) = 
supi6C max(l, 9~l). On a immédiatement:

supsupEg"^,#) < 4A(C)<3i(A,) < llA(C)rn p.co
eec t>o

En utilisant les égalités:

Hb - H b = 9{Ha {Gb -  Gb ) -  HB(GA -  GA)]/(9GA +  GB)
Ê a - H a = [Hb {Ga -  GA) -  HA[GB -  GB))/{0GA +  Gb )

ainsi que les relations | ab |< (o2 + 62) /2, (a + b)2 < 2(o2 +  t2) et l’inégalité

supsupmax(ÊA(t,9), HB{t,9)) < A (C)
$€C t >0

on obtient:

. . .

où K\{C) est une constante dépendant du compact C. Ce terme est identique au terme 
R% de l’étude de Si(t,9).

Finalement, on obtient:

. i ^ n(i) +  R£n(t) . ^
supsup • rit ?i (i i-----T -  K (C)r» P*coeec t>o mf(1 +  log(l/G(i)), log n)

où K(C) est une constante dépendant du compact C.

Le reste de la preuve est identique à celle du théorème 4.

5 Application à l’estim ateur du maximum de vraisemblan­
ce de Cox

Avec les notations de l’introduction et en particulier de la section 1.2 (Cas des statistiques 
de rang) la pseudo vraisemblance de Cox est définie par:

V„(« = II 1 <!SP(̂i) ^

\i=l

Nous notons:

~ 1  V e x p ( 0 W  

=  exp di(SiP -  log(nii exp¡3 + n2t))^

Ln(p) =  log(V„(/?)) =  ^ d i t f i P  -  log(nx,- exp(/3) +  n2i)) 
»=i
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gradL„M  =  ± m  -  " “ " f f  ) 
iZi «i* exp(/?) +  n2,-

Soit fin l’estimateur du maximum de vraisemblance de Cox qui vérifie:

Ln{Pn) =  maxjs L„(/3) 
gradLn 0n)  =  0

Nous donnerons également les résultats pour l’estimateur:

0n = exp({)n)

Cet estimateur maximise la fonction Ln(log0) et annule la fonction gradL„(log 9). 

C onsistance des estim ateu rs

Andersen et Gill [1] ont montré la convergence en probabilité de j3n vers fto, la conver­
gence presque sûre en est une conséquence directe par des arguments de concavité, (voir 
également [l], appendice 2). La convergence de Ôn vers $o est immédiate. Nous utiliserons 
ici le résultat dans sa version presque sûre, soit:

Lem m e 14

lim„_oo \pn -  $)| =  0 P f t  p.a.
limn_oo | exp(/3n) -  exp(/?0)| =  0 P ^0 p.a.

Le lemme 15 précise la vitesse de convergence de ces estimateurs.

Lem m e 15

limn- >00 V (n /I°gn ) \0n -  @q\< K  P^0 p.a. 

limn_,oo V (« / log n) | exp(/?„) -  exp(/30)| < K  Pp0 p.a.

où K  — K(fto) et K ' =  K'((3o) sont dea constantes.

A p p rox im ation  fo rte  des estim ateu rs

T heorem e 7 Sous 0o, on peut construire une suite W n de variables gaussiennes centrées 
et de variance (er2(/3o))_1 telle que;

n s ^ o o - 4 - i ^  -  a , -  < k  p * , p.s.
log n v n

«p(AJ ~exp(Al) ~ - K ' '
où K  — K(Po) et K ' =  K ’iPo) sont des constantes et:

P(S =  0)P($ =  l)exp  

exp(/?0)P(S =  l ) ^  + P (5  =  0)C2S2
*(#,) =  f°°  p (g =  °)p (g =  I J e x p Q y C ^ C y a  ^
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Sous /?o, d ’après le théorème 5, on peut construire une suite (^(oO jexp^Jjexp^o)))»» de 
processus gaussiens centrés et de variance oo,exp(j9),exp(#))) tels que:

=  m ,( .o .« p < f l ,« p M ,) )  + <  + , „ (<;0,eXpW ,exp(W )
fï yfl

(95)
avec

ro° (expQ30) -  exp(^))C15 1C252 
exp(/3)P(5 =  l)C i5 i + P ( 5  =  0)C2S2

et pour tout compact C:

Preuve du lem m e 15

m i(co,expW ,exp(W ) =  F ( f  =  0)P(* =  1 ) £ *  *•

jog2 n
sup|pn(oo,exp(/?),exp(A)))| < K i(C ) ------- p.co (96)
fie c n

Rappelons la relation (50):

- i(o o ,« p (f f l .-x p (f t ) ) | s  î i ( t )  f c

/sec vn V n

En réunissant (95), (96), (97) on obtient:

s u p l ^ L ^ l  _  < Ks(C)y/f^ p.co (98)
fie c n

Par définition, 0n annule gradLn(0). D’autre part mi(oo,exp(|3),exp(#))) ne s’annule 
qu’en f3 = 0o et la fonction dérivée est strictement négative et bornée inférieurement sur 
le compact C. Posons:

m (C) =  inf |^ -(o o ,ex p (0 ),ex p (0 o))|

A
Dés que f3n € C on a:

m (C)|Â»~A)| < |"»i(oo,exp(^n),exp(^0)) -  m iioo.exp^oj.exp^o))!

< -  mi(oo,exp(/9),exp(/90))|
fiec «

< K 3(C)y/r^ p.co (99)

où Ks(C) est la constante de (98). En prenant C =  [/?o — l,/?o + 1] et K(C) =  K$(C)/m(C)
on a:

l ( \$ n  -  Po\ > K{C)y/^)  < 1 0 n  &C)+  1(|A» -  fio\ > K{C)y/ïï  , $n G C)
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Preuve du théorème 7

Lorsque /? = /?o, la relation(95) devient:

grad M « = < K ^ f t ) , e x p f f o )) +  (100)
n y n

avec:
|Pn(°0)exp(/?o),exp(/?o))| < K \  rn(logn) p.co

et l’on connait la forme explicite de <7̂ (00,exp(/?o),exp(/?o)) (théorème 5). Posons:

cr2(fi0) = a \  (00, exp(/?o), exp(flo))
=  ■p ,c  -  n)-p(fi -  n  r  exp(/?o)C1S1C2S2__________

(  ̂ ( ÏJo exp(/?0)P(5 = l)CiSx + P (6 = 0)C2S2

et:
ixm io   ̂_  <(oo,exp(^o),exp(^o))
^ ( A ) -------------- --------------------

Soit Cn =  [0o — K 2\fTn,Po + K-2\ /rn\ où K i  est la constante du lemme 15:

Jirn l ( 0n £  Cn) = ° T Po p.s. (101)

Avec le développement de Taylor d’ordre 1:

grad^ fA> =  -  M

on définit /?* strictement compris entre ftn et /3q. On obtient:

kiâ, _ >,>£»)
y/n  n

< l(/3tn ^ C n)+l(\$n - l 3 Q - ^ ^ - \ > K 1̂ ,  0*n e C n) (102)
y  n n

La relation (101) entraine:

Jiirn l(p*n <£ Cn) =  0 P *  p.s. (103)

Notons:

Pn = P^o(IÂ» ~  A) ~  >  K  ^  € Cn)y  n n

Le lemme 14 et la relation (99) entrainent alors le résultat.
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Sous 0o d ’après le théorème 5 on peut construire une suite t>” (oo,exp(/?),exp(/?o)) de 
processus gaussiens centrés et de variance rf (oo,exp(/?),exp(/?o)) tels que:

=  7Ï(°°.exp(/3),exp(/?0)) +  (rc,exp(/?),exp(/?o)) +  ^ ( ^ e x p ^ e x p ^ ) )

(104)
avec:

7i(°o,exp(^),exp(/30))

_  (c _  nXTtf c _  ^  f* exp(^)C151C252{exp(^0)P(5 =  1)CXSX + P (5  =  0)C2S2} J 
-  P(ff =  0)P(5 =  1) Jq -----------(exp(^)P(Æ =  1)CXSX + P (5  =  0)C252}2-----------d*

et pour tout compact C:

sup|pn(oo,exp(/?),exp($)))| < K S(C) p.co (105)
pe c n

Rappelons la seconde inégalité de (50):

|Vi(oo,exp(/3),exp(ft)))( ^ ^ /logn _ __
su p |-------------- -=------------ 1 < i t 4(C)A/—- — p.co (106)
P€C V n V «

En réunissant (104), (105), (106) on obtient:

suP j — - 7 Î ( ° ° , exP(Æ),exP(A)))|  < K 5(C)y/r^ p.co (107)
pec n  dp

et en particulier:

Vl8eC > ^(°° ,expM ,exp(fl,))
n apz 2

D’autre part, on a:

sup |7i(°o>exp(^),exp(^0)) -  a2{Po)| < Key/r^ (109)
pe Cn

où K$ dépend de la constante ÜT2. Posons maintenant C = [Po~K2,Pq+ K ^ .  Les relations 
(108) et (109) entraînent:

y ¡3 G Cn ^  p.co (110)

La relation (110) entraine:

< <3„ + U„ (111)
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« *  -  -  a  -  ™ i  > ^  £ 1 ^ ,  *  e  «

On obtient:
Q n = Q 1n + Q l + Q l  (112)

avec:

/-»n _ x> n gradLn(/30) <72(^0)Wn(^0) , ^ o-2(/?o) # log2 n
«i -  PA>(I -  ^

Q î =  Pio( | 5 ^ | k !(A) -•»?(«>,expOUcxptoO)! £ e C")

<3î =  P * ( l ~ ^ l l ~ [ ~ p r ( f f l l  - 7 j ( ° ° . < « p ( f f l . e * p W > ) ) l  a  g ‘° g " . K  e  c )

En choisissant ÜT > 12ifi/cr2(/3o), la relation (100) entraine:

Q î < Vn avec ]£V n < oo
n

En choisissant K  > 24max(if6, K 5(C))/o3(fio), le lemme 10 et les relations (107), (109)entraînent:

<?2 + ^3 ^ avec YlRn< 00
n

En reportant les deux dernières inégalités dans (112) et (111) on obtient:

lim 1(|Â» — 00 ~ > K  — — , fin G Cn) =  0 P *  p.s. (113)
n—>oo Vl n  n

On conclut avec (102), (103) et (113).

Avec le développement de Taylor:

gradin(/?o) 1 f — l fd Lnr ( fâ \ ra w  
---- n---- ” iï5(«) <T1 d ^ “® lexp(M -  °xp(M)

A

où /?* est strictement compris entre /?n et flo, on obtient de même l’approximation forte 
de exp(fin).

avec J2n Un < oo et:
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