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ANALISE TRANSCENDANTE.

Analogie entre les facultes numsdriques et les puissances ;
Deémonstration geénerale de la formule du Bindme
de Newton ; Developpement des fonctions exponen-

tielles et circulaires 3

Par M. Awptre , de I'Académie royale des sciences de
Paris , professeur de physique au Collége de France, etc.

M. Kramp a donné le nom de Factorielles on de Faculiés nu-
mérigues aux produits de la forme

2(z4p)(a-t2p)(@43p)ea(@tn—r1p) »

qui, sous la dénomination de Puissances du second ordre , avaient:
été déja l'objet des travaux- de Vandermonde (*). Le nombre des
facteurs est ce qu'on appelle le degré de la faculié , de sorte que.

z, 2(x+4p), x(x+p)(x—}-2p) y sore Z(ZAP) (@A 2D)erse(@F—1 ) >

sont dites les facultés du premier, du second , du troisiéme , ...
du n.=¢ degré. Nous indiquerons généralement Ia faculté du n.=*

(*) Voyez la page 1.7¢ du IIL® volume du présent recueil.
' J. D. G.

Tom. XV, ne° XII, 1.°% juin 1825.. 50
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2] , . . N .
degré par [x]; p étant une quantité prise & volonté, entiére ou frac-
tionnaire , positive ou négative.

Il suit de cette notation que

[r]==,
[«]=[=1(+) »
[l=lalt=p) » [

[ i=(E1@tmp) - )

On peut énoncer ces facaltés en disant : x faculté 1, x faculté 2,

@ faculté 3, s, 2 faculté 2, pour [2], [2], [£] s e [#]-
Ces notations admises, il existe entre les facultds numériques et
les puissances une analogic remarquable qui consiste en ce que /z
Jaculté d'un degré quelcongue d'un bindme sobtient en substituant
aux puissances des deux termes du binbme , dans le développement
de la puissance du méme degré de ce bindme, les facullés des
mémes degrés de ses deux termes ; de telle sorte qu'en général

B L B L e e N v N I X
Letyl=¢ n+[m~” ]
s [2] [y 14t 2 P2 2] [y 14 2 01 Ly 3405 -

La proposition est d’abord évidente pour les facultés des pre-
miers degrés. On a en cffet (1)

[y l=r—+r=[z]+[y] ,
[y ]=(a43) @ty 4p)=2(@+p A2y 45 (r4p)=[a]4=[41 3 T+ 71 3
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de sorte que Ia démonstration de cette proposition se réduit A faire
voir que, si elle a lieu pour la faculté du m,@¢ degré, elle sera

vraie aussi pour celle du (m--1).m¢
Pour y parvenir, multiplions la quantité z-4~y—+mp par les deux
membres de I'équation (2). Il est d’abord clair que le premier membre

mi-1
de I'équation—-produit sera [x—y]. Pour exécuter la multiplication
par le second membre de l'équation (2), considérons tour & tour

le muliiplicande x~+y—~mp comme

pour la maltiplication par le 1.¢r terme

(xtmp)ty »
(x+m—1 p)4-(y+p) » pour la maltiplication par Ie 2.° ,
(x—-m—2.p)+(y+2p), pour la muliplication par le 3.¢,

s » * o s 8 5 s e s 8 & 4 0 6 & s s 2 e 0 s &6 s & 0 3 ¢ s s o 3

(xFm—n=4-1.p)4(y+4n—1.p) , pour la multiplication par le n.me
(x4m—np)+(y+n.9), pour la multiplication par le (n-r)me 5

on trouvera d’abord, pour les premiers termes du résultat,

Giyl=ls 4+ [+0r]
+ 2 L Ly L2105

I I T el ]
S+ I I U s

ce qui donne en effet, en opérant la réduction , entre les termes.
qui renferment les mémes facultés ,
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mdb1 m me—y m—s

L E g P Sy T R R i L 2 P P D

qui est bien ce que devient Iéquation (2) , lorsqu'on y change

m en m—1.
Mais , afin quiil n’y ait point d’induction dans tout ceci, remar-

— -

I 3 n—

qﬂOﬂS que
" — —-.+ me—nde1 Nt S, M et m._n+a MR n
oI e My Ix ()= e e e 10T

et que

_ _ — T me 1l == § n
m L I I G gy T T P

) o 2 n 2

me=a-{- g
et que ces termes du second membre seront lesseuls en [ 2 1[y];

or, en les réduisant en un seul, il vient

mdr m m—1 m—n-}-2 ""‘""'1" n

L 2 ],

1 2

qui est bien ce que devient le (n—1).m¢ terme du second membre
de l'équation (2), lorsqu’on y change m en m-1; il demeure

m
donc établi que, si la proposition est vraie pour [x+4y], elle le
M=t

sera également pour [#-y]; or, nous avons prouvé quelle était
1 2 -

vraie pour [2-y] et pour [2-y]; cette proposition est donc
vraie , quel que soit le nombre entier positif 7.

Adoptons m!, avec M. Kramp, comme le symbole du produit

1.2.3 e 23 en divisant , tour a tour, les deux membres du

développement de (z4-y)™ et de {x—’l:l—y] par m!, il vient
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(0™ _ 2" |y ammr M0 sty gm
m! o + m-—l)' + seoene + —nT ) (m— n)'+ frantee + m—1)! 1 + 1 * (3)
fx+y] [Z D1 = L= & [":"] "y [ ‘] fﬂ
“m m +T (m—n)! e 7 (m—n)! oo - (m—n)! 1 (4)

A Taide de ces résultats, on peut démontrer commodément un
théoréme trés—fecond en belles conséquences; lequel consiste en

ce que, si l'on a

t t ., £t t+p\ 4 t ¢ ¢ t43
f() =14 -—-z—l——' +p 2 = tp .____-l-;p 2 —- _:p . 4:” - -i;P 28 vannee Z
+ +p vt +p utap utd @
u u ., U u w2 v u ud-2p u
f(u)._x-]-— gde— 2p 2+ - aP --—3-}’—z3+—1-- zp_ 3’,. 4” PATs ST S

on aura

£(2) £()=£(tu). (*) (6)

Les équations (5) peuvent. en effet, étre écrites ainsi

P [t] 3+[ 4+,,,,,+[t]z"-{— o g

f(t):x + _ z+ T

(7)

f(u)__x.;.["] +f”] : ” 2t ["] Prny ...+[”] 27 vereen

(*) Clest le théoréme de M. de Stainville, démontré a la page 229 du IX.e
volume du présent recueil , généralisé a la pag. 270 du XIIL¢vol., et repro-
duit postérieurement comme sien , avec les mémes notations, par M. le pro-

fesseur J. Wallace , de Colombie ( Americ, Journ. of. sciences , fev. 1824, p. 278)
J. D, G.
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En les mquphant alors membre & membre , il viendra

f(z‘)i(u)...x-—i—r (41 z f’] z? -%;1'- 23 i i——?— 20 e
[u'] £ [ (0 [ C"Tl [:‘J
v u
| v | vt ‘g | e
[ [ 0 071
| panl ]
3
+ = e |
GRS
ey | T
M1 e
oz | e
o
+ 2 A

développement qui, i Faide de la formule (4) , peut étre éerit ainst

[t+u]
Zh e 3

£6) fu) = 14 ”‘""] o+ B [H””] 23 e

mais si, dans la prémiére des formules (7) on change # en 74w,
elle deviendra

2
[t+u] "t [t+U] [t+u]
z 3+ 0884000 ﬂ+ .uouo 7

(wy=rp 9 T

+

donc, en effet ,
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£(0) f(u)=f(14-u) , (6)

cemme nous l’avions annoncé.
8i, dauns cette derniére formule, on change # en u-}¢, on aura

(S a0 )=f (12 4¢) 3

mais, en vertu de la méme formule, on peut , dans le premier
membre ; remplacer f(u+4-¢) parc f(z).f(v) ; dong

£0)f(u) f(0)=f t4-u+4-¢) .

On peut de méme, dans celle-ci, changer ¢ en ¢4z, en rempla-
cant ensuite , dans le premier membre, f(v-}-2) par {(¢v).f(z); puis
dans Péquation résultante , changer x en 2y et ensuite f(a--y)
en f(x)f(y) et ainsi de suite, de sorte qu'on a géuéralement

£()£(0) L(0) £(@) e=EftFutr424....)  (8)
Si Ton suppose les quantités Z, #, ¥, &, ... lontes égales
entre elles et & x, et leur nombre égal & 2, cette équation de~

viendra

{{(z)}=f(nz) . )

° - x M
Or, comme ici x est quelconque , on peut changer z en— ce qui
changera nx en x et donnera en substituant, extrayant la racine et

renversant

JPiw=i(2). a0

En changeant, dans cette dernitre équation ,  en mx , elle devient
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Vf\mx)zf ( %x) ;

mais, en supposant 7z un nombre entier positif , on a (9}

fmz)y={{(z)}" ,

donc finalement

Vn%—}; ou {f(x)}i:f(-? x) . (x1)

Voild donc Ia formule ui n’étoit d’abord démontrée que
: 9, 9 A

pour un exposant entier positif , qui se trouve I'étre présentement.

pour un exposant fractionnaire positif, et par sunite pour un expo-

sant positif quelconque.
Si, dans léquation (6), on fait z=—¢=—z, elle deviendra:

f(z)f(—=z) =f(z—2z)=f(0) ;

or il.est aisé de voir (5) que f(o)=1; done

f(—.’t‘): R;— PS (f 2)

Si ensuite nous cliangeons # en mz , nous aurons , en renversant,

T

f(mx)

=f(—mz) 3

mais nous venons de prouver que, quelque nombre positif’, entier
ou fractionnaire ou méme incommensurable qu’on prenne pour Z,.
on a toujours:

f(mz)={f(2)}" ,

donc , en substituant



BINOME DE NEWTON. 377
o
{f(x)}”‘

Ainsi la formule (g), qui n’était démontrée que pour une valeur
positive de l'exposant , se trouve l'étre présentement pour une va-

ou {f(=) }‘mz f(—mz) . (13)

leur régile quelconque de cet exposant.

Au moyen de ces résultats , la formule du binéme de Newton se
trouve démontrée pour toute valeur réelle de l'exposant. On a, en
effet, par ce qui précéde , quelque valeur réelle qu’on attribue a 7 ,.

{f ) im"=f(mx) ;
c'est-a-dire (5)

T e v OO A e A "’
P Zop 2. Sy 2 20 2 g ~
mx maxdp , mx mx+p mx-4 x mr-]—p mad(n=r)
= e T T L D I s T 2 (14)

Faisant dans cette équation x=1 et p=—1, elle deviendra

m 7772 v m M= 772 o D, m—n.{:{' . .
z "‘!" o5

5 —_ - ses
-i' onu+ 3 . .

(142z)* =1} -7-:-1 Zj —?—

. a o qe .
Changeant ensuite z en — , et multipliant les deux membres par
X

2™, on obtiendra, quel que soit le nombre réel m

m m m—1 77) m-2 M— m-—n+r n Mep-
(z4a) == +"7:—l' ax +?———;——I- a‘z +....+—7:- QI--- — a 4w (15)

Cette formule peut au surplus, pour le cas de Il'exposant en-
Tom. XV 51
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tier négatif, étre déduite 2 prior: de la théorie des combinaisons
par un raisonnement fort analogue & celui que l'on emploie pour
le cas de l'exposant entier positif; et nous nous arréterons d’autant
plus volontiers & le faire voir, que cela nous donnera, chemin fai-
sant , linterprétation des coefliciens qui affectent alors les termes
du développement , et la solution d’une question trés-intéressante
dans l'analise » eelle du nombre des termes d’un polynéme homo-
géne de degré quelconque, formé d’un nombre de lettres. égale—

ment quelconque.
Employons, avec Vandermonde , par abréviatiom, Ies symboles

(4 “') R (A“B /3) , (AwBBCy) s seiseee comme les équivalens respec—

tifs des polynémes homogénes symétriques
PRE D AT R T By R T
L B
a“&ﬁcy—{-a“bycﬁ+aﬁzzc7+aﬁdyc¢+a7é“cﬁ-{-.- oonie >

® ® . 0 9 o € & & o o ¥ o 2 s e s g @ s s e 0

nous trouverons alors , en exécutant la multiplication ,

(1ot Y (144040 A oo Y (1 e F 3 ) ciene
S14(d) A () A (A F (4 A (L) A
+ (4B) + (A£'B) + (£'B) + (AB) e

A (ABC) + (L) —+ (LB) e

4 (£BC) + (LBC) Ao

~+ (4BCD) + (A£'B°C) ..

+ (L BCD) 4.

4 (ABCDE) +4-un
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Si donc nous représentons généralement par S, la somme des ter-
mes du n™® degré de ce développement, nous aurons

(14o4-a’ 4 4. ) (4044034 . Y (1G4 ) v
TP R . S 5 S,

(16)

Supposons présentement que toutes les lettres 2, 2, ¢, ... de-
viennent ¢gales entre elles et & z, que les facteurs du premier
membre sont au nombre de 7, et représentons généralement par
P, le nombre des produits de » facteurs que l'on peut faire avec
m sortes de facteurs donnés, en admettant dans chaque produit
la répéufion d'une méme sorte de facteur autant de fois qu’on
wyoudra ; en aura ainsi

.'S,:P‘Z 9 S}Z =I’(",z2 9 S;:P323 9 ®icanse S,‘=Pnzn 9 2000

et ‘en conséquence 'éguation (16) deviendra

( 2 | g3 2N = :
(122" -}z )™ ou <I.__Z) -ou = ou -enfin
(1—2)""=14-P, 2" P, 2"+ P, 23 e P2 e L17)

voyons quelles sont les’ valeurs de P, , P, , Py iis P yiisens cen
fonction de m; et pour cela cherchons-d’abord comment P, peut
se déduire de P_,.

‘Distingnons .dans §, les termes qui contiennent un ou plusieurs
factenrs éganx 4 . et ceux qui sont indépendans de cette lettre,
Si -dans ceux -de la spremiére sorte on supprime un facteur z,-on
obtiendra évidemment S, ; ‘de sorte que l'ensemble de .ces termes
revient & aS,.,, et que conséquemment .leur nombre .est P,_,.

Si, dans ces mémes termes affectés de 2, on met tour 3 ‘four
4 la place de 2 on de ses puissances, .les -mémes -puissances -de
chacune des m—1 autres lettres, on formera .un nombre de termes
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du n.me degré, indépendans de o égal a (m==1)P,.,. Or, il est
aisé de voir que , par un tel procédé, chaecun des termes indé~
pendans de 2 aura été formé »n fois. Considérons en effet un quel-

By @ " . 3
conque b ¢’ ....des termes de cette derniére sorte, ol l'on doit
avoir f+y=40=4 . =2, on laura formé , tour & tour, par le

changement

. aQ 50 yd eacse o
de 2 en 4, dans les B produits

® e e 9 ¢80 06 g0 o 9

—_— o
aﬁﬁ Ic/d s 200000

“e

a’ybﬁd3 YT TTRARTY LT Y

— )
dy Iﬁb ﬁd YT

de @ en ¢ , dans les y produits ¢

6 0 09 2500 00 3

y—y B 3
c

b d ciriene

,

&6y
a é c €ete0:10;:008008 9

3_ -
a Idbﬁcy........ .

N

de @ en &, dans les ¢ produits

¢ e e 20008000 o

\ ad;—ll)ﬁcy....‘..;

et ainsi de suite. Le produit 5507d5.....sera done répéié f4-y L340
fois ou n fois, et il en sera de méme de chacun des autres pro-
duits indépendans de 4. Donc , puisque le nombre total des pro-
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duits indépendans de # que nous avons formés est (m—1)P,_,,
et que chacun d'eux se trouve répéié n fois, il en résulte que le
nombre des produits réellement différens de 7z facteurs qui ne ren-

m I o
ferment pas 2 est seulement P,_,; en y ajoutant donc le nom-

AT
bre P,,, desproduits de 7 facteurs qui renferment cette lettre , nous au-
rons , pour le nombre total £, des différens preduits de n facteurs,

) mef-n=—1

P,.+ " P, ou —-;——P,,,., ; Cest-d-dire, que nous aurons
m-fn=1 .
Pn= —n'_"pn-d' (18)

m . .
Observant donc que P,=m= —, etfaisantsuccessivementn=1,
I

n==2, =3, ewenny 1l Viendra

m
upx="—,
1

P m m--I
*T g a
m  m-1 m-fs
Po=— . ,
1 2 3
- ¢ o & 9 ; - 0 e & & s+ 8 o o ;
P m  m1 m-2 mtne=1
T e w " —— B % W 6 .
n i 2 3 n ?

an moyen de quoi l'équation (17) deviendra

m m m=1 , m md1 mn
( Jo— "m_: — Z — Z — - za_l-..“ e “zaa
(1—2) 1+ 1 + 1 2 T SRS 3 ! +‘1 2 3 n

m mer m-2 md 1
M p ,zn+‘uq

a . qe .
ou en changeant z en —— , et multipliant ensuite les deux mem-
F 3

bres par ="
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m o m mer a2 m m41 mio a3
—M=x“m(x._._.._. —_ . — . - - —
(z+a) 1 1 2 &3 1 2 3 a3 V"
.. m m1 m-tne=t a®
+-L—- ” AR - -;;l——l".....u - (19)

Ainsi, tandis que les coefficiens des termes du développement de
(z—a)™ sont les nombres de produits différens d’'un., de deux, de
trois , w.... de 7z facteurs que l'on peut faire avec m sortes de fac-
teurs , en excluant Yadmission de plusieurs facteurs d'vne méme
sorte dans un méme produit, les coefficiens des termes du déve-
loppement de (2z-42)~"™ sent, au contraire, les nombres de pro-
duits différens d’un, de deux, de trois, ... .de » factear que
Pon peut faire avec m sortcs de facteurs en admettant la répét-
tion indéfinie de chaque sorte de facieurs dans chacun de ces
prodaits.

Soit .une équation compléte du 2.7 -degré, entre m inconnues,
si l'on intreduit -dans chacun de ses termes une puissance d’une.
(m—-1)™¢ inconnue, telle que :tous ses termes.se trcuvent étre alors
du n™¢ degré; il est clair qu’alors ces termes seront, abstraction
faite des coefliciens, les difiérens produits de n facteurs qu’on peut
faire avec m-~1 sorte de facteurs, en admettant la répéiition in-
-définie de chaque sorte de .fagteurs dans un méme produit; d’on
il suit que le nombre des -termes d'une équation compléte du 7™
.degré entre m Inconnue., n’est antre chese que ce que devient la
wvaleur de P, , lorsqu’on y change m en m-+1, Cest-a-dire,

ces e

B 2 3 n

ma4-1 md2 m-$3 ‘m<-n

2]

‘ou , en multipliant -haut et bas par 1.2.3 ...z,

Am4-n)!

-m!n!

H
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résultat dont la syméirie prouve qu'i/ y @ autant de termes dans
une équation compléte du m.™® degré entre n inconnues qu’il y
en a dans une équation compléte du n™° degré entre m incon—

nues (*)e

Passons an développement des fonctions exponentielles et loga—

rithmiques. Si, dans I'équation (14) qui a lieu, quels que soient
m,p, &, z, on fait =1, p=o0, z=1 et m=A¢, elle devient

At 2 A3 Ak

(:-}- + bt L s

ou en représentant par ¢ la série du premier membre,

At A2 A3t3 Aits
e P, (e )"I+ + 5+ g es

A . ro e
Posant ¢ =a, auquel cas A4 sera le logarithme Néperien de ¢,

én aura

tla ]z t33a tilia
(20)

a--'x-[-— -+ 3 -+ o + e

2!

puis, en changeant @ en e
e —-I+ + +5' + 4' +5' +un; (21)

gui aura lieu quel que soit #
En changeant , dans la formule (20), ¢ en 14z, elle devient

(*) On peut aussi consnlter, sur ce sujet, la page 282 du XIILe volume

du présent recueil.
J. DC_G‘
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F17¢ x+x) 1212€1+x) 313 1-x)
—I—x) = I+ + ) + 3! + setere-

mais on a aussi (13)
P £ t—1
(aa)y=i+T ot T TE TS

donc en égalant ces valeurs , supprimant 'unité de part et d’autre,

et divisant ensuite par 7,

13 214
I x e § 2L 12 (I+.x) T i (;-'-}-x) + t (r+ac) . )

d’ol en faisant z=o
x4 x5 :
1( +$)—— — — + — — 'Z‘ + —5-'—10:-.;05 (22)

tel est donc le développement du logarithme Néperien de 1+az.

Terminons par le développement des fonctions circulaires (*).
Si, dans I'équation (21), on fait 7=_tay/ 1, elle deviendra

,fx\/-x—,___;_ S = ey S(S — T‘+—-- —+ ) (23)

de sorte qu’en posant

(" M. Ampére acquitte ici I'engagement qu’avait pris M. de Stainvilles

2 la page 240 du IX.c volume du présent recueil.
J. D, Ge



CIRCULAIRES. 385

x* x4 x6 x8

(D(J')"'I— —_ "4—‘ — 6—!' -+ g — eesee 3
(=4
xd
xL(x)_ —-——3-!-+'§'—' '-"+"- i TTPTEPY

nous aurons

AN T =@y S
— (25)

TV = o) —y TA(E)

d’ott , en multipliant ,
1={o(2) P4 {U2)}" ; (26)
de sorte que ¢(x) et Y(z) sont, pour chaque valeur de z, les si-
nus et cosinus d’un certain angle. Cherchons i le déierminer.
En posant #=1, dans les équations (24), elles donnent
‘P( )_1_“' +Z"""""‘ +evn s
I I
lp(l): ? - g!- 5!-—3-! + oy ;

ce qui denne , en faisant aussi z=1, dans I’équation (23) ,

e EV T =o() 2V T4
d’ot
¢ EN T =p(a) ty TR = (o) Y THDY 5 (20)
et, comme on a (26)
(oY=t ,
il est permis de considérer o:1) et P(1) comme les sinus et cosi-
nus d’un certain angle constant o, et de poser, conséquemment

I ) 4 I
CO&QZ(P(I):I-— _‘ + Z! —'a‘ + essen

b
7!

Sin a——q,(l)——- —5+ 5= o e

I’équation (27) deviendra alors
Tom. XV.

ot
fa



386 FONCTIONS .CIRCULAIRES,
o(#) 1/ =1 Y(@)=[Cos.aty SiSina}) " ,
ou, en vertu du théoréme d’Euler, _

o’ 2)+y Trlx)=Cos.ar+/ =i Sin.az ,

ce qui donne évidemment

o i xé a6
cp(x):COS.ax‘: —— + -Z- — g e ’
p . x 23 x5 a7 . ;
xIa@):Sm.ax: =3 -+ o —7-1- e 3|

il reste donc & déterminer l'angle constant o.
On a, comme l'on sait, en prenant x suffisamment. petit,

s > Sin.ax ,
ar

‘ T " Sin ax
ang.or— :
< o Cosax
donc on a -
. <1,
Sin.ex
°x C 2 x4 x6
> Los.axr—1~ —2-1- ~+ Zr— -Z)T—l— eer 3

. x 3
ou , en mettant pour Sin. azr %1 valenr— — — 4-....
2 1 3! ?

I ( x2 x4 )
bt 1—— - T — LI AXY ]
3! ! ¢ x? x4
* 5 g > I — —i_ Y T PRT Y 3

En supposant  décroissant indéfiniment, la premiére inégalité ten—

N I .
dra sans cesse a4 devenir — <1 ou a>1, tandis que l'autre , an
-3

. . T
<ontraire , tendra sans cesse a devenir — >r1 ou a<1 ; ces denx
o«
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inégalités ne sauraient donc subsister & la fois qu’autant qu’on aura
a==1; on a donc simplement (28)

x x4 a6 8
Cosr=1— — - —— -
2! A 6: 3!

. x a3 x5 x7
Sm.x: —_— + o -7 + coenats
1 3! 5! 7!




