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TRIGONOMETRIE,

Recherches de trigonometrie spherique;

Par M. Sorrin , professeur des sciences physiques au
coliége royal de Tournon , membre de plusieurs sociétés

savantes et littéraires.
(Ewxtrait ; par M. GERGONNE. )

o e S0 V0 Vla T Mo W, O . L . ¥

LE mémoire , fort étendu , que nous nous proposons ici de faire
connaitre par extrait , a été présenté , en 1819, a I'académie royale
des sciences de Paris, qui, dans sa séance du 22 février méme
année , sur la proposition de MM. Legendre et Delambre, com-
missaires , I'a déclaré digne d’étre inséré dans la collection des
Savans étrangers. C’est , comme on va le voir, un recueil de for-
mules de trigonométrie sphérique , dérivées les unes des autres de

la manicre la plus simple et la plus symétrique.
§ L
Formules préliminaires.

En représentant par z et ¢ deux arcs ou angles quelconques , on
a, comme l'on sait, les quatre formules

Tom, XV, n IX, 1.°F mars 1825. 37
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Cos. (z++¢)=Cos.uCos.-—Sin.uSin.¢ , (1)
Cos.(u—r)=Cos.uCos.»~+Sin.zSin , (=)
Sin.(z+¢)=Sin.zCos.r+Cos.uSin.y , €)]

Sin.(z—r)=Sin.zCos.»—~Cos.zSin.¢ . * @
Si I'on suppose ==t , ces formules douneront
Cos.zu:Cos.’u—-Sin.’u:1—2Sin.fu=2C0$.’u—x » (5
1=Cos.’z4-Sin.’z , (6)
Sin.2u=2Sin 2Cos.z . | ()
Si l'on prend tour--tour la somme et la différence des équations

(1) et (2), ainsi que la somme et la différence des équations (3)
et (4), en posant, pour abréger , ufv=z, u—v=y, on trouvera

Cos.y+4Cos.z=2Cos. ¢ (z4y)Cos. - (#—y) » ®)
Cos y—Cos.z =28in. £ (z4+y)Sin. L (z—y) ,  (9)
Sin.z+-Sin.y = 28in.  (z+y)Cos.L (z—y) , (10)
Sin.z—Sin.y =2Cos. ; (z+y)Sin. ; (z—y) . (11)

[ ]
d’olt , en changeant y en iw—y,

® Voyez, pour la démonstration la plus simple et la plus générale de
ces théor¢mes, la page 323 du XL¢ volume du présent recueil,
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Siny-l—Cos.x:+2Cos.-;-{-;—m+(x—7)}Cos.}{-‘;ﬁ—(x'l'f)} > (12)
Sin y—Cos 7= =—28in. % { L w(2—y)}Sin. L (L @—(z+Y)} » (15)
Sin.z-+Cos y =~+25in.§ {; w+(2—)}Cos. I{ Jw—(aty, } s (14)
Sin.z—Cos.y =—2Cos {3 =+(+—y)}Sin. 3 {Fo—(z+7)} . (15)

Si, dans chacune de ces huit derniéres formules , on change
tour-d-tour ¥ en y-+z et en y—z , en faisant, pour abréger,

r4ytz=2¢, (16)

il en r'sultera seize autres , desquelles rejetant les quatre qui n’offrent
ancune symétrie , il restera les douze suivantes:

Sin.z+Sin.yCos.z+Cos.ySin.z =-Sin.zCos.(+—=z) , (17)
Cos..%r-{»Cos.yCos.z—Sin._ySin.z = Cos.zCos.(t—z) , - (18)
Sin .x—Sin;y-Cos.z—Cos. ySin:é =—=Cos.281n.(t—z) , (19)
Cos.2—C05.yCos.z-+Sin.ySin.z = +4-Sin.¢Sin.(t—z) , (20)

Cos.z~+Cos.yCos.z+Sin.ySin.z = 4 Cos.(¢—y)Cos.(¢—2) , (21)

Cos.2—Cos.y Cos.z—S8in.ySin.z—=~—Sin. (#—y)Sin. (t—z) , (22)

Sin.x4Cos.yCos.z—Sin.ySin.z=+-2Cos.( § #=—t)Sin.{§ z—(t—x) } , (a3)
Cos-x-Sin.yCos.z4Cos.ySin.z==+42Cos.(§ #=1)Cos.{; z—(t—x) } , (24)
Sin.x=Cos,yCos.z+4Sin.ySin.z===28in.(§ #=1)Cs.{; z—(t—2)} . (25)
Cos.x=Sin,yCos.z=Cos.ySin.z====2Sin.(  z=2)Sin.{ ; #—(t—x} , (26)

lSin.x+Cos.yCos z- SinySin.z=+2Co0s.{; w==(t—y) }Cos.{;vm(t=—2)} , (27)

Sin.z=—Cos.yCos.z~=Sin,ySin.z===2Sin.{} #=(t==y) }Sin.{ f a—(@—2)} . (28)
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En combinant entre elles les douze derniéres formules, soit
par voie de multiplication , soit par voie de division, on en ob-
tiendrait une multitude d’autres , plus ou moins utiles , et auxquelles,
comme & celles-13 , le calcul par logarithmes serait ficilement
applicable. Parmi ces formules, nous ne signalerons que les.huit
suivantes , sur lesquelles nous aurons besoin de nous appuyer plus
loin. L’inspection de leurs seconds membres indique assez comment
elles ont éé déduites des douze qui précident , en ayant égard &
la formule (6),

1-Cos.2x-Cos,?y-Cos.2242Ces xCos.yCos,z=44Sin.tSin.(t-x)Sin.(t-y)Sin.(#-2), (29)
i—Cos.’x~Cos.2;y-C‘;Ss.=z-zCos.xCos.yCos.z=-4Cos.tCos. (t-x)Cos.(2-y) Cos.(2-2), (30)

.l-}-Cos.’x-Cos.’_y-Cos.=+2Cds.xSin;ySih.z::-/,Sin.iSin.(t—x)Cos.(t-y)Cos.(t-z), (31)

1 +Cos.’x—Cos.{y-Ccs.iz-zCos.xSin.ySin.z:-{-4Cos.tCos.(t'x)5inA(f-T)Sin-(‘ -z). (32)

1—8in,2m=Sin. 2y —Sin.2z-f-28in,xSin ySin.z { "
(

=44Cos.(§ a—1)Sin.{ i zem(t—2x) }Sin.{; s—(t—y) }Sin.{5 =—(t—2) }

1—Sin.2x—Sin,2y —Sin.2z==2Sin.xSinySin.z - }

" ' 0 G

=448in.(§ m=—t)Cos.{ % w—(t—=x) } Cos.{3 z—(t—y) } Cos.{; #—(t=2) ],

14-Sin,2x==Sin,?y —Sin.2z-4-25in.xCos.y Cos.z s a5
=+44Cos.(; w—1)8in.{ ; w—(t===x) } Cos.{ 5 z=—(t—y) } Cos.{ 3 a~=(t—2) b

1-4-Sin.2x==Sin.?y—"Sin 3z=—28in,xCos.yCos.z

=4Sin (5 a=—)Cos.{} z==(t—=)}Sin.{} #—(t—y) }Sin.{ 3 z=—(t=—2) }. )

Ces formules sont susceptibles de simplifications plus ou moins
notables , lorsque la somme des trois arcs ou angles z, y, z est
de l'une de ces trois formes Lnw, nw, 2nw. '
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§ IL
Bésolution des triangles .sp]zéfz'ques.

Soient x , ¥, z les trois cétés d’un triangle rectiligne , et X,
Y, Z les angles respectivement opposés. En exprimant que chaque
coté est égal 4 la somme des projections des deux autres sur sa

direction, on aura les trois équations
x:yéos.Z—}-zCos.Y ,
| y=zCo0s.X+2Cos.Z , 7))
s=2Cos.¥4yCos.X , |

Prenant la somme des produits respectifs de ces trois équations
par —x, =y , -+z, transposant et réduisant, on aura

2yz2C08. X=y"+2°—2* . 38).
L2 4 )

Soient présentement @, &, ¢ les trois cétés d’un triangle sphé-
rique ,"et 4, B, C les angles respectivement opposés. Par le
sommet 4 soient menées aux cotés b et ¢ des tangentes rencon-
trant en G et H les prolengemens des rayons menés du centre O
de la sphére aux sommets B et C. Les deux tnangles rectilignes

GOH et GAH donneront (38) : -
206.0HCos.a = 0™+ 0H—CTT
2AG.AH Cos.A=AG +Azf-—GH’

d’oly, en retranchant et simplifiant ,

06.0HCos.0— AG, AHCos. A—5 3"

oHu encore



2,8 FORMULES

(52 )57 )eond= (53 ) (G ) Coses »

c’est-a-dire -

Tang.zTange-Cos.4 = Sec.2Sec.cCos.a—1 3
ou enfin, en multipliant par Cos.5Cos.c ,

Sin.2Sin.cCos.A=—=Cos.e—C0s.5Cos.¢ « Q)

Par un point pris arbitrairement dans lintérieur de Tangle
tritdre formé par les plans des trois céiés du triangle, et dont le
sommet est consé¢quemment au centre de la splire, abaissons des
perpendiculaires sur les trois faces de cet argle tritdre , et consi-
dérons ces perpendiculaires comme lestreis arétes d'un nouvel angle
tricdre. I1 est aisé de voir que Ies arétes du . premicr seront per—
pendiculaires aux plans de faces de cclui-ci, d’cu il suit que les
angles diédres de chacun seront les supplémens des.angles plans
correspondans de lautre et réciproguement; et voild pourquoi on
dit que ces deux angles tri¢dres sont .suplzlcmeniaire: , Téciprogues
ou conjugués Fun de lautre.

Si donc du sommet du second ccmme centre on congoit une
sphére, les cotés du triangle sphérique interccpté seront w=—A.,
w—B, w—C , et les anglesrespectivement opposés w—a , w—7,
w—c; on doit donc avoir (7)

Sin.(w-B)$in.(w-C)Cos.(w-2) =Cos.(w-A4)—Cos.(w~B)Cos.(=-C)
Cest-a-dire ,
Sin, BSin.CCos.a=Cos.4+Cos.BCos.C . (€]

Les formules (7) et (/) en donnent chacune deux autres qu'om
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en déduit en changeant continuellement 2 et A en bet B, Betben ¢
et C,cetCenaet A, commesi l'on tournait sur la circonférence
d’un cercle, ot seraient écrites de suite les lettres 2 , &, ¢ ou

les lettres 4, B, C.
Au moyen de cette remarque , la formule () donne

Sin.cSin.2aCos. B=—=Cos.6—Cos.cCos.z ,
e (39)
Sin.eSin.5Cos.C—=Cos.c—Cos.2C0s.5 ;
d’o1, en ajoutant et retranchant, tour-i-tour, et décomposant,
Sin.¢(Sin.zCos. B4-Sin.ZCos.)—(1—Cos.2)(Cos.5+Cos.c) ,
Sin.e(Sin.cCos.B—S8in.5Cos.C)=(1-+Cos.a)(Cos.b—Cos.c) ;

multipliant ces deux derniéres équations membre & membre, ¢
simplifiant , on aura

Sin.*¢Cos.’ B—Sin.*4Cos.’C=Cos.’6—Cos.’c=8in.*c—Sin.’% ,
eu, en transposant,
Sin’s(1—Cos.*C) =Sin’c(1—Cos.’B) ;
#u enfin
Sin.*48in.’C = Sin.’¢Sin.’B .

En extrayant les racines des deux membres de cette derniére
équation , on levera Vambiguité qui nait des doubles signes en
remarquant que , dans le cas particulier ou f=¢, on doit avoir
aussi B=C. On trouvera ainsi

Sin.zSin.C =Sin.cSin.B ;

d'ott, par la permutation des lettres,
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Sin.d Sin B Sin.C (,,
Sma  Sins — Sine ° %)

On peut tirer la méme chose de la formule (/). Elle donnre;
en effet, '

Sin.CSin.ACos.b=Cos.B+Cos.CCos. 4 ,
(40)
Sin. ASin. BCos.c=Co0s.C+Cos.4Cos5.B ;
d’ot1, en ajoutant et retranchant successivement,

Sin.A4(Sin.CCos.b+Sin. BCos.c)==( (+Cos.A)(Cos.b+Cos.® R

Sin.4(Sin.CCos b—Sin. BCos.c) = (1—Cos.4) (Cos.B—Co5.C) 3
ce qui donne ,. en multipliant membre & membre et simplifiant,

Sin.’C Cos.’é—-Sin.’BACos.’c=Cos."B--Cos.’é=§iﬁ.’C—Sin.’B ;
ou bien, en transposant,

Sin.*B(1—Cos.’c}=8in.’€(1—~Cos.’5) ;-
ou encore

Sin.’ BSin.’s=Sin.’CSin.’5 ;
ce qui donne , par I'extraction des racines etla permutation des lettres,

Sine Sin.b Sin.c

Sind _ SimB__ SinC (1)

double égalité qui revient & celle que nous avons trouvée plus
haut.

En éliminant Cos.b entre les deux équations (3g) , mettant pour
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. . . Sin.B
Sin.?, dans I'dquation résultante, sa valeur Sin.c. S
in

, réduisant,

divisant par Sin.z et chassant le dénominateur, il vient

Sin.cSin. BCos.C=Sin.2Cos.cSin.C—Cos.aSin.cCos. BSin.C ;

d’olt, en divisant par Sin.cSin.C et transposant,
Cos.aCos B=Sin.aCot.c—Sin.BCot.C . (#7)

En éliminant Cos.B entre les deux équations (40) , mettant pour
Sin.5

Sin.B, dans I’équation résultante, sa.valeur Sin.C el rédui-
in.c

sant, divisant par Sin.4 et chassant le dénominateur , il vient
Sin,CSin.5Cos.c=Sin.ACos.CSin.c+ Cos.ASin.CCos Sin.c;

d’o1, en divisant par Sin.CSin.c et transposant,

Cos.A4Cos.s=8in.6Cot.c—Sin, 4Cot.C . ¢24))

Il est aisé de voir que les formules (:77) et (III) n’expriment
qu'une seule et méme propriété du triangle sphérique. Chacune
d'elles , par la permutation des lettres , est d’ailleurs susceptible

de trois formes diflérentes.
Les formules (7,7), (22, II), (¢, IIT) ne laissent rien & désirer

pour la résolution analitique des triangles sphériques ; mais les

formules (2, IT) sont les seules qui se prétent commodément au

calcul par logarithmes ; cherchons-en donc d’autres qui jouissent du
’z . b ’

méme avautage , pour suppléer & celles qui en sont privées.

Posons.

a+b+c=as , ()
A-B4-C=2§ . vy

Les formules (5), (¢, I) donnent

Tom, XV. 38
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Sin. i A= 1—Cos. 4 __ Cos a—Sin.b8in c—Cos.5Cos.c
‘2 2 25i..68in.¢ *
L 1—Cosa Cos.A==3in.BS5in.C+4 Cos.BCous.C
Sm.;a_ —_——— — : - — 3
} 2 2S8in. BSin.C
4 1+Cos.A ___ Cos.a-5iu.65in c=—Cos.blos.e
COS. ;.’4—— — e + — - ?
2 291n.091u.¢

. 14-Cos.a Cos.A+4-5in.BSin. L Cos.BCes.C
Cos. - a—= S = + + — ‘.+ ; -,
2 2810.B31n.C

d’ot, en vertu des formules (18) , (20) , (a1), (22),

Sillo-i'A-———VSin (s—5)Sin.(s=¢c) , (‘;)

Sin.£Sin.c

.—Cos.,SCos.. (S=—A) , (,V)
Sin.BSin.C

ce
Sin. % a=

— Sin.sSin.(s=—2a) ;
See A= 21n.591n-(573) )
Co z Sin.bSin.c (v )
COS.—;—d:‘—" Cos.(S—B)Cos.(8=C) . (VI)

Sin.B3in.C

En posant, pour abréger,

Pa:+5in. S Sin.(: — a) Sin.(s —_— 5/ Sil’l.(s _ [) , ( Vl’l')

*=-—Co05.5Cos.(§—A,Cos.(§—B)Cos.(S—C), 7

on tire encore de li, au moyen de la formule (7),
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Sin. 4= .Qp

e . ap
{e117 in a—
in.bSin.¢c > ) Si

Sin.B Sin.G ~ (VIII)
Par les formules (v, V), (i, V1), on a

Sin%B: Sin.(s—¢)Sin. (.s-—a). COS. v B__. Sin.sSin (3—2) Sin.sSin (s—>5)
Sin.cSin.a “SincSina

[y ) (41)
Sin.1C= Sin.(s—a)Sin.(s—¥) ' o— Sin.sSin (s—c) .
z ¢ Sin.aSin.b ? COS‘ €= “Sin.aSin.g 5
Sin. 7 b= o Cos.5(Cos O—B) Cos. L b= Cos (3—C)Cos (5_,4)
- T Sin.CSin.A4 - Sin.USin. A
,0
Sin. ! Le= V Cos.8Cos.(5—C)

C ( <4‘:")
1 08.(§—A)Cos.(S—EB)
T Sin.ASin.B COS' 2 C—V }

Sin.ASin.B
De ces derniéres on conclut , & l'aide des formules (1, 2, 3,4, 7)
. Sin.(s—=c) 2= Sin. s—b)
Sin.3 (B+C)= (

Sin.sSin.(s—a) ___ Sin.(s=e) == Sin.(s==b)
Sin.a

U0INNASTE) Cos. L A
Sin.bSin.c 2Sin.% 2Cos. L g P

Cos -'-”B“"C)— Sin.s= Sin.(s==a) VSQ"‘(’—’”S;”‘(S-C) __ Sin.s=Sin (s—a)
WP ElO)= Sina . — =

M 14
- Sin. £ 4
Sin.bSin.¢ 28in. 2aCos. fa 2" 2

Cos.(S=B) =+ Cos.(S—0C)
Sin.3(te)= -

V Cos.5Cos.(S—A) Cos.7S=B) %Cos.(8—C) .
_ SO ) nta,
Sin, A Sin.BSin.C - 28in. £ 4Cos.2 A 2
Cos.(Sm=A) == Cos.S TS — Cos.(S=—4 - Cos.S
COS.L(5+€>= ( : )= ;/(405 1§ = BYCos. (S (,) ( )"+'
3 - Sin. A Sin. BSin,C

Cos La
2Sin.2 ACos. 24 — % °

dédoublant et décomposant les seconds membres , 4 l'aide des for-

mules (8), '9), (10), (11), on trouvera également , soit par les
deux premiéres , soit par les deux derniéres équations,
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Cos. 2 (B4+O) Cos. 2 (b4-c)
sin.;4  Cos.za

. ¢z, IX)

Sin.1(B—C) __ Sin.I(b~c) (=, X)
T Cos4A4 Sinie j ’

Sin, 2(B4+C)  Cos.; (—0) Sin.; (54-¢) Cos. 2 (B="Y)
Cos.id Cos.ta ’ (#7) Sin.te  Sinid

. (X])

on reconnait 13 les quatre formules trouvées par MM. Gauss et

Delambre, chacun de leur coté (*).
De ces formules , on conclut, par division,

Cos. L (b=c)

X1
T ' Y= Siu. L (b=—r) Cot. ~ A
ang.’;(B—- )-—- m ot. iy 2
. Cos.;(B=—C) ,
Tang.;(ﬁ—l-c):m I‘ang -;—a s
Sin.* (B—Cy (X11)
Tang & (b—c)= - Tang. ;2 .

Sin.< (B4-C)

Ce sont les analogies de Néper, qui complétent la série des for-
mules usuelles nécessaires pour larésolution arithmétique des triangles.

(* Voyez , sur ce sujet , Theoria motis corporum calestium , etc., de
Gauss, page 51, la Connaissance des temps pour 1808 , ou celle de 1812
page 349, ou la grande Astronomie de Derimsre , tome I, page 157, ou
Ydbrégé , page 110 , ou encore la page 355 du I1L.¢ volume du présent recueil.
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§. IIL

Recherche des sommes ou différences d'anzles ou de cdiés.
o

La combinaison des formules {41) avec les formules (v) et (v)
donne

Cos. £ BCos. £C  Sin.s Sin. ;BSin.;C __ Sin.(s=a)
" Sintd  Sina’ Sin.id Sina

c’est-a-dire ,
Sin.aCos.z BCos. 1 C

Sin.s= St s (a1
. . b4 3 I
Sin.(.s‘—a) — Sin.aSin. £ BSin, £ C . (xl.‘))

Sin. 7 4
La combinzaison des formules (42) avec les formules () et

(¥VI) donne ensuite

Sin.15Sin.f¢ Cos.S Cos.;5Cos. ;¢ Cos.(S=—4)
" Cos. ia =7 Sind ’ Cos. Za T sinA ?

c'est-a-dire ,

in.ASin.L5S8in. z
Cos §—=— Sin.ASin.; & n,z‘) (XII[)

Cos.za

n, .256Cos. 2
Cos.(SmrA) = - SmAC0s 20005 2 (XIV)

Cos.;a

Mais les formules (0277, ¥III) donnent (7)

P
2Sin.tBSiniC (#9)

Tom, XV. 38 bis.

Sin aCos, + BCos.+ C=
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P
2Co0s. 76Cos. s ¢

Sin.ASin. - 0Sin. o= , (X7)
P

2Co08, £ BCos. £ C ° (le)

Sin.eSin. = BSin. -;- C=

Sin.ACos. L5Cos, L= —L | (XFT)

2Sin. 3 bSin. £ ¢

Introduisant ces valeurs dans les numérateurs des quatre derniéres
formules , elles deviendront

. 2 ..
St = e S T B G (wvid)
Cos.§=— P ’ (XVID)

2Co0s.2aCos. 26Cos 2¢
Sin ( P
1.{ = =
. (s—a)= s TBCos. 2C ’ G
Cos.(S—A)= i . (XVIII)

2Cos. 2adin. 25Sin. L ¢

Les formules (vi77) et (FI1IT), divisées 'une par l'autre, donnent (77)

Sin4 _ p SinB Sin.C _ p Sina2d
Sina P’ Sind " Sinc P Since
c'est-d-dire ,
P Sin.A .
= (ziz , XIX)
P Sin.a

en introduisant tour-a-tour les valeurs de Sin.z et Sin.4 , tirées
de cette deruiére formule , dans les formules (2::7), (XI11) , (aiv),
(XIV), et ayant égard & la formule (7), on trouvera '
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Sin.s= %” Cos.* ACos. L BCos.L C , (z7)
Cos.S=— fpf Sin. £ aSin. 28Sin. 1 ¢ ; (XX)
Sin (s—a)= g’- Cos.; ASin. L BSin. £ C , zxr)
Cos.(S—4) = i; Sin. % aCos. L3Cos. 2 ¢ . (XXD)

Si Uon multiplie respectivement ces quatre valeurs par les quatre
qui les précédent immédiatement, on aura encore

Sin’s=pCot. - ATot. - BCot. ; C , (zxii)

2

Cos.’§=PTang. L aTang, ;Tang. Lc , (XXIT)
Sin(s—a) :-_:pCot. s 4Tang. L BTang. L C ,  (wwiid)
Cos{(§—4) = PTang. - aCot. ; £Cot. ¢ . (XX1IT)

Les formules (7, Z7) reviennent (7) a

Bingfos.2B  SinbCos.1 4 Sin.aCos.2C  Sin.cCos.t 4

Sin.id  Sin.fe Sin.2d4 ~ Sin.iC 7
Sin.ASin.1%  Sin.BSin.ia Sin.A4Sin.3¢  SinCSin.le
Eos.—: 2 Cos.id ? Cos.ia Cos.2¢

au moyen desquelles les formules (77) , (XII) , (xiv) , (XIV)

prennent cetie nouvelle forime
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Sin.bCos.; CCos.; 4 Sin.cCos.1 ACos.1 B

Sin.s= Sin.: B - Sm.iC » (waiv)
—Cos.S= Sin.Bii:s..:;c:in.;a =_: Sin.CS(i:x;';:cSin.%E , (XX[V)
Sin, (S__a)___s;n.bszs;s(:s.;/z _ Sin.cC(;s;j jg;n.;g (e
Cos.(5—. 4):Sin.BCS<i)ls]..-};chin.{-a _ Sin.Cir;:%afos.%b‘ (XXP)

En vertu des formules (29) et (30), les valeurs (viZ) et (FII)
peuvent étre écrites ainsi

7=x( 1==C05.’@~C05,5=Co0s.’c42Cos.2Co05.5Cos.¢) , (el
P'=%(1—Cos.’4—Cos.*B—Cos."C —2Co0s.4Cos.BCos.C) . (XXVT)

En transformant les cosinus d’angles en cosinus de moitids, dans
la premiére et en sinus de moitiés dans la seconde, & l'aide des
formules (5), on trouvera

p*=4Cos.2% aCos,? £ 5Cos.* £ c—(1+~Cos.? ; a—Cos.? ; b—Cos.2 1 ¢)2,  (waxvi?)
1;==48in.=§ASin.’%BSin.’éC——(t—Sin.= 1A=Sin.?1B—Sin.21C); (XXVID
ou encore
p>=4Cos.2 1 aSin:’ 28Sin. } e=(14-Cos.2 § @==Cos.2 } h==Cos,2 Lc)?, (xaviic)

P2=Sin.2} ACos.» 2 BCos.2:C—(14Sin a2 A—Sin. 22 B—Sin.2 £ €)2 . (XXFIII)

Cela posé, on a, par les formules (xviZ) et (XFII),
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Sin.2l <8in21BSia 2 =—p2

28in. 34510, £ BSin. : C

COS«S:‘/ 1—~Sin.2s== ‘/4

V4los22aCns <26 05 32/ mpa
2Cos. 7 aCos. ;6Cos. $¢ ?

Sin.S= / 1-Cos.28=
alaide des formzies (zxsi7) et . XXF1I), ces derniéres deviendront

1—Sin.2 L f==Sip 22 B=Sin2; C 1=Cos. A=Cos B—Cos.C .
= »(zzix)

Cos.s= i ——
2Sin B2 ASin. 3 BSin.; C 4Sin.t 4Sin, £BSin. 3 C

1=Co05.22 geeCos,2 L 5=Cos.2 1 ¢ 14-Cosa~4Cos.b-4-Cos.c
= IFCosetBosHTose | xx1x)

2Cos, aCgs. F6Los, 3¢ 4Cos. 2a Cos. 16 Cos. 3¢

SinS——

On aussi, par les formules (zviiz) et (XVIII),

V/4Sin.2 £ ACos.2 X BCos.? < C—P?

Co08.(s=a)=y/ T=Bin.: (s—a) = :
( )=V 1=5in =) B 28in, 5 ACos.£ BCos. 1 C ?
. —_— 203.2< @Sin.* 14Sin.2 L c—p?
Sin, (§—=A)= — Y )= ‘/4(0 zadint 2 5
( ) ‘/l Cos2(S—) 2Cos. £a4Sin.165in. ;¢ ?

a l'aide des formules (xz¢ii7) et (XXVIII), ces dernicres deviendront

14Sin.2 2 4=Sin.22B—Sin.22C  1=Cos, 4} Cos.B4Cos.C

COS.(S—0)= 28in, { ACos.; £Cos. 1C —4Sin. 1 ACos. tBCos.2C’ (xxx}

x+Cos.a—-Cos.b—Cos.c. ( XXX)

Sin.(S—A 14Cos.2 Zg—Cos.31b==Cos.*}¢
m.J—- = =
( ) 2Cos, £aSin. $4Sin.f¢ 4Cos. £ aSin. 1 6Sin.fe

La comparaison des formules (z¢ff) , (XVII), (aviii) , (XXIII)
aux formules (zxizx), (XXIX), (zzxz), (XXX), donne encore

T 2P
ANG oS T
i 1—~Cos,.4—Cos,B—Cos.C ?

Tom. XV. 39

(zzxxr)
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4

i 2p \
Cot.§=— 1+-Cos.a4Cos.b4Cos.c ’ (XXAT)
2P Iy
Tang.(s—a)= I—Cos.A-ﬁ-Cos.B-}-Cos.C; > (#it)
Cot(§—A)= 7 (XXXIT)
) T 14-Cos.a—Cos.b—Cos.c * B

En formant les expressions analogues, relatives & s—&, s—¢,
S—B, S—C , on en conclura

Cos. . ) 23 A4 5.2 184-Cos.21 C
Cot.(s=—a)4Cot.(s—5) 4 Cot-(s=—c)= 3+Cos A+2C;s B4Cos.C ..—.COS i +CO€; : 84 Coss 5 (XX2IIT)

3—Cos.0—Cos.5—-Cos. in.2Z in,25p4-5in.21
Ta“g‘(S_A)+Tang.(S—B)-I-Tang.(S—C)——3 08.0 2(}3)0@6 Cos c=8m ,a+51np b-}-Sin ,C. (XXXTII)

Par les formules (5) et par la formule (xz7z), on a

Sin. Ls— V 1—Cos.s _ ;/ 1—Sin.2Z 4 —Sin.>2B—8in.> £ C—2Sin, = ASin. . BSin. 1"
Is= P = —_
2

4Sin.Z 4 Sin. £ BSin. £ C >

Cos. L s 14 Cosss __ 1 —S8in.» L A—Sin.> L B—8in2 - C-25in. - ASin. L BSm. 1 C |
2 2 " 4Sin. % ASin. 1 BSin. £ C ’

comparant ces formules aux formules (34) et (35) , on pourra leur
donner cette forme

N Sini(}w=3)Cos.;{ I n—=(S—A) }Cos.2{: #—(S—B) | Cos [T o —(S=—{)}
Sin.5s= -

TXXLY
Sin.Z 4Sin. 2 BSin.£ C > ( )
Cos. 2 ([ #=8)Sin;{} g=—(S=—A)}Cos.2{: #—(S—B) }Cos.;{: v—(5—C) } e

0s,. Ls= : el S =L ;o (waar
Cos. V Sin.;ASin, :BSin. I C o« )

d’olt encore
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Tang. L s=y/ “Tang.i(z #—=3)Cot. 2 {2 a—(—) | Cotg 2 a—to—B) J Coter . #=(5—C)} «  (xzzvi)

Par les mémes formules (5), et par la formule (XXIX;, ona

1—Sin.S 1 —Cus.2 2 g=—=L0s.2 £ 6—L0s.% 2 c42Cos.2 @ Cos. 2 5Cos. 2 ¢
—Sin.* (z 1:3'-—5)— ; "—V 4Cos. 2aCos. 5 6Cos. 5 ¢ ’
e B TFSmS 1—Cos.2 £ a—Cos.? 26=Cos.? éc—t:z_c.los. $aCos. 25Co0s.2 ¢ |
~4-Cos. S (2 m'-—S) = V——z—-——V"' 4Cos. 2aCos. 3 6Cos. ¢ g

comparant ces formules aux formules (29) et (30), on pourra leur

donner cette forme

—Sin _;_ -;«ur-—-S) yém .2sSin.f(s—a)Sin,: (s—>5)Sin. ’(s-—c) (.XXXV)

Cos.;aCos. -bCos ic

/ Cos £5Cos.L(s—a)Cos.2(s—b)Cos.; (s—6),
sy z@—S)= 250053 (0 ) mo% s XXXIV
e ==9) y Cos.;aCos.zbCos.jc i ( )

2\2

d’ol1 encore

~Tang % @'—S) \/Tang isTang.2(s=—a)Tang.;(s-b) Lang.; (s-c). () (XXXVI)

Par les formules (5) et par la formule (xzz), on trouve

(*) Si lon désigne par T l'aire du triangle , on aura, comme l'on sait ,
T—=A+4B4C—=p=25—=% , doi i T=—(;z=S5),
et par conséquent
Sin, 2 T=~=Cos.S-, Cos.;T=Sin.S, Tang.:T==—Cot.5,

on aura en outre T—=—I(:z—S8), dou

Sin.;Te==—Sin.;(; #=S5) , Cos.;T=Cos.; (a=S), Tang ; T===Tang.;(; #=S),
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Sin —(s-—a) I—COS 1=Cos.(s=—a) _ __1+Sin.2;A=8in.2;B=Sin.2 ;. C=2Sin.; ASin ;BSin.;C
: 4Sin £A4Cos.ZBCos,.2C ’

COS.L(S_(Z)___VPFCOS-(S—U)____V|+Sm A1 A4==Sin.2; B=—Sin.22C+4-25in.; ASin.; BSin. -C
2 2 4Sin. 2 ACos.28Co0s.5:C

comparant ces formules aux formules (35) et (36), on pourra leur
donner cette forme

Sin. ;_(5_0) :;/__ Sin.; (3 5—3)Cos. —{ w_(é-s—l‘:)xfé;‘s—_{ﬁjé;(i—B)}Sl 1 {iz—(S—OC)} ; (‘xxx;:z'z’)

' Cos.i(Gm=8Sin.2 [} 5—(S - A) }Cos +{ Lz==(S—B) 1 Cos.; [ fz=—(S—O) } | ‘s
AN rxXPIL
Cos.j(s-2) V Sin.: 4Cos2BCos.:C . i (weweiit)

d’olt encore

Tang +(s~2)=|/ —Tang.:(: 7—8)Cot.1 | sa—(S—A) J Fang 1| :(0—B) | Tang 1 {17 m(5—C) | + (¥721x)

Par les mémes formules (5) et par la formule (XXX), on trouve

L (S A\ — 1-—-Sin,(S-—A)= -14-Co0s.22a-C0s.236-Cos.2;c-2Cos.2aS5in.}Sin 1 ¢
Sinz {37 —( ‘4’}_ V — 4Cos.2aSn 2550 2

i (S _ |l S 14-Sin.(S—A) __ 14-Cos.2;a=Co0s.220—Cos.2Le4-2Cos.36C0s 16Cos.5¢c
Cos.z { 2 ( A) } - 2 4Cos.1aSin i631n.5¢ ’

comparant ces formules aux formules (31) et (32), on pourra leur
donner cette forme

?

de sorte que les formules (XIID) , (XVII) , (XX), (XXIV), (XXIX),
(XXXD) , (XXXIV), (XXXV), (XXXVT) ofirent autant de moyens d’obtenir
Paire d'un triangle sphérique en fonction de trois de ses parties. On
reconnaitra en particulier la derniére pour celle de M. Lhuilier , donnée
par M. Legendre, dans ses Elémens de Géométrie.
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Sm.-:-{{-m--(S—A)} ___VCOS Is. 0s.2(s-a)Sin.3(s-6)Sin. (s-¢c) , (X.XXVIII>

Cos.2aSin.;5Sin.2c

Cos.%(gm__(s_d)}=VSin(§sSin.;’(s-a)Cos.}(s-b)Cos.é(s-c); (XXXVII)

Cos,zaSin,;56Sin.z¢

d’oli encore

Tang.;{iw ~(S=A) }=V/Cot.zsCot. -;-(s-a)JTang.i(s ~b)Tang.;(s—¢) - (XXXI X)
§ IV.
Recherches diverses.

Soit & I'arc de grand cercle mené du sommet 4 au milieu A’
du cété @ ; il divisera notre triangle en deux autres, pour lesquels
on aura (7)

Sin. ¢ aSin.dCos.A.A4’C=Cos.;—Cos.~aCos.d ,
Sin.22Sin.dCos. 4.4’ B=Cos.c—Cos.;2Cos.d ;
en prenant la somme de ces deux équations et observant que
Cos.AA4’/C4Cos.A4’B—o ,
il viendra, en transposant,
2Cos. {zCos. d=Cos.5+-Cos.c==2Cos. 5 (b~4-c)Cos. ;- (b—c) ;

et, par suite,
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Cos. 2 {b4c)Coss £ (b==c)

Cos.fa

- () €2

Cos.éd—

Larc d étant déterminé par cette formule , on trouvera ensuite

(@, II) , (viti)

. Sin.4Sin.c .
Sln.(d, a)= g («)
. P - P '
— Ad, )= . . (4
Sin(d, 7) Cos.< aSinbSind Sin. (4, ¢) Cos,  aSin.cSin.d ( )

Soit D l'angle que fait avec le c6té @ l'arc de grand cercle af
, g€ q 5

qui divise l'angle 4 en deux parties égales ; il divisera natre
triangle en deux autres dans lesquels on aura (/)

Sin. L ASin.DCos.a’ = Cos.B4-Cos. 7 ACos.D ,
Sin. - ASin DCos.a’=Cos.C—Cos. = ACos.D ;
en prenant la différence de ces deux équations , il viendra, en
transposant ,
2Cos. £ ACos.D= C?S.C—Cos.Bzzsin o5 (B4C)Sin, L (B—C) ,

et , par suite
> P s

/ ' Sin. (B4-C)Sin. £ (B—C ;
Cos. D=2z BFO0m- 2 F—D) (XI)
LOS.;A

L’angle D étant déterminé, par cette formule , on trouvera
ensuite (77, IT) et (VIII)

3
(" Cette formule a été donnée par M. Querret, dans la Connaissance
des temps pour 1822 , page 335,
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Sin.BSin.C

Sln.D;{: —gﬁ—- Py (zY.LI)
Sin.DB= ol Sin.DC= ul . (XLII)

Cos. £ ASin,BSin.D Cos. £ 4Sin.CSin.D

Soient O le pdle et R le rayon sphérique du cercle circonscrit
4 notre triangle. On sait que , si de ce point O on abaisse des
arcs perpendiculaires sur les directions de ses trois cotés , ils
tomberont sur leurs milieux ; de sorte qu’en désignant par A4/, B/,
¢’ les pieds de ces arcs perpendiculaires, on aura

AB=AC=+a, BC=BA=}b, ('A=C'B=c,

et, de plus,
0A—=0B=0C=R ,

Cela posé, on aura
Ang. OAB+Ang.0AC=4 ,
Ang.OBC4-Ang.0BA=R ,
Ang.0CA4Ang. OCB=C ;-
retranchant la premiére de la somme des deux autres, il viendra
Ang.0BC+Ang OCB4Ang.OBA—Ang.0 AB+Ang.0CA—Ang.0.4C=B+C~A
mais, dans les triangles isocéles A0B, BOC, COA,on a

Ang OBC=Ang.0CB, Ang.0CA=Ang.0AC, Ang.04B=Ang.0BA

réduisant donc, a l'aide de ces relations, il viendra
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2Ang.0BC=2Ang.0CB=B-+-C—A4=2(5—A) ,
d’otl
Ang.0BC=Ang.0CB=5§—41 ;

or, dans le triangle sphérique rectangle O4’B, on a

Tang.0BCos.0BC=Tang.BA’ ,
c’est~a~dire,
Tang.RCos(S—A)=Tang. La ;
donc
Cot.B=Cot. % 2Cos.(§—~4) ; (zliiz)
c'est-a~dire (XIV),

Sin-ACos, 2 +Cos. 2 ¢

Cot.R=— Sooa ; (xliv)
ou encore (vri7),
Cot.R= d . (zl)

2Sin, £ aSin. $8Sin. L ¢

voild donc le rayon sphérique du cercle circonscrit exprimé par
une fonction des trois c6tés 4 laquelle le calcul par logarithmes
est facilement applicable.

Si l'on veut avoir le méme rayon en fonction des trois angles ,
il ne s’agira que de mettre pour le dénominateur sa valeur donnée
par la formule (XX), il viendra ainsi

p

Cot,R=— @ .

(lvi)
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Soient présentement o le péle et 7 le rayon sphérique du cercle

inscrit, on sait que si de ce point on conduit des arcs de grands

cercles anx trois sommets, ces arcs diviseront les angles du triangle

en dcux parties égales. Si en outre on désigne par A7, B/, C”
les points de contacts respectifs avec les cétés, on aura

A'ByA'C=a , B/CH+B1A=b, C/A4C’'B=¢ :

d’ott, en retranchant la premiére équation de la somme des denx
autres ,

AB”—]—AC{/—}-BC”—-BA”-}-CB”—-CA”’:b-}-c—a ;
mais on a ici

AB/'=AC" , BC'=BA" , CB"=CA"
réduisant donc, & l'aide de ces relations, il viendra

2AB/=2AC/'=b+c—a=2(s~a) ;
d’ott
ABV=s5—q ;
mais le triangle sphérique rectangle 0B”.4 donne
Tang 0B"=S8Sin. AB'"Tang.oAB” ;

€’est-a--dire,

Tang.r=Tang. ASin.(s—az) ; (XL
ou bien (xiy)
Sin.aSin. { BSin.; C
Tang.r= Conid ; XLIy)

ou encore ( VIII)
Tom. XV.

e
a
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P
JT== . X
Tang. = S T ACes. 1 BCo 1 C (XLV)

Voila donc le rayon sphérique du cercle inscrit exprimé par une
fonction des trois angles & laquelle le calcul par logarithmes est
facilement applicable.

Si Pon veut avoir le méme rayon en fonction des trois cdtés ,
il ne s’agira que de mettre pour le dénominateur sa valeur donnde
par la formule (#x), il viendra ainsi

Tang.r= (XLFT)

Sin.s

Au moyen des formules auxquelles nous venons de parvenir , on
obtiendrait facilement les rayons sphériques des cercles inscrit et
circonscrit, en fonction de trois quelconques des six parties du
triangle.

Nous ne devons pas quitter ce sujet sans rappeler qu’il a éé

- 4 . . .

; I b 4N .
démontré ( tome X1V, page 61 ) qu'en désignant par ¢ la dis
tance des poéles, on a

Sinid— Sin.(A~4-7)+4-Sin.(R—r) ﬁSin.(B-l—r)—Sin.(lfi—r) . (43)

2 2 .

”
Si Ton prolonge les c6tés du triangle sphérique deux 3 deux
au-deld de leur point de concours , jusqu'a ce qu'ils rencontrept °

de nouveau la circoniérence dont le troisiéme cété fait partie , on
formera trois nouveaux triangles sphériques tels que chacun aura
un angle égal , comme opposé au sommet, & l'un des angles du
triangle proposé, compris entre deux cétés qui seront les supplé-
mens des deux cdtés correspondans de celui-la. En supposant donc
qu'on ait circonscrit des cercies aux trois triangles ainsi formés,
’ si / /" i les rav {riques
et qu'on désigne par R/, B/, R/ les rayons sphériques de ces
cerclés , on aura (aliii) et (xler)
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Cot.RB’==Cot.72C0s.S , Cot.R”=Tang.;aCos.(5~C), Cot.R"=Tang.22Cos.(5—B) ;

multipliant ces , équations entre elles et par I'équation (2/7i) en
ayant égard ala formule (¥1I), il viendra

Cot. RCot. R/Cot. B//Cot B///—P" . (XLVII)

Si I'on prolonge les cdtés du triangle sphérique deux a deux
jusqu’a ce qu'ils se rencontrent de nouveau, on formera trois nouveaunx
triangles sphériques tels que chacun aura un c6té commun avec
le triangle proposé , compris entre deux angles qui seront les sup-
plémens dec leurs correspondans dans le méme triangle (*). En
supposant donc qu’on ait inscrit des cercles aux trois triangles
ainsi formés, et quon désigne par 7/, 7/, r// les rayons sphé--

riques de ces cercles , on aura (XLIII) et (XLFI)
Tang.r’=Tang.; ASin.s , Tang.7/=Cot.; ASin.(s—¢), Tang.r/"=Cot.;.ASin.(s=—b) ;

multipliant ces équations entre elles et par I'équation (XLIII), en
ayant égard a la formule (v77), il viendra '

Tang.rTang 7 Tang 7//Tang r'/ =p* . alvis
S 8 g 8 P

Cherchons quel est , sur la sphére, le lien des sommets 4 des
triangles sphériques qui ont tous la base commune « et dans les-
quels en outre la somme des angles est constante. Dans cette hy-
pothése on doit avoir Cos.S5—=Constante ; c’est-a~dire (X/II),

(*) Ces trois derniers sont ee que Viéte appelle les dnrapléroses du triangle
proposé ; ils sont respectivement opposés , sur la sphére , aux trois dont

il a été question ci-dessus,
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Sin.A4Sin. 1 8Sin.f ¢

. = Constante
COS. 2

@

‘ou, plus simplement,

Sin.ASin. X 2Sin, zc=Constante ;
d’ou encore

Sin,A4Sin. £ bSin. 1 e
*~ =—=Constante ,

Sin. fe

Or, cette derniére expression est évidemment (27%v) celle du rayon
sphérique du cercle circonscrit au triangle dont un des cétés serait
le c6té a, et les deux angles adjacens les supplémens respectifs
des angles B et C; donc, si sur une méme base @ on construit
une suite de triangles sphériques dont la somme des angles soit
constante (*), et qu’ensuite on construise pour chacun d’eux, le
triangle secondaire dont il vient d’étre question, les cercles cir—
conscrits aux triangles secondaires seront tous égaux ; ils auront
donc aussi le méme péle, puisquiils fpasseront par les deux mémes
sommets B et €, c’est-a-dire qu’ils se confondront en un seul anquel tous
ces triangles seront inscrits, Mais, si l'on considére les triangles
formés en prolongeant les cotés & et ¢ au-deld du sommet A
des quantités respectives w—& , ©w—c , ils seront respectivement
égaux et opposés A ceux-la, et seront conséguemment comme eux
inscrits 2 un méme cercle, dont le pole sera a lautre extrémité
du diamétre de la sphére conduit par le péle du premier ; puis
donc que ces nouveaux triangles ount tous leur sommet 4 commun
avec les triangles construits sur la base commune ¢ de maniére
que la somme de leurs angles soit constante, il s’ensuit que ces

(*) Et qui auront conséquemment méme surface.
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derniers ont aussi leurs sommets opposés 4 & sur la circonférence
de ce méme cercle. _

Ainsi, le licu des sommets de tous les triangles sphériques de
méme base et de méme somme d’angles est la circonférence d'un
petit cercle de la sphére. C’est le théoréme de Lexell ( Nova acta
Petropolitana , tom. V , pag. 1 ) qu'a démontré M, Legendre, dans
la X.® note de ses Elemens de Géométrie.

Cherchons enfin quelle est , sur la surface de la sphére, la
eourbe enveloppe des bases de tous les triangles sphériques qui
ont l'angle au sommet commun et méme périmétre. Dans cette
hypothése , on doit avoir Cos.s=Constante ; c’est-a~dire (777)

Sin.aCos.;BCos.2C

- =Constante ;
Cos.zd4

eu , plus simplement,

Sin.zCos. T BCos. + C=Constante ;

d’ot1 encore
Sin.aCos,iBCos.2C
Cos.;4

—Constante .

Or, cette dernifre expression est évidemment (XLIV) celle du
rayon sphérique du cercle inscrit au triangle dont un des augles
serait l'opposé au sommet de langle A, et les deux cétés qui
le comprendraient les supplémens respectifs des cotés 4 et ¢ ; donc,
si avec un méme angle du sommet 4 on construit une suite de
triangles sphériques de méme périmétre, et qu'ensuite, pour chacun
d’eux , on construise le triangle secondaire dont il vient d’étre
question , les cercles circonscrits aux triangles secondaires seront
tous égaux ; ils auront donc aussi le méme péle, puisquils tou-
cheront tous les deux mémes arcs de cercles 4 et ¢ ; c'est-d-dire
guiils se confondront tous en un seul, auquel tous ces triangles
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seront circonscrits. Mais , si 'on considere les triangles formés par
le c6té « et les prolongemens des deux autres & et ¢ au-dely de
C et B, jusqua ce qu’ils se rencontrent de nouveau, ils seront
respectivement égaux et opposés d ceux-ld , et seront comnséquem-—
ment comme eux circonscrits a un méme cercle , dont le péle sera
a lautre extrémité du diamétre de la sphére conduit par le pole
du premier ; puis donc que ces nouveaux triangles ont tous le cété
# commun avec ceux qui ont l'angle 4 commun et méme péri-
métre , 1l s’ensuit que ces derniers ont aussi leur c6té 2 tangent &
ce méme cercle, .
Ainsi, Zenveloppe des bases de tous les triangles sphériques qui
ont un angle commun et méme périmétre est la circonférence d'vn
petit cercle de la sphére. Ce théoréme, que celui de Lexsell aurait
di faire pressentir , n’avait pas encore été démontré.

Si lon fait attention & la maniére dont nous avons numéroté
nos formules, .on reconnaitra qu’excepté les formules dans lesquelles
les angles et les cotés qui leur sont respectivement opposés figurent
de la méme maniére , toutes les formules de la trigonoméirie
sphérique sont doubles , et peuvent étre distribuées en deux séries
de teile sorte qu'on passera d’une. formule de I'une quelconque des
deux séries a sa correspondante dans l'autre série, en y remplacant
simplement les c6tés par les supplémens des angles et les angles
par les supplémens des cé6tés. Cette correspondance , qui n’a pas
échappé & M. Sorlin,, est une suite évidente de la propriété des
triangles polaires ou supplémentaires I'un de l'autre ; et il en ré-
sulte qu'en général il n’est aucun théoréme ou probléme de tri-
gonométrie sphérique auquel il n'en réponde nécessairement un
autre dans lequel les suppiémens des angles ont pris la place des
cbiés et pice versd.

On doit remarquer aussi que toute formule de trigonoméirie
sphérique dans laquelle les arcs ne figurent que par leurs sinus
ou leurs tangentes , et qui est homogéne par rapport a ces
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deux sortes de fonctions, donne mnaissance & une formule de gdo-
métrie plane qu'on en déduit en substituant simplement les arcs
4 leurs sinus et tangentes et les considérant ensuite comme des
lignes droites; ce qui revient évidemment & supposer que le rayon
de la sphére devient infini. .Avec cette attention, on déduira des
diverses formules auxquelles nous sommes parvenus les formules
suivantes, en regard de chacune desquelles nous avons placé le
numéro de la formule de trigonoméuie sphérique de laquelle elle

est déduite.

Sin. A Sin.B Sin.C

= =
a b ¢

sm.gd.—_-f/@—?c@—@, ©) Cossd=g/ =0 (o)

¢, II)

2

- pi=s(s—a)(s—0b)s—c) , (vir)
.o ap
Sin. A= e (v117)
Sin.2(B—C) b—c ] Cos.2(B—C) bd-c
oA = o (z,IX) “Shmid — &’ (XT)
L (B—C)= "= Cot. 2 (wii
Tang,;-( — )=b—-«{—-—t-: ot.7 1, (:m)
s Cos.;BCos.iC S=—zg Sin.fBSin.I1C ,
== Thama o @) e = Tsimia 2 (@)
s*=pCot. £ 4Cot.; BCol.  C , (zzii)

(s—a)*=pCos. 7 ATang.- BTang.; C, (zaiii)
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%Cos.2CCos.2 4 ¢Cos.;ACo0s.2B
Sin.iB - Sin.iC ’

(zxiv)

5Sin .2 CCos.24 cCos.2ASiniB
$—a= — = (zzv)
Cos.; 13 Cos.2C

aSin.zBSin.2C

r=(s—a)Tang.+ A= =L, (xrm, XLIv,XLVD)

Cos.zA4 K
8'=R(R—zr) , "~ (43)
rrirtr=p*. (*) (alid)

Le théoréme démontré en dernier lien donne aussi ce théoréme
de géométrie élémentaire , qui ne parait pas connu ; mais de Ila
vérité duquel en peut s’assurer directement par des considérations
trés-simples : lenveloppe des bases de tous les triangles rectilignes
gui ont langle du sommet commun et le méme périmétre est une
circonférence de cercle (**).

(* Ce théoréme a été donné par M. Lhuilier , dans ses Elémens d’analise
géoméirique et danalise algébrigue.

(**) L’auteur du mémoire que nous venons d'extraire, et de plusieurs
antres qu'il nous a promis de mettre successivement & mnotre dispesition,
ancien éléve particulier de Lalande et de Delambre, et qui a concouru,
durant plusieurs années, a la rédaction des volumes de la Connaissance
des temps , joint 4 beaucoup de savoir en astronomie et & une grande dex-
térité & manier les formules trigonométriques, une écriture extrémement
lisible et agréable a I'eil, genre de mérite assez rare chez les savans.
A ces divers titres , il pourrait étre utilement employé soit au Bureau
des longitudes , soit dans les Bureaux du Cadastre, soit encore comme



