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P e A e s Ty " s W

1 TOUS les géomeétres tombent d’accord que, construire géomé—
triquement une équation a deux variables , c’est trouver tous les
points d’un plan dont les coordonnées , mises a la place de ces
variables , satisfont & I’équation proposée. Notre but principal , dans
Vessai que l'on va lire , est de faire voir qu’aprés avoir ainsi posé
le principe abstrait, on I’a souvent perdu de vue dans ses appli-
cations , et qu’en particulier les courbes dont les équations ren—

ferment des fonctions logarithmiques et exponentielles , outre les
Tom. XV, n.° I, 1.5% juillet 1824, 1



2 CONSIDERATIONS NOUVELLES
branches qu'on leur connait , en ont encore d’autres , d’une nature
fort singuliére , qui semblent avoir été absolument méconnues jus—
qu’ici. Nous aurons soin de tirer , chemin faisant, des résultats
auxquels nous serons parvenus , toutes les diverses conséquences
qui pourront intéresser la philosophie de la science, et notamment
celles qui en résultent relativement & la nature des logarithmes des

nombres négatifs.

2. Mais , avant d’entrer en matiére , rappelons briévement et
complétons des notions connues , sur lesquelles ensuite nous
aurons principalement besoin de nous appuyer. ;

m
n

Soit représentée par A la valeur anthmenque absolue de @& ou

m et n sont deux nombres entiers premiers entre eux, el @ un
m

nombre quelconque , positif ou négatif. Il est connu que ar a n

valeurs dxﬁ“crentes que Fon obtient en multipliant 4 par (+1)"
ou par (—1 )'T, suivant que @ est positif ou négatif,

A . . om e :

3. Supposons , en premier lieu - >o0 , a pouvant dailleurs

étre positif ou négatif, ‘Si d’abord on le suppose positif , on ob-

m m
tiendra les » valeurs de a7 en multipliant A par (4 1)7 dontonaura
toutes les valeurs possibles en mettant successivement pour 4 les
valeurs 0, 1, 2, 3, «ww 2—1 dans la formule

amk=n 2nkn

~+/=1Sin. H

Cos.

ce qui donnera, en ne prenant que les restes de division de mk

par n,
Cos.o+y/ =1Sin.o=1 ,

Cos. — =/ =:Sin. ';‘ ’



SUR LES COURBES TRANSCENDANTES. 3

Cos. An +V —1Sin, — 41’ ,

" 6 ¢ o o & & s s 4 & s ¢ o

2(n—1)=n 2(n bE.]

Cos. —————+4/=Sin .

m
Si 7 est impair . (4-1)» n’aura que la seule valeur réelle -1 ;

m . .
ce qui donnera pour ar la seule valeur réelle =4 ; mais, si »
est un nombre pair, on aura en outre la valeur intermédiaire

Cos.w4y/ =Sinnow=—1,

m B
de sorte que an aura une seconde valeur réelle —.4.
m
4. Si présentement 2 est négatif , les » valeurs de an s’obtien-
drent , comme nous Pavons dit , en multipliant 4 successivement

. m

par les » valeurs de (—1)» , qu’on obtiendra, & leur tour, en
mettant successivement pour k4 les valeurs o, 1, 2, 3, s 2—1
dans la formule

Cos. (2k—§;l)mn 4/ =3Sin. (2k-}:)mn )

si m est un nombre pair, » sera nécessairement impair , et on
aura , comme ci-dessus , la seule valeur réelle +1 ; ce qui donnera

aussi pour av la seule valeur réelle -+ A4.
Mais , si m est impair, en ne tenant compte que des restes de
division e (2fk41)m par n , on aura cetie série de valeus

Cos ‘—+‘/_.;.,m. -Z— 5
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3n —
Cos. —;-]-V-;Sm. —;- >
5=n .
Cos. — =/ =1Sin. —

¢ (2n=—1)=n (2n-—-x)11

Cos. ~+/ =1Sin.

Si alors » est un nombre pair , toutes ces valeurs , et par suite

m
toutes celles de &= seront imaginaires ; mais si, au contraire, 7
est impair , on rencontrera une valeur intermédiaire

Cosso4/=iSinz==—1 ,

m
et a7 aura alors une valeur réelle —A.

L,ﬂ dans lequel

. . m . m . .
5. Si l'on supposait — négatif,, an reviendrait a
n an

— serait supposé positif, et en désignant par 4 sa valeur arithmé-
n

tique absolue , on en conclurait toutes ses valeurs en la multipliant par

1 1
Fouwpar A, suivant le signe de «; or,

" a

! =(+1)T= +')n—‘(+l)

m m -1
(Eyr (F)n

d’ott 'on voit que nous retomberions de nouveau sur toutes les
i , .. m
conséquences que nous a donnée la supposition de — >o.
n

En faisant m=2m/ ou 2m’/-4-1 suivant que m est pair ou im-
pair , et faisant aussi , dans les mémes circonstances, n=27/ ou an’41,
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nous pourrons résuper tout ce qui précede ainsi quil suit :

m m
an , quel que soit le signe de —> donne pour

(m __ 2m/41

—_— deux valeurs réelles de signes contraires + .4
n on! ° : —t
m om/1
t{ — =
2>o0 et{— pvre
une seule valeur réelle positive, . . . 4.2,
m am/
\ # - a2n'<-1
[ m am/<-1 ,
— = aucune valeur réelle,
n 2n/ .
m 2m/ -1 .
alo et(— = une seule valeur réelle négative. + « o« —A,
n 2n/--1
m am/ , .
—_= une seule valeur réelle positive . . . 4.
n
\

2n/4-1

6. Ces principes posés , entrons en matiére. Convenons de repré-
senter constamment par O Porigine des coordonnées , que nous
supposerons rectangulaires , en placant les lettres X et Y sur les
axes des x et des y, dans le sens positif , et les lettres X/, Y/
sur les mémes axes, dans le sens négatif ; de maniére que I'angle
XOY soit celui des coordonnées positives.

Proposons—nous d’abord de construire la logarithmique donnée
par I’équation

y=a,
dans laquelle nous supposons @ un nombre posizif. Pour suivre
plus aisément le cours de la courbe, partageons lunité linéaire &
laquelle les abscisses sont rapportées en 4g~2 parties égales, g
¢tant supposé un trés-grand nombre entier , et faisons croitre 2,
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depuis o , par degrés égaux a , de telle sorte que ses valeurs

49+2
consécutives solent les termes de cette progression

. 2 3 bp  dptr dpts 43
4ate” dgta” hg2 " g dgbe” dgta dgts

9eecsocasy

p étant aussi un nombre entier. On voit que les termes de rangs
/,

. . 2m/4-1 , -
impairs sont tous de la forme , et donne par conséquent (5)

pour y deux valeurs réelles , ne différant I'une de l'autre gue par
le signe , tandis que ceux de rangs pairs, alternativement de la forme
2m'+-1 2m/

et de la forme ——— , donnent constamment pour y une
2n/+4-1 an/--1
seule valeur positive. Si nous remarquons d’ailleurs que rien ne
limite la grandeur de ¢, ni conséquemment la petitesse de la différence

des valeurs consécutives de z , laquelle mesure en méme

49+2
temps la distance entre les ordonnées, nous en conclurons que la

courbe a, du cété des y positives , une branche continue , dans
le sens vulgaire de ce mot, et du cité des y négatives une seconde
branche, symétrique & la premiére , par rapport a I'axe des # ; mais
cette seconde branche n’est pas continue comme la premiére ; elle
n'est composée que de points indéfiniment rapprochés, & la vérité,
et tels que, quelque petite que soit la distance finie entre deux
d’entre eux , on en pourra toujours trouver tant d’intermédiaires
quon voudra ; mais tels aussi qu'entre ces deux mémes points on
pourra concevoir tant d’ordonnédes négatives qu’on voudra qui n’en
rencontreront aucun ; et telle sera, en particulier , la partie néga-
tive de l'axe des y, puisqu’en posant x=o0, on a simplement y=1,
Ces sortes de branches de courbes étant nouvelles , et essentiellement
différentes des branches considérées jusqu’ici, nou$ sommes forcés
de les désigner par une dénomination inusitée, et em conséquence
nous dirons que ce sont des &ranches pointillées , et mous les
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représenterons par une suite de points trés-rapprochés les uns des
autres , comme on le voit (fig. 1). On sent fort bien d’ailleurs
qu’une telle représentation est trés-imparfaite , attendu que la dis-
continuité de ces branches ne saurait étre perceptible a 'ceil. Si
donc on voulait représenter la courbe telle qu’elle parait aux yeux,
il faudrait simplement supposer qu'elle a pour équation +y ==,

La figure suppose qu'on a ¢>1; mais, si l'on avait ¢<1, on
pourrait mettre 1'équation sous la forme

1 X
— —_— —_—g/—%
y—(a) =a'=%

ol on aurait ’>1; il ne s’agirait donc simplement que de changer
le sens des x, sans en changer la direction.

7. Si nous exécutons la méme construction pour le cas ou ,
dans I'équation

— X
y=a ,

la constante & est négative , comme alors les valeurs consécutives
de z seront alternativement des quatre formaes

am/4-1 am’-4-1 am/4-1 am’
an’ 7 owar’ an’ an'41 ’

il sensuit (5) que les ordonnées consécutives seront aussi, alter~
nativement , immaginaires , réelles négatives , imaginaires et réelles
positives. La courbe n’aura donc point alors de branche continue ,
mais deux branches symétriques par rapport 4 l'axe des z, com-
posées l'une et 'autre de points isolés , mais tellement disposés qu’a
un point de chacune des branches correspondra toujours une or-
donnée imaginaire de l'autre. En particulier , il y aura un point
sur l'axe des y , du coté positif de lorigine, tandis qu’il n’y
en aura pas de son cowé négatif. Les points de chaque branche
seront donc deux fois plus éloignés les uns des autres, dans le
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sens des z que ceux de la branche pointillée du cas précédent. Voila
donc une seconde sorte de branches discontinues qu’il faut distin—-
guer de la premiere sorte. Nous appellerons les branches discontinues
de cette seconde sorte des branches ponctuées ; et nous en figurerons
le cours par des points plus apparens et plus distans entre eux,
comme on le voit ( fig. 2 ). On sent fort bien d’ailleurs qu'en ri-
gueur tout se passe encore ici pour les yeux comme si l'on avait
construit I'équation +y=a*

8. Il importe de bien distinguer les points dont se composent
les branches pointillées ou ponctudes des courbes de ce qu’on nomme
en géométrie poinis conjugués. Il n'existe en effet pour ces derniers
ni tangentes , ni normales, ni cercles osculateurs, ni développées ;
tandis que les branches pointillées et pounctuées jouissent , a cet
égard , dans tous les points réels de leur cours, des propriétés
dont les branches continues jouissent dans toute leur étendue , et
se trouvent ainsi soumises & toutes les conséquences de la loi de
continuité, Il est facile de s’en convaincre , pour les branches poin-
tillées , en considérant que , par des différentiations successives ,.
on tire de I'équation y=¢*

dy d2y « ﬂ _

— == &

dx » d';‘:=8 ? dxs.— 9eec e

d’ott Yon voit que les valeurs réelles négatives de y donnent aussi

. Y ’ 7 h dy dzy
lieu & des valeurs réelles négatives de — , —
o dx dx?

signe prés , pour chaque valeur de z, A celles des mémes fonctions
correspondant aux valeurs positives de y. Nous aurons au surplus
Voccasion de revenir plus amplement sur ce sujet dans le cours
du présent mémoire.

seeees , 6gales, au

Nous observerons encore qu’en général , ni sur les branches poin-
tillées , ni sur les branches ponctuées, les points ne se trouvent
également espacés ; ce qui résulte évidemment de ce que leurs
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ordonnées sont équidistantes. L'élément d’une telle branche est donc
d’autant moins dense , sil est permis de s'exprimer ainsi, qu’il fait
un angle plus aigu avec l'axe des y.

9. Les principes que nous venons d’exposer sont applicables, avec
les modifications convenables , & toutes les.courbes dont les équations
contiennent des termes & exposans variables. Soit , par exemple,
la chatnette. On sait que les tensions des divers élémens de la
courbe sont représentées par les perpendiculaires abaissées de chacun
de ces élémens sur une certaine droite horizontale située dans son
plan, ou plutét par les poids des portions d'une ligne de méme
pesanteur spécifique que le fil pesant suspendu , respectivement égales
4 ces perpendiculaires. On sait de plus qu'en prenant cette droite
horizontale pour axe des z et l'axe méme de la chainette pour
axe des y, les y positives étant comptées de bas en haut , et en prenant
pour unité la distance du point le plus bas de la courbe & lori-
gine , son équation est

y=L(eF )

ce qui fait voir que chacune de ses ordonnées est la somme des
ordonnées de deux logarithmiques qui auraient respectivement
pour équations

y=e**, y=e * .

Or, chacune de ces logarithmiques a deux branches , I'une continue
et lautre pointillée. Faisant donc , tour a tour , entre chaque
branche de l'une et les deux branches de I'antre les quatre seules
combinaisons possibles , il en résultera quatre branches également
représentées par 1'équation de la chainette , dont une seule con-
tinue et les trois autres pointillées (fig. 3 ). L’une de ecelles-ci est
" symétrique de la branche continue , par rapport a Faxe des x ;
les deux antres, asymptotes des deux premicres, se croisent per—

Tom, XV, 2



10 CONSIDERATIONS NOUVELLES
pendiculairement & lorigine ot leurs tangentes divisent en deux
parties égales les quatre angles des coordonnées. Chacune des
branches pointillées pourrait d’ailleurs, & son tour , devenir con-
tinue, si l'on changeait le signe de I'un ou de lautre des deux
termes ¢¥* et ¢7*, ou les signes de l'un et de l'autre & la fois ;
de sorte que tout doit réellement se passer pour les yeux comme
si l'on avait construit la quadruple équation

2y=Tret*te™*,
L'équation plus générale
=t{(+aytay=i
donne des résultats analogues. Mais chacune de ces deux-ci.
r=t(—a)+(—a)"} , ( fig- 4)
y=1l(=a+ (=)}, ( fig. 5)

ne donne que deux branches ponctuées , sans aucune branche
pointillée ni continue.

10. La théorie ordinaire des points singuliers , telle que M.
Poisson I'a exposée- dans le XIV.e cahier du Journal de Il'école
polytechnique , n’est point , en général , applicable aux courbes

transcendantes , excepté dans ce qui a rapport aux limites de la

dy dy .
be, pour lesquelles on a = = —_= = et aux point
courbe, p q 4. =0 ou - =®, points

d’inflexion qui font changer le signe du rayon de courbure et

. Y o dy
donnent par conséquent T =oou 5 =, Fn effet , cette

théorie suppose, pour ce qui est relatif aux points multiples , aux
ppose, q p up
points de rebroussement , etc., que l'équation est débarrassée .de
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radicaux ; ce qui fait prendre au coefficient différentiel du premier
ordre , en ces sortes de points , la forme indéterminée -; or, les
fonctions transcendantes qui, par la différentiation passent dans les
coefficiens différentiels , sont en général susceptibles de plusieurs
valeurs , et doivent par conséquent étre assimilées aux radicaux. Il
peut donc exister des points multiples pour lesquels le coefficient
différentiel ne prenne pas la forme -3.

Pour en donner un exemple bien simple , considérons deux
logarithmiques ayant respectivement pour équations

y—i—e"=o, y+1—c*=0 ;

et multiplions ces deux équations membre & membre, il en résultera
I'équation unique '
ya_zexy_'_ezx__l =0,

représentant i la fois les deux courbes ( fig. 6 ). Or, la branche
pointillée de la premiére et la branche continue de la seconde
passant toutes deux par l'origine, il en résulte un espéce de point
multiple qui pourtant n’est point manifesté par le coefficient diffé-

rentiel ; car, en différentiant et divisant par y—ex , on a simplement

d . . . .
-(—l“i =¢", fonction qui ne saurait prendre la forme 2. On pourrait
X

objecter , & la vérité , que la branche pointillée qui passe & L'origine
n’y est pas réellement coupée, puisque ce point se trouve sur un
espace vide ; mais on détruirait facilement cette objection en donnant
une autre disposition aux deux courbes. En prenant, par esemple,
celles dont les équations sont respectivement

Ye—a=—c* =0 , y—e"=o,

on verrait que les conséquences sont exactement les mémes; et,
comme ¢ est quelconque, il existe une infinité de maniéres de le
déterminer qui feront tomber lintersection sur un point réel.
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N’ayant pas le dessein de présenter ici une théorie complite des
.courbes exponentielles ; mais seulement de donner une idée de la
maniére dont elles doivent étre discutées d’aprés la considération
du nombre de leurs branches , de la nature de chacune d’elles,
du sens de sa courbure et des valeurs que peuvent prendre les
coefficiens différentiels des deux premiets ordres ; nous nous bor-
nerons & quelques exemples des plus simples.

11. Occupons-nous, en premier lieu, de la courbe donnée par .
I'équation

13
y=d,

dans laquelle nous supposerons d'abord & positif et > 1. Pour une
valeur positive trés—petite de 2 ; la valeur de y est trés-grande et

devient méme infinie lorsque x=-+o0. A mesure que z aungmente »
y diminue; elle devient égale & & lorsque #=1, et finit par de-
venir égale & 1, lorsque x==co. La courbe a donc un cours continu
dans l'angle XOY (fig. 7); et elle a pour asymptotes d’une part

)

l'axe des y et d’'une autre une parallele menée & laxe des z &
une distance 1 de l'origine. Mais , indépendamment des valeurs

. . o, 1
positives de y , on congoit (6) qu'en donnant & — des valeurs
x

convenables , on trouvera pour y des valeurs négatives ne différant
que par le signe des valeurs positives correspc 1dantes , d’ott résultera
une branche pointillée symétrique & la branche continue , par
rapport & l'axe des .

Quant aux valeurs négatives de x, les plus petites donneront
d’abord de trés-petites valeurs positives de y , et z=-—0 donnera
y=o0. A mesure que x croitra négativement , y croitra positivement

. 1 - ‘
et deviendra — , lorsqu'on aura z=-—1. Mais y ne pourra croitre
a

indéfiniment , et tendra sans cesse vers la limite <41 , qu’elle
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atteindra enfin lorsqu’on aura #=-—c. Voild donc une autre
branche continue de la courbe , partant de l'origine et s’étendant
indéfiniment dans 'angle YOX’ de maniére & avoir pour asymptote
commune avec lautre la paralléle & l'axe des # dont il a déa été
question ci-dessus. Il est clair d’ailleurs (6) qu'en choisissant con-
venablement les valears négatives de 2 , nous trouverons dans
Iangle X/OY’ une branche pointillée symétrique & celle-la , par
rapport a l'axe des .

La valeur =0 donne , comme on a pu le remarquer , deux
valeurs de y, 'une nulle et Pautre infinie. Cela tient & ce que zéro
est la limite commune des quantités positives et des quantités né-

:

.
=

=4 "% . Les deux branches continues
peuvent, & la rigueur , étre considérées comme se faisant suite
Pune & lautre, puisqu’elles proviennent d’une série continue de
valeurs de = comprises entre linfini positif et linfini négatif , ou
comme formant une seule branche qui se serait déchirée & I'origine
des coordonnées. 1l en est de méme des deux branches pointilldes.
Cette espéce de paints singuliers , qu'on ne rencontre pas dans les
courbes algébriques , mériterait pent-étre un nom particulier.

En différentiant deux fois I’équation proposée , on trouve

gatives , d’olt résulte y=u

dy y dxy _ Y
—=— la , in _(1+-x)-;—4-la H

la caractéristique 1 désignant des logarithmes Népériens. Le coefficient

R .. d . . .
différentiel -&Z devient nul quand 2= , ainsi que cela doit
X

étre , puisque les quatre branches ont deux asymptotes couimunes,
parallcles a I'axe des y. Lorsque x=o , il en résulte , comme on
Pa va, deux valeurs de y, l'une égale & +< et lautre nulle,

La premiére donne ?1%: =c0, ainsi que cela doit étre, puisque Iaxe

des y est asymptote commune de deux brarches ; quant & la seconde ,
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elle donne r _ 2 . Pour déterminer la véritable valeur de cette

expression , observons que , d’aprés I'’équation primitive de la courbe,

1 . d ly)a ) ) )
I=2, dod A2 , fonction qui , comme on le sait,

x la dx a
devient nulle lorsque y==o. Ainsi les deux branches qui concourent

a lorigine ont en ce point I'axe des z pour tangente commune.
Il y adonc li une sorte de point de rebroussement , formé de deux

branches de nature différente.

. . . a .
Examinons présentement la fonction 5{ , en y supposant simple~
X

ment y positive , ce qui suffit, puisque tout est symétrique par
rapport & l'axe des z. On voit que le signe de cette fonction ne
dépendra que de celui du facteur 1+4-2z. Or, il sera positif pour’
toutes les valeurs positives de 2, d’ott il suit que la branche située
a droite de l'axe des .y a constamment sa convexité tournée vers
I'axe des. z. Il en sera de méme pour l'autre branche tant qu’on

2
aura x négatif < ;; mais 4 la limite #=— 1, la fonction i
X
s’évanouit , et elle change de signe an-deld. Il y a donc une in-

. . I
flexion en ce point, pour lequel on a y= — et == =— 1 — ,
P » P q J=m 4 = P

Si I'on suppose @ >0 mais < 1 en mettant I'équation sous la forme

¥ ¥
T \==x =
y={( — =TT
a

a’ sera >1, et il n’y aura plus d’autre différence avec le eas
précédent que dans le changement de sens des 2. Quant au cas
ol I'on supposerait @ négatif, il conduirait 4 quatre branches de.
courbes ponctuées , mais dont le cours serait d’ailleurs le méme .
que celui des branches continues et pointillées que nous venons

de discuter.
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r2. Considérons actuellement la courbe dont l’équation est
y:x” o -

En faisant z=0 on ay=t, etil en est de méme lorsqu’on fait
z=1; mais si, par exemple, on fait x=1, on a y=1/5<1;
et comme d’aillears, passé z=1, 5 croit indéfiniment avec z et
devient infinie avec cette abscisse , il s‘ensuit qu'une branche con-
tinue de la courbe partant de l'axe des y, & une distance 1 de
Porigine , aprés étre descendue vers l'axe des x ( fig. 8) se reléve
ensuite , pour s’en écarter indéfiniment. Il est clair d’ailleurs que
des valeurs de =z choisies d’une maniére convenahle donneront
naissance a une branche pointillée , symétrique avec la branche
continue , par rapport a l'axe des . ,

Si T'on suppose ensuite z négatif, certaines valeurs ne donneront
pour ¥ que des valeurs imaginaires, tandis que d’autres donneront,
pour cette ordonnée , des valeurs réelles alternativement positives
et négatives , lesquelles croitront de #=o0 & z=—1, et iront en—
suite en décroissant indéfiniment. La branche continue et la branche
pointillée se prolongent donc I'une et l'autre en deux branches
ponctuées , symétriques comme elles , par rapport a l'axe des =z,
et ayant cet axe pour asymptote commune,

Cet exemple et le précédent sembleraient annoncer qu'il est permis
d’étendre aux courbes transcendantes un principe qu'on avait cru
jusqu’ici n’étre applicable qu’aux seules courbes algébriques, savoir,
qu'une branche de courbe ne saurait s’arréter brusquement , mats
doit nécessairement se réunir ¢ une autre branche de courbe. Nous en
rencontrerons d’autres exemples encore.

A cause de la symétrie que présente la courbe que nous -dis~
cutons , par rapport & 'axe des # nous ne considérerons simplement ,
dans ce qui va suivre,, que ce qui se passe dans la région des y
positives,
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Si l'on prend les différentielles premiére et seconde des deux
membres de 1'équation proposée , on trouve
T %l dy d’y 3¢ X
y=a*, E:yl.ex I yor =y3(l.ex) -+ ;—} .

Les deux coefliciens différentiels paraissant devenir imaginaires pour
- toutes les valeurs négatives de x , ne sembleraient pas propres &
discuter le cours des branches ponctuées ; mais on peut remarquer
que la branche ponctuée située du cété des y positives deviendrait
continue , sans changer de forme , si l'on prenait pour son équation

y=(—2z)* , dol

G I [ Tasy Rt P

fonctions de méme forme que les précédentes et qui sont réelles
précisément lorsque les premiéres sont imaginaires, II en résulte, que
les premieres formules peuvent étre employées & la discussion des
branches ponctuées , pourvu que I'on convienne de prendre les
logarithmes des valeurs négatives de # comme si ces valeurs étaient
positives. Cette observation est d’ailleurs parfaitement d’accord avec
ce que nous avons déja dit (6) quan lieu de I'équation y=qa*

on pouvait, dans la discussion , employer I'équation +y=2a*, quel
que fat z; ce qui revient évidemment & considérer # comme étant
a la fois le logarithme de -y et celui de —y , pour la base a.
C’est , au surplus, un point sur lequel nous reviendrons plus loin.

Cela posé , la valeur de —(% devient nulle , 1.° quand y=o,

ainsi que cela doit étre, puisqu’alors #=-—c0o et que la branche
ponctuée a OX/ pour asymptote. Elle devient encore nulle, 2.°

I
Jorsqu’on a Lez=o, dott 2=+ — et — _’i"ey , ce qui indique
— e

un mznimum pour la branche continue et un maximum pour la
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branche ponctude qui en est le prolobgement. La méme fonction

d . . . . .o
Y devient infinie lorsqu'on a #=o0 d'ott y=7tr1, ce qu in-
dx —

dique que l'une et l'autre branches & leur origine commune sur
Paxe des y ont cet ax€ pour tangente. Si I'on az=-+1douy=1,

. d . .
la fonction E{ =1, cest-a—dire qu’en ces points la tangente 3 la
x .
courbe fait un angle demi-droit avec les ases des coordonnées. Enfin

d . . .
(—é devenant infinie lorsqu’on a, & la fois, z=% et y=o, il

s’ensuit qu’a mesure que x et v augmentent positivement , la branche
continue tend sans cesse & devenir perpendiculaire 4 Paxe des z.

. . dzy ..
Quant 4 la fonction o elle est positive pour toutes les valeurs
- X

négatives de z numériquement plus grande que l'unité ; ce qui
indique que la branche ponctuée tourne sa convexité vers laxe
des z depuis x=-—cw jusqua x=—1 ; elle devient nulle au point
pour lequel on a x=—1 et y=1, ce qui indique une inflciion
en ce point. Elle est en effet négative depuis x=-—1 jusqu’a z=o,
ce qui montre que , dans cet intervalle, c’est la concavité de la
courbe qui est tournée vers l'axe des z. Elle devient infinie pour
x=o0, ce qui annonce un nouveau point d’inflexion sur I'axe des
¥ » & Pendroit ot la branche ponctuée devient continue (*). Enfin,

(* Pour rendre manifeste la vérité de ces derniéres assertions, remarquons
i I o, - ] .
d’abord que x==— — fait prendre au facteur (lLex)>4 — la valeur —e¢ , et
e = -

que, si lon donne a2 x une série de valeurs de la forme

¥

y - X PRI Sad

z , ayant pour limite =1 ;
e

)
5[-‘-—#

. . 1 .
il en résultera pour les deux termes (l.ex)? et — , les deux séries de va-
®

leurs suivantes

Tom. XV, 3
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‘elle devient de nouveau et demeure positive pour toutes les valeurs
positives de x ; ce qui fait voir que la branche continue est par-
tout convexe vers l'axe des z.

13. Exzaminons encore la courbe dont l’équalion est

(Lex)® =o,( } ( ) ( ),.,...( ) ayant pour limite 413

b 3 T z

1 - X . e
— =t —ci =4, crirmennsnns —ei , ayant pour limite =-1,

»

Et que si, au contraire, on donne 4 x les valeurs suivantes

e ¥ I b 1 b ..
K - —_c_" , -;? , —67 ’__‘Tn » ayant pour limite o3

on aura d’abord
(lex)==0, «, 22, 3%, .. (m=1)?, ayant pour limite oo ;

série dans laquelle le rapport de deux termes consecu’mfs a pour limite
Punité ; et ensuite

=w=—e, =2, wmgd ,  e=gl e =—em, ayant pour limite =0 ;

Bl

série dans laquelle le rapport de deux termes consécutifs est e.

Il résulte de la que le signe de toute l'expression (l.ex)=+—:; ne dépend

jamais que de celui du terme — , et que la limite de la méme expression
x

. . 1
qui correspond &4 x==o0 est aussi celle du terme — .
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On prouvera encore ici , comme dans le cas précédent , que la
courbe doit avoir quatre branches, savoir ; une branche continue
( fig. 9 ) dans Pl'angle des coordonnées positives, partant de l'origine,
se prolongeant & linfini et ayant une asymptote paralléle a laxe
des z , distante de cet axe d’une quantité égale & l'unité ; ensuite
une branche pointillée symétrique & celle-1d , par rapport & l'axe
des z; enfin deux branches ponctuées, symétriques I'une 3 l'antre
par rapport & l'axe des x , situées dans la région des z négatifs,
ayant d’une part I'axe des y pour asymptote commune, et ayant
aussi d’nne autre part pour asymptotes les prolongemens des asymp-
totes des deux premicres branches. A raison donc de la symétrie,
il nous sufiira de considérer ce qui se passe dans la région des y
positives,

D’abord , en faisant #=-4o0, on a y=o0+® =o ; cest-a-dire
que la branche continue commence i l'origine des coordonnées.
Cette branche passe ensuite par les deux points (z=1, y=1) et

:
(z=¢, y=¢°); et, lorsqu’on fait x=-w , ona y=w0°, cest-a-

T lx 2

dire y=1; car l.2" on — a pour limite o; d'oit il suit que 2¥
X

doit avoir pour limite I'unité. Cela indique I'asymptote paralléle

4 l'axe des 2 que nous avons annoncée ci-dessus.

Si nous faisons z=-o0, nous aurons y=o-*=¢ . La branche
ponctuée a donc pour asymptote 'axe des y; elle passe ensuite

-2
par les points (#=—1 , y=1) et (x=—e, y=c¢ °), et donne,
comme la branche continue, y=1 quand x=—2; ce qui annonce
2 Y=14 q

que lasymptote de la branche continue lui est commune avec
elle.

En prenant les différentielles successives des logarithmes des
deux membres de l’équation , on obtient

dY_l}_e_ &y gy le' 133 R
de ~ a2 x’ d_x—i_;ég x —x; !
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fonctions qui doivent étre employées pour toutes les valeurs po-
sitives et ndégatives de z , de la maniére qui a été expliguée
ci-dessus (12).

Cela posé, la fonction %’- prend la forme 2l pour (#=0, y=0)
x

et la forme Z]w pour (=0, y=cw). Ce dernier résultat, évi-
demment infini , indique que l'axe des y est asymptote de la
branche ponctuée , & laquelle il correspond , comme on le savait
déja. Quant au premier , pour avoir sa véritable valeur , remarquons

. d .
qu'en général la fonction -d—y- peut étre mise sous la forme
X

1
y((l;))z 1—x— , et que l — =le—lzr, qui,ala limite, se réduita =~lz;

PRRY 7 Y . . d
d’olt résulte, & cette méme limite , —&z ——y(lj’) Pt Or, quand

d . .

y=o0, on a y(y)*=o et lx=c ; donc d—j—, =0 ; ainsi la bran-
. . x

che continue touche l'axe des x & l'origine. Ce point offre donc

analogue & celui que nous avons rencontré ( fig. 7 ) et présente

en outre, comme nous l'avons déi remarqué (fig. 8), la cir-

constance d’'un changement de nature de la courbe.
’ d T .
Pour z=1, on trouve -EZ =1, c'est-a-dire quen cet endroit la
x

tangente fait des angles demi-droits avec les deux axes, et passe
en outre par lorigine , puisque y=1. 8i lon fait x=¢, on a
dy _ ¢ indi , 1 i

3o =0, ce qui indique un mazimum , comme on le vérifiera

. . . dz . .
par la discussion de la fonction d-;{ . Enfin , si 'on fait 2= ,

dy .
3z =0 » comme cela doit> étre , & cause de

Al
dolt y=1,0na

Pasymptote. 1
2,
: 4 r y hd ¢
Considérons présentement les valenrs de < qui repondent aux

diverses valeurs positives de 2, en nous bornant toujours -a la
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branche continue ou a y positive. Ces valeurs dépendent essentiel-

e \* el .
lement de celles du facteur (l—;—) —zl = or, si I'on donne &

z celte série de valeurs

-3 e-z

r=1, e » e~™m

» Limite o .

9 ¢ ¢ o o o

1l en résultera
e \? - e
(l ;—):1 s> 20, 3%, 4*, ... (m41); Limitedeo.
e3 - . e -
—zl. ;:—3,——53 , ==7e"t, =ge™3, ... —(2m43)e"™; Limite o .,

Les deux séries de valeurs devant éire ajoutées terme i terme,
il est facile d’en conclure que le facteur dont il est question sera
positif depuis #==0 jusqu'a x=e"', et que, par conséquent, la
courbe sera convexe vers l'axe des x entre ces deux limites. Le
méme facteur devenant négatif entre x=¢"' et x=1 , la courbe
éprouvera une inflexion et deviendra concave vers l'axe des z. On
pourrait méme, en resserrant davantage les valeurs de # , déterminer
la position de ce point d’inflexion d’'une maniére indéfiniment ap-
prochée , et prouver qu’il est unique entre ces mémes limites,

Donnons encore & x les waleurs suivantes
=1, e, €, € , € , 000 0m; limite -}-c0 .
Il en résultera

e \3? o e
(l ;):1, 0, 1, 2*, 3 ,,..:,(m=—1)*; limite 40 .

—_l ;—2-.-.-3, —e, et , +3c*, 564, v (em—3)em; liniite 4o -



22 CONSIDERATIONS NOUVELLES

D’ott on pourra conclure que la branche continue tourne encore sa
concavité vers l'axe des x depuis #=1 jusqu’a x=¢, mais qu'elle
éprouve , entre zx=¢ et x=c¢* , une seconde inflesion, dont il
serait facile d’assigner le lieu d’une maniére plus précise ; aprés
quoi elle redevient convexe vers laxe des x, pour tout le reste
de son cours,

Occupons-nous présentement de la branche ponctuée , & laquelle
répondent les valeurs négatives de . D’abord , en posant z=—o ,
dy

dott y=2 , on a i =% » comme cela doit éire , puisque I'axe
X

des y est asymptote de cette branche. Si l'on fait x=—1 d'olt
y=—1 qu'on pourra changer en -1, 4 raison de la symétrie ,

d . .
on aura E;: =-1; ce qui montre quen cet endroit la tangente

. . ]
fait un angle demi-droit avec les axes. A x=-—¢ repondEi-; =0,

&
ce qui dénote un minimum. Enfin, en faisant x=—cw , on a

d . . . A - [y .
-&L =o0, ainsi que cela doit étre , & cause de l'asymptote paralléle &
X

Paxe des .

. dzy .
Quant aux valeurs de la fonction 4 qu répondent a la bran-

che ponctuée , en donnant & x, au signe prés, les mémes séries

de valeurs que ci-dessus, le terme (l i)z conservera sa valeur et

. e3 :
son signe , mais le terme -—xl; changera de signe sans changer
de valeur absolue. Il faudra donc retrancher terme 3 terme les
séries obtenues, au lieu de les ajouter ; et l'on reconnaitra ainsi
facilement que la branche ponctuée , convexe vers I'axe des x depuis
x=0 jusqud x=-—1, demeure encore telle jusqud z=—e¢ ; mais
quentre z=—¢ et x=—¢* elle a un point dinflexion au-deld
duquel elle demeure dans tout son cours concave vers laxe
des .
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14. Nous avons remarqué dans ce qui précéde (12,13 ) que,
pour déduire de D'analise toutes les circonstances du cours des
branches pointillées et ponctuées des courbes exponentielles , on
était obligé de regarder comme réels les logarithmes des nombres
négatifs. Or, on peut se demander naturellement si ces logarithmes
sont en effet réels ou si, en les supposant tels , on ne se livre
pas & une hypothése erronéde. Ce qui a été dit au commencement
de ce mémoire nous parait offrir & cette question une réponse
satisfaisante. Si, en effet, on appelle logarithme d'un nombre I'ex—
posant de la puissance & laquelle il faut élever la base du systéme
pour avoir ce nombre ; et si I'on convient réciproquement de re-
garder tout nombre ainsi obtenu comme ayant cet exposant pour
logarithme , on se trouvera contraint (2, 3, 4,5) dadmettre
comme incontestables les propositions suivantes :

Y. Dans tout sysibme dont la base est positive , tout nombre
positif a un logarithme réel. Quant aux nombres négatifs, ils se
-partagent en deux séries telles que chacun de ceux de I'une d'elles
a un logarithme réel , le méme qu'il aurait sil était positif ;
tandis que ceux de lautre série ont tous des logarithmes imagi~
naires.

. Dans tout systéme dont la base est négative, il y a une
“moiti¢ des nombres qui, avec quelque signe quon les prenne , ne
sauraient avoir de logarithmes réels. L'autre moitié se partage
encore en deux séries telles que ceux de lune delles ont des
logarithmes réels , lorsqu'on les prend positivement , et n'en ont
pus quand on les prend négativement ; tandis qu'au contraire
ceux de [lauire série ont des logarithmes réels , lorsqu’on les
prend négativement , et n'en ont pas Guand on les prend positi-
yvement.

HI. Deux nombres de la méme classe sont indéfiniment peu
_ différens ; sans que pourtant on puisse dire qu’il y a continuité;
puisqu’il existe entre eux un nombre de l'autre classe,
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Ces propositions sont représentées graphiquement par les figures
1 et 2, dans lesquelles les ordonunées représentent les nombres et
les abscisses leurs logarithmes,

L’obligation de cireonscrire ce ménioire dans de justes bornes ne
nous permet pas de ncus occuper de la recherche des formules qui
donnent tous les logarithmes d'un méme nombre , tous les nombres
correspondant & un méme logarithme , les logarithmes des nombres
imaginaires , les logarithmes des nombres, dans un systéme A base
imaginaire , etc.; muais ce sont des objets sur lesquels nous pourrons
revenir dans une autre occasion; et nous nous bornerons, pour le
présent , & quelques développemens propres & mieux faire sentir
encore l'exactitude des propositions que nous venons d’établir.

15. Nous ferons d'abord observer qu’on aurait tort de croire
q{xe la vérité ou la fausseté de ces propositions soit subordonnée
4 la définition qu’on vondra donmer des logarithmes ; et qu'une
‘définition différente de celle de laguelle nous sommes partis, ptit con—
duire & des conséquences différentes. Les mémes conséquences se repro-
duisent encore , en effet, lorsque Yon veut , d’une maniére plus
élémentaire , considérer les logarithmes , comme les termes d’une
progression par différences correspondant respectivement a ceux
d’'une progression par quotient , considérés comme nombres corres-
pondans. Pour le prouver , désignons par « la base que, pour fixer
les idées , nous supposerons positive et plus grande que l'unité, et
formons le tableau des deux progressions fondamentales

Nombres 0,ma ™. .a"3 8" 8", 1,a,0%, 8%, .05 F0,

Logarithmes —o0 yoa=m2y00s—=3 ,=2, —1,0, 1, 2, 3 ;0. 2,00,

Pour en déduire les logarithmes de tous les nombres , on suppose
que l'on insére un nombre indéfini 7 de moyen par quotiens entre
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fes termes consécutifs de la premiére progression et un pareil nombre
de moyens par différences entre leurs correspondans dans la se-
conde. Or, en représentant respectivement par ¢ et & le quotient
et la différence qui détermineront ces deux sortes de moyens,

on aura

1

i+

4
g=ai¥r , d= ;

or, si 7 est un nombre pair , il en résultera pour ¢ une seule
valeur réelle positive , tandis que -, si au contraire ce nombre est
impair , on aura pour g deux valeurs réelles, ne différant 'une
~ de l'autre que par le signe. Si ensuite on suppose @ négatif, les
valeurs paires de / donneront pour ¢ une seule valeur réelle né-
gative et ses valeurs impaires des valeurs imaginaires , ce qui
entraine de nouveau les conséquences énoncées ci-dessus (14).

» ~

16. En admettant , comme on ne saurait guere s’y refuser , 'exis-
_tence des deux classes de nombres que nous avons signalées (14),
- comment concilier la loi de continuité , telle qu'on I'entend ordi-
" nairement, avec la différence qui- existe entre deux nombres con-
_ sécutifs de la méme classe , différence plus petite que toute quantité

assignable , et qui pourtant ne saurait éire nulle ? et que devient
_ ce théoréme universellement admis dans la théorie des limites :
deux grandeurs sont égales quand on peut prouver que leur diffé-
-rence est moindre que toute quantité assignable P que devient éga-
lement la loi de continuité, sl existe des courbes telles qu’entre
deux ordonnées réelles, aussi rapprochées qu’on le voudra , on puisse
en trouver non seulement une infinité d’autres tout aussi réelles ,
mais en outre une infinité d’autres imaginaires ? L’examen de toutes
ces questions nous entrainerait dans des discussions métaphysiques
~quil n’appartient pas & notre sujet d’aborder. Nous nous bornons

Tom., XV. 4
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4 exposer des faits analitiques et géométriques qui nous paraissent
incontestables , en abandonnant & de plus habiles le soin d’en déduire

les conséquences.

17. Nous ne saurions toutefois dissimuler que certaines considé-
rations sembleraient , au premier abord , indiquer la ndécessité de
considérer comme réels, sans aucune distinction, et respectivement
égwx A ceux des nombres positifs , les logaﬁlhmes de tous les
nombres négatifs. Par exemple , ’dquation y=a*, en y supposant
a négatif , représente bien incontestablement une courbe a deux
branches ponctuées , quelle que soit d’ailleurs la valeur namérique
absolue de a. Or, on tire de cette équation

d), . d’)‘ .
E; =a .la 9 ‘E"x;‘ =a -(lﬂ)l g oteve

€1 donc la valeur de « est de telle nature que son logarithme soit
réel , la tangente , le cercle osculateur, la développée , laire de
la courbe, etc., seront réels, comme si la courbe était continue.
Mais , si la valeur de @ ne Ini permet pas d’admettre un logarithme
réel , faudra-t-il en conclure que la tangente, le cercle osculateur,
la développée , etc., n’existent pas ? c’est ce qulil parait difficile
d’admettre , puisque les deux courbes sont identiquement de méme
nature , et que leur existence est indépendante de la théorie dcs
logarithmes. Il semblerait donc que , quel que soit 2 , son loga-
rithme doit étre réputé réel. On ne serait pas - fondé dailleurs &
se retrancher sur la nature de la courbe , et & dire que les branches "

continues doivent seules avoir des tangentes réelles , des cercles

. ., - .. dy d’y .

osculateurs , etc.; car, si & était positif , iz * . o Seraient
. X ;

réels , et par conséquent la branche continue et la branche poin- .

tillde qui composent alors la courbe , scraient , sous ce rapport,
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exactement dans le méme cas , comme nous l'avons déjad ob-
servé (8).

Les séries logarithmiques semblent conduire aux mémes consé-
quences. Soit un nombre positif z , arbitrairement partagé en deux

autres z et y , nous aurons

1 53 1 43 g
- + —-_-+ -'3';+uo

= = Y V\= rr
lz-—l(z—{-y)_lx—l—l(r-{--;)_lx-l- Il LDy
Si ensuite nous changeons le signe de z, nous aurons
b
= - Y Yal(-a)p L L 1 1S
l(—z)-l(—x—y)_l(-x)-l-l(x+;)_]( e =R O

On voit que les deux développemens ne différent uniquement que
par_ les termes lz et 1(—z). Or , on peut toujours prendre les
deux nombres z et y de telle sorte que la série soit convergente
et qu'en méme temps z soit tel que 1(—=) soit réel ; et alors on

aura nécessairement l(—z)=lz, quel que soit z.

18. Quant aux considérations tirées des aires de Phyperbole équi-
latére , considérations que Jean Bernouilli croyait propre a démontrer
Pexistence des logarithmes réels pour les nombres négatifs ; il ne
nous parait pas que l'on puisse en tirer aucune conséquence fondée
pour ou contre 'opinion que cet illustre géométre cherchait 4 faire

L2

prévaloir.
Pour en faire sentir la raison, nous observerons d’abord que

les variables doivent étre considérées comme croissant constamment
de linfini négatif A P'infini positif, c’est-a~dire que les différentielles
doivent étre réputées positives, quels que soient les signes des va—
riables elles-mémes., Le principe contraire admis par un grand



28 CONSIDERATIONS - NOUVELLES

nrombre de géométres distingués , qui veulent que les signes des
différentielles soient les mémes que ceux des variables elles-mémes,
priicipe qui n’est d’ailleurs que de pure convention, se trouve en
efiet entrainer avec lui des inconvéniens de plus d'un genre. Par

S d . .
exemple, deux valeurs identiques de il n’indiqueraient pas une
dx
méme inclinaison pour tous les points du plan de la courbe, etc.

En second liew , soit une intégrale indéfinie , telle que-
Sdar(z) = ¢()+C 5

on doit, pour des raisons analogues , sentir la nécessité de faire
croitre cette intégrale dans le méme sens que les x; e'est-d-dire
que, si x=a et y=5 sont les deux limites entre lesquelles elle
doit "étre prise , il sera nécessaire de la faire commencer é la plus
petite des deux , cest-d-dire, a celle dont la valeur approche lelv
plus de linfini négatif, et de la faire finir & la plus grande , ou
a celle qux se trouve du coté de linfini positif , quels que soient
d’ailleurs les signes de @ et 4. Aiusi, en supposant a<b Uinté- "
grale définie sera o(8)—(a).

Ce principe étant admis , il en résulte que V'aire dune courbe
est toujours de méme signe que lordonnée.

19. Cela posé , soit I'équation z™y"=p™" , dans laquelle nous
supposerons m , n, p positifs et de plus 7 et z entiers et premiers
entre eux. La courbe représentée par cette équation sera du genre
des hyperboles ; et , en supposant le cas particnlier de 7z pair et »
impair , elle ressemblera & celle qu’on voit ( ﬁg' 10). ‘L’aire com-
prise entre l'arc de cette courbe, I'axe des abscisses et les ordonnées
correspondant aux deux abscxsses a et b sera represemee par la
formule



SUR LES COURBES TRANSCENDANTES. =249

5 I—m  n-m
u:faydx=ic<5 4 —aw ),

p™ . )
—= e, suivant que n est > ou <m.

en-posant , pour abréger,

Présentement ; il Importe de distinguer deux cas, savoir ; celui

de m<n et celui de n>m.
m

Silona m<n, on a aussi —© =-c. L'origine naturelle de
-

lintégrale est l'origine méme des coordonnées , quel que soit le
signe de 2, clest-d-dire que , dans l'intégrale indéfinie

Sydx =cx%"+Const. R

: n=m
en faisant la constante nulle, le terme ~4-cx = représentera I'espace

compris entre l'axe des y , correspondant & z=o0, et l'ordonnée
correspondant & I'abscisse quelconque +z , et que de plus ce terme
se présentera avec le signe 4 ou avec le signe ==, suivant que
sera positif ou négatif, comme il est facile de le vérifier , en pre-

] “+x
nant les mtégrale;s/ et f . I en résulte que, si I'on prend
. -X o

Vintégrale entre deux limites positives x=-}-a et 2=-5 , ou entre
deux limites négatives r=—a’, y=~—5’, cette intégrale représentera
toujours la différence entre les espaces YOQB et YOPA ou entre
les espaces YOP’A’ et YOQ/B’. Si l'on voulait avoir I'aire comprise
entre une limite négative z=—g¢’ et une limite positive r=-4,
il faudrait, d’aprés la régle connue , 4 raison de la valeur y =<
correspondant & z=o, faire deux intégrations , pour obtenir sépa~

o b ‘
rément J et j , et ajouter ensemble les résultats, On ob-
-a’ o

tiendrait ainsi
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/ ydx_—cio " --(- a) ;m;-l-cgb n—0 " i ( P +a/":,m

d’oti 'on voit (et c’est sur quoi nous désirons principalement fixer
Pattention ) qu'on aurait pu obtenir directement ce résultat par une
seule intégration, prise depuis z=-—a’ jusqua z=+4, sans avoir
égard au passage de y par Vinfini ; ce qui tient & la circonstance
déj indiquée que lorigine naturelle de lintégrale se trouve au point
zéro, quel que soit le signe de Vabscisse ; les deux termes de
cette intégrale représentant alors respectivement les espaces YOQB

et YOP/A/,

m
. . n
Lorsqu’an contraire on a n<m et par suite

=,

n—I1m
Porigine naturelle de lintégrale ne se trouve plus & l'origine des
coordonnées ; elle est située sur l'axe des z , & l'infini négauf pour
les abscisses négatives et & linfini positif pour les abscisses posi-
tives , comme il est facile de le voir, en cherchant les eonditions
nécessaires pour que la constante soit nulle. Il résalte de 1d que

Vintégrale

b '™
'/+_ydx=-—c<6 » —a nm>_c(a n —bh =
~+a

représente la différence des espaces APX et BQX, et que I'intégrale

'/-b:ydxz_c g(_é/)"—;ﬂ_(_g/)i;—m} =cf ¥ n’"-a,";m)
»al

représente la différence des espaces B/Q/X/ et A/P/X’ Il n’est donc
‘+b

plus possible alors d’obtenir I'intégrale / par une seule intégra~
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tion. On trouve , en effet , en se rapelant quon a 2<m,

+5 +b e nem
/ 'yd:r=‘/e 'ydx-{-fo ydr=c (O'Tm__a/ T)

n-m nNem Nnwm T~
+€(OT-——5 n )-—'C € —a n +30—b n)

QU encore

f ! dr=YOX/~ AP’X/4+YOX—BOQX ,

-a

intégrale qui se réduirait & —APX/—BQX, si l'on n'avait fait
qu’une intégration.

Ce qui précede suppose que m est pair et » impair. Si l'on
avait au contraire 7z impair et z pair les deux branches de la
courbe se trouvant alors situées d'un méme coté de l'axe des y,
il y aurait & considérer, pour chaque abscisse , des aires corres—
pondant aux deux branches de courbes, ce qui sortirait du sujet
qui nous occupe. Mais, dans le cas de 7 et » tous deux impairs
et inégaux, les mémes observations se représenteraient ; 1l arriverait
seulement que la branche analogue & B/’A’X’ ( fig. 10 ) serait située
dans l'angle X/OY’ (fig. 11); que toutes les aires qui s’y rap-
porteraient seraient négatives , et que conséquemment une intégrale
prise entre une limite négative et une limite positive ne se com-—
poserait plus , comme précédemment, de la somme , mais de la
diflérence arithmétique des aires partielles.

Il demeure donc suffisamment établi, par ce qui précéde, que I'on
ne peut obtenir une intégrale entre deux limites donndes par une
seule intégration que dans le cas ou lorigine naturelle de cette
iatégrale est la méme pour les deux limites donuées.



32 CONSIDERATIONS NOUVELLES"

20. Bien que dans le cas ou m=n, dont nous n’avons pas parlé,
lintégrale soit une transcendante , ce principe lui est également
applicable , si I'on pose alors p=1; en extrayant la racine du degré
m des deux membres, I'équation se réduira & zy=1, et repré-
sentera ( fig. 11 ) I'hyperbole équilatére du second degré, pour
laquelle on aura

w=fydz ="/)-%:—’ =lztlc.

Ici l'origine naturelle de I'intégrale est, pour le abscisses positives ,
au point pour lequel x=1 , puisqu'en supposant nulle la constante
le, il faut faire =1 pour avoir lz=o. Entre les limites # =+«
et z==5, cette intégrale devient

/ * de=lb—la=1
+s :

elle représente donc le logarithme du rapport des abscisses ; et elle
est positive , parce qu'on a &>a. Pour les abscisses négatives ,
Porigine n’est plus au méme point; elle se trouve au point pour
lequel on a z=-—1. En effet , on peut metire # sous la forme
Lcx=l.(—c)(—=) , puis en posant c=—¢/ , x=—2z’, sous la forme
Le/at=lz/4-1¢’. Alors 2/ représente la valeur absolue de l'abscisse;
et Ion voit qu’en supposant l¢/=o , il faudra avoir 2/=1 pour
que lintégrale s’évanouisse. Entre les limites 2=—a’ et a=—§/
ou 2/=a’ et 2/=105/, elle devient

L/-Llydx=16’—la/=lg- .

Elle représente encore le logarithme du rapport des abscisses ; mais

& | o
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elle est négative , parce qu'on a 4/<a’. Les aires positives de la
branche AB représentent donc les logarithmes de tous les nombres
positifs plus grands que 1, etles aires négatives de la branche A’B’
les logarithmes de tous les nombres positifs plus petits que 1. A I'égard
des logarithmes des nombres négatifs , on les obtiendrait , & la
vérité , en intégrant d’un seul coup entre deux limites telles que

=—a’ et 2=+b, ce qui donnerait 15—1(—a’)=1{ — ;b/—) ; le

résultat serait la différence de deux aires partielles, l'une positive
et lautre négative ; et il aurait la méme valeur que si les deux
limites eussent été de méme signe ; mais il parait résulter de ce
que nous avons dit ci-dessus qu'on ne saurait se permetire d’in-

tégrer de cette maniére.

A cause de & =

x
aussi bien que z=lr+lc, on pourrait encore s’imaginer qu’'on
obtiendrait les logarithmes des nombres négatifs en mettant I'intégrale
générale sous cette nouvelle forme ; mais il est facile de se convaincre
du contraire, en remarquant que I'intégrale définie , prise entre deux

limites du méme signe ¢ et &, devient alors 1(—5)—1(—a)

'—__%:i » ce qui permet de poser z=l(-z)+le

_b b . . A ’
=1 — =1 =5 ce qui reproduit exactement les mémes résultats

et conduit aux mémes conséquences.

21. Quoi qu’il en soit , les considérations développées sous le n.® 17
nous paraissent reposer sur des inductions trop vagues pour in-
firmer les propositions énoncées dans le n.° r4. Il serait tout aussi
naturel , et sans doute plus exact, d’'une part, d’en conclure que
~les courbes ponctuées n’ont proprement ni tangentes ni cercle oscu-
lateur ( ce qui n’a point lieu pour les courbes pointillées ) ; et quant
au développement que nous avons donné de I{—z) , ce développe-
ment reposant sur I’hypothése d’une continuité qui n’existe plus,
il ne nous parait pas qu'on en puisse déduire aucune conséquence

Tom. XV. 5
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bien rigoureuse. Les objections que l'on pourrait tirer de ces di=
verses considérations , objections que nous n’avons pas cru devoir
dissimuler , nous semblent donc devoir laisser dans toute leur force
les principes posés n.° 14 qui nous paraissent d’ailleurs sans réplique,
sur-tout si on les appuie de ce qui a été dit dans le n.° 15.

22, Il est nécessaire de conclure de ces mémes principes que
les courbes dont les équations renferment des fonctions logarithmi-
ques sont également susceptibles d’avoir des branches pointillées on
ponctuées. Telle est, en particulier, la courbe dont I'équation est
y=lx. Cette courbe, en effet, en supposant qu’on prend & pour
base , devient identique avec celle dont l'équation est y=a* ,
(fig. 1 et 2 ) en y prenant z pour ¥ , et réciproquement.

. o x
Soit encore la courbe ayant pour équation y= S les loga~-

rithmes étant Népériens , on aura

x £3
y 1T e T
de ~ (x)* > dar T a(lxy

En employant le méme mode de discussion que ci-dessus (11,12, 13 ),
on reconnaitra que la courbe (fig. 12) a, 1.° une branche continue
partant de lorigine et s’étendant indéfiniment dans I'angle XOY/,
entre l'axe des y et une paralléle & cet axe qui lui sert d’asymp-
tote et dont la distance & lorigine est égale & ~-1 ; 2.° une autre
branche continue , située dans I'angle XOY , ayant la méme asymp-
tote en sens inverse d’une part , convexe vers l'axe des z depuis
cette asymptote jusqu’au point d’inflexion (z=e*, y=1.e*) ou elle
fait avec I'axe des z un angle dont la tangente tabulaire est &,
aprés avoir été parallele au méme axe au point (z=¢, y=e);
devenant au-deld du point d’inflexion concave vers cet axe , et lui
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redevenant parallele pour le point (x=c0 , y=oc ) ; 3.° une branche
pointillée , prolongement de la premiére branche continue , dans
Yangle X/OY , symétrique , par rapport & l’axe des x, de celle
qui lui serait symétrique par rapport a I'axe des y; 4.° enfin une
autre branche pointillée dans I’angle X/OY/, également symétriqne
par rapport a l'axe des # d’une branche qui serait symétrique, par
rapport & I'axe des y, a la seconde branche continue.

Les résultats ne changeraient pas de nature quand bien méme
on supposerait une toute autre base logarithmique , pourvu qu’elle
fit positive 5 et, si elle était négative , les branches se changeraient

en quatre branches ponctuées,

23. Dans les applications de la théorie des logarithmes au calcul
des expressions numériques ou algébriques , on peut traiter de la
méme maniére tous les nombres , tant positifs que négatifs ; et I'on
doit prendre les logarithmes de ces derniers comme s’ils étaient
positifs. ) '

Peur le démontrer , il faut distinguer deux cas. Ou les logarithmes
ne sont employés que comme un moyen abrégé de trouver la
valeur numérique d’une expression donnée , ou bien I'emploi des
logarithmes est indispensable pour parvenir & la valeur numérique
d’une inconnue. *

Supposons d’abord qu’on se trouve dans le premier de ces deux
cas ; il résulte évidemment de ce que nous avons dit (14) que,
si le nombre dont il s’agit est de ceux dont les logarithmes sont
imaginaires , il suffira de ’augmenter ou de le diminuer d’une quan=
tité indéfiniment petite , et conséquemment bien inférieure i la
limite d’approximation qu’on peut se promettre du calcul par loga-
rithmes , pour lui faire acquérir un logarithme réel positif ou né-
gatif. Lorsqu’ensuite on sera parvenu a la fin du calcul , si le
logarithme’ final est du genre de ceux auxquels il ne répond aucun
nombre réel , il suffira également de I'augmenter ou de le diminuer
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d’une quantité bien inférieure & celles qu'on se permet de négliger
dans ce mode de calcul, pour le faire répondre & deux nombres
réels ne différant I'un de l'autre que par le signe. On n’aura donc
plus d’embarras que sur le choix du signe du résultat, lequel devra
étre déterminé a l'avance , conformément 3 la nature des données
et des opérations quon aura eu 4 leur faire subir. Si, par exemple,
il s’agit d’un produit de facteurs , on prendra pour le nombre
répondant au logarithme final le- signe -~ ou le signe — , suivant
que le nombre des facteurs négatifs sera pair ou impair. S'il s’agit
d’une puissance , on se réglera sur le signe de la racine et la nature
de l'exposant qui pourront souvent conduire & rejeter comme faux
le résultat obtenu. C’est, par exemple, ce qui arriverait, si l'on

:
avait & calculer par logarithmes (=—g)* ; le résultat +3 devrait étre
rejeté comme faux , a cause de la nature imaginaire de I'expression
proposée.

Dans le cas ou l'emploi des logarithmes est nécessaire pour
obtenir la valeur de linconnue, on peut encore prendre les loga-,
rithmes des nombres négatifs comme si ces nombres étaient positifs
sauf ensuite a vérifier le résultat obtenu , qui souvent peut étre
fautif. Soient, par exemple , les équations

27*=3 , 9""'-—3 s

on en tirera
zl27=13, zlg=1(=3) ;
d’olt
B, -3 _
x—'Ej =73 = —1'9— =33

et en effet N

27-’--:3 3 9"-= +3 .

Mais , st l'on avait
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8* e d’Oil zl8 = l(—z) S

on en tirerait

=y 12,
=T T

résultat faux , puisque

8

=-}2 et non =2 .

Le nombre cherché dans le dernier cas est donc imaginaire.

24. 11 n’a été qhestion , dans tout ce qui précéde , que de
courbes rapportées & des coordonnées rectangulaires. Les mémes
considérations s’appliqueraient également & d’autres systémes de
coordonnées , si les équations des courbes qui y seraient rapportées
contenaient des fonctions transcendantes des variables. Telles est,
en particulier , I'équation polaire r=¢* de la spirale logarithmique,
dans laquelle 2 représente un nombre constant , 7z 'angle que fait
le rayon vecteur partant du pdle avec une droite fixe menée arbi-
trairement par ce méme point, et r ce rayon vecteur. Si, en effet,
on suppose d’abord e positif , les variables # et r se trouveront
exactement dans le méme cas que z et y dans le n.° 6. 1l
en résultera donc pour r une série continue de valeurs positives
et une série discontinue de valeurs négatives. Or , les valeurs
positives du rayon vecteur doivent étre comptées du pole vers
Pextrémité de l'arc de cercle sur lequel se comptent les distances
angulaires , tandis que ses valeurs négatives doivent étre prises
en sens contraire ; donc la spirale ( fig. 13 ) aura une bran-
che continue et une branche pointillée dont les spires s’envelop-
peront mutuellement. Mais , si la constante ¢ était négative , ces
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deux branches se trouveraient remplacées par deus branches ponctuées
de méme forme.

25. Des considérations analogues & celles qui viennent de nous
occuper a l'égard des courbes planes sont évidemment applicables
aux surfaces courbes qui peuvent étre tantét continues et tantdt
discontinues , et qui, dans ce dernier cas , peuvent étre formées
tantét de courbes continues ne se succédant pas consécutivement
et tantét de courbes pointillées ou ponctuées, et qui peuvent avoir
aussi des nappes de ces différentes sortes & la fois. Ce que nous
avons dit jusquici fait assez comprendre comment on doit se con-
duire . dans la discussion de ces sortes de surfaces; et, pour cette
raison, nous croyous superfln de nous y arréter. Les mémes con—
sidérations pourraient également étre appliquées aux courbes & double
courbure.

26. Nous terminerons par observer que les courbes dont les
équations renferment des fonctions circulaires des variables ont été
jusqu’ici tout aussi incomplétement construites que celles qui viennent
de nous occuper; ce qui tient, comme on peut déja l'entrevoir,
4 ce que dans leur construction on a négligé d’avoir égard aux
différens arcs auxquels répond, en général, une méme ligne tri~
gonométrique. Nous nous proposons de traiter ce sujet dans un
autre mémoire ot nous ferons connaltre, en particulier , quelques
propriétés de la cycloide qui, dépendant de la multiplicité de ses
branches , n’avaient pu encore étre remarquées.
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ARITHMETIQUE.

Démonstration elementaire de la valeur infinie de la
somme des inverses des nombres naturels ;

Par M. L. C. Bouvier, ex-officier du génie, ancien éleve
de I'école polytechnique,

e - T s e

SOIT posée

1 1 1 1 1 I 1
z—1+-; +-§+2—+-5-+ 'é-+ 7—+-§+.

1 1 I I 1 1
x--l+?+—5- +;—+ §+;+B +=eas

I

A e

b 4 1 T I I I
y=- +—Z+~§ +tsto+o+
nous aurons dvidemment
zty=z , 2=z ,

et par suite

x4y =2y ou r=y .

Mais, d’un antre cdté, y n’étant autre chose que # , dans laquelle
on a augmenté tous les dénominateurs d’une unité, si x, y, 2
avaient des valeurs finies , on devrait avoir

x>y .



4o QUESTIONS PROPOSEES.
Cette relation étant donc incompatible avec la précédente, il en
faut conclure que z et y sont infinis, et que conséquemment leur
somme z l’est aussi.

Il faudrait bien toutefois se garder de conclure de la que z=y
et que conséquemiment

on n’a en effet z=y qu‘autant que ces deux infinies ne différent
que d’'une quantité finie qui s’évanouit devant eux ; et C'est pré-
cisément ce qui arrive ici ; car , comme lon sait,
I I 1 1 1 I I
Loge=1— —4+—— -4 = — —F— — — +.
“D N + 3 4 5 6 + 7 8 + hd

de sorte qu'on a réellement
x—y=Log.2, etconséquemment z>y,

comme nous l’avions trouvé.

QUESTIONS PROPOSKES.

Probléeme de situation.

DE combien de maniéres 72 couleurs différentes les wunes des
autres peuvent—elles étre appliquées sur les faces d’un polyédre
régulier ; m représentant tour a tour les nombres 4, 6, 8 ;
12 , 20 °
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EQUATION LINEAIRE DU PREMIER ORDRE. 4:

ANALISE TRANSCENDANTE.

Nouvelle méthode pour U'intégration de I'équation linéaire
du premier ordre & deux variables ;

Par M. L. C. Bouvier , ex-officier du génie , ancien éleve
de I'école polytechnique,

ON se tromperait étrangement si l'on croyait avoir tout fait dans
Vanalise , lorsqu’on a trouvé une méthode propre & résoudre cha-
cune des questions qui dépendent de ses procédés. Outre qu'en
effet les divers chemins qui conduisent au méme but peuvent fort
bien n’étre pas tous également aisés & parcourir; il arrive souvent
que, tandis que certaines méthodes sont exclusivement propres &
Vobjet particulier pour lequel efles ont été imaginées , d’autres ,
au contraire , semblent ouvrir devant elles une voie nouvelle, et éire
de nature 3 s’étendre 4 un grand nombre de recherches analogues.

Ces réflexions nous serviront d’excuse, si nous revenons icl un
moment sur un sujet qui semble épuisé depuis long—temps , en
indiquant, pour parvenir a l'intégration de l’équation linéaire du
premier ordre entre deux variables , un procédé tout-a-fait nouveau,
et qui nous parait susceptible d’étre étendu au-dela de cette appli-
cation particuliére.

Soit I'équation

Tom. XV, n° II, 1.°" godt 1824, &
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ar
d.!: —'P’} +Ql ’ (1)
dans laquelle P, et , sont supposés des fonctions quelconques

de x sans y. En la différentiant , on trouve

doy dy  daP, Q.
PPt ST vl al el il ool

d .

ou , en mettant pour 5_:_ sa valeur donnée par la proposée ,
& = (ot L 2
Y o(ror ) r+(rot 2 )

de sorte qu’en posant

dP, d0,
P o =P., inQ_“.
on aura
L _p, v+
dx* QZ’

ot P, et Q, seront encore, comme dans (1), des fonctions de

& sans y.
Il est clair, d’aprés cela, que, si I'on pose,
ap dQ
2+"‘:"=P; ’ P:Qz+ dx: =Q; ’
on aura
diy
ey =P,y+Q;

ot P, et Q, seront toujours des fonctions de 2 sans y ; de maniére

qll en continuant ainsi , On aura, en general
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dry
L7 —Py+0Q, , @

ou P, et @ seront encore des fonctions de z sans y, et n un
nombre entier positif quelconque.
Si , dans cette derniére équation , on suppose n=o0, elle deviendra
dey

s ou y=Pyy+Q, ;

d’ott

y=2 3)

d’ott I'on voit que lintégration de la proposée se réduit finalement &
déterminer les deux fonctions P, et ,. Or, cest 1d une chose
tres—facile , ainsi qu’on va le voir.

En différentiant I'équation (2), on a

dntry dy dP, dQ,
Y -4 ——d.x: E

degn+s T T " g dx

d ) ,
on, en mettant dans le second membre pour -a% sa valeur donnde

par l'équation (1),

dn+ 1y - ( dp, dQ. A
dxn+s - \Pan+ Ex—' y+(Q1P”+W ) .

Faisant, dans cette derniére, z=o0, elle deviendra

% - (P,Po-i- %’— ¥+ (Q,P ot %‘)

Celle-ci devant étre identique avec I’équation (1), en aura
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PPASE=P, () QP2 =0.

La premicre de ces équations donne

dpP,
=P.d
b I—P. z ’
d’olt en intégrant
1-P
Log. c ° =—fPdz,

C ¢ant la constante ; cest-a-dire,

I—P =Ce —/Pud= . 6)

On tire ensuite de l'autre

40,=Qu(1—P)dz=CQ,dz.c 7T,
d’'out, en intégrant ,

0o=Cle. P04z,

substituant enfin les valeurs de @, et de 1—P, dans la formule
(3) , on aura

Q.dx _, JPde . /P

€.
(P dx S
e

}’= Qxdx ’

c’est la formule connue dans laquelle , comme U'on voit , il ne faut
\

point ajouter de constante & lintégrale /P,dz , mais seulement 2
Vintégrale fe.=/ Pidx0 da.,
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Démonstration dun theoréme de 1. LHUILIER , énoncé
dans la Bibliothéque universelle (mars 1824, p. 169).

Par un ABONNE.

— 0 R e W A s

.P ROBLEME. Déterminer aire du polygone dont les sommets
sont les pieds des perpendiculaires abarissées sur les directions des
cotés d'un polygone régulier donné , d'un point donné sur le plan
de ce polygone ?

Solution. Soient m le nombre des cétés du polygone régulier
donné, et r le rayon du cercle circonscrit. Soit pris son centre
pour origine des coordonnées rectangnlaires, et faisons passer l'axe
des  positifs par I'un quelconque de ses sommets. Les équations
d’un sommet quelconque seront de la forme

/
ana . 2nn
x=rCos. — , y=rSin. ,
m m

olt n représente un nombre entier positif quelconque. On en con-
clura les équations du sommet qui suit immédiatement celui-li en
y changeant » en n-1, ce qui donnera

2(n41)n . 2in¥0)m
x=rCos, ——, y=rSin,——— ;
m m
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Véquation de la droite qui passera par ces deux points sera donc
Péquation de 'un quelconque des cétés da polygone. Cette équation

est
. 2(ad1)n . ann
opm St ———— «=Sin, — anm
. m
y=—rSin. = m <x-rCos. — 13
m m

ann
—

2(n 1)7n
Cos, —(—i_-)——Cos
m m

Sin.p=Sin.g

et, en observant que s=—Cot. ; (p+7) , on la réduira

€os.p—Cos.q
simplement &

(2n4-1)n onmn
m

. aane
y=rSin, — =—Cot. x—rCos. — ) ,
m m

ou bien

an . . (
(x...rCos, _F) Cos. w + (V—-rSm. _22:’) Sin. 2n+l)u=o )
m m J ™ m =

ou en transposant

=r Cos. 20005, 2207 4 1y 277y, (Ot 1)
( m m m o

. (271--}-1)-:1L . (ndn=
xCos. o -+ySin. —

ou enfin , en simplifiant ,

(znf1)n

= . (2n4-1)n =
2Cos. — ~-ySin. ———— =rCos. —~ (3)

Soit £ la distance du centre du polygone au point donné sur
son plan, et soit « l'angle que fait ecette distance % avec laxe
des &, les équations de ce point seront

x=kCos.c 3 y:z’Sin—.a H

et Véguation de la perpendiculaire abaissée de ce méme point sur
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la direction du c{té dont nous venons de déterminer l'équation

sera

(x-—-/:Cos.a)Sm. LA ....(y—ASm a) Cos, ——— (-n+1)n =03 (2)

mais 'équation (1) peut étre mise sous cette autre forme

G +I)r .z-kCos. (2n+{)w-,,
m m

(x-kCos.-)Cos( n+1) +\y =kSin.«)Sin~—"X—2—_ 3)

En considérant les équations (2 et 3) comme les deux équations
d’'un méme probléme, z et y seront alors les coordonnées du pied
de la perpendiculaire. On tire d’ailleurs de leur combinaison

2= kCos.a= {rCos. r—-: —/fCos.[(__zn:’_)”_a] }Cos. (2n4-D = ’

m

= kSin.o = {rCos, ?.:_._g,cos_[(zn:x)a_a] gSin. (an-j;n,, :

d’out il est facile de conclure pour la longueur p de cette per-

pendiculaire
p=rCos, — —Y%Cos. [M —a ] .
m ' m

Si Ton représente par p/ la perpendiculaire qui précéde immé-
diatement celle-13, on en conclura la longueur de celle de p en
y changeant » en n—1, ce qui donnera

p'=rCos. Z —kCos. [@-—n;;irna] ;
m

on pourra ensuite mettre ces deux valeurs sous cette autre forme

p=rCos. n:z —kCos. [: Y )-l—
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= - I oim o -
p'=rCos. — —Alos =< —-oc)—— .
LN m

Il est manifeste d’aillenrs que I'angle de ces deux perpendiculaires
sera égal a l'angle extérieur ou encore a I'angle au centre du poly--

2@

gone donné, c'est-i-dire que cet angle sera égal &4 — ; dout il
m

suit que ces perpendiculaires formeront avec la droite qui joint
leurs pieds un triangle dont l'aire sera , suivant les principes connus ,

——pp’Sm — . En mettant donc pour p et p’ les valeurs ci-dessus,

on obuendra pour laire de ce triangle

el = onw = = 2z
;é rCos. - ~kCos. [(;l—-—a +,—n- ]$ {rCos. - —kCos.{ — --ae) ]; an.

Le polygone dont l'aire est demandée sera composé de m triangles
dont on déduira l'aire de cette expression , en y mettant tour a
a4 tour pour 7 tous les nombres naturels , depuis o jusqud m—r1,
inclusivement, On aura donc laire demandée en sommant I’ex—
pression ci-dessus depuis la premiére de ces deux limites jusqu’a
la seconde.

Mais , pour faciliter cette sommation , remarquons d’abord que
les deux facteurs qui suivent le coefficient 2 peuvent étre écrits

ainsi

rCos.% -—kCos.—;- Cos. i’—z: -—-a) -|-lrSm. = Sin. (2—"'-’ —_— )

m m

= =z arn . =z . 2n
rCos, — —kCos.= Cos. | — -—oc) —ZSin. = Sin{[22Z _ >
m m m

ce qui domne pour leur produit
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gr—"fCos. == _a)} "Cos.> — —1Sin.* Z Sin.? (ﬁ’ —-a)
m m m m

ou en développant

r2Cos,? z —2krCos.» — Cos (————u)-i-k’Cos. — Cos. ’(— --x) =k2Sin, 2— Sin,? \_n: —s)
m

m

mais on sait que Cos.’s= L (14Cos.27) et Sin.’s=L{1—Cos.27) ; en
conséquence, ce produit pourra étre mis sous cette autre forme

w w 2Nz
r*Cos.* = —2/rCos.> — Cos. | — -—-a)
m m m

4n=

+ ;% Cos.? :—gx-}Cos (——-— —20 s *Sin.* — g[-—COS- i~ ——2a)}
m | Yy m m

ce qui revient a

r*Cos.? T—:; —2krCos.* — Cos. 32:—0: )

LA (Cos. — ~—Sin.? —>+ k*Cos (— —-"0()

du encore
r*Cos* Z 4 1/2Cos. 2= —alrCos.» = Cos. (2~ )44 1°Cos. <_ ~2a),
ou enfin

27243 (24 1°)Cos. 2 —akrCos* Z Cos. (22 >+ #+Cos. ——-—'loc)

Pour avoir Vaire du triangle, il faudra encore multiplier ce déve-

1 t par LSin. 22 | ¢ 1 d finalement
oppement par ¢ Sin. —, ce qui donnera finalem

Tom, XV. 7
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2z

3 b Cos. 22 § Sin. 22

__.-f;/f§4rCos.= i Cos. [ 2% )-—JrCos. / inz --:zcx>§ .

m \ m
Il résulte de la que laire cherchée du polygone sera
m . 2 l” C 2% S. 27
;§r+(r+ ) Os'?n-} . —

2n= 4nm

n
—llf(4rCos.’—-— SCos.{ — - )-—kECos. — —2oc)§ :
+ m m m
lés sommes étant prises depuis =0 jusqu'a »=m—rI.
Or, il est connu (*) que

Cos. X lm— in. 2
Cos.a$Cos.(a4d)} Cos.(at2d)+...4 Cos.[ad(mn=—1)d]= os-lat-s \S”iln ;)dzIJSm =md

Posant donc , 1.*

a=m
a=—a, d= — ,
m
1l viendra
(m=—1)n .
Cos [ — ]Sm.m
an=n m
2Cos.( Z—a) = . =o.
m Sin, —
m
Posant , en second lieu,
-
4= =20a , de= — ,
m

nous trouverons

(*) EuLer , Introd. in analy. inf. (tom. I, chap. XIV, n.o 260 ).
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2(m=1)n .
p Cos. —2a |Sin 2o
na m
=Cos. [ — —2a )= P =o.
™ .
Sin. —
m

En conséquence , l'aire du polygone se réduit simplemeut 3
ml s 3 3 27 ] 2
* r*~4k£*)Cos. — ¢ Sin. —
2P (o) Cos. T sin 2

c’est-3-dire qu'elle sera tout-a-fait indépendante de « ; d’ou résulte
ce théoreme :

THEOREME. Si de lun quelcongue des points du plan dun
polygone régulier on abaisse des perpendiculaires sur les directions
de ses cOtés , les droites qui joindront consécutivement les pieds
de ces perpendiculaires jformeront un nouveau polygone nor régulier,
inscrit au premier , dont laire ne dépendra unigquement que du
rayon du cercle circonscrit au polygone primitif et de la distance
de son centre au point dow partent les perpendiculaires ; de sorte
que cette aire sera la méme pour toutes les situations de ce point
sur une méme circonférence concenirique au polygone primitif.

C’est en cela que consiste le théoréme de M. Lhuilier que nous
nous étions proposé de démontrer, et qu’on peut encore énoncer de
la maniére suivante :

THEOREME. Le licu des points du plan d'un polygone régulier
desquels abaissant des perpendiculaires sur les directions de ses
cOtés , laire du polygone qui a ses sommets aux pieds de ces
perpendiculaires est constante et donnée , est une circonférence ayant
méme centre que le polygone régulier donné.

Dans le cas particulier ot m=4, c’est-a-dire lorsque le polygone

w . w
donné est un quarré , a cause de Cos. — =o etde Sin. — =o ,
2 2

laire da nouveau polygone se réduit & r* , c'est-a-dire qu’alors
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celte aire est constamment moitié de celle du quarré denné, quelle
que soit la sitnation du point de dipart des perpendicunlaires. M.
Lhuilier regarde ce cas comme une exception toat-a-fait extraordi-
naire sous le point de vue logique ; inais nous ne saurions par-
tager sa surprise & cet égard. Les exceptions de ce genre sonten
effet trés-fréquentes dans les sciences exactes ; et , lorsqu’on dit qn’une
quantité est fonction de plusieurs autres , on veut seulement dire
qu'elle ne dépend au plus que de celles-1a, sans prétendre qu’elle
dépende de toutes dans tous les cas. Le rayon du cercle des points
de la circonférence duquel peuvent partir les perpendiculaires est
déterminé, en général , pour un polygone a construire d’une aire
donnée ; mais , dans un cas particulier , ce rayon devient indéterminé
s’il n’est pas impossible , circonstance fort ordinaire dans les recherches
mathématiques.

Que , par exemple , on demande de construire un quadrilatére
dont les quatre cotés consécutifs soient ¢, b, ¢, 4, le probléme
sera indéterminé, parce qu'en général il faut cing conditions pour
détermiver’un quadrilatére ; mais si, pour en lever I'indétermination ,
on exige en outre que les deux diagonales du quadrilatére & cous-
truire se coupent & angles droits, on trouvera aisément qu’alors le
probléme n’est possible qu’autant qu’on a

G’+d’=5’+l)’ ’

Y

et que, si les quatre cotés donnés satisfont & cette condition , le
probléme demeure indéterminé.
L’aire du polygone régulier donné est

m . 27
— r*Sin. —
2 m

mais, si l'on suppose #=o, le point de départ des perpendiculaires
sera le centre méme de ce polygone , et le second polygone sera
le polygone régulier formé par les droites qai joignent les milieux
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des cotés consécutifs de celui-la. L’aire de ce second polygone se

rédaira alors &
m = . 2%
— 7r*Cos.* — Sin. — |
2 m m

comme on le trouverait dailleurs directement.
La distance /4 étant quelconque, plus 7, sera grand et plus le
polygone régnlier donné tendra & devenir un cercle ; douc aussi

Vautre polygone tendra de plus en plus & devenir une ligne courbe;
et il le deviendra en effet lorsque 7z sera infini ; mais, dans ce cas,

27 . 2z 2z ,
on aura Cos, — =1 et mSin. — =m. — =2%; cn consequence ’
m m m

la surface terminée par cette courbe aura pour expression
wri4 Lok,

c’est-a-dire qu’elle excédera la surface du cercle donné d’une quan—
tité égale a la moitié de la surface du cercle qui aurait # pour
rayon. Cherchons I'équation de cette courbe.
Soit
x3+y’=r’ N
Péquation du cercle donné; Iéquation de la tangente en l'un quel-
conque (%’ ,y’) des points de sa circonférence sera

zx'tyy'=r* , (1)

sous la condition

srpyr=r. ()

Si d'un point fixe (2, 4) nous abaissons une perpendiculaire sur
cette tangente, l’équation de cette perpendiculaire sera

(#=a)y'—(y—b)a'=o0 . 3
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Si donc nous éliminons z/ et y/ entre ces trois équations, 1'équa-

tion résultante en z et y sera celle du lieu des pieds de toutes les

perpendiculaires , c’est-a—-dire , I’équation de la courbe cherchée.
On tire des équations (1) et (3), par l'élimination alternative

de y/ et z/

lr(@—a)ty(y—b)ia'=r(z—a) ,
{o(@—a)+y (y=2)1y/=r*(y—2) ;

prenant la somme des quarrés de ces derniéres, en ayant égard a
I'équation (2) et divisant ensuite par r*, on aura pour l’équation
de la courbe dont il sagit

{2(zma)+y(y—)} =rl (z—a)4-(y—B)"} -

Cette {quation est celle de Jz courbe décrite par le sommet d'un
angle droit mobile dont I'un des cétés est constamment tangent 8
un cercle , tandis que lautre passe constamment par un point fixe
pris sur le plun de ce cercle. ‘

La solution que nous avons donnée du probléme est sans doute
fort différente de celle de M. Lhuilier, a4 en juger du moins par
la maniere dont ce géométre a coutme de procéder dans ses divers
ouvrages. Il y aura sans doute mis plus d’art et de finesse que nous,
et aura par suite été plus brief. Mais nous pensons que notre solu-
tion n’en sera pas pour cela moins utile, précisément parce que c’est
pour ainsi dire une solution ferre-d—terre. Il importe en effet que
les commencans se persuadent bien que, si beaucoup d’habitude
et de sagacité peuvent étre nécessaires pour traiter une question de
mathématiques avec élégance et briéveté, l'analise algébrique met
néanmoins aux mains des hommes les plus ordinaires toutes les res-
sources nécessaires pour arriver d’une maniére plus on moins rapide
et pour ainsi dire mécanique, a la solution de tous les problémes
qui peuvent étre proposés. Et, comme nous ne saurions nous pro-
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mettre d’avoir toujours l'esprit convenablement disposé au moment
méme ol nous avons besoin de résoudre un probléme, le plus grand
service que puissent nous rendre les sciences est de nous faire devenir
machines par rapport 4 la plupart des objets dont nous avons & nous
occuper ; d’autant que, comme l’a dit un écrivain philosophe, les
machines ont sur lintelligence le précieux avantage de n’éprouver
ni distraction ni lassitude.

M. Lhuilier observe , avec beaucoup de raison, que ce n'est
point savoir la science que de savoir simplement démontrer et ré-
soudre les théorémes et les problémes qui se trouvent traités dans
lauteur qu’on a étudié, et qu’il est nécessaire que les jeunes-
gens sexercent ensuite a aller d’eux-mémes. C’est pourtant une
chose tout-a-fait négligée dans la plupart des écoles publigues ,
et dont méme on ne s’occupait nulle part il y a moins de qua-
rante ans, Cela tient & ce que le plus souvent on confie I'enseigne—
ment a des hommes qui ont tout juste le degré d’intelligence né-
cessaire pour comprendre les auteurs qu’ils enscignent. Ce facheux
état de choses ne pourra aller, au surplus, qu’en empirant , tant
qu’on ne travaillera pas & former d'habiles professeurs; et on en
trouvera peu de tels & former aussi long-temps qu’on n’environnera
pas les fonctions de I'enseignement d'une considération qui y attire
des hommes capables et les dédommage des avantages qu’ils pourraient
obtenir dans les auatres carrieres de la vie civile.

Lyon, le 17 mui 1824,
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i

TRIGONOMETRIE.

Discussion des formules qui donnent les sinus et cosinus
de la moili¢ d'un angle en fonction soit du cosinus
soit du sinus de cet angle ;

Par M. L. C. Bouvier , ex-officier du génie , ancien éleve
de I'école polytechnique.

ON sait que , quel que soit un angle z, on a
2Sin*Lr=1—Cos.z , 2Cos.* Lz=1+4Cos.z ;
d’olt on tire
. 1 ——— —————
Sin. ;z="11/T(1—Cos.x) » Cos. s 2=/ (14Cos.x) .

Il sera facile de lever I'ambiguité qui résulte des doubles signes
de ces formules au moyen des remarques suivantes :

1.° Si 2 est compris entre 4ne ei (4n-1)w , 7z sera compris
entre 27w et 2nw+4 ;o , et conséquemment on devria avoir

Sin. fr=-+/I(1=Cos.x) > Cos. Lr=+4/T(14Cos.x) «

2.° Si x est compris entre (4r+1)w et (4n42)w, Lz sera
compris entre 27w+ ;@ el 2nw+4w , et conséquemment on
devra avoir
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Sin.Lr=4/IT—=Cos.x) , Cos. tor=—/I(14Cosx) -

3.° 8i z est compris entre (fz+2)w et (4243)w, +x sera
compris entre 27w -+w el 2nw- - et conséquemment on devra
avoir

Sin. ;7 =—y/I(i=Cosx) ,  Cos.yr=—/T(i4Cos.x) -

4.° Enfin, si x est compris entre ({n43)w et ({n+fw, ;=
se trouvera compris entre 2nw-- 7o et 2(n+1)w , et conséquem-

ment on devra avoir
Sin +z=—/Ii=Cos.2) » Cos. £ x=-4/T(14Cosz) -

Mais,, comme l’observe M. Legendre, dans sa trigonométrie, au
lieu d’avoir le sinus et le cosinus de la moitié d’un angle en fonction
du cosinus de cet angle , on peut désirer de les obtenir immé~
diatement en fonction de son sinus. On y parviendrait d’abord
facilement en substituant dans les formules ci-dessus la valeur

Cosw:i ‘/ 1=Singx o

et discutant ensuite , comme ci-dessus , les signes du second radical
qui doivent répondre & chaque cas; mais on doit éviter autant
qu'on le peut dans les formules les radicaux superposés, attendu
Pobligation qu’ils imposent d’extraire les premiéres racines avec
beaucoup plus de chiffres décimaux qu’on n’en a besoin dans le
résnltat final ; et ces radicaux superposés peuvent , dans la question

qui nous occupe, étre facilement évités,

On a en effet, quel que soit =,

Tom. XV,
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Sin.* Lz+4-Cos.* Lr=1 ,
2Sin, £ 2Cos. L r=Sin.x .

Prenant tour & tour la somme et la différence de ces deux équa-
tions , on aura

(Sin.Lz+4Cos. ;2)*=1-4Sin.z , (Sin.£2r—Cos.Lr)*=1—Sin.z,
d’olt on conclura
Sin, ;x4 Cos. s 2=+ 14Sinz, Sin.far—Cos.zx="F/ 17=Shw ;

équations qui donneront immédiatement , par addition et sous-
traction , les valeurs de Sin.;z et Cos.tx, dés qu'on aura levé
Vambiguité qui résulte des doubles signes de leurs seconds membres.

Et remarquons bien que, dans le cas actuel, la discussion de
ces signes est d’'une toute autre importance qu’elle ne l'était dans
le cas précécent. Alors, en effet, enla négligeant, nous aurions
du moins obtenu les valeurs absolues de Sin. Lz et de Cos.;z,
et nous n‘aurions été exposés au plus qu'a une erreur de signe
qui quelquefois n’est d’aucune importance , tandis quici , ot les
valeurs de Sin.;z et Cos. Lz doivent se composer de deux termes
radicaux , une méprise sur les signes de ces radicaux pourrait
entrainer une erreur tant sur la valeur absolue que sur le signe
de la quantité cherchée. Examinons donc quels doivent éire les
signes de ces radicaux dans les différens cas.

1.2 Si 2 est compris entre 4nw et 4no4-1w , L sera compris
entre 2ne et 2ne-f o ; Sin.sx et Cos. L2 seront donc tous deux
positifs ; mais on aura Cos.z2>Sin.zx ; d'ott il suit qu’il faudra
prendre
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Sin.f24Cos.; =4/ TF5inx, Sin.fz—Cos.Lz=—/1=Sinx «

2.° Si z est compris entre 4nw+ L et fnw+4w , Lz sera

. 1 ~ o
compris entre 2nw—+ = et 2nw4 s ; Sin 7 et Cos. >z seront
donc encore positifs ; mais , comme on aura alors Sin. 2> Cos. £z,

il fand.a prendre
Sin ¢ #4-Cos.tx =4/ 1§sinx, Sintz—Cos.; =4/ 17—Sn.x .

3.° Si x est compris entre 4{nw-+o et fnat-lio , 1z se
trouvera compris entre 2nw+ L et 2nw 45 = ; Sin. ¢ x demeurera
toujours positif ; mais Cos. -z sera ndégatif et moindre que lui,
abstraction faite de son signe ; on aura donc

- — -
Sin ;24-Cos. s x=+4y/ 155z, Sin.;r—Cos.;x=-+/17=Sin.z .
. - ..‘ v

4.° St z se tronve compris entre 4no+iw et fnwtow, Lz

sera compris enire 272w+ low et 2nw-+w; Sin.ix sera encore

positif et Cos. & négatif ; mais , comme ce dernier sera plus grand,

abstraction faite de son signe, que le premier, il faudra prendre

[ | —_ —_— : s —_—
Sm.;x-{-Cos.}x-,—-‘/;+s;n,,x , Sin. > x—Cos zx=-4 {/1—5in.% .

5. Si x est compris entre {rwdow et fnotiw, 7 se
trouvera compris entre jnw—+ et o+ to; Sin.2z et Cos.tx
seront alors tous deux négatifs; mais , abstraction faite des signes,
Sin. ; z sera le plus petit des deux ; de sorte qu'on aura

Sin. £ 24-Cos. L r= =/ T3 Snz , Sin.+2—Cos. r=+}/1—Smn.x.

6.2 Si z est compris entre {nw-4tw et jnwt3w, ;7 se
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trouvera compris entre 27w+ @ et 2nw+ Lo ; Sin. Lx et Cos. iz
demeureront encote tous deux négatifs ; mais , abstraction faite des
signes , ce sera alors Sin. Lz qui sera le plus grand; on devra

donc écrire

2

in < 3! ——— s - ———
Sin -;x+COa. """"‘/l"f‘bmv”’ Sm.—i—x—- COa‘-;-x::-—\/l—Sm.x.

7.° Si x est compris entre 4no43w et jnotlw, L= se

trouvera compris entre 2nw-4tw et 2no+Zo; Sin .2 x demeu-
rera donc toujours négatif ; mais Cos. -+ x redeviendra positif , et
sera le plus petit des deux , abstraction faite de son signe ; il

faudra donc écrire

Sin. ; #+4-Cos. + # ===/ 14Sin.x , Sin.x—Cos.x=—/1=5in.x

8.° Si enfin x est compris entre 4no+Lw et ({nd2)=, ;2 se
trouvera compris entre 22w+ %@ et (2n41)w ; Sin.Lx sera
encore négatif et Cos. I « positif ; mais , abstraction faite des signes ,
ce dernier deviendra le plus grand; de sorte qu'on devra avoir

Sin, L x4 Cos.Lr =4/ 73 Sin =, Sin. ; £—Cos. L x=—1/T=5n.z »

De toute cette discussion résultent, en résumé, les conséquences

sulvantes :
1.° Si  est compris entre 47w+ = et jno-+4 1w, on aura

Sin, 2 2+4-Cos.; # =4/ 14Sinx , Sin. ;x—Cos.Lx=+y/T=Sinz

et par suite
Sin. £ 2= % (4 14Sinz+/ 1=Sin.z)

Cos.; 2= (4 14Sins—/ 7=5in.7) -
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2.° Si # est compris entre {nw—+tw et fnw+ i, on aura

s I ——— . ————nnie
Sin. 2 4-Cos, Lar=—y/ 1§Siuz , Sin.Fx—=Cos. Lz =4/ T=Sinw ;
et par suite

Sin. tr=% (-—-';/ Sinz+y 1=Sins) ,

t 1 ~ o
COS.;.Z‘: ;(f-‘/x—{-Sm.x—-‘/ 1=Sinx) «
<] 1 9 M
3.° Si x est compris entre {nw—+ e et fno4Le, on aura

N | —— : —_—
Sin. 22+4-Cos. £ #=—y/ 11 Sinx , Sinz £ —Cos. L2 =~/ T7=Sin=,

et par suite

Sin.

~;~ r= %(-—‘/ 1+Sin.x——\/x—-5in.x) 3

Cos.

%xr: %(—-‘/1+Sih.m+‘/1—5in.x) .

4 Si enfin z est compris entre 4{rw4iw et jnwt 2w,
on aura

Sin L z4Cos.; x=+/1FSin=x , Sin. ; =Cos.7 ===/ 1=5in.x ;

et par snite

Sin. % r= -i— (+ V/x-’-Sin.x—‘/ 1—=Sin.x)

Cos. —;- = % (+ ‘/ 1+Sin.x+‘/ 1—Sinzx) .

M. Legendre donne uniquement ces derniéres formules , et les
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donne comme générales ; mais il suffit, pour s’assurer qu’elles ne
le sont pas, d’y faire z=w. Sa méprise parait venir en partie de
ce quan lieu de chercher directement ces formules, ainsi que nous
venons de le faire , il s’est contenté de les vérifier par I’élévation
au quarré, ce qui conduit & un résultat pareil & celui que don-
nerait le deuxiéme cas.

Nous ne disons rien du cas ot I'angle =z serait négatif , attendu
que les relations entre les sinus et cosiuus de deux angles qui ne
différent que par le signe sont assez connues.

QUESTIONS RESOLUES.

Solution du probléme de géomélrie énoncé & la page
120 du XIIL® volume des Annales;

Par M. GERGONNE.

———— - -~

AVANT de résoudre le probléme proposé, nous nous occuperons
dabord du suivant, qui est pour la géoméirie plane ce qu'est Iautre
pour la géométrie de Despace.

PROBLEME. Une des propriétés du cercle est que les tangentes
aux extrémités de chacune de ses cordes font des angles égaux
avec elle; mais cette propriété pourrait jfort bien n'éire pas exclu-
sive au cercle. On propose donc d'examiner si elle ne conviendrart
pas a dautres courbes planes, et de donner , dans le cas de
laffirmative , I'équation générale de ces courbes ?

Ou, en d’autres termes,
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PROBLEME. Quelle est l'équation la plus générale des courbes
planes dans lesquelles lcs tangentes aux devx extrémités de
leurs cordes se coupent sur la perpendiculaire au milien de ces

cordes ?
Solution. Prenons respectivement pour axes des x et des y la

tangente et la normale en un point quelconque de la courbe
cherchée, lequel point sera conséquemment l'origine des coordonnées;
et soit (#/, y/) un autre point quelconque de cette courbe. La
corde qui joindra ces deux points aura pour équation

la tangente & l'une de ses extrémités sera l'axe des 2 lui-méme,
et la taugente & son autre extrémité aura pour équation

dy’
y=y'= g, @=a) . (1)

Quant & la perpendiculaire sur le milien de la corde , son équation
sera
r .7 x! 1 /
—=—_ r—z ') ; (2)

et il faudra que cette tangente et cette perpendiculaire coupent
laxe des # an méme point. Il faudra donc qu'en faisant y=o,
dans les équations (1, 2), on en tire la méme valeur pour .

Or, elles deviennent ainsi

y'da/ - (z—2)dy’'=0 ; yr—a/(2z—z) =0 ;

%

éliminant donc x entre elles , et supprimant ensuite les accens,
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désormais superflus, on obtiendra pour I'équation diflérenticlle des

courbes cherchées

(#* =y )dy =2zydz ,

ou bien
@4y dy =zyladztydy),
ou encore
Ay _ Aty
¥ oty
d’on .

z*+y*=20y,

équation commune a tous les cercles qui touchent l'axe des z 2
lorigine.
On peut donc définir indistinctement le cercle #ne courlz z:!

7

7

(v

que les tangentes aux extrémités de ses cordes fornt &°: i:'cs
égaux avec elles , ou une courbe telle que les tergentes -1i ex-
trémités de ses cordes se coupent sur les perpendicnicir.s o leurs

milieux ; ce qui rentre & peu prés dans ce qui z i Jdémoutré
géométriquement ( tom. X1V, pag. 316 ).

PROBLEME. Quelle est I'équation la plus générale des surfeces
courbes dans lesquelles les plans tangens aux deur exirémités de
leurs cordes se coupent sur le plan perpendiculaire au milieu de
ces cordes ? ‘

Solution. Prenons respectivement pour plan des xy et pour axe
des z le plan tangent et la normale en un point quelconque de
la surface cherchée , lequel point sera conséquemment l'origine
des coordonndes rectangulaires ; et soit {2/, ¥/, z/) un autre
point qaclconque de cette surtfuce. La corde qui joindra ces deux
points aura pour ses (quations
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x z
— = = -
’ 2

¥
v ¥ z

8

le plan tangent a l'une de ses extrémités sera le plan des zy lui-
méme , et le plan tangent a son autre extrémité aura pour équation

dz/ dz/
Lz == T (x=—z/)} 3 (y=y") » (1)

quani au plan perpendiculaire sur le milieu de la corde , son
équation sera

tpmen D Ly Lyt y (2)
Z——:z - z/ (‘T z'x z! (.y z.y 2 -~

et il faudra que ce plan tangent et ce plan perpendiculaire coupent
le plan des zy suivant la méme droite. Il faundra donc qu'en
faisant z=o0, dans les équations (1, 2), on en tire des équations
en x et y qui espriment la méme droite. Or , ces équations sont

dz! dz’ dz’ dz’
—_— —_— = e Xl e A e 2/
witgr=g ot g r-

2/ xtay’y =ty 42

On devra donc avoir

dz’
(‘1;/ 2x/

= xlz+}flz+zlz

b

dz’ dzf :
—_— A !
dx/ T + dy/ y <

Tom, XV. 9
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dz/

& oy
dz/ ” dz’ ,./ 7/-*xlz+ylz+zlx 2
el sl e R

c'est-d-dire , en chassant les dénominateurs et supprimant les accens
désormais superflus

N ,‘dz~ o dz__ _
(yda’—2?) 3 —2ay o =—aaz,

dz
(' 4z —y?) F —2TY o= 2§z ;

équations d’ott on tirera

dz _ oxz dz _ aye
dx ~ arepyremza ’ dy ~ ardyr—gp’

puis donc qu'on a

dz dz
dz:?l—x dx—]——(—l; d_y )

l’équation’ diffiérentielle totale de la surface cherchée sera

2z(xdx-4-ydy)
$2+y=""'z"

dz= »
cest-a-dire ,

(z*y*t2)dz=2z(zdrtydy+4-2dz) .

ou encore
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dz _ d(x24-y2-} 22)
z T apyz

d’'oli, en intégrant,

2yt zr=2Cz ,

équation commune 4 toutes les spheres qui touchent le plan des
xy & lorigine.

On peut donc définir la sphére une surface telle que les tan—
gentes aux exirémités de ses cordes se coupent sur les plans per—
pendiculaires & leurs milieux ; ce qui rentre & peu prés dans ce
qui a été démontré géométriquement ( tom. XIV, pag. 317 ).

PROBLEME. Une des propriétés de la sphére est que les plans
tangens aux extrémités de ses cordes font des angles égaux avec
elles ; mais on congoit que cette propriété pourrait fort bien n'étre
pas exclusive a la sphére. On propose donc d'examiner si elle
ne conviendrait pas & d'autres surfaces courbes , et de donner ,
dans le cas de laffirmative, I'équation générale de ces surfaces ? (*)

Solution. Tout étant supposé ici comme dans le précédent
probléme , il faudra exprimer que la corde fait des angles égaux
tant avec le plan tangent quavec le plan des zy ; égalant donc
entre eux les sinus de ces angles, nous aurons

, , dz! dz/
2 S —T (T:; —y E}—’

\/x"+7“+2" = , dz/ s dz! \2 ;
| k(g V+( 57 ) |

(*) Cest proprement la la question qui a été propusée.
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ou en simplifiant , chassant les dénominateurs, quarrant et sup-
primant les accens désormais superflus

o () (5 = (et

Telle est donc 'équation différentielle partielle commune a toutes
les surfaces demandées ; équation qu’il s’agirait d’intégrer pour avoir

la solution compléte du probléme,
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Solution du premier des trois problémes de gcéomeélrie
enonces a la page 308 du present volume ;

Par M. SteIiN, professeur au gymnase de Tréve, ancien
éleve de I'école polytechnique. '

T W -

P ROBLEME. Quel est le lieuw des points du plan d'un triangle
desquels menant des droites & ses sommets , puis, par ces mémes
sommets respectivement , des perpendiculaires & ces droites , ces
perpendiculaires jforment , par leur rencontre , un triangle circonserit

équivalant & un carré donné ?

Solution. Soit %* Vaire du carré donné.

Soit rapporté le triangle donné & deux axes reetangulaires quel-
conques , et soit alors (2, y) le point dont on cherche le lieu.

Soient en outre (e,5), (a’, 8’ ), (a”, b ) les trois sommets
du.triangle donné ,et (X, Y), (X, ¥Y'), (X”, ¥) les sommets
respectivement opposés du triangle variable de figure et de situation
dont l'aire doit étre constante.

Ce dernier triangle excéde le premier de trois antres triangles
ayant respectivement pour bases les trois cotés de celui-ci et ayant

pour sommets les sommets de l'antre.
Considérons , en particulier , celui dont le sommet est en (X, ¥),

son aire est, comme lon sait,

(=) X (e —a) Y (ah = e}
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Mais , parce que les droites qui vont du point (X, ¥) aux points
(a’, ) , (a”, ") sont respectivement perpendiculaires & celles qui
vont du point (z,y) aux deux mémes points, on doit avoir,
par les théories connues,

y—b Y—=b qa—btt Y —b"
i “—— =0, 14+ —'—=o0,
x—a X-—a' x—a!! X——a'

c'est-a~dire ,
(5= )X (y=b Y Ym0 (z—a' )+ ¥ (4—b')

(x—'a”)X"'(}""é”) Y= a”(x-—a”)-i—-&”(y—-é”) 3

d’out _
X= (y=b"){ &/ (2= Y4B (ymeb') } =y =] { a"' (2= )4-b/ (y =" }
- (&' =b")x —(a'==a")y+ (o'b''—b/al") 2
y= @l (z—any bty —=b) j—x—a") {a'(@—a+ b/ (y =) }

&/ =b" ) g (@ ")y - (@b b ")

En substituant ces valeurs dans l'expression de Yaire du triang:e
dont il s’agit, elle devient, en réduisant et décomposant ,

{ (a'—a) (x=a")A-F'=b")(y =) } { (a'==0"") (x mmma )4 (¥ =0 ) (y —1") }
2{ (F—b")x—(a/—a" Yy +(a'b'—b'a"}} *

Par un simple mouvement d’accens, on trouvera, pour les aires
des deux autres” triangles -excédans

{ (a"—a)(x—a")+"'—=b)ly—b") }{ (a'"—a) (x—a)+-(B"—b) (y—D}}
2{ @—b)x—(a"—a)y4(a"b—b"u) } ) ?
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{{a~=a") (xema) 4 (b=b")( y=—b)}{ (@==a)(x—a') - (b—b)(y=—0")} .
: 2{ G=b)w—(a=—a';y~+(ab/—ba') } ’

d'un antre cété, laire du triangle donné est

s {(@b/-=bla) 4 (a"b—b"a)+(abl—ba')} ;

en égalant donc & %* la somme de ces quatre expressions, on
obtiendra I'équation de la courbe cherchée,

Présentement , pour simplifier un peu nos résultats , placons
Porigine au sommet (2//, ) du triangte donné , en laissant d’ailleurs
toujours anx axes une direction arbitraire , afin de ne pas trop
sacrifier la symétrie 4 la simplicité, En désignant par ¢, ¢/ les
deux cdtés qui concourent & ce sommet et par «” l'angle compris,
on aura, comme lon sait,

a’=o0 , a*=b*+c*, ab/=ba’=cc'Sina/’
bi=o , a’*4b*4c*, aa’+bl/=cc/Cos.a’ ;
en conséquence l'équation de la courbe sera

(x4 Uy)(a/xby=—c?)  (awtby)(axtby—c)
brx=—=a'y bx=—ay

cc’Sin.a/! -
=2k,

+ { (a;a’)x-|-(b—-b’)y-c'(c’-—cCos.a”) Ha—a"x 4 b=y ec(c=c'Cos.a’") }
(b—b")x—=(a—a')y+cc' Sin.a/

En réduisant tout le premier membre en une senle fraction, et
ayant toujours égard aux relations ci-dessus ,- on trouve finalement
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{L.Cr(x:_’_‘yz‘,Sin,¢”+¢;2([;x_..gy)_clz (&' x=—aly) } 2 2
=2/ -
(bx—ay)'x=—aly){ (b—b)x—(a—a’)y+cc/Sina’} — T 7

le lieu cherché du point (#,y) est donc une ligne du quatriéme
ordre.

Il est aisé de voir que cette courbe passe par lorigine; et,
comme cette origine est un quelconque des sommets du triangle

donné , il sensuit qu’elle doit passer par les trois sommets de ce
triangle et qu’elle doit conséquemment lui étre circonscrite. Cette
circonstance , au surplus, était facile a prévoir. En prenant , en
effet , un des sommets pour le point (z,y) , la direction de
l'une des trois droites qui doivent concourir & former le triangle
dont laire doit étre égale & A* demeurera indéterminée ; d'ou il
suit qu'on pourra toujours prendre cette direction telle que Ia
condition soit remplie,

Il est méme facile de voir que la courbe passera deux fois par
chaque sommet , puisque les termes les moins élevés de son
équation sont de deux dimensions en x et y. En ne conservant
que ces seuls termes, I'équation résultante du second degré sera
donc l'équation des deux tangentes & la courbe & l'origine. Cette

équation est
{c*(br—ay)—c"*(V/x—a'y)y=2cc'k*(bx—ay)(b/x—a’y)Sin.a’.

On doit observer que , comme géométriquement parlant, une
surface n’est proprement susceptible d’aucun signe , 4* peut étre
pris indistinctement en plus ou en moins ; de sorte quil y a
proprement deux lignes du quatriéme ordre , l'une et lautre
circonscrites au triangle donné , dont les points satisfont aux

conditions du probléme,
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Si, an lieu de demander que les perpendiculaires menées par
les sommets du triangle donné aux droites qui vont du point
(#,%) & ces mémes sommets interceptent un triangle équivalant
4 un carré donné, on exigeait que ces perpendiculaires concou-
russent en un méme point , il suffirait , pour plier l'équation
générale a cette circonstance , d’y supposer 4*=o. Elle deviendrait
alors simplement

cc!(@*y*)Sina/~-c*(bx—ay)—c*(blx—a’y)=o0 ,

équation qui appartient & un cercle ; et, comme alors la courbe
ne cesse pas de passer par les trois sommets du triangle donné,
il s’ensuit que cette courbe n’est autre chose, dans ce cas, que
le cercle circonscrit a ce triangle , comme on pourrait d’ailleurs
s’en assurer directement. On peut aussi s'assurer bien facilement
par des considérations purement géométriques qu’en eflet sz, de
lun quelconque des points de la circonférence circonscrite & un
triangle , on méne des droiies & ses sommets , les perpendiculaires
mendes respectivement & ces droites par ces mémes sommels con—
courront en un autre point de cette circonférence , diamétralement
opposé au premier.

Si, au contraire , on exigeait que l'aire £* fut infinie, il serait
nécessaire et il suffirait pour cela que I'un quelconque des facteurs
du dénominateur du premier membre de l’équation fiit nul ; mais
ces facteurs , égalés a zéro, ne sont autre chose que les équations
des trois cOtés du triangle donné ; donc, pour que laire constante
cherchée soit infinie , il est nécessaire et il suffit que le point
(«!, y/) soit pris sur la direction de l'un des cétés du triangle
donné ; ce qui est d’atlleurs manifeste, puisqu’alors deux des c6tés
du triangle circonscrit seratent paralleles, et qu’ils ne peuvent 'étre
que dans ce seul cas,

Considérons encore le cas ol l'aire du triangle donné serait

Tom., XV. 10
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nulle , cest-i~dire , le cas o les wois points (2, 5), (a/, &%),
(a” , 1) appartiendraient @ une méme ligne droite; mais, pour
plus de symétrie , recourons a nos premieres formules. En sup-
posant ces trois poiuts sur l'axe des « , nous aurons b=o ,

b=o0, b”=o0, et les aires de nos trois triangles excédans de-
viendront
(a/=—a")(x=a")(x—a")

4

b

(@/'=—a)(x~—a') (x==a)
- ’

2y

(a—o")(x™=2a)(x—a’)

2y

2

et , comme dun autre c6té laire du triangle donné est nulle,
I'équation du lieu cherché sera simplement

(a/ =0’y (=—a/ (x==a")F (a/!m—a) (x==a) (x==a)}-(a—0) (x—a) (x=0")+2k*y==0 ;
équation qui se rédunit 2
2ky-a'a’ (@' —a')Ha'a(a! mma){aa/(a—a")=0 ,

ou encore a

2By = (ama')(@'—a) (@ —a) ;

dans laquelle ge=a’, a’—a’’ , a’’—a ne sont autre chose que les
distances entre les trois points donnés pris deux a deux.

Ainsi , les points du plan d'une droite desquels menant des
droites @ {irois points fixes pris sur cette derniére droite , et
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ensuite respectivement par ces trois mémes points fixes des per-
pendiculaires & ces drottes , ces perpendiculaires intercepiant entre
elles un triangle équivalant & un carré donné, sont les points d'une
paralléle indéfinie @ la droite qui contient les trois points fizes.
La distance de cette parallé’e @ la droite sur lagmelle les trois
points fixes sont situbs est la moitié du quotient de la division
du produit des distances deux & deux enire les trois points fizes

par leire du carré donné.

1l faut encore se rappeler ici qu’a cause du double signe dont
k* est susceptible, la paralléle & la droite qui contient les trois
points fixes peut étre indistinctement mende de cété ou d’autre

de cette droite.
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QUESTIONS PROPOSKES.

Problémes de Géomeétrie.

I ON demande & quelle courbe sont tangentes les cordes d’une
section conique qui a un centre , mendées de telle sorte -que les
droites qui joignent leurs extrémités au centre de la courbe , forment
- avec elles des triangles rectangles dont ces mémes cordes sont les
hypothénuses ?

II. Les propriétés caractéristiques de la sphere sont, 1.°
toutes celles de ses cordes qui passent par un certain point fixe y

ont leur milieu ; 2.° que ces cordes sont toutes d’une méme lon-
2

que

gueur. Les surfaces qui jouissent de la premiére de ces deux pro-
priétés sont les surfaces qui ont un centre , et dont il est facile
d’obtenir I'équation générale. On propose de douner également
I’équation la plus générale des surfaces qui jouissent de la derniére
propriété sans jouir de la premicre P




SUR LA THEORIE DES PARALLELES. .;y

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Examen de quelques tentatives de théorie des paralléles ;

Par M. StEIN, professeur de mathématiques au gymnase
- de Tréves, ancien éleve de I'école polytechnique.

e S T . W T W W "

MALGRE Pinutilité des efforts de ceux qui se sont occupés de
démontrer la théorie des paralleles, sans autre secours que celui
des axiomes d’Euclide, le XL™¢ seul excepté, on ne cesse de voir
éclore de nouvelles tentatives pour parvenir a ce but.

L C’estainsi que M. Legendre , qui semblait enfin avoir reconnu
comme tout-d-fait insurmontable la difficulté dont il s’agit, y est
cependant revenu de nouveau , dans la douziéme édition de ses
Elémens de géométrie , et a méme annoncé dans sa préface , d’'une
manicre trés—positive , qu’il était parvenu a établir la théorie des
paralléles sans aucun postulat nouveau. Examinons, en suivant pas
4 pas les raisonnemens de cet habile géométre , si son assertion
est fondée.

Soit ABC un triangle quelconque ( fig. 1) dont AC soit le plus
grand coté , prolongé au-dela de son extrémité C, vers P, P’,
P’ yeue Soit I le milieu du c6té BC. Menons la droite AI, pro-
longée jusqu'en K de mani¢re que AK=—=AC. Soient pris en outre
sur AC, AI'=AI et I'P=AI', et menons les droites KI' et KP.
Les triangles AKI', KI’P seront respectivement égaux aux triangles

Tom. XV, n.° 111, 1.°% septembre 1824, 11
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ACI, BIA, et par suite la somme des angles du triangle total
AKP sera la méme que celle des angles du triangle total ABC.
Dautre part, AC étant, par hypothése, plus grand que AB, on
aura aussi AK > KP , dot - 4AngKPA > AngKAP , ou bien
Ang.BAI}Ang.IAC , ce qui prouve que l'angle KAP est plus petit
que yBAC. On doit remarquer , en outre , que AP est le plus
grand coté du triangle AKP.

Cela posé, construisons un triangle AK'P’ qui soit par rapport
au triangle AKP ce qu’est celui-ci par rapport au triangle ABC ; la
somme des trois angles de ce nouveau triangle sera encore égale a la
somme des trois angles du triangle primitif, et I'angle K'AP’ sera
moindre que le quart de l'angle BAC.

En continuant donc ainsi, les angles en A formeront une suite

décroissant plus rapidement que ne le fait la progression 1, 3,
T » 75 seem , tandis que la somme des angles du triangle restera

constamment la. méme. Or, la limite de 'angle A est évidemment
égale & zéro. « A cette limite , le point K , K’', K”,....i viendra se
» placer sur AP’; la somme des angles du triangle se réduira
» donc au dernier des angles AKP, AK'P', AK'P”,..... lequel ,
» dans cette position , vaudra deux angles droits; donc la somme
» des angles du triangle primitif doit aussi avoir ¢té égale & deux
» angles droits ».

Sans doute il n’y a aucune objection & faire contre tout ce qui
précéde le passage que nous avons marqué de guillemets ; mais
voyons sil en est de méme de celui-ci. Ce qu'il contient repose
essentiellement sur ce principe d’une apparente éyidence , que,
« lorsque la limite d’'un angle A est zéro (fig. 2), la limite de
» la distance au c6té AC d’un point quelconque B du cété AB
» est aussi égale & zéro » ; ce qui revient a dire qu'a la limite
« le point B tombera sur AC ». Or, il est facile de prouver
que ce principe ne saurait étre admis.

En effet, divisons I'angle BAC (fig. 3 ) successivement en deux,

quatre , huit, ... parties égales par des droites AB', AB” .
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abaissons la perpendiculaire BC sur AC; prenons CC'=AB ; élevons
la perpendiculaire C'B’; prenons C'C"=—=AB’; élevons la perpen—
diculaire C"B”; et ainsi de suite. Il est facile de démontrer que ,
quelque loin que l'on pousse l'opération , on aura constamment
BC—=B'C'=B'C"=...... Ainsi, dans cette construction, tandis que
la limite des angles BAC , B'AC’, B"AC” ... est zéro , comme
ci-dessus , loin que le point B vienne , a cette limite , tomber sur
AC , il demeure au contraire a une distance constante de cette
droite.

Il scrait facile , au surplus , d’imaginer une construction dans
laguelle le décroissement des angles BAC, B'AC’, B"AC” ;... serait
plus rapide que celui des termes de la progression I , %, 4,5 ssm
et ou cependant le point B s’éloignerait sans cesse de AC, ou en
demeurerait & une distance constante ou du moins en resterait a
une distance plus grande qu’une longueur finie donnée.

Il faut donc conclure de 1 que cette démonstration ne saurait
étre admise qu'autant qu’on aurait prouvé que les distances des
points K, K’, K”, ... a la droite AC ( fig. 1 ) ont zéro pour
limite , ce que probablement on mne pourrait faire sans s’appuyer
sur des principes qui supposeraient la théorie des paralléles déja
établie.

Cette démonstration semble devoir méme étre jugde inférieure &
beaucoup d’autres , en ce que celles—ci n’ont au moins que le
défaut de reposer sur des principes vrais , mais non démontrés ;
tandis que celle-1d s’appuie sur une proposition d’une fausseté

manifeste.

II. Lessai de démonstration publié par un anonyme, & la page
269 du précédent volume des Annales, est entaché d’'un défaut qui
s'apercoit au premier coup-d’eil ; elle suppose quur cercle peut
toujours étre circonscrit & un triangle isocile , quel qu’il soit
proposition vraie sans doute ; mais qui suppose que les perpendi-
culaires sur les milieux des cotés égaux dun angle quelconque
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doivent nécessairement se couper ; ce qui rentre an fond dans I'axiome
XI d’Euclide , qui se trouve ainsi invoqué, mais non évité (*).

IL A la fin de la démonstration que nous venons de mentionner,
on en rappelle une autre insérde dans le Til.¢ volume des Annales
( pag- 353 ). Quoique nous ne l'ayons pas actuellement sous les
yeux , nous nous rappelons fort bien qu’elle revient en substance
au raisonnement que voici :

Soient BD, une perpendiculaire et AC une oblique & une méme
droite AB ( fig. 4 ); de manicére que l'angle CAB soit aigu. Si
on nie que AC suffisamment prolongée rencontre BD , toujours
sera-t-on contraint d’admettre que l'on peut conduire par le point’
A, dans ’'angle CAB, tant d’obliques qu’on voudra qui rencontrent
BD, puisque, pour les obtenir, il n’est question que de prendre
sur BD tant de points M, N, P,.... qu'on voudra, et de les
joindre au point A par des droites. Il faudra donc admettre dés—
lors que , parmi celles—ci, il en est une dernitre faisant avec AB
un angle aigu plus grand que ceux que font avec la méme droite
les obliques AM , AN, AP ,..... Or, quelle que puisse étre cette
derni¢re , rien n’empéche de prolonger BD au-delda du point ol
elle la rencontre , de prendre un point sur son prolongement et
de le joindre au point A par une nouvelle oblique qui ainsi ren-

(*) Plusieurs de nos correspondans nous ont fait la méme observation
quau surplus nous nous étions faite 2 nous-méme auparavant. Nous n’avons
pas cru néanmoins Jevoir négliger cette tentative parce qu’elle offrait une
idée nouvelle, dont quelques géométres pouvaient tirer un heureux parti :
celle de considérer deux paralléles comme limites de deux arcs concentriques ,
et qu'ensuite nous espérions que l'auteur, sur notre observation , parviendrait
peut-étre & corriger le vice de sa théorie. Il I’a bien tenté, en effet , mais
il n'y a quimparfaitement réussi.

J. D. G.
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contrera encore BD et fera avec AB un angle aigu plus grand que
celui qu’on avait supposé le plus grand de tous ceux que faisaient
avec cette droite les obliques qui, partant du point A , rencontraient
BD; dunc, ajoute-t-on, la supposition d’une derniére oblique ren-
contrant BD ne saurait étre admise ; dott il suit que toutes les
obliques partant du point A rencontrent cette droite ; que par con-
séquent la perpendiculaire est la seule qui ne la rencontre pas,
et quainsi , par un méme point A, pris hors d’une droite BD ,
on ne saurait lui mener qu’une seule paralléle.

Nous croyons nous rappeler qu'en donnant cette démonstration
on a observé que M. Legendre y avait objecté que, pour qulelle
fiit concluante , il aurait fallu prouver que Za derniére oblique
sécante ne renconirait pas la perpendiculaire & Pinfini.

Il ne parait pas qu'on ait regardé cetie objection comme sérieuse,
et cep’endant eile détruit absolument le raisonnement que nous venons
de rappeler, ainsi que nous allons le faire voir.

Supposons , en effet , qu’en prenant les parties BM, MN , NP,.....
égales entre elles, les angles MAB, NAM, PAN,..... forment
une suite convergente dont la somme ait une limite moindre que
I'angle droit , égale a I'angle aigu CAB, par exemple, Il est évident
qu'alors toute oblique située au-dessous de CA , quelque voisine
quelle en puisse étre d’aillenrs , rencontrera BD , tandis qu’an
contraire aucune oblique au-deld de cette droite ne pourra jouir
d'une pareille propriété. En ce cas, CA serait réellement la der-
ni¢re coupante , et elle irait rencontrer BD & linfini ; il serait
donc alors absolument faux d’appliquer le raisonnement cité pour
prouver qu’une oblique AZ , moins inclinée que AC , doit ren-
contrer BD.

II est donc vrai de dire que rien ne sera prouvé tant qu’on
n‘aura pas établi que la derniére des obliques qui rencontre BD
la rencontre 4 une distance finie du point B, ce qu’on sent bien
étre 1mpossible.

Sans qu’il soit nécessaire d’éclaircir l'objection de M. Legendre
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par d’autres hypothéses, il suffira, pour en faire ressortir toute la
force , de remarquer que, si I'on suppose que le point A devienne
le centre d’une hyperbole, le point B un de ses sommets, BD la
moitié de V'une de ses branches et AC son asymptote; le raison—
nement ci-dessus , appliqué mot & mot, ne tendra & rien moins
qu'a prouver que cette asymptote rencontre la courbe (*).

Voild donc encore trois démonstrations qui, & notre avis, nen
sont point (**). Quel est le but de tous ces efforts ? Est-ce de nous

(® Cest aussi la remarque que faisait récemment M, Querret, dans
une lettre qu'il nous écrivait sur ce sujet.

(**) On en pourrait citer bien d'autres, et méme trés-récentes, pour la
plupart , parmi lesquelles nous nous bhornerons & mentionner , 1.° celle de
M. Reixasarp MULLER , publiée & Marbourg , en 4o pages in-4.°, avec deux
planc—hes ,en 1822 ;2.° celle de M. D. Heeer publiée & Béle, aussi en 4o pages
in-4.° , avec une seule planche , en 1823 ; 3.° celle de M. C. Havrr , pu-
bliée a Francfort, en 86 pages , grand in-4.° , avec planches , méme année,
et qui renferme la critique de beaucoup d’autres; 4.0 de M. MerTERNICH,
présenté a l'académie des sciences de Paris, en mai 1823; 5. celle enfin qui
a été derniérement présentée & la méme académie , par M. FoEx,

On doit aussi comprendre , parmi les tentatives de ce genre , la démons-
tration de I'égalité de la somme des trois angles d’un triangle 4 deux angles
droits fondée sur lalgorithme fonctionnel. M. Legendre avait considéré
long-temps ce genre de démonstration comme le seul qui ne fii sujet a
aucune objection ; mais Particle publié & la page 161 du X.® volume du
présent recueil semblerait prouver que les démonstrations de ce genre ne
sont pas moins vulnérables que les autres.

M. Stein ne s’explique pas sur les démonsirations qui consistent & con=
sidérer l’angle , avec BErTRAND , de Genéve , comme une portion de surface
indéfinie ainsi qu'on V'a fait & la page 356 du 1IL® volume de ce recueil,
Quelque éloignées des idces recues que ces démonstrations puissent paraitre
aux yeux de quelques personmes , c’est peut-étre encore celles de toutes
qui méritent d'occuper le premier rang.

Quelqu'un nous observait derniérement & ce sujet que, la définition de
Bertrand admise, rien n'(tait, en particulier, si facile que de démontrer
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rendre plus certains des proprictés des paralléles ? Non pas probablement.
Que sil'on aen vue de purger les élémens de géométrie de tout pos-
tulat, on en est encore bien loin; car la glomdurie d’Euclide, en
particulier , en renferme beaucoup d’autres qu’a la vérité ce géo-
métre n'a pas énoncés , mais qu’il n’a pas moins tacitement admis.
Dans un tel état de choses, ce qu’on pourrait faire de mieux serait,
ce nous semble, d’admetire quelque nouvel axiome, bien clair et
bien fécond , et de le choisir tel qu'on piit s'en servir pour rendre
a la fois les traités élémentaires plus courts . et plus métho-
digues (*).

Il est vrai que, pour la parfaite exécution d’un tel dessein, on
se trouverait peut-étre contraint d’abandonner totalement la marche
d’Euclide , ce qui ne laisserait pas que de scandaliser beaucoup
de gens qui lui ont voué une adwmiration absolue , sans faire entrer
aucunement en compte, dans le sentiment qu’ils portent a ce géo-

cette proposition : deux paralléles font avec une troisidme droite des angles
eorrespondans égaux. Car, soient deux paralliéles MN et PQ coupées en E
et F (fig. 5) par une troisi¢éme droite AB, Il est d’abord manifeste que
Pangle AEN ne saurait étre plus grand que langle AFQ, puisqu'il y est
cntiérement contenu. 1l ne saurait donc non plus étre plus grand que I'op-
posé au sommet PFB.de ce dernier, qui conséquemment ne saurait étre
plus petit que AEN, ou son opposé au sommet MEF ; cet angle PFB ne
saurait non plus étre plus grand que MEF, puisqu'il y est entitrement
contenu., Il faut donc que ces deux derniers angles soient égaux,

(*) M. de Maizitres , ancien professeur a Versailles, voudrait qu'on intro-
duisit comme axiome , dans les élémens , le principe de similitude; et c'est
une idée qui avait déja été mise en avant par Carnot. Il est certain que
Tadmission d’un tel principe épargnerait bien du travail ; mais il est douteux
que , méme en le présentant sous un point de vue aussi simple que I'a fait
M. Poncelet , on parvienne a le rendre parfaitement intelligible pour -des

commengans.
J. D. G.
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métre , I'époque ou il a écrit et les difficultés qui accompagnent

toujours une premiére création (*)

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Démonstration de deux théorémes de géomélrie ,desquels
on peut deduire , comme cas particulier,le théoréme

de M. HamerT , mentionné aux pages 334 et 374
du précédent volume ;

Par MM. QuERrer et GERGONNE.

Théoréme de M. QUERRET.

SI aux deux extrémités A, B de la base AB d'un triangle

hY

quelconque ACB ( fig. 6 ) , on éléve respectivement a ses deux
autres cotés CA , CB, vers son sommet, des perpendiculaires AP,

(" La superstition est poussée a un tel point chez quelques-uns que nous
ne doutons pas que si , ayant a écrire des élémens de géométrie , on leur met-
tait en mains une démontration bien courte et bien rigoureuse du Postulatum XI
d’Euclide , ils ne s'abstinssent de I'employer , de peur de faire ainsi , d’une
maniére indirecte , la censure de I'objet de leur culte. Il est pourtant certain
que ce Postulatum XI , sans démonstration, rapproché de la Proposition XXV 11 ,
soigneusement démontrée , bien qu’inc.mpariblement plus évidente , pré-
sente une disparate tout-a-fait choquante , et nous osons croire , pour
Ihonneur d'Euclide , que c’est ainsi qu'il en pensait Ini-méme ; que ce n’est
qu'aprés beaucoup de tentatiyes infructueuses, que ce n'est qu'en désespoir
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BQ qui leur scient proportionnelles , et quon méne cnsuite les
droites AQ et BP; ces deux droites se couperont sur la perpen-
diculaire CC’ abaissée du sommet C du triangle sur la direction
de sa base.

Démnonstratiorn, Soient {aits

AC _ BC .

AP BQ
et soient abaissées, des points P et Q , des perpendiculaires PM et
QN sur la direction de AB. Les triangles rectangles AMP , BNQ,
respectivement semblables aux triangles rectangles CC'A , CC'B

donneront

C’A CB
PM= — , ON=— ;
m m
cc cc/
AM=— , BN=—.
m m

Cela posé , soient respectivement X et Y les points ou la droite
€C’ est coupée par les droites AQ et BP ; les triangles rectangles
ANQ, BMP, respectivement semblables aux triangles rectangles
ACX, BCY, donneront

BC

AC'X —
. AC'KOQN —  AC'XBC
AN:QN::AC:CX= = S . 3
| _ AN AB (’:: mAB4-CC ‘

de cause, et pour ne point priver ses contemporains d'un ouvrage recom-
mandable & tant d’autres titres, qu’il s'est résigné a ranger au nombre des
axiomes une proposition qu’ik avait vainement tenté de démontrer,

J. D G,

Tom, XV, Iz
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ACr
BC' < —
. BC/xXPM AC/%BCY
- e / . ’ — — m — .
BM:PM::BC:C X__.-———BM = 5 B
AB - — I

donc C'X=C’Y , comme nous l'avions annoncé.

Si P'on suppose m=—1 et le triangle rectangle en C, on retombe
sur le théor¢me de M. Hamett , démontré dans le précédent volume ,
par MM. Gergonne et B. D. C.; mais ce qui précéde fait voir que
la propriété remarquée par M. Hamett n’est pas particuli¢re aun
triangle rectangle , et qu’elle n’esige pas méme que les figures
construites sur deux de ses cOtés soient des carrds , mais seulement
des rectangles semblables et semblablement situds.

Si l'on suppose 2 négatif , on trouve

CX=CY=— 20X
miAB—C(C!

Ce résultat répond au cas ol les perpendiculaires , au lien d'étre
menées du méme c6té de la base que le sommet C, seraient me-
nées du coté opposé ; alors les droites AQ et BP se couperaient
sur le prolongement de CC’ au-dela du point C’, tant qu'on anrait
mAB>CC' ; elles seraient paralléles, si I'on avait m.AB—=CC’;
enfin , leur point d’intersection repasserait de l'autre cété de AB,
si 'on avait m.AB<CC’.

Si 'on suppose m=—o , ce qui revient & supposer AP et BQ
d’une longueur infinie, et conséquemment BP et AQ paralltles &
ces deux droites, et comme telles respectivement perpendiculaires
a CA et CB, la méme propriété subsiste encore ; ce qui démontre
que les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur
les directions des cétés cpposés se ecoupent toutes Irois au méme
point, On a alors.
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AC/XBC

CX=CY= <o *

résultat auquel , au surplus , il serait facile de parvenir directement
dans ce cas.

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que cette derniére propriété
eonvient ¢galement au triangle sphérique ; et qu’en désignant par I
le point d’intersection des trois arcs perpendiculaires (fig. 7 ) ona

Sin.AC/% Sin.BCY
Cos.ABX Tang.CC/ ?

Tang.CI=

expression qui coincide avec la précédente lorsque , le triangle sphé-
rique ACB restant fini , le rayon de la sphére devient infini. Cette
propriété du triangle sphérique peut étre aussi bien simplement
déduite de I'équation

SinAC' X 8in.BA' < 85in.CB' =82 AB' %< Sin.CA’ < Sin.BC/,

qui a lieu entre les segmens formdés sur les cotés, par les arcs de
grands cercles menés d’'un méme point aux trois sommets ( Géométrie
de position , pag. 300, 1.° 248 ).

On voit, par ce qui précéde, que la perpendiculaire CC’ abaissée
du sommet C d’un triangle ( fig. G ) sur la direction de sa base est
le lien des intersections des droites AQ) et BP qui interceptent sur
les perpendiculaires AP et BQ aux deux autres cétés des parties
respectivement proportionnelles aux longueurs de ces mémes cétés (*).

-(*) M. Querret, dans sa lettre d’envoi , observe avec raison, 1. qu’la
page 350 du précédent volume , nous avons omis d’observer que les quatre
équations dont il s'agit en cet endroit avaicnt été déja résolues , d'une
maniére & peu prés pareille, par M. Cauchy, dans le chapitre V de son
Cours &analise , page 103 ; 2.° que c’est par erreur que M. Bouvier a
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Theoréme de M. GERGONNE.

Si, par les extrémités A, B de la base AB d’un triangle quel-
conque ACB (fig. 8 ), on mene vers son sommet des droites de
lougueur arbitraire AP et BQ , respectivement paralléles aux cotés
CB et CA; que par les points P et Q on mene , parallélement &
BQ et AP, des droites concourant en D ;les trois droites AQ , BP
et DC concourront en un méme point.

Démonstration. Nous démontrerons ce théoréme & l'aide de la
géométrie analitique , parce que c’est ainsi qu’aprés en avoir pres—
senti la vérité, nous nous le sommes démontré & nous-méme, et
parce qu'a tout prendre , cette forme de démonstration en vaut
bien une autre.

Soient faits CA=a, CB=4, AP—g , BQ=—p. Soit pris I'angle
ACB pour angle des coordonnées positives, de maniére que l'axe
des x soit dirigé suivant CA , et l'axe des y suivant CB; les
équations des divers points que nous venons de considérer seront

x==0, x=a x=0,

PourC% Pour AS PourBz

x= @ L= P
Pouer ’Pour Q% p’PourD é o
y=0 ; . l ,‘:0 ;

y=b; F==q; y= b, y=e—q.

avancé 4 la page 147 du méme volume, que personne avant lui n'avait
découvert la loi de la série qui donne la longueur de la tangente en fonction
de l'arc correspondant , attendu que ce sujet a é€té traité , avec tous les dé-
veloppemens désirables par M. Lacroix , dans son Traité de calcul différentiel
et de calcul intégral , 2.° édition , tom. I, pages 254{==257, n.®s go=—gZe
Nous nous empressons de réparer ces omissions et ces erreurs , que nous eussions
mieux fait de signaler en leur lien, en mentionnant ici les remarques de M.

Querret,

J‘ D. Gl
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Les équations des trois droitess AQ , BP , CD seront consi~

queimnment

Pour AQ , (e4-p)y+-b{z—a)—=o0 ,
Pour BP , (oHg9)x+-a(y—by=o ,
Pour CD , pPYy—4r=0 .

Or, en prenant la différence des deux premiéres, on tombe sur
la troisi¢me ; donc chacune de ces équations est comportée par les
deux autres ; et par conséquent elles expriment trois droites con-
courant au méme point.

Et comme , en variant & volonté les signes de p et ¢, il en
irait encore de méme , il en faut conclure que les droites AP
et BQ peuvent étre indistinctement menées de cété ou d’autre
de la base du triangle , sans que le théoréme cesse pour cela
d’avoir lien.

Pour passer de la au théoréme de M. Hamett, il suffira de
supposer , 1.° que le triangle est rectangle ex C; 2.° que l'on a
pris les longueurs arbitraires p==4 et g=—a.
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Constructions approchées du probléme de la duplication
du cube ;

Par M. Mavor , de Pétersbourg.

Communiquée au Rédacleur des Annales par M. Bouvier,

- ————— T Y

LES deux constructions du probléme de la duplication da cube
que j’ai honneur de vous transmettre font le snjet d’un opuscule
que le hasard a fait tomber entre mes mains, il y a environ un
an. L’auteur, qui apparemment fait de la géométrie expérimentale
les donne comme éxactes. Bien certain & l'avance qu’elles ne pou-
vaient l'étre, jai voulu voir au moins & quel point elles étaient.
approchées , et jai trouvé qu’elles donnaient , en proportion de
leur simplicité , une approximation assez satisfaisante pour mériter
d’étre connues, :

Premiére construction.

Svit AB=a ( fig. 9) le c6té du cube donné, et soit = le c6té
du cube double. Sur EB—=3AB comme diamétre , soit décrit une
circonférence. Soit mené le diameétre FG , perpendiculaire au pre-
mier. Par son extrémité G et par le point A , soit mende une corde
se terminant en H; on aura sensiblement z—AH.
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2\/10 ,

En eflet, on déduit aisément de cette construction z—*% =

et sa véritable valeur devrait étre 2=2¢¥3; or, on a

2&?10 <1,26492 ,

¢ 2 >1,25992,
donc
2y/To
5

2 ~
—/ 2 <0,00500 ,

c’est-a-dire que AH ne différe pas en plus de la véritable longueur
du cété du cube double de la moitié d'un centiéme , de AB.

Deuziéme construction.

Soit encore AB—=2 ( fig. 10 ) le c6té du cube donné et z le
cOté du cube double. Sur AC=2AB décrivez un cercle. Portez le
rayon de G en D et de D en E. Tirez la corde CE , sur laquelle
da point D vous abaisserez la perpendiculaire DF. Portez CF sur
CA de C en G. Tirez une corde de C an milieu K de DE et
élevez an point G & AC une perpendiculaire rencontrant cette corde
en L. Menez enfin AL et BK se coupant en H ; et vous aurez

sensiblement z=—AH.
En effet, on déduit aisément de cette- construction

r—a 1/_216!_11314_\_/_‘3 ,

or, on a

v z2<1,25993 ,
z >1,25828 ,

donc
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3 - ~
V' 2—x<0,00165 ;

d’ott Ton voit que la diflérence en moins de AH avec la véritable
longueur du cube double est environ six fois pius petite que la
centiéme partie de AB.

Si au triple de la derniére valeur approchée de AH , savoir,
3,77484 , on ajoute la premicre 1,26492 , et qu’on prenne le quart
de la somme 5,03976, on aura 1,25994 qui ne différe guére que
d’un cinquante millicme de la véritable longueur du cdié du cube
double de celui dont le c6té est AB (*).

(*) Ceux de nos lecteurs pour qui ces constructions approchées, dont la
premiére idée parait due a Viéte, peuvent oflrir quelque intérét, trouveront,
x la page 245 du VIIL.e volume des Arnalées, guelques rectifications appro-
chées de la circonférence ; ils trouveront aussi, & la page 200 du X.,¢ volume,
une constructien approchée du probléme de la trisection de l'angle,et 4 la
page 242 du méme volume, une construction approchée du probléme de
}a duplieation du cube.

La recherche de ces sortes de constructions pourrait, au surplus, étre
assujettie & des procédés généraux. On sait , en effet, que toute la diffi-
culté des problémes qui dépendent d’une géométrie élevée tient a ce que
les formules qui donnent les valeurs des inconnues renferment des.radi-
caux de degrés plus ou moins élevés, tandis que noas ne savons cons-
truire, avec la régle et le compas , que les radicaux du second degré.
Tout se réduirait done a savoir approximativement substituer a ces ra-
dicaux des radicaux du second degré , et avec quel degré d’approsimation
en voudrait. Or, c’est la une chose toujours possible , comme on va le voir.

Soit la formule

P

X
x:"?;: (a)mz(a) e 5

dans laquelle nous supposons m un nombre premier impair et ou p peunt
étre un nombre quelconque. Si nous supposons que ce nombre p soit trése
grand ; nous pourrons poser approximativement
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.
Sur la division de la ligne droile en parties égales ;

Par M. GERGONNE.

A T T

ON démontre , dans tous les traités élémentaires de géométrie ,

que deux droites issues d'un méme point sont coupées en parties

proportionnelles par des paralléles ; mais on n’y démontre pas

formellement que deux paralléles sont coupées proportionnellement

rE1
z=(a)mp=E1 |

et disposer ensuite de ce nombre indéterminé p de maniére que mpzx
soit une puissance de 2; soit 2" cetle puissance, on aura ainsi

p1 A=
r:((l) 2% — a 5

qui se construira sans d’autre difficulté que la longueur des opérations.
Si I'on a,par exemple, comme dans la duplication du cube,

x
x:"/;}?:a f/;:ﬂ(z)s >
1Y

en prenant p=r1 et les signes inférieurs ; 4 l’exposant £==1J} on pourra

substituer 33 =% qui v'en diffiére que de ;5 , et 'on aura ainsi sensiblement

Toem., XV, 13
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par des droites issucs dun méme point ; bien que cette derniire
proposition semble étre du méme ordre d'importance que la
premicére.

L'une et lautre propositions ofirent des méthodes également
simples en théorie pour diviser une droite en parties égales , ou ,
plus généralement , pour diviser une drorte en parties qui sorent
entre elles comme des longueurs ou comme des nombres donnés ,
mais ces méthodes différent en ce que celle quon déduit de la
premicre exige quelquefois qu’on méne un grand nombre de paral-
I¢les & une droite donnée , tandis que celle quon déduit de la
seconde n’en exige qu’une seule ; ce qui assure incontestablement
a celle-ci la supériorité. Aussi est-ce constamment elle que nous
employons pour notre usage et que nous conseillons a autrui.

Nous pensions qu'un procédé si simple devait étre universellement
connu des géomeétres , et pour cette raison nous n’avions jamais
songé a le signaler. Mais nous venons de rencontrer , dans la
Bibliothéque universelle ( mai 1824 , pag. 1), un article de M.
A. Yoruz , ministre, et principal du collége de Moudon , dans
lequel lauteur, qui parait avoir été frappé comme nous des- in—
convéniens de la méthode ordinaire , mais qui apparemment ne
connait pas celle que nous venons de recommander , en indique
une autre qui n'exige absolument aucun tracé de paralléles. Mais
cet avantage nous parait plus que compensé par la complication du
procédé, fort curieux d’ailleurs, et par les difficultés qu’en pré-
sente la démonstration , ainsi qu’on en pourra juger tout & I'heure.

= VS,

valeur facile a construire ; mais un heureux hasard sert souvent beaucoup
mieux que les méthodes générales,

J. D, G.
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Mais ce qui nous a sur-tout frappé , clest qu’un procédé tout
pareil nous a été indiqué verbalement et sans conséquence par
M. Sarrus, il y a déja plusieurs années. Il y avait été conduit
en considé:ant que les droites qui vont des sommets d’'un triangle
aux milienx des cités opposés se coupent au tiers de leur longueur ;
qu'on peut trés-bien , une de ces trois droites étant donnée , cons—
truire le triangle de telle sorte que I'une des extrémités de cette
droite se trouve au milieu de 'un de ses cétés et qu'on connaisse
le milien de l'un des deux autres cotés. En joignant donc ce milien
au sommet opposé par une droite , cette droite coupait la droite
donnée au tiers de sa longueur.

Il ne s’agissait donc plus, pour généraliser .cette conmstruction,
que d’examiner de quelle maniére se coupent des droites qui, partant
de deux sommets d’un triangle , coupent les coétés opposés , non
pas en deux parties égales , mais en raison donnée quelconque ., et
voici le résultat qu'obtint M. Sarrus.

Soit un angle ASA’ ( fig. 11) dont les cétés SA, SA’ soient
coupés respectivement en B’ et B, de maniére qu’on ait

B’S
B/A

m BS P
T a’ BN g ?
m,n,p,q étant des nombres entiers quelconques ; en menant
les droites AB, A’B’, se coupant en G, on aura

CA  n(p+q) CA?  g(m+-n)
cB my ’ oy T np ‘

Comme il y a ld beaucoup plus d’arbitraires que n’en exige
T'objet que nous avons en vue , nous poserons g=p , ce qui
donnera simplement
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Cela posé, soit AB une droite donnde de longueur. Soit menée
par le point A, dans une direction arbitraive , une autre droite
sur laquelle soient portées , & partir du point A, » ouvertures de
compas égales et arbitraires , se terminant en S. Soit menée SB
et soit prolongée cette droite au~d:li de B en A’ d’une quantité
égale a elle-méme. Si alors’ on meéne des droites du point A’ aux
n—r1 points intermédiaires , a partir de A, il est aisé de conclure
de la derniére formule qu’en appelant généralement C le point
ot ces droites coupent AB, on aura successivement pour la valeur

CA
de 3

2 4 6 8 2(n—3) n=—2  2(n—1)
3 > 2 I ‘

9c 000000,

9 > ’
n=—1 Tie=2 ne=—3 n—4

. CA 2 .
Si =2, la seule valeur de <p Sera +, ce qui rentre dans la

division d’une droite en trois parties égales.

Si n=3 , les deux valeurs de ce rapport serent I, % ce qui
rentre dans la division d'une droite en deux ou en cinq parties
égales.

Si n=4, les trois valeurs du méme rapport seront *, 2, ¢,
ce qui pourra servir a diviser une droite indifféremment en 5, 3
et 7 parties égales.

Si =5, les quatre valeurs de ce rapport seront 7, %, 3
ce qui pourra servir indistinctement a diviser une droite en 3 ,

3
19

75 4 et g parties égales.
En prenant 2=—6, les cinq valeurs du méme rapport seront
s3> 2 5, 12, ce qui suffira pour diviser une droite en 7,

2, 3,5, 11 parties égales,
Et ainsi de suite,
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QUESTIONS RESOLUES.

Demonstration du dernier des théorémes éenonces & la

page 392 du XIV.* yolume des Annales ;

Par M. Steiv, professeur de mathématiques au gymnase
de Treves, ancien éleve de l'école polytechnique ,

Et M. QuerneT , ancien chef d'institution,

PR s e s e W T

T HEOREME. Soit un polygone plan quelconque, dont les sormmets
conséculifs soient A, B, C,.... L, M, N; et soient respective—~
ment N, B, C,....L, M, N les milieux des c6tés consécutifs
AB, BC, CD,.... LM, MN, NA. Soient en outre d, e, £, ..
V', m, n les milieux respectifs des diagonales BD, BE , BF,.....
BL., BM, BN, “
Par les points d, e, f,.w.l, m , n, A soient menées des
paralléles & une droite fixe, de direction arbitraire. Soient me~
nées ensuite B'C', coupant la premiére de ces paralléles en d',
puis DA, coupant la seconde cn € , ensuite K'e¢' , coupant la
troisieme en 1/, et ainsi du reste, jusqu'a ce qu'on soit parvenu
@ mener N1, coupant en a la paralléle conduite par N. 8i alors ,
entre les paralléles & la droite fixe, conduites par A et B, prises
pour directions de cbtés opposés , on construit un parallélogramme,
dont les deux quires cotés opposés, de direction d'qilleurs arbi-
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traire , passent par A et &', ce parallélogrammeé sera équivalent
au polygone proposé (*).

Démonstration. Pour rendre la démonstration de ce théoréme
plus intelligible , nous la renfermerons dans la résolution des deux
probl¢mes suivans :

PROBLEME 1. Etant donné un pentagone composé d'un paral-
llogramme et d'un iriangle qui ont un cé1é commun , transformer
ce pentagone en un parallélogramme équivalent dont un cété soit
un quelconque des deux autres cotés du triangle , et dont le coté
adjacent soit dirigé suivant le cété du parallélogramme primitif
adjacent & ce méme cité du iriangle ?

Solution. Soit le pentagone 1BEDS (fig. 12 ) formé du parallé-
logramme B#0D et du triangle BED , ayant le c6té BD commun,
et proposons-nous de transformer ce pentagone en un parallélo-
gramme dont BE soit un des cbtés et dont un autre coté soit
dirigé suivant Bs.

Pour cela, par le milieu D’ du cété DE et le milien &' du
cbté »0 du pentagone soit menée une droite concourant en ¢’ avec
la parallele & Bz et DO menée par le milieu ¢ du cété BE. Alors,
en menant par ¢ une paralltle & BE, rencontrant respectivement’
Bs et la paralléle menée & cette droite par le point Een dete,
le parallélogramme BJ:E sera le parallélogramme demandé, équi-
valent au pentagone »BEDO.

Démonstration. Soit menée la droite D'e , terminée en o et 3 ala
rencontre des prolongemens de »B et 6D. Par le point D’ et par
le milien & de Bd soit mende une droite coupant Ee en 1, e’ en

G et B3 en y; soit enfin menée dd’', coupant o3 en A
Parce que D' et ¢ sont les milieux respectifs de ED et EB,

(» Ce théoréme est dd & M. Ch. Sturm,
J. D. G.
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la droite a3 est parallele 3 BD, et par conséquent le quadrilatére
D58 est un parailélogramme. Ce paralldlogramme est équivalent
an triangle BED, puisqu’il a méme base BD et une hauteur moitié
de la sienne.

 Parce que D’ et Z sont les milieux respectifs de DE et BD,
la droite D'y est parailéle & EB, et par conséquent le quadrilatére
ByuE est un parallélogramme. Ce parallélogramme est aussi équi-
valent au triangle BED , puisqu’il a méme base BE et une hauteur
moitié de la sienne.

Les deux paralldlogrammes DofB et ByzE se trouvant ainsi -
équivalens 2 un méme triangle sont aussi équivalens entre eux,
et la figure ydep est aussi un parallélogramme.

Les deux parallélogrammes yBEp et yd:u étant compris entre les
mémes paralléles sont entre eux dans le rapport de leurs bases Eu
et pe, ou dans le rapport de ¢§ & ¢, ou encore, & cause des
paralltles , dans le rapport de i@ & dd.

Les deux parallédlogrammes BfaD et B#9D étant compris entre les
mémes paralléles, sont entre eux dans le rapport de leurs bases «D
et DO, ou , ce qui revient au méme , dans le rapport de id
a dd.

Donc , & cause du rapport commun de )d & dd’ , les deux
parallélogrammes yBEy et yden sont entre eux respectivement comme
les deux parallélogrammes BjBaD et B#D; puis donc que yBEg et
BBaD sont équivalens entre eux et au triangle BED, les deux pa-
rallélogrammes ydep et B+9D doivent aussi étre équivalens.

Donc le parallédlogramme total B&:E doit étre équivalent au pa-
rallélogramme total 379« ; mais ce dernier est équivalent au pentagone
_proposé “BED@ ; donc le premier doit aussi lui étre équivalent.

PROBLEME II. Transformer un polygone rectiligne donné
guelconque en un parallélogramme éyuivalent qui ait pour un de
ses cb1és un quelconque des cétés du polygone , et dont les deuz -
c0tés adjacens & celui-Id sotent paralliles & une droite donnée ?
Solution. Soient A, B, C, D, E,...... (fig. 13 ) les sommets
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¢onséeutifs dn polygone proposé, et supposons qu’il soit question
de le transformer en un parallélogramme équivalent dont AB soit
un des c6tés et dont un autre cOté se terminant en B soit paralléle
4 une droite dounde.

Soit menée la droite indéfinie Br , parallele & la droite donnde.
Joignons les milieux respectifs B', C’ des cotés BC, CD par une
droite se terminant en 7 & B» et en O & sa paralléle conduite par
D; le paralldlogramme B#JD sera équivalent au triangle BCD.
Représentons ce parallélogramme par P.

En lui ajoatant le triangle BED, on formera le pentagone "BEL6
que 'on pourra ( Probléme I') transformer enun nouveau parallé-
logramme ayant BE pour un de ses cités et un autre coté dirigé
suivant B ; désignons ce nouveau paralldlogramme par Q.

En lui ajoutant le triangle BFE, ofi formera un second pentagone
que lon pourra également ( Probléeme I ) transformer en un pa-
rallélogramme ayant BF pour un de ses cotés , et un autre dirigé
suivant Ba.

En continuant de la méme maniére, on sera finalement conduit
a construire un parallélogramme équivalant au polygone proposé,
ayant AB pour un de ses cités, et un autre coté dirigé suivant
Br, ainsi qu’il était requis.

Remarqgue. Clest & justifier cette construction que se réduit le
théoréme proposé, lequel se trouve ainsi démontré par ce qui précéde.

Démonstration des quatre théorémes sur l'hyperbole
énonces @ la page 268 du précédent volume ;
Par MM. Cu. Sturm, VECTEN et QUERRET.

s e e T W

. i X . .
THEOREﬂ[E I. Les sécantes mendes de l'un quelconque des points
d’'une hyperbole & deux points fixes pris sur la courbe interceptent
toujours , sur lune ou sur laulre asymplote , des longueurs cons-
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tantes et égales & la longueur interceptée sur la méme asympiote
enire la sécante menée par les deux points fixes et lu tangente a
Tun deux.

Démonstration. Soient M , M’ (fig. 14) deux points fixes pris
sur la courbe , et Z un autre point arbitraire de la méme courbe,
Soient mendes les sécantes ZM , ZM' et MM, rencontrant respec-
tivement l'une des asymptotes en X , X’ et A et autreen Y, Y'et
B. Soit encore mende , par l'un quelconque M des deux points
fixes, une tangente a la courbe , coupant la premiére asymptote en
D et la seconde en E; tout se réduit & démontrer que XX'=DA,
quel que soit le point Z. :

Pour cela , menons, par les points M, M’ et Z, des paralltles
a la premiére asymptote, rencontrant respectivement la seconde en
II, H' et U, et des paralléles & la seconde , rencontrant respec-
tivement la premiére en G, G’ et T; et soit O le centre de la
courbe. ‘

Par une propriété trés—connue de I’hyperbole , on aura ZY=MX,
ZY'=M'X', MB=M'A, MD=ME, d’ot il suit que les triangles
ZYU, ZY'U , MBH et MEH, déja respectivement semblables aux
triangles XMG , X'M'G’, AM'G’ et DMG leur seront, en outre,
respectivement égaux ; de sorte qu'on aura

OT=UZ=GX=GX', OG=HM=G'A=GD .
On aura, en conséquence ,
XX'=0X'—0X=(0G'+4-G'X)—(0G4GX)=0G—0G=GG" ,
DA= OA —O0D = (0G'4G'A)—(0G+4GD)=06G'—0G=GG’ ;

donc , en effet , XX’=—=DA ; et par conséquent XX’ est constant, quelle
que soit la situation du point Z sur la courbe.
M. Vecten observe que ce théoréme n’est, pour ainsi dire , qu'un
renversement du probléme résolu analitiquement par M. C. G., a la
Tom., XV, 14
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page 26 du précédent volume ; aussi, est—ce , en effet , en cherchant
% résoudre ce méme probléme par des considérations purement
géométriques que M. Sturm y est parvenu. M. Vecten remarque
encore que M. Brianchon , dans son Mémoire sur les lignes du
second ordre (‘art. 1xvil ), a fait voir comment , au moyen de la
propriété de l'hexagone inscrit 4 une section conique , on pouvait
démontrer la premitre partie du théoréme ; mais il s'est contenté
d’énoncer la seconde , qui en est en effet une conséquence nécessaire.

THEOREME 1II. Toute corde d'une hyperbole divise en deux
parties égales la portion de l'une ou de Pautre asymptote comprise
entre les tangentes & ses deux extrémités.

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence manifeste du
précédent. Il en résulte, en effet, que la partie d’'une asymptote
comprise entre la corde et la tangente a4 l'une de ses extrémités doit
étre égale 4 la portion de la méme asymptote comprise entre cette
méme corde et la tangente A son autre extrémité,

M. Vecten remarque QLle ce théoréme fait le sujet de l'art. Lxvi
de louvrage déja cité de M. Brianchon, ou il I'énonce comme une
conséquence de lart. LXVII ; mais qu’il peut étre aussi directement
démontré par des considérations analogues & celles qui conduisent
4 la démonstration du premier , sans le faire dépendre de celui-ci.

THEOREME III. Si , sur une corde d'une hyperbole , considérée
comme diagonale , on consiruit un parallélogramme dont les cétés
soient respectivement paralléles aux deux asymplotes de la courbe ;
Pautre diagonale de ce parallélogramme , prolongée s'tl est nécessaire,
passera par le centre de cette courbe.

Démonstration. Soit MM’ ( fig. 15) une corde d’une hyperbole
gur laquelle, comme diagonale , soit constrnit le parallélogramme
MN'M'N, dont les c6tés opposés soient respectivement paralléles aux
deux asymptotes de la courbe , dont nous supposons le centre en O,
Soient G, G’ les points ot les directions des cotés opposés MN ,
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N'M’ reacontrent l'asympiote qui-ne leur est pas paralléle ; et-soient
H , H' les points ot les deux autres cotés N°M , M'N rencontrent Vautre
asymptote, Par une propriété connue de I'hyperbole, on aura

MBS MG=MH'>MG’ ;

ou bien : .
OGxXN'G=0G'XNG ,
Qu encore
o NGOG/
05

¢ce qui prouve que les trois point N, N, O sont en ligne droite.

M. Sturm , & qui on doit aussi ce théoréme, observe qu’on en
peut déduire la solution du probléme ol ézant donnés trois points
d’une chperbole et des paralléles & ses deux asymptotes, on demande
de construire le centre de la courbe , et par suite ces asymptoles
elles-mémes ?

Ayant, en cffet, trois points de la courbe et des paralléles aux deux
asymptotes , on a, par 12 méme, deux cordes sur lesquellés , comme
diagonales , on peut construire des parallélogrammes de la nature de
celui dont il vient d’éire question ci-dessus ; et , comme les secondes
diagonales de ces parallélogrammes doivent ( Tkéoréme IIT) passer
par le centre de la courbe , ce centre se trouvera déterminé par
leur intersection. ‘

Les deux cordes qui joignent un des points donnés sur la courbe
aux deux autres peuvent étre choisies de trois maniéres différentes’
mais , comme le probléme est évidemment déterminé , quel que soit
le choix qu'on en fera, on trouvera toujours le méme centre, C’ést
cctte considération qui a conduit M. Sturm an quatriéme théoréme
qul se trouve ainsi suffisamment démontré par ce qul precede , €t
quiil nous suffira conséquemment d’énoncer.

THEOREME IV. §; , sur les trois cétés d'un triangle , pris tour
@ tour comme diagonales, on construit des parallélogrammes ; dont
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les cétés - soiént paralléles a deux droites données, les trois autres
diagonales de ces parallélogrammes concourront en un méme point ,
leguel sera le centre d'une hyperbole qui , étant circonscrite au triangle,
aurart ses asymptotes paralléles aux deux droites données.

Ce théoréme appartient , au surplus , 4 la géométrie ¢lémentaire , et
peut éire facilement démontré , sans rien emprunter a la géométrie des
courbes , comme l'ont fait voir MM. Querret et Vecten.

= —
QUESTIONS PROPOSEES.

Probléemes de Geomelrie.

1. A. un méme icosaédre régulier donné on peut inscrire une
infinité de dcdécaédres réguliers, On demande, 1.® quel sera , sur les
faces de l'icosaeédre , le lieu des sommets de tous ces dodécaddres ; 2.°
quelle sera la surface gauche a laquelle appartiendront leurs arétes ; 3.°
enfin , & quelle surface courbe leurs faces seront toutes tangentes ?
I A un méme dodécaddre régulier donné on peut inscrire une in-
finité d’icosatdres réguliers. On demande, 1.° quel sera , sur les faces
du dodécaédre , le licu des sommets de tous ces icosaédres ; 2.° quelle
sera la surface gauche a laquelle appartiendront leurs arétes; 3.° enfin
a quelle surface courbe leurs faces seront toutes tangentes ?

III. A un méme icosaedre régulier donné on peut circonscrire une
infinité de dodécaédres réguliers. On demande, 1.° & quelle courbe &
double courbure appartiendront les sommets de tous ces dodécaédres ;
2.° & quelle surface gauche appartiendront leurs aretes ; enfin, a quelle
surface conique leurs faces seront toutes tangentes ? ‘

IV. A un méme dodécaédre régulier donné on peut circonscrire une
infinité d’icosaédres réguliers. On demande, 1.° & quelle courbe &
double courbure appartiendront les sommets de tous ces icosaédres ;
2.° & quelle surface gauche appartiendront leurs arétes ; 3.° enfin, &
quelle surface conique leurs faces seront toutes tangentes ?
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Dissertation sur la theorie des logarithmes;

Par M. SteIN, professeur de mathématiques au gymnase
de Treves , ancien éleéve de I'école polytechnique (*).

EN réfléchissant sur les résultats obtenus par M. Bouvier, a la
page 2-5 du précédent volume des Annales , il nous a parn que ces
résultats pouvaient étre plus facilement et peut-étre méme plus rigou-
reusement déduits de la définition ordinaire des logarithmes. C’est
‘ce que nous nous proposons de faire voir ici. Nous présenterons ensuite
au lecteur quelques réflexions sur la nature des logarithmes.

1. Soit ¢ la base des logarithmes de Néper; en posant e”_-—_jf‘ s
# sera ce quon appelle le logarithme népérien de y. Cherchons
quelles valeurs de z peuvent correspondre & une méme valeur
réclle de y, et réciproquement quelles valeurs de .y peuvent ré-
pondfe 4 une méme valeur réelle de z.

(*) Nous croyons devoir prévenir nos lecteurs qu’an ro juillet dermier,
le mémoire de M. Vincent, imprimé au commencement du présent vo-
lume,,. était-encore- entre nos mains , et que larticle que I'on va lire nous
a 6té adressé de Tréves, sous la date du 8 du méme mois. :
' J. D. G.

-
e

Tom. XV, n° IV, 1.%" octobre 1824,
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Il est d’abord facile de voir qu'a une méme valeur réelle de y
ne saurait répondre qu’une seule valeur réelle de z, puisque deux
puissances différentes de ¢ ne sauraient étre égales entre elles.
Désignons par r cette valeur réelle, et représentens par zy/ i la
quantité inconnue qui doit lui étre ajoutée pour avoir toutes les
autres ; nous aurons 'ainsi

er+zv__1_—_ r z\/

-1
€ .€ :y >
d’ot, & cause de e"=y , nous conclurons

=N =1
BVI

=1I.

rd

Mais, d’'un autre cété, on sait que

FAV —_—
e v '—=Cos.z+/=:Sin.z ;
donc z sera donné par I'équation
Cos.z-y/ = Sin.z=1 ,

d’ott T'on tire Cos.z=1, Sin.z=o ; ce qui revient i z=—2pw , p
étant un nombre entier positf quelconque. On a donc, en général ,

er+2pav:=]‘ , dolt Logy=rd-2pwy/ =7 . <

Pour avoir le logarithme de —y, nous poserons semblablement
er—l—zv:.—{_

r . . . , .
r étant toujours , comme ci-dessus , le logarithme réel de -}y ;
il viendra ainsi, en simplifiant :
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zv_x
e 1

b

ou bien
COS.Z—[—‘/ g § Sin.z:_-—- 1,

d’ott Cos.z==—T1 , Sin.z=—o0 , ce qui donne z=(2p/4-1)wr , et

par suite
er+(zp/+l.)zr\’:=_y’ d'otx Log(—y):zr—l—(-?P"'l“)"”l/:;' (2)

2. Lorsqu’au contraire on demande quelles peuvent étre les diverses
valeurs de y qui répondent & une méme valeur réelle de z, on
doit essentiellement distinguer trois cas; savoir : celui olt # est un
nombre entier ; celui ott x# est un nombre fractionnaire; et enfin
celui o # est un nombre irrationnel. )

Dans le premier cas, it est manifeste que la puissance ¢* ou y
ne saurait avoir qu’'une seule valeur. Ainsi, le logarithme entier ,
positif ou négatif # ne saurait répondre qu'd un seul nombre .

Si « est fractionnaire , en désignant par % son dénominateur,
e* aura, comme l'on sait, %4 valeurs différentes , dont une réelle

positive. Représentant celle~ci par &, on aura en général ¢*= f/ T,
c’est-a-dire ,

e ou y:::B(Cos.i:—f-{—‘/:{Sin. f—Z:) .

b1

Si enfin I'on suppose z irrationnel , cela reviendra & supposer 4
. . [ 4
infini ; et y aura autant de valeurs différentes qu’en aura Ry'T,
lorsque % est infini. Or, quelque grand que soit %, lexpression

2@ — 2 . (s 474 :
Cos. —Z—- ~+/ =1Sin. —%f aura toujours 4 valeurs différentes, depuis

2z —_— 2w . s —_—
Cos. 5 v/ =1 Sin. — jusqu’a Cos.2w-}-¢/ Z1Sin.2w@ ou zéro , ol

les arcs forment la suite ascendante
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b= 6= 2 (k==1)z

k k

2w
-—k— ’ sss00 000 & ’ 2T .

Si Ton fait croitre % indéfiniment , les termes de cette série se

rapprocheront sans cesse les uns des autres, en conservant toujours
2@

la méme limite supérieure 2w , tandis que la limite inférieure %
descendra continuellement vers zéro. Enfin , # devenant infini, la
suite deviendra continue , et sa limite inférieure sera tout-a-fait
nulle ; donc, dans ce cas, les arcs pourront avoir toutes les valeurs
possibles entre o et 2o, On en devra conclure qu’une expression
quelconque de la forme Cos.z—~-y/ —iSin.z représente, quelque va-
leur réelle et positive qu’on donne & # , une des racines d’un degré
infini de l'unité, L'unité a donc yng infinité de racines d'un degré
infini ; ce qui nous prouve qu’d un méme logarithme irrationnel
doivent répondre une infinité de nombres diflérens.

3. Examinons présentement de plus prés la question des loga-
rithmes des nombres négatifs. En nous appuyant sur ce qui vient
d’étre exposé ci-dessus, nous serons conduits a établir , comme autant
de vérités incontestables,

o H 4
1.° Que, lorsque Log.y est un nombre entier , le nombre né-
gatif —jy ne saurait étre compris parmi ceux qui correspondent &
. C
ce logarl_thme , puisqu’il ne peut alors y correspondre aucun nombre
autre que y;

2.° Que, lorsque Log.y est fractionnaire et de dénominateur
impair , le nombre —y ne saurait davantage correspondre A ce
logarithme ;

3.2 Que, lorsque Log.y est fractionnaire de dénominateur pair,
il répond également aux deux nombres -y et —y;

4° Qu'enfin la méme chose a également lieu lorsque Log.y est.
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irrationnel , puisque rien n’empéche de supposer pair le dénomi-
nateur alors infini (*).

4. En résumant ce que nous venons de dire, on veit qu’il est
nécessaire de bien distingner les trois cas ou le logarithme est entier ,
fractionnaire ou irrationnel ; et que , dans le second cas, il faut
encore considérer séparément la fraction dont le dénominateur est
pair de celle dont le dénominateur est impair. On pourrait néan—
moins faire disparaitre ces différences en modifiant convenablement
la définition. En disant que le logarithme d’'unn nombre est I'expo~
sant de la puissance & laquelle il faut élever ¢ pour avoir ce nombre,
il suffirait d’ajouter que l'on est convenu de dommer & tous les
logarithmes un dénominateur infini. Il y aurait, pour motiver cette
addition a la définition ordinaire, beaucoup de raisons déduites de
la nature méme du calcul des exposans fractionnaires, et sur les—
quelles nous pourrons revenir dans une autre occasion,

5. Quoi qu’il en soit, nous passerons présentement & ce qui nous
parait le plus important dans le sujet qui nous occupe.

Nous venons de voir que , dans certains cas , Logy peut étre
égal & Log.(—y). Cependant , nous avons trouvé plus haut

Log.y=r—-2pwy/ =7 , Log.(—y)=r(zp'+1)=y =1,

valeurs qui , dans auncun cas, ne sauraient coincider. Il faut donc
ou que ces formules ne soient point exactes, ou que nos raison-

(*) Mais rien n’empéche non plus de supposer ce dénominateur impair,
et alors la conclusion deviendra fausse. C’est ici exactement le cas de'la
somme de la suite infinie 1—I4~1—14-1—...... qui est o ou 1, suivant
qu'on suppose l'infini pair ou impair, et qui pourtant n’est réellement
ni l'un ni Pautre. . .
-J. D, G.
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nemens (1, 2) soient erronés (*). Or, il ne sera pas difficile de
voir que l'erreur réside dans nos formules. En effet, aprés avoir
posé Péquation
r4z\—=1
€ =y

4 cause de ¢"=y, nous en avons conclu
z\/-—-x
€ =1 .

. . . . r Z\,‘_
A la vérité, il n’y a aucun doute qu’en divisant ¢ + “pare’,

. . . z\/—1 ..
on ne doive obtenir pour quotient e v ; mais il faut observer
que, si ¢" peut admettre plusieurs valeurs différentes , il ne suffira

.. r4z\| = = .
pas de diviser ¢ v " par une seule de ces valeurs, pour obtenir

zZ\/ =1 . .. rd-z\/_; .
celle de ¢ v , et qu’il faudra alors diviser e +V= successive—

ment par toutes les valeurs que ¢" peut admetire , pour étre ceriain
d’obtenir toutes celles dont e‘v—’ est susceptible. Si denc r est une
fraction dont £ soit le dénominateur, ce ne sera pas par y mais
bien par

2p= —_— 2p=
7,((:05. —Z— -}—-\/--1 Sin. _—{;‘

quil faudra diviser les deux membres de I'équation

er—{—zV:I:y

(®» On a lien d'étre surpris que M. Bouvier , qui a donné les mémes
formules , ne sc soit pas apercu de la contradiction qu’elles présentent ,
- et ait conclu généralemnent que les logarithmes des nombres sont toujours

les mémes , quels que soient les signes de ces nombres,
( Note de M. Stein.)
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pour obtemr la valeur complite de ¢*V™!, Par suite de cette re-

marque , on n‘aura pas, comme ci-dessus , Cos.z-}-{/=1Sin.z=r,
mais

OS-Z+V—1$1H Z—COS. —P— ‘/:,Su), ..:_’ 5
d’olt
=
Z==2mer— -Z— H
donc s

Log.y—=r- (2m—-—2£— ) wy =1 .

»

On trouvera par un raisonnement analogue,

Log.(—y)=r+4- <°m’—]—1—-——> =y =1 .

Si présentement % est un nombre pair, que nous représenterons
par 2z, nous aurons

Lov_y——r—l- <'>m—— ) =y =1,

Log(—p)=rt (em/+x-—-,’,’; Yoy

et , dans le cas présent , on verra facilement que , pour une
valeur quelconque de Log.y , il en existe toujours une de Log.(—y)

qui coincide avec elle.
Si ensuite £ est un nombre impair , en le représentant par 2n+1

nous aurons

Log.y=r-- (:zm-----zn_*_x )wV-; ,

Log(—p)=rt (i 2 )y
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et ici, quelques valeurs entiéres et positives qu'on attribue & 7,
m', p,p,n, on ne parviendra jamais & faire coincider les deux
expressions.

Nous voild donc conduits de nouveau a cette conclusion que
Log.(—y) est ou n'est pas le méme que Log.y , suivant que le
dénominateur % de ce logarithme est pair ou impair.

On voit donc, par ce qui précéde , que les formules

Log y=r+2pwy/ =i , Log(—p)=r-+(zp'+1)oy/ =
ne sont point générales, et ne sauraient étre appliquées qu'au seul

cas ol le logarithme réel de y est un nombre entier ; dans tout

autre cas, 1l faut écrire

Log.y—=r- (zm— ikp—)w‘/: 2

) ’
Log. (—y)=r+(m'+1— 2 > o=,
k éant le dénominateur du logarithme réel de y.

6. Nous ferons , en terminant, une observation ‘qui se présente
~ pour ainsi dire d’elle-méme : c’est que, lorsqu’on veut raisonner sar
un logarithme développé en série , soit sous la forme ordinaire ,
soit sous toute autre, il ne suffit pas d’écrire

—“s‘.c.o-;

y—1 (y—1) | (y=—1)
Log.y— _
) 08" 1 2 + 3
~mais qu'il est nécessaire d'ajouter au développenient 'une ou lautre
quantité ’ ’
2p \_

2p \ — o e
(2m—T /,.W‘/-—[ I (2m+l”— "l:' )m‘/‘-l ’

suivant que y est un nombre positf ou négatif (*).

(*) Une remarque analogue nous avait déja €ié faite par M. Querret,’a
Poccasion de la formale de M. Bouvier. J. D. G.



PROPORTICNNALITE DES FORCES AUX VITESSES. 113

DYNAMIQUE,

Note sur la proportionnalite des forces aux vitesses ;

Par M. QuERRET , ancien chef d'institution.

Extrait d'une lettre au Rédacteur des Annales.

En examinant la démonstration , déja extrémement simple , donnée
par M. le capitaine Fauquier , de la proportionnalité des forces aux
vitesses (*), il m’a semblé , Monsieur , qu’elle pouvait étre sim-

plifiée encore en la présentant comme il suit :
Soient 7 la vitesse due au mouvement de la terre et F la

force ; on aura, en général,

V=o(F) ;

ainst , en décomposant la force F en trois forces rectangulaires
a,b,c, et représentant respectivement par x , ¥ , z les compo-
santes de la vitesse suivant leurs directtons, on aura

r=¢(a) , y=o(@), z=p() .

Supposons” présentement le mobile sollicité par une force F7,

(‘;) Voyez tom. XIV, pag. 370. .
y 1 PSS J. D. G.
Tom, XV, 16
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étrangére au mouvement de la terre, et dont les composantes , suivant
les mémes directions que celles de £, soient respectivement a’, 4/,
¢’ ; ce mobile sera donc sollicité suivant les axes par les forces
ata’ , b4 , ¢4’ ; ainsi les composantes de ces vitesses
totales suivant ces mémes axes seront

v(a+-a’) , (6407 (e’ 3

de sorte que, par exemple, en désignant par z’ l'accroissement de
la vitesse # dii & la force #7, on aura

a-pal=g(a4-a")y=p(a)4¢/(@) = 49"(@) Z v 3

1.2

puis donc que z=—¢(«) , on tirera de I

. o 13
'=¢/(a) = +<P”(”)’:—“; ~+¢"/(2) ::3 e

Cela posé, en admettant que la vitesse relative doit étre indé-
pendante du mouvement de la terre, et que cette condition exige
que , le second membre étant indépendant de @, les coefficiens des
puissances de @’/ en soient aussi indépendans ou soient constans,
on aura ¢’(¢)=Fk , k étant une constante. De 13 on déduira ¢”/(a)—o0,
@"(@)==0 ye.uv...i3 ce qui réduira Péquation ci-dessu§ A a'=kal.
On aura pareillement y/’=—£k4/, z/=Fksd’ ; d’olt on conclura , comme
M. Fauquier , que sZ une jforce f imprime & un mobile une vitesse v ,
on aura, en général , v=Kkf, k étant une constante.

Agréez , etc.

La Motte, prés St-Mélo, le 10 juin 1824
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Démonstration elémentaire de la proprieté de minimum
dont jouissent le perimétre du carr€ et la surface du
cube , parmi les parallélogrammes rectangles de
méme surface , et les parallélipipédes rectangles de
méme volume ;

Par M. L. C. Bouvigr , ex-officier du génie , ancien éleve
de I'école polytechnique.

e W W W e W T T W

I Son‘ t le coté d’'un carré donné , sa surface sera #* et son
périmétre 4.

Si Pon nie que ce périmétre soit minimum entre ceux des
rectangles de méme surface , il faudra admettre qu’il existe un
rectangle équivalent au carré donné ayant un périmétre moindre
que le sien. Soient z, y les deux dimensions de ce rectangle,
sa surface sera zy et son périmétre 2(2--y) ; et 'on devra avoir

xy=1', 2(z+y) <4t . ‘

En vertu de xy=#, si x et ¥ sontinégaux, ils ne pourront étre
‘ni tous deux plus grands ni tous deux plus petits que 7 ; d’'un autre
€bté, I'un d’eux ne pourra étre égal & 2, puisqu’alors l'autre de-
vrait I'étre aussi ; il faudra donc que I'un soit plus grand et 'autre
plus petit que 7. Si donc on suppose #>y , on devra avoir #>7#,
et 'on pourra poser a=p¢, p éant >1.
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. ’ 7 . 14
Cette valeur de x , substituée dans ’équation , donnera y=—;
p

substituant ensuite les valeurs de z et y dans l'indgalité , elle de-
viendra, en divisant par 27, chassant le dénominateur et transposant,

pP—zp+1<o, ou (p—1)'<o s

conclusion absurde qui prouve la vérit¢ de la proposition que nous
voulions démontrer.

Il est facile d'en conclure qu'a l'inverse de tous les rectangles
de méme périmétre le carré a le maximum de surface ; car, en
admettant que la surface d'un certain rectangle R pit excéder
celle d'un carré C de méme périmétre; on n’aurait qu’a construire
un rectangle R/ semblable & R et équivalent & C ; et ce rectangle
se trouverait d'un moindre périmétre que C, contrairement a ce
qui vient d’étre démontré,

II. Soit # l'aréte d'un cube donné ; son volume sera 7 et sa
surface Gz°. -

Si l'on nie que cette surface soit minimum parmi celles des
parallélipipédes rectangles équivalens an cube dont il sagit , il
faudra admettre qu’il existe un parallélipipéde rectangle , équivalant
au cube donné , ayant une surface moindre que la sienne, Soient x ,.
¥z les trois dimensions de ce parallélipipéde; son volume sera zyz

et sa surface 2(zy—+-zz-{-yz); et l'on devra avoir

xyz=1* 2(aytxz4-yz) <68 o

En vertn de 2zyz=s*, si , comme on le suppose , les trois
quantités x , y, z ne sont pas égales entre elles et conséquemment
a¢, il y en aura au moins une plus grande et une autre plus
petite que 7z En effet , on n'en saurait d’abord supposer deux

égales a 7, puisqu’alors la troisitme devrait I'étre aussi; et si I'on
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en supposait unc scuie €zale & 7, on retomberait dans le cas dis-
cuté ci-dessus , et counséqu.mment des deux restantes , l'une devrait
étre plus grande et l'autre plus poiie que 2 On voit dlaillenrs
que l'on ne saurait les supposer zi- toutes trois plus grandes ni
toutes trois plus petites que 7, Enfin , si i'on en supposait deux
plus grandes que 7, la treisiémie, par compensation , devrait étre
plus petite ; et si, au coutraiie, on en supposait deux plus petites,
la troisiéme, par compensation , devrait étre plus grande.

Soient douc

x>, y<?;
NnoOLS pourrons POSQI‘

r=p?¢ , y=- ,

p €t ¢ btant des nombres plus grands que l'unité.

. . ¢
Ces valenrs , substituées dans 1’équation , donneront =7 ; subs~
: P

titnant ensuite les valeurs de x, y, z dans linégalité, elle de-
viendra , en divisant par 277,

14 4
- +7+ - <3,
g P
ou, en chassant les dénominateurs et transposant, -

P +py+g—3p9<o ,

ou encore

(p—9)"+9(p—1)(g—1) <0}

conclusion absurde , qui prouve la vérité de la proposition que
nous avons annoncée.

Il est facile d’en conclure qu'a linverse de tous les parallélipi-
peédes rectangles de méme surface le cube a le minimum de volume;
car, en admettant que le volume d’un certain parallélipipéde rec-
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tangle P pit excéder celui d'un cube C de méme surface ; on
n’anrait qu'a constrnire un parallélipipéde rectangle P/, semblable
2 P et équivalent & C; et ce parallélipipéde se trouverait d’une
moindre surface que C , contrairement & ce qui vient d’étre démontré.

M. LuviLizr, dans son ouvrage De relatione mutud capactiatis ,
etc., a démontré le méme théordme, tant géométriquement qu’al-
gébriquement ; mais, comme il le déduit d’un autre plus général ,
sa démonstration est naturellement beaucoup plus longue et plus
compliquée ; aussi n’a-t-elle aucun rapport avec celle-ci.

E— sowem—

ANALISE ELEMENTAIRE.

Solution dun paradoxe que présenlent les équations du’
deuxiéme degre;

Par un ABONNE,

s e e e e o e e

SOIT I'équation

ax*+4-bxr—+-c=o , (1)
on en tire, comme l'on sait,

-—ﬁi\/b—;-:’,_aé (*) . (2)

206

r=

(*) La maniére la plus correcte de parvenir & ce résultat semble étre la
suivante : en multipliant I'équation (1) par 4o, et transposant , elle
devient
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Si l'on suppose a==o , léquation (1) se réduit &

. [
bar-t-c=o , qui donne T=—

et la formule (2) donne
—bkb

r=

o

ce qui donne ces deux valeurs z==3 et z=c0 ; et il sagit d’ex—
pliquer l'origine de ces deux valeurs, et pourquoi elles ne sont ni
l'ane ni l'autre celle qui doit répondre a ce cas.

harx24-fabx==—fjac ,
puis , en ajoutant b2 a4 ehaque membre,

(ax4-b)*=b’—jac ,
d’otr

20x4-b==\[b2—fuc ,

équation qui , résclue par rapport 2 x, donne le résultat (2).

Nous faisons cette observation , parce que mous avons quelquefois vu
tourmenter de pauvres jeunes-gens dans des examens , en leur interdisant
la faculté de diviser ou de multiplier par a avant de résoudre I’équation ,
apparemment Po/ur les rendre systématiquement maladroits.

Nous ne voyens pas non plus trop bien pourquoi on est dans l’usa"e
de mettre cette formule sous la forme

.._.__+ —

4a2

3 moins cependant que ce ne soit pour la rendre un peu plus embarrassante

a écrire et pour donner un peu plus de travail am calculateaur , dans le

cas des appliéations numériques , lorsque ni & ni ¢ ne sont divisibles par a.
J. D. G.
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Pour cela, remarguons d’abord que la supposition de a=—o ne
fait nécessairement évanouir le terme ¢2® qu’autant qu’on suppose
tacitement que x est une quantité finie ; car, si I'on pose a la
fois =0 et x==wx , loin qu'alors le terme sz* devienne néces~
sairement nul, il pourra avoir alors une valeur infinie.

Si T'on rejette cette valeur ; il ne reste plus que la valeur =2,

. . . . . € .
qui renferme bien implicitement la valeur r=—-==; et si I’on nous

demande pourquoi elle prend cette sorte de masque , nous répon-
drons que- les formules analitiques ne pouvant jamais se trouver
en défaut, il faut nécessairement qu’il en soit ainsi foztes les for's
gu'on emploie & la recherche d'une inconnue un procédé susceptible
de donner pour cetfe inconnue plus ou moins de valeurs qu'elle
n'en doit réellement avoir , puisque I'analise n’a aucune raison pour
exclure ou admettre quelques-unes de ces valeurs de préférence a

d’autres.
. ’ €
Pour faire éclore la valeur T=— de la formule (2) , on a

communément recours au développement du radical en série : cest
a peu prés employer une machine & vapeur & haute pression pour
soulever une mouche. On parvient de suite au but en mulupliant
les deux termes de la fraction valeur de 2z par —& 3/ bZac 5
elle devient ainsi

2¢ (*>

xr— — —— :

—é.}. V br=—jac g

et alors en posant a==o, on obtient de suite
[4

== , T=—

comme cela doit étre.

<

(*) On obtient immédiatement les valeurs de x sous cette forme , en divisant
Téquation (1) par x2 , résolvant 1’équation résultante par rapport a ol et

concluant ensuite la valeur de x. J. D, G,
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Note sur Dintéeration dune classe particuliére
S P
d'équations ; '

Par M. J. L. Woisarp, professeur aux écoles d’artillerie.

s W s Wt e W s

SOIT une équation différentielle du premier ordre de la forme

F(z—M , y—N)=—o , (1)
dy

dans laquelle M et N sont supposées des fonctions de p ou pral

si ces fonctions sont telles quon ait
dN dM )
(7)=(%) @

Vintégration pourra étre exécutde avec la plus grande facilité , ainsi

qu'on va le voir,
En différentiant la proposée , elle prendra la forme

L am aN
Gdzx+-Hdy—G rr dp—H T dp=o0 ; 3)

G et H étant des fonctions de z— et y—N. Remplagant dans
, : dN dm .
cette équation dy par pdz et 7 par p -&;—,elle deviendra

Tomn. XV. 17
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. air
on bie_n

(G4Hp) (dx-— %I d,))—_—o;

équation qui est satisfuite en posant

dnr.
dr— rr dp ,
d'ott o
a=MNta . (4)

Si , dans la méme équation (3), on met pour dr sa valeur

y am 1 dN )
T et pour — sa valeur —.— , elle deviendra
’ dp p dp

S w
(G+Ep)dy—(6+Hp) 'u}T dp=o.,

ou bien
dN
(G-+-Hp) (d_)"——d—l; dp/ ;"0 H
équation qui est sa_tis_fait_e en posant

dN

d)f:—&— dp ,

d’olt -
y=N+0 ; - ®

domc lintégrale’ compléte ‘de I'équation (1) résultera de Iélimi-

nation de g entre les équations (4) et (5). Cette équation renfermera
deux constantes arbitraires ¢ et 4; mais elles n’équivaudront réel-
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lement qu’a une seule; car, en mettant pour « et y dans I'équa-
tion (1) les valeurs données par les équations (4) et (5) , on obtieat,
entre ces deux constantes, I'équation de relation

F(a s 5):0 .
Soit prise ; pour exemple, I'équation
y—p'=Log.(z—2p) ,

dang laquelle les fonctions p* et 2p satisfont & la condition que
ndus avons supposé avoir lien. Pour en avoir l'intégrale , il suffira

d’éliminer p entre les deux équations

a=zp+ta , y=p+b
ce qui donnera
4( _y—&)::(:v-—-ar)‘2 5

équation dans laquelle les deux constantes @ et & seront lides par
la relation 4=Log.z; de sorte qu’on pourra ¢crire

4(y—Log.a)=(x—a)’ ,

comme on peut d'ailleurs le vérifier par la différentiation -et 'éli~

mination de a (*).
La classe d’équations que nous venons de considérer comprend

toutes celles dont Vintégrale complite représente une suite de
courbes égales et parallcles.
Metz , 16 juin 1824.

"

(*) Ce probléme est I'inverse -de-celui qui a été traité-2 la page 294 du

précédent volume,
J. D. G,
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QUESTIONS RESOLUES.

Solution des deux problémes de dynamique, et reﬂea:ions
sur le probléme de situation proposés a la page 330
du VI1Il® volume des Annales ;

Par M. Tepenar, recteur honoraire, correspondant de
Tacadémie royale des sciences,

-~ —

Au Rédacteur des Annalesy

. 4
Mo~ CHER PROFESSEUR,

IL. est dans votre recueil un assez grand nombre de guestions
proposées qui sont demenrées jusqu’ici sans solution; soit que vos
lecteurs , trop superficiellement peut--étre , les aient jugées de peu
d’intérét , soit qu’ils les aient trouvées trop difficiles , comme i} arrive
en effet pour quelques-uns , soit encore qu’ils n’en aient obtenu
que des solutions trop compliquées et trop peu élégantes pour mé-
riter d’étre mises au jour. Il n’en est pas en effet de celui qui publie
un recueil de problémes de son choix comme de celui qui traite
des problémes qui lui sont indiqués. Le premier peut, en effet,
s’essayer sur un trés-grand nombre , et faire ensuite parade de
sa sagacité , en ne mettant en lumiére que ceux d’entre eux de la
solution desquels il a lien d’étre pleinement satisfait-, tandis que
Pautre , dont la tiche est tracée, se trouve dans une position
beaucoup’ moins favorable,
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- En examinant , en particulier , les trois questions proposdes a
la fin de votre VIIL® volume, et qui sont du nombre de celles
‘qui sont demeurées sans solution , il m’a paru que les deux pre-
miéres pouvaient facilement étre ramenées 4 d’autres sur la solution

desquelles les traités élémentaires de mécanique ne laissent plus

‘aujourd’hui rien a désirer ; et quant a la troisitme , elle ne
.semble abordable que dans un seul cas ol elle est extrémement
facile. Je consigne ici mes réflexions sur ces trois questions, sans

aucune prétention , et telles exactement qu’elles se sont offertes &

mon esprit.

Je vais d’abord ramener le premier des deux problémes de
:«dynamique d un énoncé un peu plus général qui , sans le com-
pliquer davantage-, le rendra d'un aspect plus élégant , et en fera
:«dépendre la solution de calculs tout-a—fait symétriques.
PROBLEME I. Un point , sollicité par une foree accélératrice ,
constante ou variable , tant dintensité que de direction, est assu-
jelti & se mouvoir librement sur wune drotte indéfinie ; cette droite
elic-méme est asswyjeltie & se mouvoir sur deux courbes fizes
de maniére & avoir ‘constamment les deux mémes points de sa
direction sur ces courbes ; on demande , d'aprés ces conditions ,
dassigner les circonstances du mouvement du pornt dont il sagit.
Solution. Soit k T'intervalle entre les points de la droite mobile
qui doivent se trouver constamment sur les deux courbes fixes.
Si 'on congoit que de I'un quelconque des points de la premiére de
ces deux courbes pris pour centre, et avec le rayon 4, on décrive
une sphere, cette sphére coupera généralement la seconde courbe.
en deux points au moins dont les rayons indiqueront les directions
que pourra prendre la droite mobile , lorsqu’elle passera par le
point ainsi choisi sur la premiére courbe; et , comme il en ira de
méme pour tous les autres points pris sur cette courbe, il s‘ensuit
que toutes les situations que pourra prendre dans l'espace la droite
que le point mobile est assujetti & parcourir appartiendront & une
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certaine surface gauche, ayant deux nappes au moins qui se cou-
peront suivant cette courbe ; et, comme on peut prendre la seconde
courbe pour la premiére et vice versd , on peut dire que toutes
les situatious possibles de la droite que le mobile est assujetti &
parcourir sont comprises dans une surface gauche a4 deux nappes
au moins se coupant suivant les deux courbes fixes. Il est évident
en outre que toute droite tracée sur l'une ou l'autre nappes peut
étre réputée une des positions de la droite mobile; et puisque le
point mobile peut avoir une sitnation quelconque sur cette droite , il
s’ensuit que ce point peut, d’aprésles conditions du mouvement, occuper
une place quelconque sur l'une ou l'autre nappes , et ne saurait
se trouver hors d’elles. '

Tout I'effet de Pappareil qui maitrise le mouvement du point que nous
considérons se réduit donc 4 le contraindre & ne pas abandonner
une surface courbe tout-a—fait déterminée , sur laquelle d’ailleurs
il peut se mouvoir librement , de telle sorte que cette surface courbe
-peut étre subtituée A l'appareil dont il s’agit , sans que les
circonstances du mouvement en éprouvent la moindre altération.
Le probléme se trouve donc ainsi ramené & celui du mouvement
d’'un point sur une surface déterminée; probléme dont la solution
est familiére a tous ceux qui ont cultivé la mécanique rationnelle.

Quant 3 la recherche de l'équation de la surface gauche sur la-
quelle le mobile est assujetti & se mouvoir , elle ne présente que
des difficultés ordinaires de calcul. En désignant en effet par
(#, ¥, z) un quelconque des points de la droite mobile, par
(55, z), (a”, 5", z) les points communs & cette droite et
aux deux courbes fixes sur lesquelles elle repose , on aura d’abord

(@) —y Y (Y =F
&t _ y_.yl Zemz!
xl—xll Yyt glemmzt
On pourra ensuite supposer que les équations données des denx
courbes fixes sont
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M=o , M=o

N'—o ; N''—=o¢ ;

M/, N étant des fonctions donndes de 2/, ¥/, z/; et 3/, NV
des fonctions également données de 2/, y” , z”. Eliminant donc
les siz quantités 2/, y/, 2/, ", y/, z/ entre ces sept équations ,
Yéquation résultante en x , y , z sera celle de la surface
demandde.

Si les courbes fixes données étaient deux courbes planes situdes
dans un méme plan , ce plan serait évidemment la surface sur
laquelle le point mobile serait assujetti & se mouvoir ; et les lois
de son mouvement se trouveraient indépendantes de la nature de
ces deux courbes. '

Si, dans ce cas particulier , la force accélératrice était constante

d’intensité et de direction , on se trouverait ramené 4 la théorie
ordinaire du mouvement des graves sur les plans inclinés.
..Et si, en outre , cette force accélératrice constante était située
dans le plan méme que le point mobile est assujetti & parcourir ,
le probléme reviendrait é celui de la chute libre des corps pesans
dans ’espace.

. PROBLEME II. Donner- la théorie du mouvement du pendule
simple dune longueur variable et jfonction de Fangle que fait sa
direction avec la verticale , en supposant dailleurs le point de
suspension fixe ?

Solution. Soit u la_longueur que se trouve avoir le pendule,
lorsque sa direction fait un angle 7z avec la verticale ; on devra
avoir w=o(’) , ¢ désignant une fonction donnée quelconque. Cette
équation sera €videmmeni I’équation polaire de la courbe que le
mobile fixé & l'extrémité inférieure du pendule sera contraint de
décrire , et les variations que ce pendule éprouvera dans sa lon-
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gueur n'auront d’autre effet que de Iui faire parcourir cette courbe
qui pourra le remplacer , par rapport au mobile, sans que les
circonstances de son mouvement en soient aucunement altérées. Le
prokléme se trouve donc ramené i la recherche des circonstances
du mouvement d'un point matériel pesant le long d’une courbe plane
dont le plan est vertical , c’est-d-dire , & un probléme complétement

traité dans tous les ouvrages ¢lémentaires.

PROBLEME IIl. On a fait des sections dans un polyddre ré-
gulier , par des plans indéfinis , perpendiculaires sur les milieux
de toutes ses arétes. On a opéré de la méme maniére sur tous les
corps résultant de cette premiére décomposition , et ainsi de suite
indéfiniment. On demande , pour chacun des cing polyédres réguliers,
guels seront , aprés un nombre quelconque de semblables opérations ,
le nombre et la nature de parties résuliantes ?

Réflexions. La solution de ce probléme se présente pour ainsi
dire d’elle-méme pour I'hexaédre , attendu qu’on obtient constam~—
ment des hexaédres , et qu'd chaque opdration on en obtient un
nombre huit fois plus grand ; de sorte qu'aprds un nombre z
d’opérations le nombre des hexaedres obtenus est 8%

Mais le probléme semble tout-d-fait inabordable pour tous les
antres polyédres réguliers, attendu que , dés la premiére opération ,
on cesse d’obtenir des polyédres réguliers. Pour le tétraédre, par
exemple , une premiére opération donne vingt - quatre tétraédres
partiels , égaux entre eux ; mais ces téiraédres ne sont plus réguliers
et une seconde opération les décompose en -portions si peu régu~
litres quil devient déjd trés-difficile d’en assigner le nombre et la
nature ; et ’on concoit qu’il en serait de méme , & plus forte raison,
pour les "opérations subséquentes, Ce serait bien pire encore s'il
s'agissait des autres polyédres différens du cube.

- Ce serait vainement qu’on tenterait de zendre le probléme plus
traitable en assujettissant les plans coupant a des conditions diffé~.
rentes. Si, par exemple , on exigeait que ces plans passassent par
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les milieux des arétes des divers sommets du polyédre , on tirerait
du tétracdre quatre autres tétraédres réguliers comme lui, plus un
octaédre également régulier ; mais , en opérant de la méme manicre
sur cet octaedre , on en obliendrait six pyramides quadrangulaires,
plus un corps terminé par six carrds et par huit triangles équila-
téraux ; la méme opération faite sur le cube conduirait de prime
abord & ce méme corps et 3 huit tétracdres non réguliers.

Si Fon voulait assujettir les plans coupaus & étre paralléles aux
faces opposées et & passer emr outre par le centre du polyédre , ce
qui rentrerait pour le cube dans le cas proposé; on exclurait
d’abord le tétraédre, ott il n’y a point de faces opposées. Or,
en opérant sur Voctaédre , une premiére opération donnerait six
octaédres et huit tétraédres , tous réguliers ; et, & raison de ces
tétraédres , opération ne pourrait plus se poursuivre.

On concevra facilement toute la difficulté du probléme en con-
sidérant qu’il a son analogue pour les polygones réguliers, ol il
semblerait devoir étre incomparablement pius facile ; et que pour-
tant , le carré excepté qui donne pour résultat 4*, on ne voit
pas trop comment on pourrait le résoudre généralement pour tout

autre polygone.

. -Agréez , etc.
St-Geniez , le 5 juin 1824,

Deéemonstration des deuax théorémes de statique €nonces
a la page 391 du XIV.* volume des Annales ;

Par M. Steiv, professeur de mathématiques au gymnase
. de Treéves, ancien éleve de I'école polytechnique ;
Et M. Querrer , ancien chef d’institution,

(o o Vla Via Vo 1o Vi V1o Sia o )

THE’ OREMEL Si des masses égales, placées d'abord arbitrairement
sur les directions des cotés d'un polygone rectiligne fermé quel-

Tom. XV, 18
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conque , plan ou ~gauche , parcourcnt simulitanément et dans le
méme sens, sur ces direcitons , des longueurs respectivement pro-
portionnelles & cclles de ces mémes cités , leur centre commun de
gravité demcurera immobile.

THEOREME II. S des masses proportionnelles aux longueurs
des céiés d'un polygone rectiligne fermé gquelconque , plan ou
gauche , placées dabord arbitrairement sur les directions respec—
gives de ces mémes cOiés , vy parcourent simultanément dans le
méme sens des longueurs égales, leur centre commun de gravité
demeurera immobile.

Démonstration. Concevons que , dans une situation quelconque
de ces masses, on décompose chacune d'elles en deux autres placées
aux extrémités du codté sur la direction duquel elle se trouve si”
tuée ; le systtme se trouvera ainsi transformé en un systéme de
masses en méme nombre , et de méme valeur totale , applignées
aux sommets du polygone ; et tout consiste & faire voir qu'en quel-
que situation des masses primitives que l'on opére cette transfor-
mation , les nouvelles masses placées aux sommets du polygone
serout toujours les méines. '

Soient A , B, C, trois sommets consécutifs quelconques du
polygone ; soient, pour une époque quelconque, A/, B/ les situa-
tions simultanées de deux masses sur les directions respectives AB,
BC; et sotent, pour une autre épogue A7, B/, les sitnations .de
ces mémes masses sur les mémes directions.

1.° Si nous supposons d’abord ces masses égales , en désignant
l'une d’elles par P; si I'on décompose tour & tour celle qui est
placée en A’ en deux autres placées en A et B, et celle qui est
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placéde en B/ en denx autres placées en B et C, les deux masses
placdes en B en vertu de cette double décomposition auront res—
pectivement pour expression

AN BC
Y —— P —
P AB °? BC

et pourront conséquemment.étre remplacées par la masse unique
AV, BC '
P(55 :
%

appliquée au méme point B. Si, lorsque ces deux masses seront
parveuues en A’ et B”, on op¢re une semblable décomposition ,

la masse uniqne appliquée en B aura pour expression
A&" B#C
P >
BC /°?
¢’est-d~dire ,

pi( AV BC AAr BN)
LY + BC /§°

mais , par hypothése ,
AAZ BT

AB G ’

donc cette masse aura simplement pour expression

’ BC
P(A& );

c’est-i-dire quelle sera la méme que dans le premier cas, ce qui
démontre-le premier des deux théorémes énoneés.

2.° Si nous supposons , en second lieu , les masses indgales ,
en les représentant resp rectivement par P et Q, la masse unique
ap’plxquu en B sera, en vertu de la premlcre decomposmon

P, XE“"Q'EG‘ :

et, en vertu dela seconde,
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AA» B/C
"AB T BC

132

Cette derniére expression revient i

AN/ BC A/AY B/B”
P._ . . — . s
a T g2 AB BC ’

mais , par hypothése ,

P AB
'—é = -B;-C— s et A(;&”:B/B”"
done
P.AAY AB
-Q.pB” — BC°®
ou bien
AIAII BIBII
‘' AB T <" BC ?

donc, & la seconde époque, la masse appliquée en B anra sim-
plement pour expression
AN B/C
Pyt g
c’est-a-dire qu’elle sera encore la méme qu’d la premiére époque,

ce qui démontre le dernier des deux théorémes énoncés.
- —

.
QUESTIONS PROPOSEES.
Problémes de Geométrie.

L EN’I‘RE tous les arcs de cercles de méme longueur et de diffé-
rens rayons , quel est celui qui comprend la plus grande surface

entre lui et sa corde ?
Il. Entre toutes les calottes sphériques de méme surface et de

différens rayons, quelle est celle qui comprend le plus grand vo-
lume entre elle et le plan du cercle qui lui sert de base?
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o

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Démonstration des propriétés des quadrilatéres & la
fois inscriptibles et circonscriptibles au cercle ;

Par M. J. B. Durranpe , professeur de physique au
collége royal de Marseille.

e W s

LEs principales propriétés des quadrilatéres inscrits ou circonscrits
au cercle sont connues depuis long—temps : mais quelques-unes
seulement ont été introduites dans les traités élémentaires de¢ géo-
métrie. Les autres se trouvent reléguées dans quelques ouvrages
particuliers que consultent rarement ceux qui ne font pas une étude
spéciale de la géométrie; et il en résulte que la connaissance de
ces derniéres propriétés n’est pas assez généralement répandue. Ces
propriétés peuvent pourtant étre assez simplement démontrées , en
y appliquant, comme je l'ai déja fait, dans quelques articles des
Annales , les principes sur les contacts des cercles ; principes qui
m’ont toujours paru d'un facile secours dans toutes les recherches
de ce genre. _

Je me propose de compléter ici ce que j’ai déja publié sur cette
matiére , en présentant la démonstration des propriétés des qua—
drilatéres qui sont a la fois inscrits & un cercle et circonscrits 2
un autre , propriétés dont la découverte est due 3 M. Poncelet ,
qui les a fait connaitre dans son Traizé des propriétés projectives
des figures ( pag. 283 et 360 ) ; et elles ne sont pas la partie la
moins curieuse de l'excellent ouvrage de ce géomeétre.

Tom. XV ,n° V, 1.°" nocernbre 1824, 19
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Si je me permets de revenir sur un sujet déjd traité par M.
Poncelet , ce n’est, certes , pas que jaie la prétention de faire mieux
que lui; mais , comme les démonstrations qu'il donne des propo—
sitions dont il va étre question reposent sur des considérations qui
n’ont point encore obtenu et pourront méme ne pas obtenir de
long-temps encore l'assentiment universel des géométres, jai pensé
faire une chose agréable & cenx qui ne connaissent pas encore les
propriétés dont il s’agit, ou qui ne les crotraicnt pas suffisamment
établies par les doctrines particuliéres a4 ce savant estimable , en
les leur démontrant ici par les principes rigoureux de l’ancienne
géométrie; persuadé que M. Poncelet lui — méme me pardonnera
volontiers une excursion sur son domaine qui n’a d’autre but que
de répandre davantage, en les rendant plus accessibles , les dé-
couvertes dont il a enrichi la géométrie.

Les considérations employées par M. Poncelet, et qui ne pa-
raissent pas de nature & satisfaire pleinement les amateurs zélés de
la géométrie Euclidienne, sont, d’une part, celles qu’il déduit de
la loi de continuité , et d’une autre, celles qui se rapportent aux
drottes variables de situation considérées comme s’éloignant 4 V'infini
de certains points ou de certaines autres droites.

On a vu, par le rapport de M. Cauchy d I'fustitut, sur 'ou-
vrage de M. Poncelet, ce que pense cet habile professeur du principe de
continuité, qu’il regarde seulement comme une forte induction et
comme une méthode de recherche. M. Poncelet lui-méme n’a pn
le considérer autrement, puisqu’il ne I'a proprement démontré nulle
part. Ainsi, tant que ce principe n’aura pas regn la sanction qu’une
démonstration rigoureuse pent seule lui faire acqudérir, les géo-
métres, jaloux de conserver & la science cette antique prérogative
de certitude qui la caractérise , rejetteront ces principes métaphysiques.
qui , aprés avoir bouleversé toutes les sciences ou ils se sont in-
troduits, ne manqueraient pas de porter le désordre dans celle qui
a traversé les stécles sams recevoir aucune atteinte.

En accordant & M. Poncelet que son principe de continuité par~",
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empreindre de son caractére tous les faits géométriques connus, on
n’en scra pas moins fondé & lui en demander la démonstration ;
et je ne la crois pas facile & donner , précisément parce que ce
principe érigé en loi n'est pas une propriété positive , susceptible
de tel ou tel genre de démonstration , mais bien plutét le résumé
général d’une muliitude de faits connus , lequel , par sa trop grande
généralitd méme, me semble devoir se dérober & tous les efforts
que Yon voudrait faire dans la vue de le démontrer.

Ce que je vieus de dire semble pouvoir étre également appliqué
4 un auatre geare de considération dent Pauteur fait aussi un usage
trés-fréquent , et qui consiste 4 supposer gue des droites passent 3
Vinfini. Ce principe, comme le précédent, employé avec trop de
précipitation , semblerait de nature & légitimer beaucoup d'erreurs ;
et c’en est assez pour que ceux qui attachent encore quelque prix
4 Pancienne maniére de procéder en géométrie répugnent a en faire
usage.

Ce n’est pas pourtant que je pense qu’on ne puisse démontrer
rigoureusement les propositions dont la géométrie se compose qu’en
s'asireingnant & suivre servilement la marche tracée par les anciens.
Ce que jai dit ailleurs de la maniére large dont je voudrais que
I'on traitit présentement la géométrie pure semble devoir me jus—
tifiec sullisamment de ce reproche. Mais je ne pense pas non plus
‘quil doive étre permis de s’écarter aussi essentiellement de cette
marche qu'a tenté de le faire Vestimable auteur du Treizé des
propriétés projectives.

Mon but étant de compléter la théorie élémentaire des propriétés
des quadrilatéres inscrits et circonscrits au cercle , j’ai pensé qu’il
convenait d’abord d’offrir un résumé de ces propriétés, en rassem-
. blant ici tout ce qu’on a trouvé de plus intéressant sur cette matiére.

Les propriétés les plus élémentaires du quadrilatére inscrit au
cercle, démonirées dans les élémens, sont les suivantes :
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THEOREME I. Dans tout quadrilatére inscrit au cercle , la
somme de deux angles opposés est égale @ la somme des deux
aulres.
Et réciproguement , tout quadrilatére dans lequel les sommes
d'angles opposés sont égales est par 16 méme inscriptible au cercle.

THEOREME II. Dans tout quadrilatére inscrit au cercle , le
rectangle des segmens de I'une des diagonales est égal au rectangle
des segmens de l'autre diagonale.

Et réciproquement , tout quadrilatére dans fequel les rectangles
des segmens des deux diagonales sont égaux est par la méme
inscriptible au cercle.

THEOREME III. Dans fout quadrilatére inscrit , le rectangle
des diagonales est égal & la somme des rectangles des cotés
apposés.

THEOREME IV. Dans tout quadrilatére inscrit , les diagonales
sont entre elles comme les sommes des rectangles des cotés qui
partent de leurs extrémités.

A ces propriétés on peut encore ajouter les propriétés des quadrila-
téres inscrits a diagonales orthogonales découvertes par Archiméde , et

)

. étendues & la sphére par Carnot.

THEOREME V. Dans tout quadrilatére inscrit , & diagonales
orthogonales, 1.° la somme des carrés des quatre cotés est double
du carré du diamétre ; 2.° la somme des carrés des quatre seg—
mens des diagonales est égale au carré du diaméire ; 3.° enfin ,
la somme des carrés des deux diagonales est égale au carré du
diaméire , moins le quadruple du carré de la distance de leur
point de concours au centre du cercle.

Passons actuellement aux propriétés des quadrilatéres circonscrits.

THEOREME VI. Dans tout guadrilatére circonscrit au cercle
la somme de deuz cbtés opposés est égale & la somme des deuw
dutres.
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E? réciproguement , tout quadrilatire dans lequed les sommes de
cbtés opposés sont égales est circonscripiible au cercle.

Je me suis occupé de cette réciproque & la page 49 du VL
volume des Annales, et jai fait voir ( page 50, note ) comment
elle pouvait étre démontrée par la thdéorie des contacts des cercles.

THEOREME VII. Dans tout quadrilatére circonscrit, la somme
de deux angles opposés quelconques est égale @ la somme des an—
gles opposés aux sommets formés par les droites qui joignent les
points de contact des cités opposés 5 pourvu que lor prenne ceux
qui regardent les deux angles restans du quadrilatére.

Ce théoréme , dont la démonstration est fort simple , est di &
M. Poncelet, ( Propriétés projectives , pag. 284).

THEOBEME VIII. Dans tout quadrilatere circonserit , la droite
qui joint les milicux des diagonales passe par le centre du cercle.

Ce beau théoréme est di a2 Newton ; mais il n’avait pas encore
été démontré, pour le cercle en particulier , d’'une manicre élé-
mentaire. Je l'ai démontré par la théorie des contacts (Annales ,
tom. XIV, pag. 309 ). .

Si T'on considére deux quadrilatéres dont I'un soit inscrit et I'autre
circonscrit 2 un méme cercle, et qui soient en outre inscrits I'un
a lautre , on aura le théoréme suivant, que j'ai aussi démontré
par la théorie des contacts ( Annales, tom, XII, pag. Jo5, et
tom. XIV, pag. 43.

THEOREME IX. Si deux quadrilatéres sont lun imscrit et
lauire circonscrit & un méme cercle, de telle sorte que les som-
mets de linscrit sorent les points de contact du circonscrit , 1.*
les diagonales des deux quadrilatéres se couperont toutes quatre
au méme point; 2.° les porints de concours des directions des cdtés
opposés des deux quadrilatéres appartiendront tous quatre a une.
méme ligne droite ; 3.° le point de concours des quatre diago-
nales sera le péle de la droite qui contiendra les points de con—
cours des directions des cotés opposés.
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Cccupons-nous présentement des propriétés des quadrilatéres a
la feis inscriptibles et circonscriptibles au cercle et que nous avons
annoncé avoir ici principalement en vue. '

Soient O et I (fig. 1) les centres des deux cercles, et ABCD
un quadrilatere & la fois inscrit au premier et circonscrit au dernier,
de mauicre que ses cétés consécutifs AB, BC, CD, DA touchent
ce dernicr en E, F, G, H. Soient menées EF , FG, GH, HE,
formant un nouveau quadrilatére inscrit au cercle I. Les diagonales
AC ,BD , EG , TH des deux quadrilatéres se couperont toutes
quatre en un méme point P ( Théor. IX ). En outre, les trois
- droites AD, BC et EG concourront en un méme point M, les
trois droites AB , DC et HF en un méme point N, les trois
droites EF, HG et AC en un méme point R, et eufin les trois
droites EH, FG et BD en un méme point S, et les quatre points
M, N, R, S appartiendront & une méme ligne droite dont le
point P sera le pole.

- Désignons par r le rayon du cercle inscrit, par R le rayon du
cercle circonscrit, et par @, b, ¢, d respectivement , les tangentes
AE=AH , BF=BE, CG=CF , DI=DG.

THEOREME X. Dans tout quadrilatére & la jfois inscrit &
un cercle et circonscrit @ un autre , les droites qui joignent les
points de contact des cités opposés du quadrilatire avec le cercle
inscrit divisent en deux parties égales les quaitre angles formés
par les deux diagonales, .et sont par conséquent - perpendiculaires
lune & lauire.

Démonstration. En effet , le quadrilatére ABCD étant inscrit au
cercle O, les deux angles CAD , CBD sont égaux comme inscrits
an méme arc. Les deux angles AHF , BFH somt aussi égaux,
comme formés par une méme corde FH et les tangentes A ses
deux extrémités. Donc les deux triangles APH et BPF sont équian—
gles ; d’of il suit que Arng.APH—_4ng.BPF ; mais on a Ang BPF
=Ang.DPH, comme opposés au sommet ; donc Ang APH—Ang. DPH;
donc la droite PH divise en deux parties égales I'angle APD ; et
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on prouvera, d’'une mani¢re semblable , que la droite PE divise
en deux parties égales Vangle APB; donc les deux droites EG
et FH, qui divisent en deux parties égales les angles adjacens APB
et APD, sont perpendiculaires I'une & Lautre.

THEOREME XI. Be’cr,'vroquemenl , S, dans un quadrilatére
circonscrit au cercle , les droites qui /'algnelzt les points de contact
des cotés opposés sont perpendiculaires Fune & lautre, ce quadri-
latére sera inscriptible & un autre cercle.

Démonstration. En effet , dans les deux quadrilatéres AEPH ,
CFPG, les angles en P sont égaux comme droits ; de plus, il est
aisé de voir que les angles E et H du premier sont les supplémens
respectifs des angles G et F du second ; donc leurs angles A et C
sont aussi supplément I'un de lautre ; ce qui prouve que le qua-
drilatére ABCD , déja circonscrit & un cercle , est inscriptible & un
autre cercle.

THEOREME XII. Dans tout quadrilatére & la fois inscrit &
un cerele et circonscrit a un autre , les centres des deux cercles et ie
point de concours des diagonales appartiennent tous trois & une

méme ligne droite.

Démonstration. En eflet, le point P étant le pdle commun de
la droite MN, par rapport aux deux cercles, leurs centres O etI
doivent se trouver tous deux sur la perpendiculaire PQ abaissée de
€e point sur cette droite.

THEOREME XIII. Dans tout quadrilatére a la foi's inscriptible
et circonscriptible , les distances des sommets au point de concours
des diagonales sont propertionnelles aux tangentes menées de ces
sommets au cercle inscrit et terminées & ce cercle. Les diagonales
de ce méme quadrilatére sont proportionnelles aux sommes de tan—
gentes menées de leurs extrémités au méme cerele.

Démonstration. En effet, le triangle APB, dans lequel la droite
PE divise 'angle APB en deux parties égales donne PA:PB::
EA:EB::¢a:5. Les triangles BPC , CPD, DPA donnent, pour les
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mémes raisons , PB:PB::b:c, PC:PD::c:det PD:PA::d:a;

d’olt on conclut

PA:PB:PC:PD::ag:b:c:d.
De cette suite de rapports égaux , on conclut ensuite sans difficulté
AC:BD::gtc:b4d .

THEOREME XIV. Dans tout quadrilatire & la fois inscrip-
title et circonscriptible , le produit des tangentes menées de deux
sominets opposés et lerminées & leurs points de contact est constant
6t égal au carré du rayon du cercle inscrit.

Démonstration. En effet , menons les droites AI, BI, Cl, DI,
des sommets du quadrilatére au centre du cercle inscrit , et les
rayons IE , IF, IG, IH, aux points de contact des cotés de ce
quadrilatere ;'les deux triangles AIE, CIF saront semblables. En
effet, ils sont d’abord rectangles, 'un en E et lantre en F; de
plus , leurs angles en A et C sont les moitiés des angles de méme
dénomination du quadrilatére ; et, puisque ces derniers sont sup-
plément l'un de lautre , les autres seront complément l'un de
Vautre. On aura donc Ang AIE—=AngICF et Ang.IAE—Ang.CIF.
Ces deux triangles semblables donnent ainsi AF :IE::1F: CF ou
@:r::r:c, dot ac=r’. On trouverait pareillement bd=r* ; ainsi

ac=bd=r* ,

Ce théoréme , assez remarquable , n’était point encore connu.
Corollaire 1. Le quadrilatére ABCD étant inscrit au cercle, on doit

avoir AC X BD=ABXCD+4-ADXBC=(a+2)(c+b)4(a-+d)(b-4c)
=ac+-ad—4-be4-bd+-ab+- ac+-bd - cd = (ab~+-be+-cd+-ad) 41

=(a-F) b dt-ir
(AL On a aussi AG:BD::(a+): (b4-d). De 1a on tire
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(a0 { (a4 (4-d)+4r2) s G {(eF0+D+4m]

= BD =
AC b-d » LD a+-c¢

III. On a encore
AP:BP:CP;DP:AC:BD::a:ﬁ:c:a’:(a-}-c);(z_’_.d) ,
d’on I'on tire

N Sl a2 e a8 A SO K ) G e sl
- (e4-c)(b44) ? (a}<) (o+44d)

H

2 { (at0) by F-4r) spe . Ll @+ D +ir)
(a)(b+3) ’ - (a4c)(b+d) '

IV. Du centre O du cercle circonscrit abaissons des perpendi-
culaires OK et OL sur les diagonales AC et BD du quadrilatére ;
les pomts K et L seront les milieux de ces diagonales ; et la droite
KL qui les joint passera ( Théor. ¥VIII') par le centre Idu cercle
mscru Le quadrilatétre OLPK', ayant deux angles droits opposés
K et L, sera inscriptible ( Théor. I') ; et I'on aura par conséquent
( Théor. IT') 10 <IP=IK XIL. ‘

Cela pose , on aura , d’aprés un théoréme d'Euler 3¢ AC BD+4KT”
ou bien AC'4BD'4-4IK '+ S8IK XIL = (a+4-2)* 4 (¢-+c)*+ (c+4d)*
—(d~+-2)*. Mais on tire des triangles AFC, BID

s =3, =2 AB )
2K =Al*+-CI'— ’3;— , =1L =F1’'4-DI'— ‘i:_ ;

substituant donc, il viendra
2(AU4BU4-CI* 4 D) -8IK XIL= ("84’ F-2(a4c)(44) ;

substituant enfin pour A1*, BI', CI°, DI’ leurs valeurs respectives
Tom, XV. 20
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a4-r , B4rt, c4r', &4, il viendra , toutes réductions
faites ,
LIK X IL=(a-¢)(b-+-d)—4r" .
V. Le triangle AIP donne TP°==AT}-AP—2AIXAPCos.JAP. Le
triangle AIC donne d’ailleurs -

AT'4-AC—CI”
CosJAC= —anac—
donc

IP°—=AT' AP —AP. i‘.‘_‘t%_ﬂ_m +ar— i\PxAC—-—-—(Al ~C1)

substitnant donc pour AI°, AP° , APXAC, Tc , CI, leurs valeurs,
il viendra ‘

— a2y 2y @{@)O4p)Firr}  alado{(at)4D+irr)  a@=cd)
o CH :, B wal

ou bien

-]—f)z'__)r;__ rz{ (d+C)(b+d)+4r=} — 4ré .
(@+)C+d T (@te)4d) ’
d’olt
(d+c) (b -]-07) == I—f'“ H
done

1K><IL_ r? lP ;
r:=]p*

donc aussi
r:IP

=—— .
ri—Ip

THEOREME XV. Les quadrilatéres c¢irconscrits & un méme
cercle de telle sorte que leurs diagonales se coupent au méme point?,
et qu'en outre les droites qui joignent les points de contact des
cdtés opposés soient rectanguluires , sont tous inscriptibles & un
méme cercle.

Démonstration. En effet, les quadrilatéres dtant tels quil vient

détre dit,. il résulte du Théoréme XI que ces quadrilatéres sont
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inscriptibles , chacun en particulier, et du Théoréme XII que les
centres des cercles circonscrits sont sur la droite IP qui passe par
le centre du cercle inscrit et par le point ol concourent toutes les
diagonales. Il résulte enfin de tout ce que nous venons de prouver
que la distance du centre de chacun des cercles circonscrits au

2

S x1P ;
centre du cercle inscrit est 5 > ¢l que, par conséquent, cette
okl d

distance est constante ; d’olt il suit d’abord que les centres des
cercles circonscrits se confondent tous au point O de IP tel que
raxIP . ]
OI:rz-IF" Mais le point P devant étre le péle d’une méme
droite , relativement au cercle I et & chacun de ces cercles cir—
conscrits, et ce point étant déja le péle de la droite MN relati-
vement au cercle I, on aura aussi OP><OQ=R"; donc, puisque
le point O est le méme pour tous ces cercles, OP et OQ éant
constans , tous ces cercles auront le méme centre et le méme rayon,

et conséquemiment tous nos (uadrilatéres seront inscrits & un méme

cercle.

THEOREME XVI. 8¢ un quadrilatdre est & la fois inscrit &
un cercle ct circonscrit 4 un autre cercle, il y aura une infinité
dautres quadrilatéres qui seront ausst inscrits au premier cercle
et circonscrits au second , dont les diagonales passeront toutes par
un méme point , et dont les points de concours des directions des
€b1ds opposés seront sur une méme droile, polaire de ce point par
rapport & l'un ¢t & lautre cercles. =

Démonstration. En effet, par le peint de concours des diagonales
de notre quadrilatére , menons deux cordes orthogonales quelconques
du cercle inscrit, et circonscrivons a ce cercle un guadrilatére dont les
pointsde contactsoient les extrémités de cescordes ; il résulte du précédent
théoréme que ce quadrilatére et le premier devront étre inscrits au méme
cercle ; mais le premier est déja inscrit & un cercle,auquelle second devra
conséquemment étre aussi inscrit ; il y anra donc nne infinité d’aatres
quadrilatéres jouissant de la méme propriété que le premier.
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Je dis de plus que tous ces quadrilatéres que l'on circonscrirait
au cercle auquel est circonscrit le prewmier , en prenant trois de ses
sommets sur la circonférence du cercle auquel celui-la est inscrit,
se trouverait également inscrit a ce cercle. Cela est évident , par
ce qai vient d’é¢tre dit plus haut.

Considérant présentement , en particulier , deux des quadrilatéres
en nombre infini qui peuvent étre & la fois inscrits & Pun de nos
cercles et circonscrits & l'autre , les points de concours des diago-
nales de l'un et de lautre doivent coincider. En effet , chacun de
ces points doit étre le pdle d’une méme droite relativement aux
deux cercles ; ils doivent donc étre situés tous deux sur la droite
OI qui joint leurs centres. Soient P I'un de ces points et Q le pied
de la perpendiculaire OI a la polaire de P ; on aura, relativement
au cercle inscrit-, IP><1Q=r", et relativement au cercle circonscrit
OP < 0Q=R’ ou (OI4IP) < (OI4IQ)=R*, d'ott 0I'4OI(IP41Q)

—
—R'—r", et IP-HIQ= R"’S’I“ o1
IP et IQ est donc donné, ainsi que leur somme ; ces deux droites
sont donc données elles-mémes ; la situation du point P est donc
constante sur la droite Ol ; ce peint est donc commun & toutes
les diagonales , ainsi que nous Vavions annoncé.

PROBLEME. Deux cercles étant donnés de grandeur , quelle
doit étre la distance entre leurs centres pour qu'un méme quadri-
latére puisse & la fois étre circonscrit au plus petit et inscrit au
plus grand ? , '

Solution. Soient R le rayon du plus grand cercle , r le rayon
du plus petit, et # la distance cherchée entre leurs centres qui
résout le probléme.

Supposons les deux cereles Cisposés 'un par rapport & l'autre de
la manicere que l'exige le probléme ; comme alors une des diago-
nales du quadrilatére pourra étre prise arbitrairement, nons pourrons
prendre pour cette diagonale le diamétre du cercle circonscrit qui
contient le centre de linscrit. Soit donc AC ce diamétre ( fig. 2)

. Le rectangle des deux droites
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et B un troisi¢me sommet ; et soient mendes sur BA et BC lis
perpendiculaires IE et IF. On aura AE=g , CF=¢, IE=IF=r,
Al=R-+4-x , CI=R—ux , et par suite

ac=r*, o=Rta)—r, E=(R—zy—r",
d’onn
03—63:4Rx R aa+cz=gx3+2(ﬁl__r2) ;

ajoutant et retranchant tour & tour & cette derniére équation , I'équa-
ton 2ec=2r", il viendra

(a+4-c)'=22"4-2R" ,
(a=mc)'=22"F-2(R°~2r") ;
d’ot , en multipliant K
(¢—c)'=4{2*F-(R°—2r)a" LR (R*—2r")} .
Mais on a, d’un autre coté,
(¢'—c"yY=4Rx ;

égalant donc ces deuax valeurs , transposant et réduisant , on aura
finalement

L (Plz—'}—rz) 2 4-R*( Rzmzr’) =0 ;
d’on .

a=y/ R4’ tryiRegr .

On levera l'ambiguité du signe en observant que lorsque R*=2r®
la valear de x doit étre nulle , ce qui prouve que cest le signe
infériear qui doit étre admis,
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.
Démonstration d'une proprieté du quadrilatére complet ;

Par M. Vscrex, licencié ¢s scicnces,

s > e " e o A Wy A o

TrioniE. 87, par les sommets du triangle: formé par la
rencontre dewx & deux des trots diagonales d'un quadrilatére complet
on méne des paralléles aux cOtés respectivement opposés , ces paralléles
Jormerent un nouscau iriangle circonscrit au premier , dont chaque
coté avra quaire intersections avec les cotés du quadrilatére dont
il sagit, ce qui fera douze inicrsections en lout.

Or, il arrivera que ces douze points, déja disiribués trois &
trois sur les quatre cétés du quadrilatére proposé seront aussi dis-
tribués trois & trois sur les quatre cotés dun autre quadrilaiére
différent de celui-la. '

Ceux de ces douze points qui se trouveront de’ nouveau en ligne
droite trois & trois seront ceux ow les cotés du iriangle formé par
trois quelconques des cOtés du quadrilaiére proposé seront coupés
par les paralléles aux trois cétés du triangle des diagonales de
ce méme quadrilatére.

Démonstration. Soient AEC, BCD, EFD, AFB (fig. 3) les
quatre cé6tés d’un quadrilatére complet, ayant pour ses trois dia—
gonales AD, BE, CF, formant par leur rencontre le triangle GHK.
Soit circonscrit & ce triangle le triangle PQR dont les cotés soient
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respectivement paralléles aux siens; ces cétés, par leur rencontre
avec ceux du quadrilatére , détermineront douze points ; et il s’agit
de démontrer que ces douze points, déjd distribués trois & trois
sur les quatre cow's du quadrilatére proposé , le seront aussi trois
a trois sur les quatre cotés d’'un nouveau quadrilatére diflérent de
celui-la.

Pour bicen faire comprendre quels sont ceux de ces douze points
que nous devons démontrer étre en ligne droite, remarquons qu’en
prenant trois a trois les quatre cotés de notre quadrilatére , on ob-
tient quatre triangles ABC, CDE , BDF, AEF, tous inscrits au
triangle GHK ; en prenant le mot inscrit dans le sens le plus large ;
c’est-d-dire , tous tels que les trois sommets se trouvent situés sur
les directions de ses cotés. Or , pour chaque triangle , les trois points
quil faut démontrer étre en ligne droite sont ceux ot ses colés sout
coupds par ceux des cotés du triangle PQR qui se trouvent paral-
1¢les & ceux du triangle GHK qui contiennent les sommets opposds.
Ainsi, en particulier , pour le triangle ABC , par exemple , les
points en ligne droite seront

Le pointa , intersection de BC, opposé a A ,situé sur HK , avec sa paralléle QR,
Le point b, intersection de CA , opposé a B, situé sur KG, avec sa paralléle RP ,
Le pointc, interscction de AB, opposé & G, situé sur GH, avec sa paralléle PQ;

et il nous suffira méme de démontrer la proposition pour ces trois
points. \

Pour cela , rappelons d’abord que , dans tout quadrilatére com-
plet, chacune des trois diagosales est coupée par les deux autres.

en parties proportionnelles , ce qui donne

AH DH BK EK CG FG

AK DK’ BG EG ’ CH ¥m °’
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mais, si l'on méne les droitess PA , QB, RC, coupant respecti~
vement QR , RP, PQ en T, U, V, a cause des paralléles,

on aura

AH TR BK UP CG __ VQ
AK T TQ > BG TR ’ CH VP

.
’

donc, en comparant

DH TR EK UP FG _ VQ
DK~ TQ °’ EG  UR °? FH ve ?

et , par suite,

DH.EKFG _ TR.UP.VQ
DK.EG.FH™ TQUR.VP’

mais , en considérant la droite DFE comme transversale du trian—-
gle GHK , on voit que le premier membre de cette derniére équation
doit étre égal & l'unité ; donc son second membre est aussi égal
a P'anité, d’ot on conclut , par les théories connues , que les trois
droites PA, QB ,  RC doivent concourir en un méme point L, et
que conséquemment les trois intersections de QR et BC , RP et
CA, PQ et AB, doivent appartenir & une méme ligne droite.

Corollaire: 11 résulte de ce qui précéde que, si l'on joint le
so nmet P du triangle PQR opposé 2 QR paralltle & la diagonale
AD, aux deux extrémités A et D de cette diagonale, par les droites
TA et PD, ces droites contiendront les deux extrémités A/, D/
de la diagonale correspondante du nouvecau quadrilatére complet'
sur lequel nos douze points se trouvent distribués. Il en sera de
m'me des droites menées des sommets Q et B aux deux extrés
mités des deux autres diagonales du quadrilatére primitif , comme
on le voit dans la figure, ‘
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En eflet, dans les deux triangles e2/d et fr'd’ , les droites ¢f
Fe/, dd7, qui joignent les sommets deux i deux, concourent, par
ce qai précede , en un méme point &/, d’on il snit que les points
P, A, A’ d'iatersection des directions des cités respectivement 0p-
posés & ces sommets doivent appartenir & une méme ligne droite ;
et on en démentrerait autant pour les autres points de la figure qui
se trouvent dans les mémes circonsiances, _
Remarguz. Kous avons démontré plus haut que les droites PA ,
QB , EC concourenten un méme point L, et nous aurions démontré
de la mwéme manicre que les droites PA, QE, I’RF concourent en
un méme poiut O; d'ott il suit que la droite PA contient ies
deux points O et L; mais il résulte du corollaire qui vient d'érre
démontré que cette droite contient aussi le point A’; done les cing
points A, A/, P, O, L appartiennent 4 une méme ligne droite;
et on en démontrerait autant de chacun des cinq autres systemes
de cinq points placés , dans la figure , dans les mémes circonstances

que ces cing 15

1
|

Tom. XV,
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Sur quelques cas de développement des fonctions , et
en particulier sur le développement des puissances
fractionnaires des sinus et cosinus;

Par M. Steix, professeur de mathématiques au gymnase
de Treves , ancien éléve de Yécole polytechnique.

[ Y3 % Ve . W N W )

§ L

Sur le développement des puissances fractionnaires d'yn bindme,

D’APRES les principes connus, on a

R T
—
(ﬂ+5)n:a"+"'an .5+';;0 n ! a” .bz+oun.n
n s e————

2

m
Mais on sait que (e-+2)7 doit avoir » valeurs distinctes ; donc le
développement ci-dessus , ne donnant qu’une seule de ces valeurs,
n'est pas complet, c’est--dire, quil n’exprime pas la valeur compléte

de la fonction (a-2)" (*).

(*» En éerivant

- — > S— § S—— ——

Me=p b2 ™ me=n meszn b3
2n @? n an 3z @3 )

Zmoom mb m
(a—i—ﬁ) :a"<x—|— -~ -+ —-
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m
D'un antre c6té, on sait que la fonction {a-4-b)T ne saurait ad-
mettre plus de » valeurs dlatmctes > d'ott on doit conclure que

toute €quation de la forme
(g—}-&)"——' a,b,m,n),

ot la fouction f(a,4,m ,n) admet n valeurs différentes et se
trouve telle que
{fe, b, m, n)y=(c+b)" ,
donne toutes les valeurs possibles ou , en d’autres termes, la valeur
compléte de (a—}—b)nﬂ .
Cela posé, désignons par D le développement ci-dessus ; en

observant que

V1 —Cos. 222 —}-—V—-x Sin. 27 |

‘

p €ant un nombre entier quelconque, on pourra écrire

(a—}-—b)n—— (Cos. % /= Sin. 2 27V D ;

dquation qui sera vraie quel que soit le nombre entier positif p.
Et comme alors son second membre, comme le premier , admettra
7 valeurs diflérentes , ce second membre sera le développement

complet de (a-{—ﬁ‘)g *).

ne pourrait-on pas dire que le développement est complété par le facteur

m

m
aT, susceptible , comme (a-}5)7, den valeurs différentes?

J.D. G.
(*) En mettant D, comme nous lavoms fait tout & I'heure, sous la

fori.e
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Toutes les fois donc qu'on voudra raisonner sur le développe-

ment de la fonction (a—{-—&}? » 1l faudra. employer le développe=
ment complet

2 —y &
(Cos. E-{—V—,Snl.z—”: D,
7 o /
et non pas sa va leur particuliére D.
§. IL

Sur le développement des puissances fractionnaires des sinus e?
cosinus.

1. Les considérations exposées dans le précédent §. , bien qu'ex—
trémement simples , paraissent de nature & faire évanouir toutes
les difficultés que présentent les développemens de

m. m m L
2n Sin.»z 27 Cos. 2z

b

et méme & montrer comment ces difficultés, qui ont tant occupé
les géométres depuis quelques années (*), se seraient pour ainsi

D—ar (r—{-— i _.+ f’_.f’.__"..f.’. -

m
il faudra ne prendre pour an que sa valeur arithmétique ahsolue , sané

quoi les n valeurs de ce facteur , combinées avec les n valeurs de
2p=v Sin. :p-
Cos. — +VY=1

plus de valeurs qu 11 n'en comporte.

m
, donneraient pour le développement de (e-}-2)"

J. D. G.
(*) Voyez Annales, tom, XIIT , pages g4 et 213, M. Pomnsor, dans un
Mémoire sur Panalise des sections angulaires , lu a l’académie royale desg

sciences de Paris, le 19 mai 1823 , s’est aussi occupé de cette question.
’ J. D. G.
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dire évanouies d’elles-mémes, ou platdt ne se seroient point pri-—
sentées, si Uon avait raisonné avec la rigueur convenable.

En effet, suivant le procidd indiqué par M. Lacroix ( T7art. de
cal. diff. et intég., tom. IIl, pag. 609 ), posons

m exV:+e—xV—'.‘, m

Cos. 7x = !

.
2

2

mais ayons soin , en développant le second membre suivant la
formule du binéme, d'employer I'expression compléte, telle que
nous l'avons trouvée §. I Aprés étre repassé des exponentielles aux
fonctions circulaires , nous trouverons

m m m m meen m
Cos.—x-}--—Cos.(—-—-z 24— Cos.(-—~ —
apa n n ] n 2an n Y/

2;'Cos.?‘x:- ( Cos. -?f—{—‘/_;Sin. — -
n» /2 s m m . m
v {sin 2 ot 2 Sin (% "3)‘”“‘““"’;

Cette expression est nécessairement compléite ; c’est-a-dire qu’elle

donne toutes les » valeurs diflérentes de la fonction 25(]05. ?x Il
est trés-facile de la vérifier pour des cas particuliers, ainsi que I'a
fait M. Poisson pour la formule compléte qu’il a donnde ; mais cela
n’est point nécessaire , puisqu’il ne saurait y avoir de doute sur son
exactitude,

2. Rien de plus facile mainterant que de trouver la valeur de
2 qu'il faudra prendre pour obtenir une racine déterminée de l'ex~

m m
pression 27 Cos,” 2. En effet, posons, pour abréger,

mee=n

P—=Cos, i:e 24~ —'5 Cos. (; —-2) x—}—%- Cos (-:-:-l -—4) Z~freesenn

28

. m . m m m=—n __, m
Q=Sin. - 24~ - Sin. ( = -—2)x+ — Sin, ( = —-4) Zrfe es

s
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scit en outre désignée par R la racine réelle positive de 2 Cos, — z 3
n

I'ésuation ci-dessus pourra éure écrite ainsi

2T 4y =i TPy T0)

‘/ — SLﬂ.

fcn. 2P
BKCO.\. -

p’ repriésentant un ncmbre entier quelconque , généralement diffé-
renit de p. Effectuant de part et d’autre les opéraiions indiquées et
posant , pour abréger ,

apw ap’w

_k/

=7,

n

il viendra

RCos.'~+/ =i RSin &/=PCos.k—Q8in k-y/ =7 (PSin.k--QCos.4) ;

d’oti, en égalant séparément les parties réelles et les parties ima-
ginaires (*) ,

RCos.k'=PCos.k—QSin.k , (1)
RSin //=PSin. k+QCos.k . (2)

(*) Nous placerons ici une remarque qui nous parait importante: c'est
qu'ayant une équation de la forme a=b4-c\/ 7 , on ne doit pas en conclure
trop légérement a=b , ¢=o , lorsque ces quantités sont des séries. On sait
en effet qu'une valeur imaginaire peut étre développée en une série de
termes réels , comme par exemple

ne N 1422 (14x2)2 3(rda)? 3.5(14x2)¢
(—-x)‘_[l (1+x)] =1= 2.4 2.4.6 2.4.6.8 -

2

mais qu'alors ces séries ne sauraient étre constamment convergentes. Lors
donc que quelqu’une des trois quantités a , &, ¢ sera une série divergente P
on ne pourra &tre certain de la conclusion a==b, c=o.
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Prenant la somme des carrés des deux membres de ces équations,
on aura d'abord la relation

R=P4-@, d’oth R=+ypF3G ,

au moyen de laquelle on pourra toujours calculer la valeur réelle”

m m
unique ou la valeur réelle positive de =2 Cos.xx , apres avoir dé-
tcrminé P et (). Les équations (1, 2) donneront ensuite

PCos.le';QSin.k’ , Sinf— PSin.k’;QCost’

Cos.k=

m m . . e
Au moyen de ees valeurs, celle de 37 Cos. w2 pourra étre écrite ainsi

m . om —
2% Cos.muw=="t/ Pag-»(Cos.k'+/ =1Sin.k’)
—f . 2pw —e. 2P
=4/ Pi4-Q> (Los. -%—-{«V =Sin. 227 .
n
Ainsi , P et @ étant calculés , on aura la valeur d’une racine quel-

m m
conque déterminée de 27 Cos.nx en évaluant le second memkre au

moyen de p’ qui sera donné, puisqu’on suppose que la racine dont.
il s’agit est déterminée. Si, par exemple, on demandait la racine
o\ . . . 20'%
enticrement réelle , il faudrait supposer Sin, — =0, d'oit ;%=0
n
n . .
eu — ou »; ce qui ferait retomber sur la valeur
2 ,

R=+y/FFT -

Cette remarque , au surplus, n’intéresse aucunement le snjet qui mnous

oceupe, attendu que P et Q étant chacun, par la forme méme de leur
m
dévgloppement , moindres que a7 , ne sauraient étre des séries divergentcs.

{ Note de M. Stein. )
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3. Ce qui précede suppose qu'une au moins des valewrs de

m m . . .
T Cos.zz est rdelle; mais si 2 est pair et Cos.z négatif , il 'y

en a pour } is que d’imagiuaires. Da ns ce cas, nous dlsiyucrons
m
par £/ =% la valeur positive de 27 COo.ﬂw purement imaginaire,

el uous aurons

R\/ Z3{Cos. K41/ TiSin. k") =(Cos k4 =:Sin B} (P4 50

Fn développant et égalant séparément les parties réciies et ez

pertics imaginaires de 1'équation résultante, nous trouverons
RCos. k'=PCos..—{}5in.k ,

~—RSin. k’=PSin.i+QCos..c ;
d’otr

B=P+@, R/ Pg e

et , par suite,

PSin k4 QCos. K

PCos.l'—QSin.k/
’ . 2

AR b4

Cos. = Sinfr—=—

ce qui donne

2 Cos. 7 w==/ Frpg(Cos. /4y =3Sin )y =3

zpw

—/ PO (cos. 72y =sin 2y

4. Ces formules se vérifient aisément pour divers cas particu—
. m
1

liers , comme , par exemple, pour r==:% et ==z mais ces vé-
rifications sont complétement inutiles, puisque les formules ne sau-
raient manquer d’étre exactes ; et l'on peut , a Jinverse , s'en
servir , dans chaque cas particulier , pour déterminer les valeurs
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des séries représenties par P et ) , ce qui peut offrir d'intéres-
sans résultats,

Nous croyons pouvoir affirmer , en terminant, que toutes les

diflicultés anxquelles ont pu et pourraient encore donuer lieu & 'avenir
m m m m

4 — . o —Q: — e Laye

les développemens de 2w Cos.wx et 2n Sin.wx se résoudront aisé-

ment et complétement & l'aide des considérations qui viennent d’étre

exposdes,

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Becherche de quelques - unes des lois generales qui
régissent les polyédres ;

Par M. GERGONNE.

s e - > W -

DANS la VIIL® note de ses Elémens de géométrie, M. Legendre
a déduit du théoréme d’Euler, sur les polyédres , quelques con—
séquences extrémement piquantes , pour la plupart, Mais cet illustre
géométre parait avoir négligé de remarquer qu’excepté quelques
théorémes , tels, par exemple, que celui d’Enler, dans I'énoncé des—
quels le nombre des faces et celui des sommets figurent de la
méme maniére , il n’est aucun théoréme de ce genre auquel il ne
doive inévitablement en répondre un autre, qui s'en déduit en y
permutant simplement entre eux les mots jfaces et sommets (*).

) (*) On peut consulter sur ce sujet le IX.® volume du présent recueil
( pag. 32:—345 ). .
Tom. XV. ' 22
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La vérité de cette assertion s’apercoit sur-le-champ , en imaginant,
dans lespace , une surface quelconque du sccond ordre, disposée
d’une maniére quelconque par rapport & un poly¢dre donné, quel
qu’il soit, et en supposant qu'on ait déterminé les polaires con—
ruguées ou réciprogues de ses arétes, par rapport & cette surface.
On voit, en eflet, que les polaires des cotés d’'une méme face con—
courront en un méme point , pole de cette face , et que les
polaires des arites d’'un méme sommet serent , dans un méme plan,
plan polaire de ce somnmet; d’ol 'on voit que ces droites seront
les arétes d’un nouveau polyédre, ayant autant de sommets que
lautre a de faces et autant de faces qu’il a de sommets; et dans
lequel , en outre, chaque sommet aura autant de faces que la face
correspondante du premier avait de cotés , et chaque face autant de
cdtés que le sommet correspondant du premier avait d’arétes. 11
est manifeste , de plus, que le premicr des deux polyédres dépendra
dn second de la méme maniére que le second dépendra du pre-
mier ; de sorte qu'on pourra les considérer comme conjugués ou
réciprogues I'in de lautre. Suivant donc que l'un des deux sera
possible ou impossible , l'autre le sera également,

Cette seule considération suffit pour montrer que des théorémes
de M. Legendre il en résulte nécessairement quelques autres et pounr
indiquer en méme temps la maniére de les ddmontrer ; mais , en
y réfléchissant mieux , nous avons reconnu qu’on pouvait, par un
procédé tout-i-fait simple et uniforme, parvenir & un nombre illi-
mité de tels théorémes. Nous nous bornerons ici & établir les plus
remarquables d’entre eux, ce qui suffira pour mettre sur la voie
de la recherche des autres ceux d’entre nos lecteurs que ce sujet

poarra intéresser.

Rappelons d’abord le théoréme d’Euler qui est le fondement de
toute cette théorie :

L. Dans tout polyédre, la somme du nombre des fuaces et du
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nombre des sommets surpasse constamment de deux uniiés le nombre
des arétes (*).

En représentant donc par F le nombre des faces, par S le
nombre des sommets et par A le nombre des ardtes d’un polyédre

quelconque, on aura
F4+-S=A4-=2 . (1)

Soicnt ensuite représentés respectivement par 2, b ,¢, d,..., le
Lo des faces fr Chrem crvrr oo A

nombre des faces trigones , tétragones , pentagones , hexagones, ......,

etpar @,03, 7,98, ., le nombre des sommets triedres , tétracdres,

pentaédres , hexaddres ,.....; on aura d’abord évidemment

F=a+4b+ctdt-etf4Hun
S=x4-P4y+dF e+ i

(2)

En outre, comme chaque aréte appartient & la fois 4 deux faces
et se termine & deux sommets, il sensnit qu’en comptant , soit le
nombre des cétés de toutes les faces, soit le nombre des arétes de
tous les sommets , on compte deux fois le nombre total des arétes

du polyédre ; de sorte qu’on doit encore avoir

2A=3a+440+5c+4+6d+7e4-8f+.....
2A=3a+43+5y46347: +8L+4.....

Substituant les valeurs (2) de F et §, et tour & tour les deux
valeurs (3) de A dans I'équation (1) , on obtiendra les deux

suivantes ;

(*) On peut cousulter , sur I'historique et sur la démonstration de ee
théoréme , le IiL® volume du présent recueil (pag. 16g—189 ).
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2(a+@+«,»+8+s+.....)—4-|~a+25+ Jet+-4d4-5e4...0

_ )
2(a+b4ctdtet o )=4+at2p4-3y+ 4345 -

desquelles seules nous allons déduire tant les théorémes de M. Le-
gendre que tous ceux que nous nous sommes proposés d’y ajouter.
D’abord , ces deux équations peuvent étre écrites ainsi

atctetgti=2{(aFty+..)—2—(b+4c)—2(d+2)—3(f4g)—} »
afytetrta=20(a4b4c+.)—2—@B+) =24 )=3(E+r) —) 5
d’out il suit que

1. Dans tout polyédre , les 1. Dans tout polyédre, les som-
Sfaces d'un nombre impair de cétés mets d'un nombre impair d arétes
sont toujours en nombre pair. sont toujours en nombre pair.

Entre ces mémes équations (4) , on peut éliminer tour & tour
aeta, betf,cet y,.. Nous nous bornerons a examiner ce
qui résulte des quatre premieres ¢liminations.

Si d’abord on élimine tour a tour ¢ et «, l’élimination de &
entrainera celle de d, et I'élimination de « entrainera celle de 4 ;
on aura

3a+2@+y;12+(s+2£+30+...)+2(5+2£+3d+....) s E :
Jat-2b-fc=124(e+2/43g4.) 2B +204304) 5

d’out résultent les conséquences que voicl :

ML 17 n'existe aucun polyédre 1. I/ n'existe aucun polyidre
dont tous les sommets aient plus dont toutes les faces aient plusde
de cing arétes. cing edtés. :
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IV. Un polyédre qui n'a ni
sommels tétracdres , ni sommets
pentaddres , doit avoir au moins
gualre sommels triedres.

V. Un polyédre qui n'a ni
sommets iriédres , ni sommets
pentaédres , doit avoir au moins
six sommets tétraédres.

VL. Ur polyidre qui n'a ni
sommets itriédres , ni sommets
tétraédres , duit avolr au moins
douze sommets penitacdres.

VIL 87 un polyédre, dont toutes
les faces sont trigones , n’a que
des sommets tricdres et des som-
mets hexaidres, il en aura né-
cessairement quatre de la premiére
de ces deux sortes.

Vill. 87 un polyédre , dont
toutes les faces sont irigones , n'a
que des sommets tétraedres et des
sommets hexaédres , 1l en aura
nécessatrement six de la premiére
de ces deux sortes.

IX. 8¢ un polyédre o faces
trigones n'a gz;e des sommels pen-
taédres et des sommets hexaédres ,
il en aura nécessairement douze
de Ja premiére de ces deux sortes.
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IV. Un polyédre qui n’a ni faces
tétragones , ni faces pentagones ,
doit avoir au moins quatre faces
trigones.

V. Un polyédre qui n'a ni faces
trigones , ni faces pentagones ,
doit avoir au moins siz faces té-
tragones.

VL. Un polyédre qui n’a ni faces
trigones , ni faces tétragones ,
doit avoir au moins douze faces
pentagones.

VIL. §¢ un polyédre , dont ious
les sommets sont tricdres , n'a
que des faces trigones et des fuaces
hexagones , il en aura nécessai-
rement quatre de la premicre de
ces deux sorites.

VIIL 87 un polyédre , dont tous
les sommets sont itriédres , n'a
que des faces tétragones et des
Jaces hexagones , il en aura né-
cessairement six de la premiére d:
ces deux sortes.

IX. 87 un polyédre a sommets
tricdres n'a que des faces penta-
gones et des faces hexagones , il
en aura nécessairement douze de
la premiére de ces deux sortes.

Si, entre les denx mémes équations (4) , on élimine une quelconque
des deux quantités ¢ et «, lautre disparaitra aussi, et il viendra
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atoa=84(c+2d43e+...)+ (3420434 ....0) ;
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(6)

ce qui conduit aux conséquences que voici :

X. Un polyédre ne saurait éire privé ¢ la fois de faces trigones

et de

sommets iriedres, Il faut méme que le nombre tant des uns

gue des aulres ne soit pas morndre que huit,

XL Tout palyédre qui n'a point
dz jaces trigones a au moins fuit
somrmets iriedres.

XI. S; un polyidre & faces
téiragones n'a que des sormmels
triédres et des sommets téirabdres
7l en aura nécessairement huit de
la premicre de ces deux sortes.

XL Tout polyédre qui n'a pornt
de sommets tricdres a au mo:ns
huit faces trigones.

XI. 87 un polyédre a sommets
téiracdresn’a quedes facestrigones
et des faces tétragones s il en aura
nécessairement huit de la premiere
de ces deux sortes.

Si, entre les deux mémes équations on élimine tour & tour
s q ’

¢ et v, il viendra

fad2btro=n04-2(d4-2e43 /4 4gt.) 4 (26459 + 83+ 11 4..), )
fot-284a=2042(8H42e43E 4+ {14 )+ (264 5c4+8d+11e +.) S ’

7)

ce qui conduit aux conséquences que Voici :

XI. 87 un polyédre n'a ni
Jaces trigones ni faces tétragones ,
il aura au moins vingt sommets
triédres.

XIV. 87 un polyédre a jfaces
pentagones n'a que des sommets
triédres,ces sommets seront néces-
sairement au nombre de vings.

XII. 87 un polyédre n'a ni
sommets tricdres ni sommets 1é—
traédres , il aura au moins vingt
Saces trigones.

XIV. 87 un polyédre & sommets
pentaédres n'a que des jfuces tri-
gones , ces faces seront nécessar-
rement au nombre de vingt.

Nous ne pousserons pas plus loin cette analise qui , comume on le
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le voit, ne saurait oflrir de difficulté , et nous observerons sculement
quil en résulte quil ne saurait exister que cing sortes de polyédres
dans lesquels toutes les faces se trouvent avoir le-méme nowmbre
de cités et tous les sommets le mnéme nombre d’arétes (*); ce sont :

. . . .
Le téraedre ou tétragone , qui a quatre faces trigones , quatre

sommels triédres et six aréifes.

L’hexaédre octogone , qui a L'octaédre hexagone , qui a
six jfaces 1élragones , huit som—  siz sommels tétraédres, huit faces
mets triedres et douze arétes. trigones et douze arétes.

Le doddécactdre icosagone , qui L’icosa¢dre dodécagone , qui a

a douze jfaces pentogones , vingt ‘ douze sommets pentaédres, vingt
sommets triédres et trente arétes.  jfaces irigones et irente arétes.

De 14 on conclura que, s’il y a des polyédres réguliers, ils ne
sauraient étre qu’au nombre de cing (**), & moins cependant qu’on
ne veuille y comprendre la sphére considérée

Comme terminée par une infinité de tétragones infiniment petits,
et par une Infinité de sommels tétraédres ,

Comme terminée parune infinité Commeterminée par uneinfinité
d’hexagones infiniment petits , et de trigones infiniment pelits , et
par une infinité de sommets trié-  par une infinité de sommets hexaé-
dres. dres.

Ce qui en porterait alors le nombre & huit.

Terminons par la recherche des limites entre lesquelles doit se

trouver compris soit le nombre des faces , soit le nombre des sommets
d’'un polyédre dont le nombre des arétes est douné. Le rappro-

chement des équations (2) et (3) doune

2A—2F=b42043d4fe4eu. Z

®)
24—28=0F42y4+30 +4eF.ue. 5 5

(") Voyez Par’icle du tom. IX déja cité.
(1) Consultez, sur la possibilité de ces polyédres, le tom. III, pag. 233,
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En éliminant # de la premicre de ces équations et S de la seconde,
an woien de I'équation (1), il viendra

38— A=6+4b42c43d+ fetnns
3F—A=6} A2y 430 44t ©

Les seconds membres des équations (8) peuvent fort bien étre
nuls ; mais ils sont, dans tous les cas, plus grands que —1 ; et,
quant aux seconds membres des équations (9) , ils peuvent fort
bien étre égaux & G ; mais ils seront , dans tous les cas, plus grands

(9)

que 5. On a donc

2A—3F>—1 , 3§—A4>5,
2438 >—1 SF—A>5 ;
dod ‘
> A+5 ,
3F ou 38
<244 ;

Les signes > et < excluant I'égalité ; c’est-d-dire ,

XV. Dans tout polyédre , le triple du nombre , soit des jfaces
soit des sommels , est towjours plus grand que le nombre des aréies
avgmenté de cing unités , mais plus petit que le double de ce méme
nombre d'arétes auvgmenté d’'une unité.

QUESTIONS PROPOSEES.

Theoréme d analise.

SI , dans une équation de degré quelconque, les coefficiens p, ¢, 7, s,
de quatre termes consécutifs quelconques , pris avec leurs sigues, sont
tels qu’on ait
(g"—pr)(r*—gs) <o ,

cette équation aura nécessairement denx racines imaginaires au moins ;
et si uite pareille relation a licu pour plasiears siries de guatre terimes
consieutifs, Pégnation aura antantde couples de racines imaginaires ag
moins qu’elle offiira de pareilles séries. '
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INTEGRALES DEFINIES.

ANALISE TRANSCENDANTE.

Recherche sur la sommation des termes de la série
de Taylor et sur les intégrales définies ;

Par M. HiepoLYTE VERNIER , docteur &s sciences , professeur
de mathématiques au eollége royal de Caen.

———

1. TOUTES les fois que la série e Taylor n’est pas en défaut,
en arrétant son développement & un quelconque de ses termes , on
peut assigner les limites de l’erreur que I'on commet en négligeant
ceux qui le suivent. L’objet principal que nous nous proposons dans:
cet essai est de donner , sous forme d’intégrale définie, la somme
exacte d’'un nombre quelconque de termes de cette série. Cette
somme résulte de I'addition de deux intégrales définies, dont I'une
représente la somme des termes de rang pair de la série, et I'autre
la somme des termes de rang impair , prolongées toutes deux jus-
quau terme de la série compléle ol on veut s’arréter.. Deux
autres formules , que l'on peut considérer comme le complément
des deux premiéres, donnent aussi, I'une la somme des termes de
rang pair et l'autre la somme des termes de rang impair, pro-
longées toutes deux & l'infini, & partir d'un terme de rang quel-

conque.
Considérées sous un autre point de vue, ces formules donnent
la valeur d'un grand nombre d’intégrales définies. M. Poisson , dans

Tom. XV ,n° VI, 1.°* décembre 1824, 23



106 INTEGRALES

son quatriéme mfémoire sur ce sujet (*), a déja donné des for—
mules générales d'intégration , pour les limites o et @, Ces formules
renferment une fonction arbitraire , assujettie a quelques restrictions ;
et, suivant les différentes formes que l'on donne & cette fonction,
on obtient les valeurs d’autant d’intégrales définies. Ces formules
donnent ainsi , & une branche d’analise qui, malgré son impor-
tance , n'avait guére offert jusqu’ici que des résultats épars , la
plus grande généralité dont elle paraisse susceptible, dans 1’état actuel
de la science. Nous avons placé plusieurs formules du méme genre
a la suite de celles qui sont relatives & la sommation des termes
de la série de Taylor. Indépendamment de leur fécondité , la ma-
ni¢re dont elles s'obtiennent donne naissance a des développemens
que nous croyons nouveaux , et qui ne paraitront peut-tre pas
indignes de l'attention des géomeétres.

2. Pour éviter au lecteur la peine de consulter d’autres ouvrages,
nous allons d’abord nous occuper de la recherche de quelques
résultats analitiques sur lesquels nous aurons a4 nous appuyer pour
parvenir A notre but.

En représentant par z un nombre entier positif quelconque,
on a, comme lon sait,

nx\/:?__e—nx —1 _ (ex\/:';)n_ (e—x\/:T)n

2y/ =% 2y/ =1

d’oli , en posant n=r1,

Sin.zar—

ex\/:; e-—x pry
Sinag = ’

- 2y —1

puis, en divisant la premiére formule par la seconde,

(*) Journal de lécole polytechnique , XIX.® cahier, pag. 481 et suiv.
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Sinnx (ng:)"_(g—"‘/:;)"

Sin.x ex\/:T_ e-—x\/:; ’

Mais on sait que

nepn
o T T g T B g B g e,

pou encore

L — Y
gg__:_}l__:(gn-—|+]‘n—x)+g&(gn—3_,_&7:-5)_,_3262(571-—-5+;/z-5)+m“

Si 7 est mombre pair, ce développement, mis sous cette derniére
forme , se ierininera par le terme

Nn—2 pf=—2

—

g %" (g

tandis que si 7~ est impair ce dernier terme sera simplement

Or, si l'on fait

g:exv: s =8'-“x\/‘:I s

on aura ‘
gh , eten général gtt=1 ;

on aura de plus

=T, =—x\ 3

—+e

- gh=e ==2Co05.7
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I ¥4 V ey —2aV 5
gr=c —+e =2Cos.2x

. - - -
e o @ ® @ & & 8 ® & o o & T 8 & o+ &+ s s 0 9 e 2 b 0 0.

we

gn—l—-]-—ﬁn_I: L0 V= - e_(n—l)x\/— *—=2Cos.(n—1)xy/ =1

substituant donc , et renversant le second membre, on trouvera

Sin.nx

Pour # pair, S =2{ Cos.x4Cos,3x Cos.5xf . ..., «.}Cos.(n—1)x} ,
10.2

Sin.nx

=1+4-2{Cos,20+4Cos.424C0s.624un.eo-Cos.(n=—1)x }

Pour 7 impair, —

Pl S

Si présentement on multiplie I'une et l'autre de ces deux équa—

tions par dz et qu’indiquant ensuite I'intégration de leurs premiers
membres , on exécute celles des seconds, on trouvera

. Sin.nxe Sin.x , Sin.3x . SinAx Sin.(n=—1)x

Pour n pair, m de=2 { + 3 + 5 +un.+ '—’?(_T)“‘} ’
. . Sinanx . | (Sin.2x , Sin.4x  Sin.6bx Sin (n—1)x

Pour nimpair, Sinm dx.-x-l-nrt PR -+ 6 +"“+—__—n—x .

En prenant ces intégrales depuis z=—o0 jusqu'da 2==w , on aura

. % Sin.nx
Pour ~ pair , / dr—o0 ,

o Sin.x
. . # Sin.nx
Pour 7 impair J — dr—=w .
°

Changeons tour-a-tour » en p-}g et p—g, p et ¢ étant tous
deux des nombres entiers positifs , et » n’étant pas moindre que ¢.

évidemment
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Si p et ¢ sont tous deux pairs ou tous deus impairs, p—¢ et p—g
seront deux nombres positifs pairs , et ce sera la premiére des deux
formules qu’il faudra employer. On aura donc

# Sin.(ptq)® 4 Sin.(p—g>x
jo ——-Svdx_o s /t Sinz dr=a. (1)

Si, au contraire, des deux nombres p et ¢, I'un est pair et l'autre
impair ; p+4¢ et p—g étant alors deux nombres impairs, ce sera
alors & la seconde formule qu’il faudra recourir, et l'on aura

TSin(pg)e , 7 Sin.(p—¢) R
./ Sina T J , TSwa =T - (=

Si 'on prend tour-i—tour la différence des équations (1) et celle
des équations (2) , on trouvera également, en divisant par deux,

@ Sin.(p4-g)x==Sin.(p—¢)x ou ZCos.px.Sin.g2 —0: 3}
° 2Sin.x o Sin.z -7

formule qui a lieu conséquemment de quelque nature que soient
les nombres entiers positifs p et g, pourvu qu’on n’ait pas p<¢.
Mais , si l'on avait p<g , p—¢ deviendrait négatif, ce qui ne
changerait rien aux formules (1), de sorte que, pourva que p et ¢
fussent tous deux pairs ou tous deux impairs, la formule (3) aurait

encore lieu.
Mais s’ils étaient 'un pair et l'autre impair , c’est-3-dire, si p—g¢.

¢tait un nombre négatif impair , on aurait

7 Sin(p4-g)x do—o ® Sin.( p—g)x dpm—m—s
o Sinwx - ° Sin.x - *

d'oll, en prenant la demi-différence ,
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=z Sj Yr—Sin.(p —q}x ZzCos pxSin.gqx
/ in (g — re dr ou / ____If___‘] —. (4)
° 23in.x ° Sin.x

De 13 on peut conclure, en particulier, 1.° que, quel que soit
le nombre entier positif 7, les intégrales, en nombre infini

Cos.rxSin.rx 1 ,fCo: (r41)x.Sinrx da ,f’los.(r-{-z)x.Sin.rx

dx atee
Sin.x Sinx B

Sin.x

ainsi que les intégrales, en nombre infini,

os.rx.Sin (r-f2)x Cos‘rx‘Sin.(r;-}-gi)x Cos.rx.Sin.(r4-6)x
dz dr, f

Sin,x

dz, ..,

7

Sinx Sin.x

prises entre les limites o et = seront nulles; et qu’il en sera encore
de méme des r—r1 intégrales

Cos.rxSin.x Cos.rx.Sin.2x Cos.raSin.(r—1)=
SOSTEONT Gw s U

Sin.x Sin

dr ;

Sin.x

tandis cue les intdgrales, en uusnc

~ . .
e 5 PO Jr
[

fCos.rx.Sill.(r+x)x dw jCos.rx Sin.(r-3j+ d jues T, SAU Ry
2

- — Az yeeie
Sin.x Sin.x ’

bvu x

a T,

2.° Que, si le nombre entier positif 7 est pa:r , les r—1 intégrales

prises entre les mémes limites, seront toutes égaics

Cos.ox.Sin. Cos.2x.Sin.rx Cos.(r=—=2)x.Sin.
f’ oso:x mrxdx’ f c 2.?7 in.r dx,.....,f os.(r—2)x mrxdx

Sin.x. Sin.x Sin.x ?

prises toujours entre les limites o et = , seront nulles, tandis que les
r—1 autres intégrales ' '
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Cos.».Sin.rx Cos.3x.5in. (r—=1)z.Sin.
f dx,f 0s.3x mrxdx,.;“',fcos(r x)xSmrxdx’

Sin.x Sin.x Sin.x

prises entre les mémes limites , seront toutes égales & w.

3.° Enfin, qu’il en ira & 'inverse , si le nombre entier positif 7 est
impair ; c’est-a-dire qu’alors ce seront les intégrales de la derniére ligne
qui seront nulles , tandis que celles de I'avant-derniére seront toutes

égales 3 o.
Toutes ces remarques vont, dans un instant, recevoir leur ap-

plication,

3. Soient présentement « et p deux constantes indéterminées , et
soit F la caracéristique d’une fonction quelconque ; le théoréme de

Taylor donnera

-1 I, p? ry 3x\/ -
Flatpe ™V =)=yt E1e™V T LR Vg B VT
puis, en changeant le signe de x,

- ey - ey - p 3 - 1
Flatpe ™V =T 4 EP/care NI .V S Era e Ve

Prenant .d’abord la demi-somme de ces équations , puis leur demi~
différence divisée par y/ 1, en se rappelant qu’en général

W=, == L = e A Ve
¢ te —Cos.k , £ —¢ =Sin.% ,
2 2y =1

on aura ces deux nouvelles équations

F(atpe™ =) o Flatpe V=)

2

=F(a)+4 % F/(«).Cos.z+4~ -fT;- F/(2).Cosi22-}- -:TiaF’”(a).Cos. K7
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F(atpe™Y ") —F(atpe V1)
2y/ =1

=L F(a)Sinr4 L F’/(a) Sin.2a+4 L F///(oc) Sin.3z—uiuum

multipliant les deux membres-de la premiére et ceux de la seconde
respectivernent par

Sin.rx Cos.rze
dr

" ? "
Sin.x Sin.x

dz ,

et indiquant les intégrations , il viendra

—

(Fladpe™V ") 4 F(atpe V7)) Sinra g

2Sin.z

"F<°‘)JCOS .02.5in. T +% Fr(w) Cos.x.Sin.re +p Fr( )j‘ros 22.5in. re deo,

Sin.x ~ Sin.x Sin.x

i F(oc—-{—pex‘]:; )+F(a+pe_x\/::; )} Cos.rz 4
2/ =1Sina

I 4 Cosrz.Sin.x Cos rx.Sin,2x
___I-F/(azf S dzr+4- —F”( J S —_——da}....

Si présentement on prend les intégrales entre les limites o et =,
en ayant égard A ce qui a été dit ci-dessus, et en renversant le se—
cond membre de la premiére équation; on trouvera, quel que soit
d’ailleurs le nombre entier positif 7, en divisant par =,
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(A) L f "{F (ot—{—pexv:’) —{-F(a—'r—pe—x \/-") }Sin.rz 4.
iz .

2Sin.x

Dr-!
- 1.24..(r—1)

®) —L— T (Fladp VT —F(adre V7)) Cosrr d
2wy =1 - o
o Sin.z

F("*‘”(a)-{-—

D@2 Fe=$(a) +...

1.2.0,(r— 5)

d—.x 2. (r+1)F(r+‘)(a)+ 1.2..(r43) F(H-”( )+1 200 (r+5)

Si donc 7 est un nombre pair, la formule (A) donnera Ja somme
des termes de degrés impairs de la série de Taylor , depuis le terme
aflecté de p jusquau terme affecté de p™'; et la formule (B)
donnera la somme de tous les autres termes de degrds impairs, &
I'infini.

Si, au contraire , 7 est un nombre 7mpair , la formule (A) donnera
Ia somme des termes de degrés pairs de la série de Taylor, depuis
le terme F(a) jusqu’au terme affecté de p™='; et la formule (B)
donnera la somme de tous les autres termes de degrés pairs , alinfini,

4. Cette méme série de Taylor donne
P p 3
F(atp)=F(@)+ - F() + —F/(a)+ lst F/7(@)Frurne 5
puis, en changeant le signe de p,

2 3
F(a—p)=F(@)— £ Fr(e)+ & Fr(o)— L%m(a).;-.... ;
Tom. XV. 24
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prenant tour--tour 1> demi-somme et la demi-différence de ces deux

équatious , il viendra A

< F(x— ) 2
Fetp Pep) =F()-+ P+ L ; F () (©)
. 2.0.4
F(atp)4-F(z=p) Py p
- — 1:*///<a)+ F"(or)-l-... D)

éqnations dont les seconds membres sont respectivement , comme 'on
voit, les sommes de termes de degrés pairs et de degrés impairs
de la série de Taylor.

En multipliant et divisant en méme temps le premier membre
de I’équation (A) par /=7, elle prend cette forme

1 73‘{“F(<:<—}~pew\/_:__x) +F(a—{—pe—x\/:;)} / =1Sin.rx dw
2wy = o Sinx
__r r—1)/ Fe=3 Fo=s)
T 2..(r—1) ¥ oc)+ (1 ; (a)-—]— 1,2, (r-o) cx)—l—

.}

St Ton ajoute cette équation a I'équation (B) le second membre de
leur somme sera, suivant que 7 sera pair ou impair, la somme de
tous les termes de degré impair ou la somme de tous les termes de degré
pair de la série de Taylor , c’est-a-dire que cette somme sera égale
au second membre de l’e’quation (D) ou au second membre de

I'équation (C).
Quaut 4 la somme des premiers membres , elle sera

1 W{ F(»-}-pex\/ - )-—F(a-{-pe-xv- D) }Cos.re4-{ F(a-{-pex v-r )+F(M+pc_x\/- 1) IW=Sinre
2w =1 Sz

ou, en développant,
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- —a\/-L —a
! L/ﬂF(az—l-pexv' 1y.(Cos.ra4\/ 5 Sin.re)-F(xdpe NV L).(Cos.r,t—\/.xsln.rx) e -
©

2 1 Sin.x ’

ou ‘encore

LTV T ™ DTV TNV

2= o vV —i.Sin.z

de sorte qu’on pourra {crire, si 7 est un nombre pair,

) dx=F(a4p)-F(«-p); (E)

z,

H J zrem\'/_ LF( a«{—-pex\/— y— P V:f.F(a-é—pe—xV,—r

° v/ —1.Sin.x

et, si 7 est un nombre impair,

7 rey 4o, o\ 1 -re\] 1 —x\/=1
r,/ 2 F(e +pe )—e F(atpe ) da=F (24p) 1 Fa-p}. (F)
o v/ =1.Suz

On remarquera que les seconds membres de ces équations sont in-
dépendans de .

Si dans la formule (B), on fait tour-a-tour r==o0 et r=—1, elle

donnera ‘
. “Flod ex\/:)—F( pe V=1
: f Kz “tr le=F(Ap)=FC—p) »  (G)
¥ o v =Sz

= PN ja —xV
x / (F(ad-pe ‘/)i”(o;fﬁe ICOSZq e F ok p) 4B (ap)-2F () (IT)
o —1 e DINT

mais on ne pourrait obtenir des résultats analogues de la formule
(A) qu’en y supposant 7 infini
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5. Les formules (A) et (B) servent i connaitre les valeurs d'un grand
nombre d'intégrales définies , par celles de la série finie qui en forme
le second membre. La seule condition & laquelle doive étre assujettie
la fonction arbitraire F qui euntre dans ces formules et les deux
constantes « et p , clest que la série de Taylor soit applicable
et que les développemens

F(@) + L F/(a).Sina+ L F/(0).Sin 224w

P4 L F/(@) Cos.ot E Fr(e).Cos2a

soient convergens.
Ainsi, par exemple, on pourra supposer

F(a)=Cos.ex , F(«))=Sinex , F(a)=e™ ,
les constantes «, @, m , étant quelconques. Mais si I'on fait
Flo)=a" ,

en supposant ensuite a=—0, il faudra que P'exposant 7 soit un nombre
entier positif, autrement les termes de la série de Taylor deviendraient
infinis. Si, au contraire, on suppose a=r1 , le nombre m pourra
recevoir toutes les valeurs positives possibles. On poura faire aussi

«t
. F(O’.): :—-*_—b:,yl 9
m et n étant des nombres entiers positifs, et Z un nombre moindre
que l'unité, pourvu que l'on fasse ensuite a=o.
Soit, par exemple , F(ax)==¢™*, et qu’on doive ensuite poser c==0,
ce qui exigera que le nombre 7 soit entier ; posons de plus p=1,
le premier membre de I’équation (A) deviendra
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N A

Y T Sinrx / me
— e x -
aw J . Sinz ("’ + d= 5
ou bien
1 @ Sin,rz  m(Cos.z-}\ =] Sin.x) m(Cos.x—V T Sin.x)
gl -l C +e }da,
eu encore
1 #Sinrx mCos.x , mSinay =7 =~=mSinay =3
—— . . dx
27 o Sinx (e +e ) -
su enfin

= © Sin-x

1 '® Sin.re  mCos.x .

- f .e Cos.(mSin.z)dx .

On aura, en outre, en faisant toujours c==0 , aprés la différentiation ,
Fl)=1 , ¥(t)=m , F/()=m" ,uuFC~1 (@)=m"";

en conséquence Iéquation (A) deviendra

*Sin.rx mCos. . mP—3 mr—3 mr—5%
—f ° Sinw © Cos.(mSin.x)dw= .z...r-—1+1.z. S(r=3) | 1. z...(r-5)+

¢’est-3-dire , si 7 est un nombre pair,

#Sin.rzx mCos. mr—y
i e B Pk
et si 7 est un nombre impair,

p78Sirerz  mCos.x wmr=—3

£ .Cos.(mS'n.z)dx—-'x-;- +1 A -]-...... T(_r:x—)'

o) o Sinx
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6. Les formules (A) et (B) ont été construites pour les limites

d’intégration o et = ; mais la considération de la série de Taylor en

fournit encore denx autres , qui ont lieu entre les limites o et w0 , et

qui donnent, sous forme finie , un nombre illimité d’intégrales.
Pour les obtenir , rappelons d’abord ces deux formules connues

:”Cos.r‘qaé * xSin.rgx =
: do=—= = p=—reb , '/ ___f_dx: —eT (*)
o bz 2b o b2 25

Remarquons en outre que , par la série de Taylor, on a

_"x‘/:) P
:F(x)-i-%]- .F(a)Cos.g&x-};-'-zF”(u).Cos.qu-h

Fadpe! ™Y =1 ) 4 Fatpe

Fatp V=" ) —F(utpe 7"V

2\/==T

cn muliipliant les deux membres de l'une et de l'autre équations par
dx, intégrant entre o et o , et ayant égard aux deux formules ci=

= -ii F/(2).Sin.qx+4- lp—; F(a).Sin.zgxt ..

dessus , il viendra

f "Flatpe "™ )4 Fladpe VT 40
b4z’

°

=7 { F(o) 2 F/(a).exB4- 5 ZOVLIN AR ZOWL I g

™) VO)ez un mémoire dc M Laplace , dqns le volume des Mémoires
de lacadémie royale des sciences de Paris R pour 1782, ou la Théorie anali~-
tigue des probabilités du méme géométre , chap. III, n.° 33 , ou encore le
Nouveau bulletin des sciences , n.° 43 , avril 1811, ou enfin le Traité des
différences et des séries de M. Lacroix, 2.¢ édition , page 492, n.° 1211.
Consultez aussi un beau mémoire de M. Bidone, dans les Mémoires de

Vacadémie royale des sciences de -Turin , pour 18i2.
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~=f Pl pe! ™V =) P pe VT
..V——l o bz_*_xz i

Ty ‘_.p F/<g(> g—qb+ f_"_ F//(O().e—qur}" 13—' F”/(O() 8"55+ l
z 1 ) 1.2 1.2.3 ) "y

on encore

- ga\J =7 g\ 7 -
/ F(x-pe ) +F(atpe ) do= ZF (adpe-®) , O)
o 52+x2 b
"Flagpe? TV =Ty ape—TEV=T ~
i / Flatpe )=F(a+-pe )xdx;.w{[:*(“_{_pe-‘Ib)uF(a)}. ™)
Zv—l ° bz+xz

On peut faire , dans les formules (M) et (N), les mémes suppositions .
que dans les formules (A) et (B) , puisque , dans ces quatre formuies,
la fonction F est assujettie aux mémes restrictions.

Soient , par exemple , F(a)==Sin.(ea), a==0, p==1. Le premier
membre de 'équation (M) deviendra ‘ )

i gAN=1 | o =—gxV i
f Sin.ae - Sin.ze de :
° &2+x2

fin faisant disparaitre les imaginaires et formant le second membre ,
on trouvera finalement

1

~—aSin.jx

» aSin.gx
f Sin,(2Cosgz) & e dz= ;—Sin.ae‘qB .
5:+$2

[

Tl est inutile de multiplier les exemples pour faire comprendre que
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les formules (M) et (N) peuvent donner une infinité d’intégrales diffé-

rcentes.

. Un moyen fréquemment employé dans les intégrations consiste A
sulstituer & la varizble une nouvelle variable , dont les limites sont alors
les valeurs correspondantes aux valeurs limites de la premiére variable.
Cette transformation ne change rien & la valeur de l'intégrale définie,
somme des ¢lémens différentiels. Mais, si l'on vient & remplacer une
variable , réelle dans toute I'étendue de I'intégration , par une fonction
variable , composée d’une partie réelle et d’une partie imaginaire , il
semble que la valeur de I'intégrale définie peut en étre altérée , bien
que la nouvelle fonction substituée varie dans les mémes limites que
la variable primitive, puisqu’on a remplacé une somme d’élémens réels
par une somme d’élémens imaginaires.

Nous nous proposons ici de faire voir que néanmoins une substitution
de ce genre , appliquée & une fonction réelle et finie , dans toute 1'ien-
due de l'intégration , loin de conduire & des résultats absurdes, peut
servir, au contraire , dans un grand nombre de cas, & découvrir-de
nouvelles formules générales d’intégration.

Soit ¢{z).dz un différentielle que I'on doit mtégrer depuis z=—-—1
jusqu’a z=-}-1, et qui demeure constamment réelle entre ces limites.

Soit fait z—e v ; les limites correspondantes de « scront res-

. EAViry —_—
pectivement z==w et x==0, 4 cause de ¢ '==Cos.z4-y/ = Sin.z.

On tire de cette relation dz=y/ =5V , ce qui donne
/-H cp(z).dz:—;/:'x:/ ng\/.:? ga(ex\’:)dx ; @)

équation quinesera vraie qu’autant qu'aprés avoir séparé dans le second
membre la partie réelle de la partie imaginaire, l'intégrale de la
partie imaginaire sera nulle, et celle de la partie réelle égale am

premier membre,
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Mais l'équation (P) , obtenue en faisant passer la variable =z,
toujours réelle , par une série de valeurs imaginaires , ne serait pas
sullisamment établie , sil n’y avait, pour y parvenir , une marche
ou les imaginaires ne se mountrassent qu’en apparence, et qui fit
voir en outre & quelle restriction la fonction ¢ doit étre assujettie.
Supposons ¢(z) développable suivant les puissances entiéres de z,
on aura, par la série de Taylor que nous supposons convergente ,,

ex\/:T.go(exv: )—{-—e—xv:——f.w

4

V=)

@(0)Cos.22 = ¢/(0)Cos.3x
+

=n {cp(o).COS..Z‘—{— e f 5

I 1.2

observant qu’en général , lorsque 7 est entier,

@
Cos.nxdr=—0 ,
o

multipliant par dz et intégrant depuis o jusqu’a =, il viendra

et
3

./ (Vo VT4V T TV Y da=o . ()

Cela posé, on a aussi

P S W e D

2‘/_1

¢/(0).Sin.2x | ¢7(0).Sin.3x

-+ e 3

X 1,2

=¢(0)Sin.x~

observant que, lorsque 7 est entier , suivant que ce nombre est pair
ou impair, on a
Tom, XV. 25
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= =

. . 2

J Sin.nz.dzr=o0 , / Sinprdr—— ,
. ° ) n

multipliant par dz et intégrant depuis o jusqu'a =, on aura

X

/ wex\/—x‘?(ex\/_—x)_e— —-:'?(”—'x\/:) 1o
o 2/ —1

¢"(o) ¢1v(0) ev1(o0)
- {“’( o)+ 1.2, 3 1.2.3.4.5 + 1.2.3.4.5.6.7 +} ?

mais , on a aussi -

¢/ (o 1(0Y.23
p(=p+ T T2
d’ol
. 00) | 270 )
S e Ot ey R
donc

,,{ x\/?? (x\/._,)_e—x\/:?‘(?(e-x\/:)}dx=2V:/j:?(z)d,z; 2)

b\

or , en ajoutant membre & membre les équations (1) et (2) , on
tombe précisément sur l'équation (P) qui se trouve ainsli com-—
plétement justifice,

8. Pour déduire de cette équation la valeur d’un grand nombre
d’intégrales définies, il reste & donner a la fonction ¢ différentes
formes, La seconde maniére dont on est parvenu a l'équation (P)
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fait voir d’ailleurs que cette fonction n’est pas enti¢rement arbi-
traire , et qu'elle doit étre développable en série convergente ,
procédant suivant les puissances entieres de z.

Soit, pour en donner un exemple, ¢(z)==ze** , on aura
._.‘/."_"J jexv:.?(ex‘/:)dxz—V:fjezxv::.fc-“’x :dx,
et, en séparant la partie imaginaire de la partie réelle,

Vs jexV;T;a(exv'-t)dx:eacos'x.Sin.(2x+aSin.x)- Ieacos'xCos(zx-}-aSin.x)
de sorte qu’on aura, par l'équation (P),
-]

- A
j+l ze"zdzzj eacos'x.Sin.(zx-{-aSin‘x)dx-\/:z :eacos'x.Cos.(zx-{-aSin.x) .
Q

L’intégration par partie donne

S

+1 b 4 1 1 1
4{dz—e% [ — — — —al — .
S L G e (342)

on a donc

% aCos.x 1 1 1 I
Sin(2 Sinx)de=—e* —— — *ﬂ(___ —
foe Sin.(22-}-aSin.z)dr=—¢ ~—— )—l—e = +—

7 aCos.
f P x.Cos.(zx-{—aSin.x)dx:o .

En faisant ¢(z)==z"¢%7, n étant un nombre entier quelconque,
en obtiendrait les valeurs des intégrales
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ui.

. , = aCosa .
J eacos'x.Cos.(rzx-]—aSm‘x)dx, / ¢ Osx.Sm.(fzx-{—aSin.x)dx )
-]

dont la premiere sera toujours nulle. L’équation

j wgacos'x.Cos.(nx-—l—aSin.x)dx:O ’

o

se vérifie d’ailleurs immédiatement par les équations

‘w qCos. . R
2 / P osx.Cos.(aSm x)Cos.nr.dr=— d

2
= ] 1.2402

2 @ aCos.x . . a"

- / e Sin.(aCos.x)Sin.nx.dr=— ;
= ° 1.2..12
données par M. Poisson dans son quatriéme mémoire sur les inté-
grales définies (*).

9. Par une marche analogue a celle qui nous a conduit a
Iéquation (P), on peut obtenir une nouvelle formule, relative a
des intégrales dont les limites sont o et <.

Soit ¢(z)dz une différentielle qui doive étre intégrée depuis o
jusqu’a 1. Posons

—x4x\/ =1

L=¢ .

Pour que z varie toujours depuis o jusqu'a 1, il faudra que »
varie, depuis oo jusqu'd o. On tire de 1A

(» Journal de Uécole polytechnique , XIX.® cahier , page 439,
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dz=(—14=3) TV, ,
et par conséquent
-TV—I , =7

/,*z)dz“"/ (I—V:—‘) (e )dx;

3. bien
= a\ =1 AV

S ETUET amyf wonek S s @

er e*

et Iéquation (Q) fournira , comme I’équation (P), les valeurs
d’une infinité d’intégrales définies, en égalant respectivement , dans
les deux membres , les parties réelles et les parties imaginaires.
Mais I'équation (Q) a besoin, comme Iéquation (P), d’éire éta-
blie d’'une maniére plus rigoureuse.

Soit F(x) une fonction développable en série convergente, pro-
cédant suivant les puissances entiéres de x, et qui soit nulle en

méme temps que z, on aura
F(e-x+xv—1)+F( X x\/—l) -

—xCos.x x . Cos.ox % ,Cos.32

+F//(o) +F///(0) ..____—3— e 0o

g F/(0)

En observant que, par une formule connue

| o
f e~"*, Cos.nadr— — ,
[}

an
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multipliant par dr et intégrant depuis o jusqu’d o , on aura

1E (=)

Fi@o) = Fr(0) , ¥00) | F(0)
R 1.22 1.2.32 | 12342

CIYTY I ]

Mais on a aussi

-
tgee 3

F(e - “+¥7/(o0). e

observant qu’en général
- 1
[emae=2
o n

multipliant par da et intégrant depuis o jusqu’a <o , on aura aussi

-
CYTRTY LTI

F/(o) F/(o) Fin(o)
I

f : Flem*)dr= -+

1.23 1.2,32

de sorte que

f °°{F( N—x)+r (¢ ) do= j Fe—9da .

Cela posé , soit F(x)=z{(x) ; il suffira que {() ne soit pas infinie
pour x==0, et soit développable suivant les puissances entiéres de
x. L’équation précédente deviendra
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I

J:g exV:x_;bliexV-———r)_i_ e'—x\/:x-%'l(ﬁ—x\/— )} dx=f:€'x-"!‘<€'x)dx .

X ax

ex e lad

Faisant ensuite

o=z , doi j“e—xw—x)dx—_- f'q,(z)dx ,

on aura

S5

Par une marche semblable, et en observant que

B )
P §

>}dx=j:¢(z)dz. (1)

EAVjm -\ T, ==x\
e >+_ e — ¥ (e

ex

® . T
f e Sinnz.dr—=— ,
<} an

on trouvera

/ ) g e.-m\/:‘:%L (gxi:)_:xv:+ (ex\i:f) }dx:x V=1 e ()

° e* e I e

En ajoutant membre & membre les équations (1) et (2), on re-
tombe sur l'équation (Q) , qui se trouve ainsi rigoureusement
justifiée.

1o Pour donner une application de cette dernidre équation , soit

Log.(142)
z 2

Y(2)=
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fonction qui satisfait aux restrictions qui limitent la forme de la

fonction $. L’équation (1) devient

fELOg(K_*‘ng:)-FLOg.(I—l—e—:_:,:;) ;d.r:fl Log.ix{-z) dz,

ou

H

fco Log.(14-2¢7% Cos.x-l—e‘”)dx:j ' Log-(142) dz
©° z

o

or, on trouve

*Log.(142) , ! z z2 z3 . .
f —z——-dz_.f°<1-— 2_+3--_4_+....) =2 ()

o 12

donc

f cQ’Log.(l F-26~%, Cos.xde2%)do=— .

12

(" Voyez le troisitme mémoire de M. Poisson , dans le Journal de l'école
polytechnigue, XVIILe cahier , pag. 341,
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B

ALGEBRE ELEMENTAIRE.

Sur la sommation des termes du développement des
puissances d'un binome , pour faire suile auze articles
inserés a la page 359 du tome XILe et @ la page
163 du tome XIILe des Annales;

Par M. Quergrer , ancien chef d'institution.

s e s . " T o )

BEPRﬁSENTONS par M; le coefficient numérique du terme affecté
_ de giz™i , dans'le développement de (2--a)™; et soit la suite

Ma', M, ”M;;ié’ ) M,/;‘ s M s (@)

r désignant-le rang du terme M,a" ; et appelons cette suite (o).

Soit formée une seconde suite (3) dont le premier terme soit le

premier terme dé (af augmienté de 4; dont le second terme soit
le second terme de (o) augmenté da premier terme de (8) mul-
tiplié pfar 4 ; dont le troisitme terme soit le troisieme terme de
(«) angmenté-du second terme de (3) multiplié par 5, et ainsi
de suite ; en -disposant dans une meme colonne toutes les parties
d'un méme terme ‘de cette deuxiéme suite , et en --disposant ces
termes de "gauche & (droite , suivant leur rang , elle sera - -

Tom. XV, 26
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Ma| M,a| Mga| Mal.. Maw L. \
45| +Mab | +M, b | M 2% | -M 00
B | FMal | M08 M0 B
4 B | Mol | M 0 B b (B)
B M, 0 S

Nous appellerons cette suite 14 somme premitre de (o); en dé=
sigant ses termes consécutifs par E(1,1), 2(1,2), 2(1; 3); e

S(1,7) 5 0m

Si on opére sur la série
(y) comme on avait opéré

M,a
a2M,ab |4 2M,a%h

Ma M, a?

2d
4 35 |43M.a
+ 45

'(ﬁ), pour trouver une troisiéme série
sur («) pour trouver (8), on aura

3

Mra' aeete

M,
42 M, 0 oM, 0D .
3, G F A B My 0 B
4 M B i f M, 073 B ) ()
OO TR |ty T O

»9 o ¢ 0 & o 0o o 0 0

(1) e hee

Nous appellerons indistinctement cette nouvelle suite la somme
premiére de (B) ou la somme seconde de (=), et nous représen+
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terons ses termes consécutifs par Z(2,1), =(2,2), 2(2,3),wm
Z(2,7) e

En opérant sur (), comme sur les précédentes, nous formerons

une suite (7) telle qu'on la voit ici

M,a M,a M, q? Moate.ioo . . Ma" oo, )
435 | -3Mab |43 M a0 | 4 3M2°b.cd~ 3M,_ "5,
- 6 8 |F6M, 08| 6M 0 i 6M,_,a" b .

+ 10 8 |H10M,ab3..ccd-10M, _ 0" B0, b (8)

1384 oo o 1S M, om0,

+ ® o o o L ¢ o

/

Cette suite sera pareillement la somme premiére de (y) ou la
somme seconde de (B) ou la somme iroisiéme de (a), et nous
représenterons ses termes consécutifs par % (3, 1), =(3, 2),

2(3,3) 500 B(3,7) 00 3
On peut, par le méme procédé, former tant.d’autres suites

> (), (1), .ue quon voudra , lesquelles seront dites Ies
sommes quatriéme , cinquitme, siziéme,... de la suite (a); etil
résulte des lois de leur formation ,

1.° Que, dans la somme premiére de (a), les coefliciens sont
constans et égaux & l'unité; '

2.° Que, dans la somme seconde , les coefficiens sont les nombres
de la suite naturelle 1, 2, 3,....;

3.° Que , dans la somme troisiéme, les coefficiens sont les
nombres triangulaires 1, 3, 6, 10, cue



192 PUISSANCES
4.° Que, dans la somme quairiéme , les coefficiens sont la
somme des nombres téuraédres 1, 4, 10, 20, uu;

Et ainsi de suite. _
De sorte que généralement , dans la somme n.™¢, les coefficiens

sont les nombres figurés du ».™¢ ordre.

Si donc nous désignons, en général , par o(p, ¢) le ¢.™° nombre
figuré du p.m¢ ordre, etpar B(z,r) le r2¢ terme de la som.ue
n.™¢ de («), nous aurons

S(n,r)=M a'4o(n,2) M, . @™ bto(n,3) Mr . .02 b+t o(n,r 1 )8 (X)

Le terme général de cette série est ¢(n,i~-1)M: ;a™ibi.
Cela posé , on sait que ‘

="y Qo Mo=—=—T— M.

r m—r-41

de 1d on tire, en changeant continuellement r en r—i

,
M, = —
= e—rgr T 72
r r—1
M._ = - M.,

me==r==1 me=r4-2

r [ Kt § T2

. . M
m—r=41 me=—r-42 me—r43 "’

M_,=

N - =
@ e ¢ ¢ ® s s 0 v e s e s s e 8 e e s 0 8 s

—_— -t T2, re=id1 M.
me—r41 mer4z m—r43" "0 g7 T

Par la substitution de ces valeurs, la série (X) deviendra
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-1

m=—r41 m—r+2

95 Fez ]2
o(n, 3)a""*b

Z{n,r)= Lr a’+

o{n, 2)a

I e, e

me—r—1 m—r+z m—r+

r r—1 r— —7 1 e(n, +I z
. . . r-i AL r .
Cmer41 mer4a m=r43’ m—r-{—-z(?\n l+ )a" i, + & (1)

biais , & cause de la relation connue ¢/p,¢)=0{(s,p), on a

== 1Z=20(2 y m—T41)=@(m=—r+4-1, 2) ,
(m—r+1)(m—r+2)=x.2¢>'(3, m—r4-1)=1.2¢(m==r41,3) ,
(n—r+4-1)(m—r-2)(Mme—r+433=1.2.30(4 ym=—r-}-1)=1.2.30(m==r-1,4) ,

» ° . . . . . . . * o » . . . 3 .

{me—r41) (n=r4-2) (m=r4i)=1.2.000 41 ,m=rt 1)=r.2..00(m-r41,i41) ;

en a de plas

M= DT T m-rr+!=c'a(r+Ipm—r+l)=c‘9(m-——r+I,Y‘+I)

1 2 3

Au moyen de ces valeurs, la série (Y) deviendra

I S R IO r r—t o(n, 3) ro2
E(n,r)_fﬂrga +-r—¢(m-r+x,z)a o+ I 3 g(m=r+t1,3) ¢ +

r re=1 T2 ¢(n ) 4) re-373 .
[ . N a' =D e o ¢ a4 o @ e o
+ I 2 3  eun=—r41,4) + ¢

rr—i re—i-1 ¢(n, i4-1) ol e(n,ri1) 7
+ 1 2 i Qune=r<-1,i41) +. "+¢(m-—r+x r<1) ; ( ’
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Telle est l'expression générale d’un terme d’un rang quelconque
dans une somme quelconque.

Si présentement on suppose n=—=m—r--1, la série (Z) deviendra

= m=ri1, ;=M { a4 :—a""’b+t.r__lza’-'ba+_,,.’.‘l_:§....r_—_‘;ﬂa"ibi+,.,+5'2
1 2 2 Z

c’est-a-d re ,

S(m=—r—-1,r)=M(a4b)" ;
de 1A on conclura
(8 4o40)"=2(1, m)4-Z(2,m=1)c+} = (3, Maw2)c2fer - S({f-1, m=1)cicdersnde™ 5
ce qui démontre généralement les équations posées tome XIII,

(pag. 164 et suiv.), sur lesquelles est fondée la méthode que
nous avons développée en cet endroit pour l'extraction des racines.
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1}

CORRESPONDANCE.

Lettre de M. VINCENT , professeur de mathématiques au
collége royal de Reims ,

Au Rédacteur des Annales ;
2. S e Vs =a Ta Vi Vi e Vo 3

MONSIEUR ,

DEPUIS Iinsertion dans vos Annales de mon mémoire sur los.
courbes exponentielles et logarithmiques (*), on m’a fait observer
que j’avais, & tort, donné, comme nouvelles, des considérations
qui, me disait~on, se trouvaient développées dans Fuler. Je me
hitai de me procurer Ulntroduction & lanalise infinitésimale ,
que je n’avais point lue; et je reconnus que, pour ce qui a rap~
port aux courbes composées de points disjoints, le fond de lasser~
tion était exact. Je dois donc, dans lintérét de la science et de
la vérité, me dépouiller d’un honneur qui ne m’appartient point ;
celui d’avoir, sinon découvert, du moins fait connaitre le premier
Uexistence de ces sortes de courbes, et me borner & revendiquer

(*) Voyez & la premiére page du présent volyme:
J. D, G
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celui d'en avoir plus complettement développé la nature et les
propriétés. Jaurai ausst & me féliciter d’avoir ramené Iattention
des géométres sur des faits curieux qui paraissaient totalement tombés
dans l'oubli, puisque les ouvrages modernes les plus étendus et
les plus justement estimés n’en font absolument aucune mention.
Ceux qui désireraient savoir ce que j’ai pu ajouter & la théorie
d'Euler pourront consulter l'ouvrage cité, liv. II, chap. XXI,
n.% 515—520 (pag. 292 du IL® volume de la traduction de M.
Labey).

Ces observations ne sont nullement applicables & la théorie ana-
litique que jai cherché & établir sur les quantités exponentielles
et logarithmiques ; car Euler dit, en parlant de Iexponentielle
¢t , (Ibid. live I, chap. VI, n.° g7, pag. 7o) « sil'on substitue
» 4 z des fractions, on aura pour résultats des quantités qui,
» considérées en elles-mémes, ont deus ou un plus grand nombre
» de valeurs, puisque l'cxtraction des racines en fournit toujours
» plusieurs. Cependant, on n’admet ordinairement , dans ce cass,
» que les valeurs qui se présentent les premiéres, c’est-a-dire,
» celles qui sont réelles et positives ; parce que la quantité af
» est regardée comme une fonction uniforme de z.. 1l en estde
» méme si l'exposant z a des valeurs irrationnelles ; mais , comme
» Il est difficile, dans ce cas, de concevoir le nombre de valeurs
» que renferme la quantité proposée, on se contente de considérer
» la seule valeur réelle.... » Ainsi, Euler recomnait implicitement
que la théorie des logarithmes , telle qu'on a coutume de I'esposer ,
est incompléte et de pure convention ; et les expressions qu’il
emploie montrent clairement qu’il ne la donne ainsi que pour
se conformer & l'usage, et & cause de la difficulté d’en éablir
une plus rigoureuse. Je me propose, au reste, des que le temps
me le permettra , de donner de nouveaux développemens & ce
second objet de mon mémoire.

Je vous prie, Monsieur le Rédacteur, de vouloir bien donner
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une place & cette lettre , dans un de vos prochams numdres , et

d’agréer , etc. (*).
Reims , le 20 octobre 1824

i
| ]

QUESTIONS RESOLUES.

Solution du premier des deux problémes de géomeélrie
énonces a la page 76 du présent volume.

P ROBLEME. A quelle courbe sont tangentes les cordes d'une
section conigue qui a un cenire , kypoténuses d'une suite de triangles
rectangles ayant constamment le sommet de langle droit au centre

de la courbe ?

Solution de M. QUERRET.

Supposons que la courbe soit une ellipse dont C soit le centre.
Soit MN une des hypothénuses dont il s’agit. Du centre C & son

(*) Nous devons nous-mémes des escuses & nos lecteurs pour ne leur
avoir pas fait remarquer, par une note , l'analogie des idées d’Euler avec
celles de M. Vineent. Mais la vérité est que, comme cet estimabie géo-
métre , nous les croyons tout-a-fait nouvelles. L'ouvrage d’Euler, ou elles
sont consignées, est pourtant un de ceux ¢ue nous avons le plus souvent
sous la main ; mais eest sur-tout la premiére partie que nous sommes
dans le cas de consulter; et il y a au moins trente ans que nous ne
Yavons lu de suite emn entier. Voila sans doute comment cet endroit nous

sera échappé.
J. D. G.

Tom. XV. 27
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milieu O soit menée une droite rencontrant la courbe en un point
T par lequel soit menée une tangente & cette courbe. Du centre
C soit abaissée sur cctte tangente la perpendiculaire CG coupant
en H sa parallele MN, Soit enfin PQ le diaméltre parailele & MN,
conjugué de celui qui passe par T ; & cause de langle droit

MCN, on aura CO=—=OM=—ON.
Ceia posé, & cause des paralléles, on aura
CO.CG MOCG

CT:CO::CG:CH= T = o

Mais, par la propriéié de lellipse, on a

u

0> CP CP’ 2
MO'= - (CT—CO0)=_-_ (CT —MO
& ; (€T D= — .(CT s
d’ont
Cp.CT
MO——— .
0=Vt

Mais , par une autre propriété de ellipse , si 'on représente par @ et &
ses deux demi-diamétres principaux, on aura

. ab.CT
CP.CG=4s , d’olt CP.CT= e
et
CP°4-CT =a’4-5" ;
d’ott ~
. CT ab
MO= CG ‘/aﬂ-i-bz '

En substituant donc cette valeur de MO dans celle de CH, elle
deviendra simplement

ab
CH= s \/ a3} ?
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quantité constante, de sorte que la courbe cherchée est un cercle
concentrique & lellipse dont il sagit, et ayant pour rayon la
perpendiculaire abaissée de son centre sur la corde qui joint deux
sommets consécutifs quelconques (*).

Pour passer de 1i & hyperbole sans faire de nouveanx calculs,
o éwant le demi-axe transverse, il suffit de changer 4 en 41/ =%
ce qui donne, pour le rayon du cercle,

e\ =7 ab
‘/a’-—b‘ - ‘/b:_a: >

ce qui prouve qu'alors le cercle n’est possible qu’autant que l'axe
transverse est le plus petit des deux.

Autre solution du méme probléme et de son analogue
pour les surfaces du second ordre ;

Par un ABONNE.

. P e e s T e

SOIT une ligne quelconque du second ordre ayant un centre,
rapportée a ses dianzitres principaux; et soit alors son équation

ax’-by’=c . (1)

(® Quelgqu’un nous a assuré que cette proposition se trouvait démontrée
dans Pouvrage de M. Poncelet; mais nous n’avons pu découvrir en quel

endroit. £ 21
Yo J. D. G,
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Par son centre O, soient menées arbitrairement deux droites
perpendiculaires entre elles, la rencontrant en A et B; et cherchons
Uexpression de la perpendiculaire p abaissée du centre O sur la

corde AB.
Pour cela, soient pris respectivement OA et OB pour axes des

¢ et des #; pour passer au nouveau systéme de coordonnées ; il
faudra faire

r—=ai+Pu ,
y=o't4-B'u ;

(2)

ce qui donnera, en substituant,
a(od—4-Pu)’+-o(t4-plu)’=c . 3)

Si, dans cette équation, on fait tour a tour chaque coordonnée
égale a 2éro, et qu'on tire ensuite la valeur de l'autre, on ob-

tiendra ainsi OA et OB, qu'on trouvera étre

. S '
A=Vamw e PVewes @

Cela posé, l'aire du triangle rectangle ACB ayant également
pour espression +OA.OB et 2p.AB, on doit avoir

0A.OB
P="3p °

ou bien
0OA.OB 4 .

P=\oatob ]/: P
OA uB

introduisant , dans cette expression, pour OA ‘et OB leurs valeurs
(4) , elle deviendra
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— \' .
P = Ve tantbwtes ’

mais on sait que
o’ =t ,
a'4-fr=1 ;

)

donc cette expression se réduit simplement &

V¢
’=Vats’

quantité constante ; de sorte qu’on’ a ce théoréme:
THEOREME 1. Les cordes dune ligne du setond ordre fey-

potbénusés d'une suite de triangles rectangles , ayant pour sommet

commun de l'angle droit le centre de la courbe, sont toutes tan-

gentes & un méme cercle.

On peut toujours supposer ¢ positif , et conséquemment le
numérateur réel; le cercle ne sera donc réel qu’autant que a5
sera une quantité positive, circonstance qui aura toujours liew

dans Dellipse.

Soit, en second lieu, une surface quelconque du second ordre
ayant un centre, rapportée a ses diamétres principaux; et soit

alors son équation
ar’ by’ +cz’=d . (1)

Par son centre O, soient mendes arbitrairement trois droites
perpendiculaires enire elles, la rencontrant en A, B, C; ct
cherchons l'expression de la perpendiculaire p abaissée de son

centre O sur le plan du triangle ABC.
Pour cela, soient pris respectivement OA, OB, GC pour axes
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des ¢, u, v; pour passer au nouveau systéme de coordonnées , il

faudra faire
z=o 4P uty v,

y=t4futy v, ) (
z:a:”t+ﬁ”u+y”v 3

o

)

ce qui donnefa, en substituant,
a(at+ﬁu+7v)‘+6(a’t+ﬁ’u+y’v)’+c(a”t—}aﬁ’/u-}-y”;:)’:d . 3)

Si, dans cette équation , on fait tour-a-tour deux des coor-
données égales & zéro, et quon en tire ensuite la valeur de la
troisiéme , on obtiendra ainsi les valeurs de OA, OB, OC, qu'on
trouvera étre

Vd

OA= V awopbaifcas

OB= —— V4 %)

‘/aﬁ2+bﬁlz+cﬁlla b4
Vd

‘/072-*—57’2-*-()7’7;

OC=

Cela posé , considérons le tétraédre rectangle dont le sommet
est en O et dont ABC est la face hypothénusale. Les aires des
faces rectangulaires de ce tétraédre sont

+0B.OC , +0COA , +O0A.OB ;
on sait d’ailleurs que la somme de leurs quarrés doit étre dgale
au quarré de laire de la face hypothénusale; d'ott il suit qu'on
doit avoir :
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ABC=1{/0B".0C +0C.0A +OA.OB" «

Présentement , le volume du tétraédre peut étre indistinctement
esprimé par L7 ABC ou par §0A.0B.OC; dou il suit qu'on doit

avoir
__OA.0B.OC

P= T2ABC

c'est-a~dire en substituant ,
0OA.0B.OC
= \/GB.0C+0C.0A 104 .0B *

ou encore
I

[
]/mz+0—32+b—6

ce qui donnera , en introduisant pour OA, OB, OC,

valeurs (4),
' _ Ve
P—= Va(¢3+/33+73)+b‘\4’3+ﬁ"-f-'y’:)+L‘(S’l3+,ﬂ”3+'y”2) *

Mais on a, dans le cas présent,
@ 4 by =1
o ‘H-fr 4yt =1 , ) (5)
a//2+ﬁ//2+~y//2:x H
donc cette expression se réduit simplement &

S '
= V agitec ’

quantité constante ; de sorte quon a ce théoréme :

les
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THEOREME II. Les triangles inscrits & une surface du second
ordre , faces hypothénusales d'une suite de tétraédres rectangles ,
ayant pour sommet commun de langle droit triédre le centre de
cette surface , sont tous tangens & une méme sphére.

On peut toujours supposer & positif, et conséquemment le nu-
mcrateur réel ; la sphére ne sera donc réelle qu’autant que a+b+4c
sera une quantité positive ; ce qm, en particulier , aura toujours
licu pour Pellipsoide.

QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme de Geométrie,

A quelle courbe est tangente une droite indéfinie qui se meut sur
le plan d’un segment de cercle , de maniére & couper constamment
l'arc et sa corde en parties proportionnelles ?




CAUSTIQUES SUR UN PLAN, 203

OPTIQUE.
Recherches sur les caustiques ;

Par B, Cu. Sturwm,

[a R T V1 Vo W, VL, Vi V)

SOIT , dans un milien homogéne , un point luminenx A, d’od
émanent, en tous sens, des rayons qui se réfractent, en passant
de ce milien daus un autre milien ¢ alement homnogene , séparé
du premier par une surface plane ou sphérique. Nous nous pro-
posons ici de déterminer la nature de la surface caustique formée

par la rencontre consécative des rayons réfractés.

Supposons d’abord (fig. 1 et 2) que la surface de séparation
soit un plan. Abaissons du point A sur ce plan une perpendiculaire
A€, que nous prolongerons d’une quantité CB=AC, et par la-
quelle nous conduirons , & volonté , uu plan ACD qui coupera
le proposé suivant une droite CD , perpendiculaire & CA. Il est
clair que tous les rayons émanés du point A qui tomberont dans
ce plan ACD n’en sortiront pas en passant dans le second milien.
Ainsi nous n’avons & considérer que ce qui se passe dans le plan
ACD, qui est celui de la figure,

Soient donc AI un rayon incident quelconque , T son point
d’incidence , sur la droite CD et IK la direction quil prend en
se réfractant. Soit IL le prolongement de cette direction IK du
coté du point A ; élevons IF perpendiculaire & CD ; les sinus des
angles AIF et LIF d’incidence et de réfraction seront entre eux,

Tom. XV ,n.° VII, 1.°% janvier 1825, 28
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d'aprés uue loi connue, dans un rapport constant que nous nom-

a
mercns  — .
<

Faisons passer par les trois points A, B, I une circonférence
de cercle. Cette circonfirence touchera IF en I, et coupera de
nouveau -la droite IL en un point M. Il est aisé de voir que
les sinus des angles AIF, MIF ‘que la tangente IF au cercle AIB
fait avec les cordes TA , IM sont entre eux comme ces cordes.

. _ a .
Donc le rapport de celles-ci est donné et égal & — ; et suivant
c

que « sera pius grand ou plus peiit que ¢, les points T et M
seront ou ne sercnt pas situés tous deux du méme coté de AB.
Ces-deux cas doivent étre examinds séparément.

Premier cas (fig. 1). a>c,dou IASIML

L’angle AMB dtant alors égal a 'angle AIB , prenons sur MB
une portion MG dgale & MA et joignons AG, les deux triangles
isoctles AIB, AMG seront semblables ; donc I'angle MAG sera égal
a 1-’angle IAB, et par conséquent l'angle BAG égal a I'angle IAM ;
m~is on a aussi Pangle ABG égal al'angle TAM ; donc les deux
triingles BAG ¢t AMI sont semblables , et donnent conséquemment

celte proportion

‘DA 1A BA @
BG T IM ou BG ¢

donc BG est constant et donné de grandeur; et comme
BG=MB—MG=MB—NMA ,

on voit que la différence MB—MA est constante, et que par
conséquent le point M est. & une branche dhyperbole dont les
foyers sent A et B et dont l'axe transverse est égal & BG.

De plus MI est la normale a cette courbe au point M, puis-
qu'elle fait , avec les.deux rayons vecteurs MA , MB , des angles.
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AMI, BMI, supplémens de l'autre , comme sous-tendus dans le
cercle AMB par des cordes égales BI, AL Tous les rayons réfractds
IK sont donc normaux & la branche d’hyperbole dont il s’agit.

Ansi , Jorsque Il'angle de réfraction est moindre que [engle
d'incidence , la causiique jformée par les rayons réfractes est la
développée d'unc branche d'lyperbole dont le foyer est le point de
départ des rayons incidens , dont le centre est la projection du
méme point sur la droite séparairice des deux milicuz , et dont
Lexcentricité est @ laxe transverse dans le rapport donné du sinus
dincidence au sinus de réfraction.

Deuxiéme cas (fig. 2 ). a<c, doit TALIM.

L’angle AMB ¢tant alors supplément de AIB , prolongeons BM
d’nne gnantité MG=MA et joignons AG ; les triangles isoceles.
AIB, AMG étant semblables , l'angle MAG sera égal a TAB, et
par couséquent langle BAG égal‘ a langle IAM ; mais l'angle ABG
est ¢gal 4 langle AIM; donc les deux triangles BAG , IAM sont
scinblables ¢t donnent couséquemment

2

BA 1A BA
e T IM ° ot Bg

a
¢

donc BG est donné de grandeur; et comme
BG=MG+MB=MA-}-MB ,

on voit que le point M appartient & une ellipse dont A et B sont
les foyers et dont le grand axe est égal & BG.

De plus MI est la normale & cette courbe, puisqu’elle fait , avec
les rayons vecteurs MA, MB ,des angles IMA , IMB égaux entre
eux , comme sous-tendant des cordes égales IA , IB du cercle AMB.
Tous les rayons réfractés IK sont donc normaux a lellipse dont
il s’agit,

Ainsi , Zar&que Pangle de réfraction est plus grand que langle
d'incidence , la caustique formée par les rayons réfractés est le
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déseloppée dune demi-ellipse , dont le jfoyer est le point de deépart
des rayons incidens , dont le cenire est la projectz'on du méme
point sur la droite séparatrice des deux milieux , et dont l'excen-
tricité est au demi-grand axe dans le rapport donné du sinus
d'fncidence au sinus de réfraction. 1l faut remarquer qu'ici 'angle
d'incidence ne saurait croitre au-deld d’une certaine limite déter-
minée par la formule Sin.AIF— -;f- .

Comme les résultats que nous venons d’exposer sont déja connus
et ont été démontrés par l'analise (*), nous ne nous y arréterons

pas davantage, Passons donc & d’autres recherches.

Supposons (fig- 3, 4, 5) que la surface séparatrice des deux
milieux soit une surface sphérique. Tirons de son centre C au point
luminenx A une droite indéfinie CA , par laquelle nous ferons
passer un plan CAD , qui coupera cette surface suivant un cercle
dDd, représenté dans la figure. Il est clair que tous les rayons
émanés du point A dans ce plan CAD n’en sortiront pas en pé-
nétrant du premier milien dans le second.

S)ient donc AI un rayon incident quelconque , I son point d’in-
cidence sur le cercle dDd et IK la direction qu’il prend en se
réfractant. Soit IL le prolongement de IK dans la direction opposée ,
et tirons le rayon ou la normale CI. Les sinus des angles AIC,
LIC d'incidence et de réfraction sont toujours entre eux dans un
rapport donné, Il faut remarquer , en outre , que ces angles doivent
toujours ¢étre de méme espéce , cest-a-dire , tous deux aigus ou
tous deux obtus.

Prenons, sur la direction de la droite CA, un point B tel que

(*) Voyez le mémoire inséré a la page 229 du XILe volume du présent
recueil, y

J. D. G.
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e produit de CA par CB soit égal au quarré du rayon CI ou
Cd. Les triangles CAI , CIB seront semblables et donneront
IA CA

JA
= le rapport — sera donc constant. Posons

1B

—
—

a
2 .

b-alb-ﬂ
-1 0

Le triangle CAI donne encore

Sin.CIA _ CA
Sin.CAI <

Al KN
.

et comme les angles CAI, CIB sont égaux, on a

SinCIA _ CA _ @
SimCIB G 3 °

Si le point A est tellement placé , & I'égard de la surface sépa-
ratrice , que le rapport de CA au rayon CI soit égal au rapport
donné du sinus d’incidence au sinus de réfraction, la formul: i-
dessus fait voir que , l'angle d’incidence étant CIA , langle de
réfraction sera CIB, pourva toutefois que ces deux angles soient
de méme espéce. Cette condition n'est remplie qu’autaut que le
point T tombe sur l'arc éD , déterminé sur le cercle dD3 par Ir
perpendiculaire AD a CA (fig. 3 ) ou par la tangente AD 4 ce
cercle (fig. 4, 5), suivant que A lui est intéricur ou extérieur.
Ce cas particulier , dans lequel la courbure sphérique fait converger
en un seul et méme point les directions des rayons réfractés, a
été signalé par M. le professeur de La Rive fils, dans son mémoire
sur les Caustiques, imprimé récemment & Genéve (*).

(*) Nous aurions déja annoncé cet intéressant mémoire que nous n’avons
recu au surplus que depuis peu, si nmous n'aviens voulu faire counaitre
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Pour rentrer dans la généralité de la question , faisons passer
une circonférence par les trois points A, B, I; cette circonférence

coupera la droite IL en un second point M ; et, & cause de la

. ) .
relation CA.CB=Cl , CI lui sera tangente en I. Cela étant, les
sinus des angles CIA, CIM, formés par cette tangente CI avec
les coides IA , IM seront entre eux comme ces cordes. Soit
a 1A

. . . a
— le rapport donné de ces sinus; on aura ainsi — =— — , de sorte
c M c

que les trois droites TA , IB, IM seront constamment proportion—
nelles aux trois coustantes @ , &, c.

La circonférence qui passe par les trois points A, B, I , est
divisée par ces points en trois arcs sur chacun desquels le point M
peut également se trouver. Voild donc trois cas distincts qu'il faut
discuter séparément.

remier cas ( fig. 3 ). Le point M tombe sur I'arc AB.

Les angles AIB, AMDB éant alors supplémens l'un de lautre ;
prolongeons BM d’une longueur MG qui soit & MA dans le rapport
donné de 4 & « ou de IB a TA, et soit menée AG. Les triangles
AIB, AMG ayant un angle égal en M et I, compris entre deux
cotés proportionnels , seront semblables ; d'ott il suit que langle
MAG sera égal & l'angle IAB , et par conséquent I'angle BAG égal
a langle TAM. Les triangles BAG , IAM ayant en outre les angles.
ABG, AIM égaux sont donc semblables et donnent

BA 1A BA o
BE-m > M BT

donc BG est constante et donnée de grandeur. Cr, on a

en méme temps quelques résmltats sur le méme sujet que nouns avens
obtenus depuis long-tewps, mais que le défaut de loisir nous a empéché

jusqu'ici de mettre en ordre.
J. D. G..
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BG=MB4MG , MG=2214A;
a

ainsi

MB4— MA=BG , on aMB+JMA—cAB . (1)

Le lieu géométrique du point M est donc une courbe dans la-
quelle la somme des produits des rayons vecteurs, rapportds aux
points A et B par deux constantes , est elle-méme une quantité
constante.

Deuxiime cas (fig. 4 ). Le point M se trouve sur l'arc AL

Les angles AIB, AMB ¢tant alors égaux entre eux, soit prise
sur MB , prolongée, sil est nécessaire, au-deld du point B, une
Iongueur MG qui soit & MA dans le rapport donné de 2 a o,
et soit menés AG. Les triangles AMG , AID ayant un angle égal
en M et I, compris entre deux cOtés proportionnels , seront
semblables ; doit il suit que l'angle MAG sera égal a Il'angle
IAB, et conséquemment plas petit que MAB ; de sorte que G
doit réellement tomber entre M et B. Eunsuite l'angle BAG sera
égal a I'angle TAM ; et, comme les angles ABG, AIM sont aussi
égaux_, on voit que les iriangles BAG , IAM sont aussi semblables,

et donnent conséquemmeat

BA 1A BA o
BG ~ IM ot BG ¢ ’

donc BG est constant et donné de grandeur. Or, on &
- BG—=VIB—MG , MG:-E MA,

2insi

b
MB—— MA=BG , ou aMB—5.MA=¢.AB . ()
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Le lieu géométrique du point M est “onc une courbe dans la-
quelle la difiérence d2s produits des raycas vecteurs, rapportés aux
points A et B, par deux ccusiantes est c¢le-méme une quantité
CO115151110s

Troisiéme cas ( 5g. 5), Le pcint I tombe sur l'arc BL

Seit prise sur BM, prolongde, s'il es. ndcossaire , au-deld de B
une longueur MG:.-.; MA , e

e

scl

ot

menéza, Par 13 les triangles

AMG et AIB seront sembiables, Vangle MAG égal & l'angle TAD,
et plus grand que Vangle M.:B; de sort2 que G duit réellement
tomber sur le prolongement de MB. Ersuite, langle BAG sera
égal & langle TAM ; mais d'zillears les angles ABG , AN sont
égaux, comme ayaintle méme suppiément ABM; donc les triangles
BAG, IAM sont semlables et donnent

BA 1A o BA e
e T o —_—— 3
BG M ? BG P

donc BG est constant et donné de grandeur. Cr, on a

BG=MG—MB , MG=- MA;

[

ainst

2 MA—MB=BG , on 5MA—aMB=cAB . Gy

Le lieu géoméurique du point M est donc encore ici nne courbe
dans laquelle la ditlérence des produits des rayons vecteurs, rap—
portés aux points A et B, par deux constantes est elle-méme une
quantité constante ; mais ici la différence est inverse de celle du
cas précédent.

En résumé , nous voyons que le lieu géométrique du point M
est une courbe telle que la somme ou la différence des produits
des distauées de ses points aux deux points fixes A et B par deux
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coefficiens déterminés est constante et donnée de grandeur. Il sera
donc toujours facile de construire cette courbe , daprés 1'équation
qui lui correspondra; on trouvera que c’est une courbe du genre
de lellipse ou de I'hyperbole, différant d’autant moins de l'une
ou de l'autre de celles-ci que le rayon du cercle dont le centre
est C sera plus grand par rapport a la distance du point A 3 sa
eirconférence , et qu'en méme temps les deux coefficiens seront moins
inégausx.

Nous allons faire voir présentement que la normale au point
M de la courbe dont il s’agit coincide-avec le rayon réfracté MI,
Soit en eflfet MN cette normale (fig. 3 ), la courbe répondant alors
a I'équation (1). Comme on peut toujours, d’un point pris & vo-
lonté sur le plan d’une courbe , lui mener une ou plusieurs nor-
males , supposons que la nermale MN & la courbe proposée soit
celle qui passe par un point fixe P, pris sur son plan. D’aprés
les théories connues , sa portion PM sera un minimum ou un
maximum , entre toutes les droites que l'on peut mener du point
P ala méme courbe. Donc, en vertu de I’équation (1) , la somme

»PM+4-2MB42.MA ,

dans laquelle p est un coefficient constant arbitraire, sera ausst
un minimum ou un maximum. De la résulte , suivant un théoréme
général que nous avons démontré ailleurs (*) , que , si I'on applique
au point M trois forces dirigées suivant les droites PM , BM , AM
et proportionnelles aux quantités p , @, &, respectivement , leur
résultante sera dirigée suivant la normale MN. Or, l'une d’elles
ayant déja cette direction, les deux autres qui agissent suivant BM
et AM devront aussi avoir leur résultante dirigée smivant MN,

(*) Voyez tom. XIV, pag. 115.
Tom. XV, 29
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avec laquelle elles feront des angles BMN, AMN , dont les sinus
devront étre conséquemment en raison inverse de leurs intensités ,
c’est-a-dire, dans le rapport de 4 a z. Mais MI fait avec MB et
MA des angles dont les sinus sont entre eux comme les cordes
1B, IA qui les sous-tendent , dans le cercle AMB , c’est-a-dire ,
dans le rapport de 4 & @ ; donc la normale MN coincide avec
MI. On démontrerait la méme chose pour le cas des équations
(2) et (3), (fig. 4 et 5) ().

Cette propriété fait voir que la courbe & laquelle sont tangens
les rayons réfractés IK on IM, est la développée de I'une des courbes
(1), (2), (3); or, cette courbe n’est autre chose que la caustique
formée par ces rayons réfractés , dou il faut conclure que /z
caustique que jforment les rayons lumineux qui émanent d'un point,
aprés s'éire rifractés a la rencontre dune circonférence dans le
plan de laquelle ce porni se trouve situé, est la développée d’'une
courbe dont la propriété. caractérisitque est que la somme ou la
différence des produils des distances de ses points au point lumineux
et a son conjugué par rapport au cercle , par deux coefficiens cons—
tans est une quantité constante. Les courbes de ce genre ayant
quelque ressemblance ‘soit avec lellipse , soit avec I’hyperbole, on
doit en conclure que les caustiques dont il s’agitici ne doivent pas

(*) Si Pon voulait faire usage du calcul différentiel , on aurait-, en nom-
mant r, /' les droites MA, MB , et ds ’élément de la courbe

H

o dr dr
brtar'=Const. dott b—1Ta — —=o0;
- ds —  ds
dr dr/ . .
or, — et —— sont les sinus des angles que fait la nermale avec les
’ ds ds ° o

rayons vecteurs r et r/; donc, etc.
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différer extrémement des développées de ces deux courbes (*).
La proposition que nous venons ¢'établir doit maintenant étre

appliquée aux différentes circonstances que peut présenter la

questiou.

(*) Ce qui précéde .nous conduit & une construction assez simple des

courbes (1), (2), (3).
Soit prise ( fig. 6 ) sur la direction de TA une longueur IM/'=IM, et

soit M/C/, paralléle & CI, qui coupe en €’ la direction de CA: On a d’abord

IA -a TA a
T————— dot —m =—,

e’ M c—a

les triangles CIA, C/MA donnent ensuite

CA CI IA a

CA — OMW — MA  c—a

5

donc le point €/ est donné de position et la distance C/M’/ donnée de
grandeur ; de sorte que le point M’ appartient & une circonférence de

cercle dont on eonnait le centre C’ et le rayon.
Ainsi, décrivons un cercle dont le centre C/ et le rayon C/M’ soient

déterminés par les proportions

e CA a CI CA @
v ¢ oM T CAT c—a

Ie point A sera un centre de similitude des cercles dont C et C’ sont
les centres. Soient menées par ce point A des droites IM/ qui coupent
ces deux cercles en -des points corrélatifs I et' M’/ , de sorte que les
rayons CI, C’'M/ soient parallles entre eux; puis, faisant passer par les
points A et B une suite de cercles AIB, prenons sur chacun d'eux une
corde- IM égale & IM/, tellement que l'angle CIM soit de méme espéce
que CIA ; nous obtiendrons, par cette comstruction , tous les points M
de Ta courbe demandée, et toutes ses normales MI,’

Une construction analogue , indiquée ( fige 2) , a lieu relativement &
Tellipse et . a I'byperbole dont il a été question (fig. 1 et 2).
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Tout étant supposé comme ci-dessus ( fig. 3 ), soit d’abord sup~
posé le point A dans l'intérieur du cercle réfringent , ce qui donne
a<b. Elevons la perpendiculaire AD a l'axe CA. L’angle CDB
étant égal a l'angle CAD, BD sera tangente au cercle dDJ, et
I'angle CDA=CBD, sera la plus grande valeur que puisse prendre
Vangle d’incidence CIA, qui est toujours égal & CBIL Concevons
décrit le cercle AIB, pour chaque point I d’incidence ; il faudra
supposer successivement que le point I tombe sur l'arc dD, puis
sur l'arc dD, en se rappelant que l'angle CIM ne peut devenir
obtus,

Si I'on a ¢<a, il sensuit IM<IA, le point M tombe toujours
sur 'arc AI, quel que soit I; la caustique formée par les rayons
réfractés est alors la développée de la courbe (2).

Silon a ¢>a et <5, IM est compris entre IA et IB, le point
M tombe sur I'arc AB, quel que soit I; la caustique répond alors
a la courbe (1).

Soit enfin ¢>a et >4, d’ot IM>IA et >IB. Si le point d'in-
cidence tombe sur l'arc dD , on voit que la caustique est la déve-
loppée de la courbe (1) ; et, s'il tombe sur dD , elle devient celle
de la courbe (3). L’angle d’incidence a ici une limite au-dessous
de CDA, qu’on obtient en faisant Sin.CIM=1, dans la formule

Sin. C1A =2 , dott $7n.CIA = 2« ":— ou <Sin.CDA.
- ¢

Sin.CIM

Examinons maintenant ce qui a lieu (fig. 4 et 5 ) , quand le
point A est extérieur au cercle, d’ott résulte 2> 4. Soit alors AD
tangente au cercle dDd; il est clair que les rayons qui partent du
point A ne pourront pas tomber , & la fois, sur les deux arcs dD
et D ; ils tomberont seulement sur 'un ou sur Pautre. D’aprés
cela, si I'on suppose décrit le cercle AIB pour chaque point I, en
se rappelant que les angles CIA , CIM sont toujours de méme espéce,
et qué le premier est obtus ou aigu , suivant que I tombe sur dD
on sur oD, on parviendra aux résultats suivans.

Les rayons incidens tombant sur I'arc dD, si.I'on a ¢<a, la
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caustique est la développée de la courbe (2); mais, si l'on a
c¢>a, elle répondra & la courbe (1) ; les rayons incidens suscep—
tibles de réfraction n’atteindront pas AD , et leur limite sera donnée

par la formule S/n.CIA= -j— .

Les rayons incidens tombant sur l'arc D, si l'on a c<z, la
caustique se rapporte a la courbe (1) ou a la courbe (3), suivant
quon a ¢> ou <b.Mais c>a se rapporte 4 la courbe (2). Dans
ce dernier cas, l'angle dincidence CIA a une limite au-dessous de

Pangle droit CDA , donnée par la formule Sz'n.CIA=-(-:f .

Outre les suppositions que nous venons de, parcourir , il reste
celle de ¢=4. Nous avons vu qu’alors , tant que les rayons inci-
dens tombent sur l'arc éD , la caustique se réduit a un point
unique B; mais, & I'’égard de ceux qui tombent sur l'autre arc
dD, la caustique devient la développée de la courbe (1) ou de
la courbe (2), suivant que le point A est intérieur ou extérieur

au cercle dDd.

Pour compléter ces recherches , nous allons encore considérer .
la surface sphérique comme surface réfléchissante , ou, ce qui
revient au méme, le cercle comme courbe réfléchissante , et nous
ferons connaitre la nature de la caustique que forment alors les
rayons réfléchis.

En admettant les mémes notations et constructions que ci-dessus,
on parvient aisément alors aux conclusions que voici :

Si la distance du point A au centre du miroir est plus petite
que son rayon , la caustique formée par les rayons réfléchis est

la développée de la courbe définie par I'équation é MA—MB=AB.

Si la distance du point A an centre du miroir est plus grande
que son rayon , la caustique est la développée de la courbe
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MB_'_i MA=AB eu de la courbe MB—%:AB,suivant que
a .

le miroir est convexe ou concave & l'égard du point A.

Il convient de rappeler ici une autre propriété optique dont
jouissent en commun les courbes désignées par (2) et 3) dans ce
qui précéde, et qui se irouve énoncée dans les Fupres de Descartes
propriété qui découle de celle que nous avons exposde relativement
anx normales de ces courbes. En voici Uénoncé. Socient A et B

. o, .. . b . .
deux points donnés de position, et soit — un rapport donné; soit
a

construite une courbe telle que, pour chacun de ses points M,
la quantité 5 MA—ae MB soit égale & une constante arbitraire qu'on
peut prendre positive , négative ou nulle. Si des rayons lumineux,
partant du point A , se réfractent a4 la rencontre de cette courbe,
de telle sorte que les sinus des angles d’incidence et de réfraction
soient entre eux dans le rapport donné de @ a 4, les directions
des rayons réfractés convergeront vers le point fixe B ).

(*) Nous avons déja insinué ailleurs ( tom. V , pag. 289 ) qu'il se pourrait
bien que la plupart des caustiques , d'ordinaire d'une figure si eompliquée ,
ne fussent que des développées de courbes beaucoup plus simples. Cette
pensée semble avoir présidé au beau travail qu’on vient de lire; et clest
sans doute ce qui a conduit son estimable auteur aux élégans résultats
auxquels il est parvenu, et qui jettent tant de jour sur un des plus épineux
sujets que puisse offrir l'analise appliquée.

J. D. G.
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GEOMETRIE APPLIQUEE.

Traité abrégé de gnomonique graphique (*) ;

Par M. Sarrus, docteur agrégé s sciences.

DANS les applications de la gnomonique qui ne sont pas de pure
curiosité, la surface sur laquelle il sagit de tracer un cadran cst
une surface plane, qui peut d’ailleurs avoir dans I'espace un situation
quelconque. Les heures sont indiquées par la coincidence de 'ombre
solaire d'une verge rectiligne , partant d'un point de Ila surface du
cadran, et dirigée parallélement & l'axe de la terre , avec une suite
de droites partant du méme point. Ces droites sont ce qu’on
appelle les Zignes horaires ; leur point de concours est le centre
du cadran , et la verge rectiligne dont 'ombre indique les heures
en est dite 'axe ou le style. On appelle soustylaire la projection
orthogonale du style sur le plan du cadran.

Dans les cadrans les plus soignés , on remplace le style par un>
plaque métallique circulaire , percée & son centre dun trou de
quelques millimetres de diamétre. Cette plaque est solidement fixée ,
4 Vavance , en avant du plan du cadran; et les heures sont indi-
quées par la coincidence successive du rayon solaire qui passe par

(*) On peut consulter , surle méme sujet , deus articles de M. Franceeur,
insérés aux pages 233 du tome VIIL® et g1 du tome IX.e des Annales.
J. D, G.
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le trou dont elle est percée avec chacune des lignes horaires. Dan3
ce cas, la droite menée du centre du trou au point de concours
des lignes horaires doit étre paralléle & T'axe de la terre ; clest
laxe du cadran partant de son centre ; et la droite qui joint ce
centre & la projection orthogonale du centre du tron sur le plan
du cadran est la soustylaire. Nous supposerons constamment, dans
tout ce qui va suivre, que les heures sont indiquées par ume telle
plaque , d’autant que rien n’est plus facile que de passer de cette
dernitre supposition a la premicre,

Les méthodes que Von prescrit ordinairement pour tracer un
cadran solaire sur un plan supposent d’abord que l'on connait la
latitude du lieu ; elles exigent ensuite que l'on détermine , par
des procédés plus ou moins pénibles et délicats, Vinclinaison et
la déclinaison du plan do cadran, desquelles on déduit ensuite la
situation du centre et la direction de la soustylaire. Alors les lignes
horaires se tracent par des procédés connus.

Nous nous proposons ici d’enseigner A tracer un cadran solaire,
dans un lieu dont la latitude est inconnue, sur un plan dont on
ignore la situation , en remplacant la détermination de ces élémens
par trois points d’ombre marqués sur le cadran 3 des intervalles
de quelques heures d’'une méme journée , choisie de préférence
vers 'un des solstices ; afin qu’on puisse considérer la déclinaison
du soleil comme sensiblement constante dans Vintervalle qu’embras—
seront les observations. Mais, pour la commodité des praticiens,
et pour mieux faire voir en méme temps combien la méthode est
facile , nous donnerons d’abord les développemens théoriques , que
nous ferons suivre du procédé pratique , dépouillé de tous rai~
sonnemens,
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§ L

Développemens  ithéorigues.

En faisant abstraction de son mouvement en déclinaison , ce
qui est permis, sous les conditions que nous venons d’indiquer,
e soleil décrit chaque jour un parallele & U'équateur. Si I'on ime~
gine par son centre mobile et par le centre fixe du trou de la
plaque une droite indéfinie , prolongée jusqu’au plan du cadran,
cette droite décrira, dans l'intervelle de vingt-quatre heures , une
double surface conique de révolution , dont les deux.nappes auront
leur sommet commun au centre du trou. Le plan du cadran cou-
pera l'une de ces nappes suivant une ligne du second ordre qui
suivra constamment , dans son mouvement , I'image mobile du trou
de la plaque. L’axe du double céne , paralléle & I'axe de la terre,
sera aussi l'axe du cadran , qu’il ira percer & son centre , point
de concours des lignes horaires.

Soit S ( fig. 7 ) le sommet commun de deux cénes, centre du
trou de la plaque. Soit O la projection orthogonale de ce sommet
sur le plan du cadran ; et soient P et P/ deux quelconques des
points du périmétre de la section de l'un des cénes par ce plar.
Soit enfin C le point ou le plan du cadran est percé par I'axe
commun SC des deux cénes, lequel sera aussi l'axe du cadran dont
le centre sera en C.

Soient menées les droites PP/, OP, OP/, SP, SP’. Sur les
deux derniéres , solent prises , a partir de S, les longueurs égales
arbitraires SA et SA’; des points A et A/ soient respectivement
abaissées , sur OP et OP/, les perpendiculaires AB et A/B/, et
soient mendées AA’/ et BB’/; la derniére de ces deux droites sera
la projection orthogonale de la premiére sur le plan du cadran.
Soit divisé I'angle PSP/ en deux parties égales , par une droite
coupant AA’ en E# et PP/ en D”; le point E/ sera le milieu de

Tom., XV, 3o
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AA’; et si, par la droite SD”, on congoit un plan perpendi-
culaire & AA’, ce plan contiendra évidemment I'axe du céne, de
sorte que sa trace sur le plan du cadran passera par le point C,
et sera ainsi dirigée suivant D/C.

Or, il est connu, et il est d’ailleurs facile de démontrer que,
lorsqu'un plan et une droite sont perpendiculaires l'un & l'auntre,
la trace du plan, sur un autre plan quelconque, est perpendicu-
laire & la projection orthogonale de la droite sur ce méme dernier
plan ; donc, dans le cas qui nous occupe, la trace D#C du plan
D¥SC, sur le plan du cadran , doit étre perpendiculaire & la pro-
jection orthogonale BB/ de la droite AA’ sur ce méme plan.

Il résulte de 14 que, connaissant seulement la hauteur perpen-
diculaire du centre du trou de la plaque au-dessus du plan du
cadran , la projection de ce centre sur le méme plan et en outre
deux images du méme centre sur ce plan, marquées & deux époques
quelconques d'un méme jour, on peut , par une construction plane,
exécutée sur ce cadran méme , obtenir une droite qui en contienne
le centre,

Supposons , en eflet, (fig. 8) que le plan de la figure soit le
plan méme du cadran, que le point O soit la projection ortho-
gonale du centre du trou et que les points P et P/ soient les
centres des images du méme trou, pour deux heures différentes
quélconques, Soient menées OP, OP* et PP/. Au point O soient
¢levées des perpendiculaires OS, OS’ & OP et OP/, d’'une méme
longueur égale 4 la hauteur perpendiculaire du centre du trou
au-dessus du point O. Soient menées les deux droites SP et S/P/
sur lesquelles soient prises , & partir des points S , S/, des longueurs
égales arbitraires SA et S’A’. Des points A et A’/ soient abaissées
respectivement , sur OP et OP/, les perpendiculaires AB et A/B/, et
soit menée BB/, Sur PP/ comme base soit construit un triangle Ps/P/,
dont les deux autres c6tés Ps// et P/s* soient respectivement égaux aux
droites PS, P/S/. Soit divisé l'angle s/ de ce triangle en deux parties
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égales par une droite coupant le cété opposé en D7 Soit enfin
menée , par le point D, une perpendiculaire indéfinie 2 BB/, et
cette perpendiculaire contiendra le centre du cadran. Cela est ma~
nifeste , puisque la figure 8 n’est autre que le développement du
tétratdre SPOP/ de la figure 7 sur le plan de sa base.

Si donc, au lieu de deux images du centre du trou sur le
plan du cadran, on en a trois; en les combinant deux & deux,
on obtiendra trois droites qui contiendront toutes le centre du
cadran ; de sorte que, si la construction est bien faite , ces trois droites
devront concourir en un méme point C qui sera le centre de ce
cadran.

Ce point G ainsi obtenu , en le joignant au point O par une
droite , cette droite sera la projection de l'axe sur le plan du
cadran, c’est-d-dire la soustylaire. Construisant ensuite sur CO ,
comme c6té de langle droit , un triangle rectangle dont l'autre
c6té de langle droit O= soit égal & la hauteur du centre da tron
au-dessus du plan du cadran, l'angle =CO de ce triangle mesu-
rera linclinaison de I'axe sur ce plan. Si enfin on congoit, par le
centre du trou , une verticale rencontrant le plan du cadran en M,
la ligne OM sera la méridienne ou la ligne horaire de midi, de
sorte qu’il ne restera plus & tracer que les autres lignes horaires,
Voyons donc quels principes doivent présider a leur construction.

Les lignes horaires d'un cadran plan quelconque ne sont autre
chose que les intersections du plan de ce cadran avec douze autres
assujettis aux conditions sunivantes , 1.° de passer tous par la di-
rection de l'axe du cadran ; 2.° de former autour de cet axe, comme
aréte commune , vingt-quatre angles diédres égaux entre eux ; 3.°

‘étre tellement situés que I'un d’eux , qui déterminera la situation
de tous les autres , soit vertical. Celui-ci est le plan du méridien.

Si Ton coupe ce systéme de douze plans par un autre plan quel-
conque , les intersections seront les lignes horaires d’'un nouveaun
cadran , tracé sur ce dernier .plan , ayant méme axe que le premier.
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Si l'on représente par X et Y ces deux cadrans, le cadran X
pourra étre considéré comme la perspective du cadran Y, pour un
ceil situé en un quelconque des points de l'axe commun ; et, si
les plans des deux cadrans ne sont pas paralleles, leur commune
section sera coupée aux mémes points par les lignes horaires de
I'un et de l'autre.

Le plan du cadran X étant donné ; 4 cause de l'indétermination
du plan da cadran Y, on peutle choisir tel que le tracé de ses
lignes horaires soit des plus faciles, et se servir ensuite de ce tracé
pour exécuter celui des lignes horaires du cadran X , & Jaide des
remarques qui précédent,

Or, de tous les cadrans, le plus facile & construire est, sans
contredit, le cadran équin'oxial , cest-d-dire , celui dont le plan
est perpendiculaire a son axe ou paralléle au plan de I'équateur. Ses
lignes horaires , en effet, font des angles égaux autour de son centre,
et la ligne de midi , qui détermine toutes les autres, est l'inter-
section de son plan avec le plan vertical conduit par son axe.

Soient donc (fig. 9 ) S le centre du trou de la plaque , O sa
projection orthogonale sur le plan du cadran , et C le centre de ce
cadran, de mani¢re que CS en soit I'axe et CO la soustylaire.
Concevons , par ce point S, un plan perpendiculaire & l'axe SC
du cadran, et coupant le plan de ce cadran suivant une droite
GIH rencontrée en T par le prolongément de CO ; ce plan sera
celui d’un cadran équinoxial ayant méme axe que le premier; de
sorte que , si du point S comme centre et avec ST perpendiculaire
a GH , prise pour rayon , on décrit un cercle sur ce second cadran ,
il ne s’agira que de diviser sa circonférence en vingt-quatre parties
égales et de mener du point S des rayons aux points de division ,
pour en obtenir les lignes horaires , pourvu qu'un seul de ces
points de division , celui de midi, par exemple ; soit donné,

Or , soit M le point ou le plan du premier cadran est percé par
la verticale SM menée par le centre du trou ; CM sera la méri~
ridienne de ce premier cadran , coupant la droite GH au point 12,
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d’out il suit que la droite S12, coupant la circonférence en M/,
sera la méridienne du secomd cadran, et le point M/ le point de

départ des divisions de cette circonférence.
Or , si lon congoit que le plan du secomd cadran tourne autour

de GH jusqua se confondre avec celui du premier , TS deviendra
le prolongement de CT , et en prolongeant les lignes horaires de
ce dernier jusqu’a GH, les droites menées du point C aux points
de division de cette droite seront les ligngs horaires du premier.

La construction d'un cadran solaire sur un plan quelconque, se
rédait donc & ce qui suit,

§. IL
Procédeé pratique.

Supposons ( {ig. 10) que le plan de la figure soit celui da cadran.
En avant de ce plan, soit solidement établie une plaque percée dun
trou circulaire ; le plan de cette plaque étant & peu pres dirigé
vers le poéle et tourné d’ailleurs de telle sorte que vers midi, &
une époque peu éloignée de l'une des équinoxes, l'image solaire
du trou soit la plus nette et la plus circulaire qu’il se pourra.

Soient marqués arbitrairement, sur le plan du cadran , trois
points & une méme distance quelconque du centre du trou de la
plaque , et soient considérés ces trois points comme les trois ‘sommets
d’un triangle ; les perpendiculaires sur les milienx de ses cétés
devront se couper toutes trois en un méme point O, qui sera la
projection orthogonale du centre du trou de la plaque au plan du
cadran, Soit mesurée la distance de ce centre & sa projection.

En un méme jour ,peu distant de I'un des solstices , soient
marquées sur le cadran trois images solaires du centre du trou de
la plaque, la premiére entre huit et neuf heures du matin , la
seconde vers les midi, et la troisi¢cme de trois & quatre heures du
soir. Soient P, P/, P’ ces trois poiuts; et soient menédes OP ,

or/, Op~, P/pi, P/P | PP/,
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Soient élevées respectivement a OP , OP/ , OP”, au point O
des perpendiculaires OGS, OS/, OS5/ égales entre elles et & la dis-
tance du centre du trou de la plaque & sa projection ; soient
menées SP, S'P/, S/P/r; soient prises sur ces droites , & partir
de S, 8, 87, des longueurs arbitraires SA , S’A’, S”/A/’ , égales
entre elles (*); soient abaissées des points A, A/, A’ respecti~
vement , suar OP , OP/, OP/” , les perpendiculaires AB , A’B/,
AB/, et soit formé le triangle BB/B”.

Sur P'P”, PP, PP/ comme bases soient construits des triangles
P/st, P/s/P, Ps/P/, dont les deux autres cotés soient égaux
a P’S/, P87 pour le premier ; P#S”, PS pour le second ; PS,
P’S’ pour le troisiéme ; soient divisés les angles s, s, s/ de
ces triangles en deux pariies égales, par des droites coupant les
cbiés opposés en D, D/, D/; enfin des points D, D/, D’ soient
conduites des dioites respectivement perpendiculaires a B/B”7 , B/B,
BB/; ces trois perpendiculaires concourront en un méme point C,
qui sera Ie centre du cadran.

Ce centre ainsi déierminé, oun achevera la construction comme 1l suit.
Soit menée la soustylaire OC (fig. 11) , et, par le point O, soit ¢levée
4 cette droite la perpendiculaire O égale & la distance du centre du
trou de la plagne & sa projection ; alors I'angle GC= déterminera
Vinclinaison de l'axe du cadran sur son plan. Soit menée & =C,
par le point =, une perpendiculaire rencontrant en T le prolon-
gement de CO. Soit mende & CT, par le point T , une perpen—
diculaire indéfinie GH, et soit prolongée CT au-dela de cette per-
pendiculaire d’une quantité Te=T= ; enfin du point ¢ comme
centre et avec ¢I comme rayon, soit décrite une circonférence.

(*) Le plus simple serait de prendre ces trois longueurs égales a la
moins longue des trois droites SP , &P/, S/P”, Si nous ne le faisons
pas ici, c'est pour conserver la symétrie des notations.
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Supposons présentement qu'en laissant tomber un fil & plomb
du centre du trou de la plaque sa direction rencontre le plan du
cadran en un point M ; alors en menant CM , rencontrant GH
en un point 12; cette droite sera la méridienne du cadran. Me-
nant ensuite 12 , coupant la circonférence en M/, on divisera
cette circonférence en vingt-quatre parties égales , & partir du, point
M/; on menera du cenire ¢ aux points de division des rayons
prolongés jusqua la rencontre de lindéfinie GH ; et alors les
droites menées du point C aux points ainsi déterminés sur GH
seront les lignes horaires du cadran (*).

Le pen qu'on vient de lire nous parait comprendre toute la
gnomonique usuelle , sur laquelle on a écrit tant de traités
volumineux ; comme ce qu’on lit & la page 181 du tome XIII
comprend toute la perspective,

™ 11 se pourrait quelquefois que certaines droites partant du point «
ne rencontrassent GH que fort loin du point T; mais on sait , et méme
en n’employant que la régle, mener, par un point donné C, une droite
dirigée vers le point de concours d'une droite donnée GH et d'une autre
droite donnée , sans qu’il soit besoin d’avoir ce point de concours.
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Sur la division de la ligne droite en parties égales ;

Par un ABONNE.

@

P e e e s P s 2

Au Rédacteur des Annales;

MoXsIEUR ,

EN voyant que vous n’aviez pas dédaighé de mentionner , dans
les Annales , les procédés de MM. Voruz et Sarrus pour la divi—
sion d’une droite en parties égales, jai pensé que vous ne dé-:
daigneriez pas d’accorder la méme faveur au suivant, qui n'en
differe, au surplus, que par des nuances tres-légires, mais dont
la démonstration générale résulte trés-simplement d’une proposition
fort connue.

Comme on sait , par les premiers élémens, partager une droite
en deux parties égales, toute la difficulté du probléme se réduit a
savoir diviser une droite donnée en un nombre impair quelconque
de parties égales ; et il est méme aisé de voir que toute la diffi-
culté de ce dernier probleme se réduit elle-méme & savoir cons-
truire un des deux points de division du milieu de la droite a

partager.
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Soit donc AB (fig. 12 ) une droite qu'il faille diviser en 27-}-1
parties égales. Pour y parvenir, sur AB , comme base , soit érigé,
4 volonté , un triangle ASB. Soit prolongée AB au - dela de B
d’une quantité BQ égale & » fois AB. Par le point Q soit menée
une droite arbitraire , coupaut respectivement SA et SB en M ct
N. Soient encore mendes AN et BM, se coupant en C. Alors la
droite SC coupera AB en un point P tel que PA et PB conticn-

dront respectivement n—-1 et 2 des 2z-}1 divisions de AB.
En effet, les quatre droites SA , SB, AN ct BM forment un

quadrilatére complet , dont les trois -diagonales sont SC, MN et

AB; et l'on a, par construction,
CA:QB::n}r1:n;

mais , dans un quadrilatire complet, chaque diagonale est harmo-
niquement coupée par les deux autres; d’ot il suit qu’on doit avoir

PA:PB::QA:QB ;

on aura donc aussi

PA:PB::ndi1:72,

comme nous l'avions annoncé (*).

(*) M. du Chayla, capitaine du génie, nous a indiqué , pour éviter la
multiplicité des parallles qu'exige la méthode ordinaire, ou plutét pour
pouvoir les mener facilement , un tour d’adresse fort simple, qui pourrait
d’autant mieux trouver place dans les élémens, qu’il ne repose que sur les
notions qu’on est dans l'usage d'y développer. Voici en quoi il consiste :

Soit AB ( fig. 13) la droite 4 diviser ; soit menée, & Pordinaire ar le
8 5 ’ ’

oint A , une autre droite sur laquelle soient portdes, & partir du méme
P ’ ’

oint , autant d'ouvertures de compas égales et arbitraires qu’on veut de
P ’ § i
divisions dans AB; et supposons que la derniére se termine en M. Soit

menée MB, et du point A comme centre, et avec AM pour rayon, soit

Tom. XV. 31
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Remarques diverses sur le mémoire de M. Vincent,
inseré aw commencement du présent volume , et
€claircissemens sur Uarticle de la page 105;

Par M. Stemv, professeur de mathématiques au gymnase
de Treves , ancien éleve de l'école polytechnique.

la 2 Tl Sla g Vg Vi Via Mo Vo '}

Au Rédacteur des Annales;

MONSIEUR ,

LES considérations trés-intéressantes que M. Vincent vient d’exposer,
au commencement du XV.® volume des Annales,le conduisent a

décrit un arc de cercle coupant MB en M. En portant les divisions de
AM sur son égale AM’, et menant ensuite des droites par les points de
division correspondans de ces deux-la, ces droites seront les paralléles &
construire , lesquelles couperont AB aux points de division demandés.

M. Voruz nous observe que c'est & tort que mous avons dit ( page 94 )
que le procédé dont nous recommandions l'usage et le théoréme qui lui
sert de démonstration n’étaient point présentés dans les traités élémentaires ,
attenda que l'on rencontre I'un et lautre dans les élémens de M. Develey ,
professeur a Lausanne, Bezout a aussi donné quelque chose d’analogue ;
mais toujours est-il vrai de dire que le procédé , dans toute sa simplicité ,

m’est point généralement enseigné.
J. D. G,



TRANSCENDAXNTES. 23x
des conséquences trés-différentes de plusieurs résultais admis jus—
quici comme exacts. Le hazard ayant fait que, sans connaitre le
travail de M. Vincent, je me suis aussi occupé d’un sujet ana-
logue , je vais ajouter ici quelques observations a celles que jai
eu l'honneur de vous communiquer dans ma derniére lettre , en
tachant par 1a d’éclaircir le poiat principal du mémoire de M.,

Vincent sur les courbes transcendantes,

§. L. Sur les exposans jfractionnaires.

. . m m .
Les deux fractions — et —F sont essentiellement les mémes ,
n np

et donnent cependant des résultats différens lorsqu'on les em—~

ploie comme exposans d'une seule et méme quantité. En effet,
m mp_
av n’a que n valeurs différentes, tandis que &"F en a np. Dans ces

m
np valeurs sont comprises les » valeurs de an, de sorte que l'ex-
zp .oom
pression awP est plus générale que Dexpression ¢ *). -
D’aprés cela , la valeur d’une puissance fractionnaire dépend a

la fois de la valeur absolue et de la forme de son exposant ;
de sorte que , pour caractériser une puissance fractionnaire d’une

(*) On serait tenté de croire, d'aprés cela , qu'il n'est pas permis de
multiplier par un méme nombre les deux termes d’un exposant fraction-

.

naire , ainsi qu'on le praticue dans la multiplication des radicaux ; mais

m p
on peut observer que 3 dansle produit en.aq, les n valeurs du premier
facteur se combinant avee les ¢ valeurs du dernier , ce produit doit par-la
méme avoir ng valeurs, Lors donc que , suivant les procédés connus, on

. mq<-np
Iui substitue o™ ng
breuses que celles qu’il avait avant cette transformation.

, on ne lui fait pas acquérir des valeurs plus nom-

J. D. G.



232 COURBES

qnantité connue, il ne suffit pas d’indiquer la valeur de son ex—
posant ; mais qu’il faut dire , en outre, quel est le dénominateur
de cet exposant.

§ W. Sur la définition des logarithmes.

—

En admettant , pour définition des logarithmes , que le loga-
rithme d’un nombre est l'exposant de la puissance a laquelle il
faut ¢lever un nombre constant pour obtenir celui-la, on doit re-

connaitre , d’aprés ce qui précéde , que ceite définition manque de
. . m . mp ..
précision. En effet, si y=4% , on aura aussi y=g"F ; ainsi ce

. m m . .
n'est pas plutot — que ;pﬂ qui est le logarithme de y. Ce-

pendant , les conséquences des deux hypothéses sont bien
loin d’étre les mémes. Si , par exemple , ~ est impair et

. m >
p pair , en posant — =Log.y», on trouvera que —jy mn'a pas de
n

logarithme réel , tandis qu’en prenant :’-:- =Log.y,on aura Log.4y
= Log.—y.

Il faudra donc, dans tous les cas, ajouter quelque chose a la
définition des logarithmes généralement admise. Peut-éire croirait-
on atieindre le but en disant que P'exposant dont il est question
dans la définition est supposé réduit & ses moindres termes ; mais
ce serait rendre la définition des logarithmes moins générale; et
jamais on ne doit , sans une absolue nécessité , faire de telles

restrictions en analise. .
Il paraitra peut-étre plas conforme & la marche analitique de
supposer , tout au contraire , que l’exposant a ¢été amené & avoir
un dénominateur infini ; ce qui rendra la puissance aussi générale
qu'elle puisse I'étre. )
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§. ML Sur la construction de la logarithmique:

Les resirictions de la signification des puissances fractionnaires
qui naissent des diverses formes que peuvent prendre leurs expo-
sans paraissent pouvoir étre moins admises que dans aucun autre
cas , lorsqu’il s’agit de constructions géomdétriques. En effet , les’
quantités — et =
aucune différence , lorsquon les considére comme des grandeurs

» par exemple , n'ont et ne sauraient avoir

’ r, * . 2
gdométriques ; de sorte que l'abscisse < se confond absolument

avee abscisse ——é— .
On ne saurait donc ¢étre d’accord avec M. Vincent, lorsqu’il

et quil en conclut qu’a cefte abs-

I’abscisse
294t bg4-2
cisse il ne correspond point d’ordonnée négative , puisque , comme

réduit & N

ont la méme

. . I
nous venons de le dire, les abscisses = et -
2941 492

extrémité ; de mani¢re que I'ordonnée négative qui correspond &
la derni¢re correspond aussi & la premiére.

Les conclusicns de M. Vincent , relatives aux branches poin-
tillées et ponctuées , ne sont dues qu’d une restriction arbitraire
de la définition des logarithmes ; et on pourrait, par dauires
restrictions , parvenir a des résultats tout difiérens. Si, par exem-
ple, au lieu du dénominateur 4¢~=2, on choisissait” 27, on trou-
verait , pour la courbe y=¢g*, en suivant mot & mot le raison-
nement de M. Vincent , une branche continue du céé des y
positives , et une branche composée de pariies continues séparées
par des points, du cété des y négatives. Si l'on avait pris pour
dénominateur 2g--1 , on n'aurait eu qu'une seule branche , du

cord des y positives.
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i donc on voulait restreindre arbitrairement la significatioh
de Véquation y=a* , elle ne présenterait plus aucun sens déter—
miné, Il faudra donc, pour la construire complétement , donner
3 z un dénominateur infini, et ne le réduire en aucune maniére.
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§ IV. Autre manidre de parvenir aux mémes conclusions.

On arriverait anx mémes conclusions en partant des principes
généraux relatifs & la construction d’une courbe représentde par
une ¢quation, En effet, pour construire une telle ccurbe , il ne
suffit point de donner a Vabscisse « des valeurs inddfiniment peu
différentes ; il faut lui donner des valeurs znfiniment peu diffé-
rentes ; c’est-d-dire qu’il faut faire croitre # dune maniére con-
tinue. Il ne faudra donc pas partager l'unité linéaire en un
nombre fin mais en un nombre Znfini de parties ; c’est-a-dire
quil faudra donner aux # des dénominateurs infinis; et ce que
nous avons dit plus haut montre qu’il n’est pas permis de ré-
duire les valeurs fractionnaires de x a leur plus simple es~
pression.

§. V. Réponse aux objections.

On pourrait peut-étre nous objecter ici qu’en supposant le dé-
nominateur de « infini , il n’en reste pas moins une indétermi-
nation dans la définition des logarithmes ; puisque ce nombre
infini peut étre, & volonté, supposé pair ou impair. Mais cette
objection est inadmissible. Dés l'instant que I'on suppose le déno-
minateur de x infini , la puissance <% aura toutes les valeurs
possibles , c’est-a-dire , toutes les valeurs dont elle est susceptible,
en donnant & x les diverses formes qu’il peut avoir , ainsi que
je l'ai prouvé dans ma précédente lettre , indépendamment de toute
supposition sur la nature de l'infini,
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Je n'entrerai dans aucun développement sur ce que dit M.
Vincent de la loi de continuité , et sur ce qu’il entend par des
différences plus petites que toute quantité assignable. Je me bor-
nerai uniquement a observer que la réponse aux difficultés qu’il
éléve & ce sujet semble pouvoir étre renfermée dans ce peu de
mots : Lorsqu'on fait croitre une variable d’une maniére discon—
tinue, on ne saurait obtenir des valeurs continues d’aucune fonc-
tion de cette variable.
Veuillez bien , Monsieur , si vous le jugez convenable , faire
insérer la présente note a la suite des observations consignées dans

ma précédente lettre,

Agréez, etc,
Tréves , le 15 aotit 1824,

P. S. La date de la précédente leutre vous prouvera , Monsieur,
que , lorsque je l'ai écrite, je ne pouvais prévoir l'objection que
vous m’avez faite dans la note de la page 109. La vérité est que
le passage auquel cette note est relative ne se trouve point dans
la minute de larticle que jai gardée par devers moi; de sorte
que j'ai dit le faire entrer dans la copie par inadvertance. Il y
était d’autant plus inutile qu’il n'ajoutait rien & ce qui avait éué
établi A la page 108. Ce n'est pas , en eflet, parce que linfini peut
étre indistinctement considéré comme pair ou comme impair qu’aux
logarithmes de y & dénominateurs infinis répondent également les
nombres —+y et —y ; mais la raison que jen apporte est que,
sans faire aucune hypothése sur la nature de linfini , on a
y/ T =Cos.u-4-y/ =iSin.z , quel que soit z ; expression qui comprend
les valeurs 41 et —r.

J'ose espérer , Monsieur , que vous ne refuserez pas de donner

place & cet éclaircissement,

Treves, Ie 10 novembre 1824,
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QUESTIONS RESOLUES.

ALY

Solution des deux problémes de géomélrie énonces &
la page 132 du présent volume ;

Par M. QuErreT , ancien chef d'institution.

s g s e W e "y et

P ROBLEME 1. Entre tous les arcs de cercles de méme longueur
et de différens rayons, quel est celui qui comprend le plus grand
segment circulaire entre lui et sa corde ?

Solution. Pour fixer les idées , supposons qu’il soit question
d’un segment plus petit que le demi-cercle. Soient @ la longueur
constante de l'arc dont il sagit , # la longueur variable de son
rayon , et y laire du segment qui lui répond , nous trouverons

successivement

8la

Angle du secteur . . .=

Aire du secteur., . .. =

Pl
Q
a .

. a
Corde de larc, . . « . =22Sin.— ,
2x

Fliche de larc. . . . =x( 1— Cos, — > »

2K
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2

. a
Hauteur du triangle. . =2Cos, —
ax

. . . a z . a
Aire du triangle. . . . = 2*Sin.— Cos, — =12°Sin. — ,
2x 2x 2 x

- —tr 1 : 2qe. @
y= secteur—triangle, =;sr—Lix Sm.; .

Nous remarquerons que cette derniére formule convient également
au cas ou le segment devrait excéder le demi-cercle , pourvu que,

. . . . a . .
comme on le pratique ordinairement , Sin,— soit pris avec son
X

signe.

On peut méme concevoir tels segmens de cercles qui excédent
tant qu’on voudra le cercle auquel ils se trouvent correspondre. Un
segment de cercle est, en efet, la surface comprise entre un arc
quelconque et sa corde; or, rien n’empéche qu’on ne prenne I'arc
plus grand qu’une circonférence et méme plus grand que tant de
circonférences on voudra ; et alors le segment vaudra lui-méme plus
d’un cercle entier, et pourra méme surpasser tel nombre de cercles
on voudra. Cette remarque rendra plus faciles & interpréter les
résultats que nous allons obtenir.,

En différentiant deux fois consécutivement la -valeur de y,
en trouvera "

d . e a
A = La—2Sin —+—:—aCos.-; ,

dx x

d> Ql==zx? @ a e
AN Sin. = = Cos, — .
dxx %2 a2 x x x

Suivant donc les théories conmues , on obtiendra la condition

Tom. XV. 32
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