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o8 QUESTIONS

QUESTIONS RESOLUES.

Solution du probléme de dynamique proposé & la
page 72 du VIILE® volume de ce recueil ;

Par M. TepEsar, correspondant de lacadémie royale des
sciences (*).

(o Ta M Vo N I W % o VL V)

P ROBLEME. Donner la théorie des petites oscillations d'un
corps pesant terminé dans sa partie inférieure par une surface
courbe , et posé sur un plan horizontal ?

¢ Solution. La théorie demandée est implicitement exposée dans
la Mécanique analitigue ( 11.° partie , section VL), et il ne peut
étre question ici que d’en faire ’application au cas particulier que pré-
sente la question proposde.

Soit un corps quelconque, terminé par une surface courbe, un
segment de sphére ou d’ellipsoide , par exemple, posé sur un plan
horizontal AB ( fig. 10 ), et le touchant en P.8oit G le centre
de gravité de ce corps; pour qu'il soit en équilibre, il sera néces-

(" La solution publide & la page 298 du VIILe volume n'avait ‘pas encore
paru lorsque celle-ci nous est parvenue.

J. D, G
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saire et suffisant que la droite GP soit perpendiculaire au plan AB,
et conséquemment verticale ; et, si I'équilibre est stable, le centre
de gravité G sera, comme lon sait, le plus bas possible, ou, en
d’autres termes , sa distance au plan sera un minimum.

Si Pon change la position du corps sur le plan, de telle sorte
que la perpendiculaire élevée & ce plan, par son nouveau point
de contact P/ ne contienne plas son centre de gravité; il cessera
dés-lors d’étre en équilibre , ¢t pourra prendre , en général, les
raouvemens que voici : 1.° 1l pourra avoir un mouvement de rotation
autour de la verticale menée par le point de contact variable P’ ;
2.° il pourra glisser sur le plan, par un mouvement de translation,
commun i toutes ses parties, vers A ou B; 3.° enfin, sile corps
est libre, son centre de gravité descendra suivant une verticale. 1l
s'agit donc de déterminer ces trois sortes de mouvemens.

Lorsqu'un syst¢tme quelconque de corps en mouvement s’écarte
trés-peu de la position d’équilibre, les équations diffcrentielles qui
expriment le rapport des forces accélératrices sont toujours intégrables;
et 'on peut alors déterminer rigoureusement les oscillations et les
autres sortes de mouvemens. C'est pour cette raison que nous sup=
poserons, dans tout ce qui va suivre, que le corps s'ecarte trés-pcu
de la position d’équilibre.

Pour fixer I'attention, par une figure trés-simple, nous supposerons
une demi-sphére dont les trois axes , pnésant par le centre C, soient
@, b, c. Les coordonnées d'une molécule quelconque, rapportee &
ces trois axes seront x, ¥, z. Nous aurons donc & determiner les
oscillations de cette demi-sphere par rapport aux trois axes @ , &, ¢.

La méthode qui détermine les oscillations pour chaque axe en
particulier étant toujours la méme , quel que soit l'axe que l'on
considére , mous ne nous occuperons que de I'un d'eux seulewent,
ou plutot , pour plus de simplicité , nous ne prendrons qu'un demi-
cercle, dont I'axe vertical passe par le centre C et par le centre
de gravit¢ G ; ce sera celui des y : l'axe horizontal sera cclui
des . ‘
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1l importe ici de distinguer deux systémes d’axes ; Pun immobile
sur le plan EPF; l'autre mobile avec le corps, et prenant la po-
sition E/P/F7, lorsque le point de contact primitif passe de P en
P/, Toutes les quantités qui varieront par le mouvement du corps
se rapporteront aux axes fixes: celles qui dépendront de la figure
de ce corps se rapporteront aux axes mobiles. Dans la position d’équi~
libre , les deus systémes se confondront,

Nous avons dit plus haut que le mouvement d’oscillation se faisait
autour du point de contact P; mais il est visible que I'angle FCP/
formé par la rencontre des rayons de courbure CP, CP/ étant égal
3 BPB’, rien n’empéche que nous ne considérions le corps, dans
ses peiits mouvemens , comme oscillant autour du point P.

Cela posé, soit une molécule quelconque dm, située en o, dans
lIa position ~d’équilibre ; soit menée la perpendiculaire o7 sur Ccp,
et soit I'angle Zco représenté par « Dans la nouvelle position E/P/E/
du corps EPF, cette molécule passera de o cn o/ duquel nous
supposons une nouvelle perpendiculaire o/ sur CP. Soit ¢ angle
0Co’ décrit par la molécule autour du point C ; angle qui est évi-
demment le méme que BiB/=PCP’; on aura l'angle iCo/=a+9;

si donc l'on fait Co==Co’=r , on aura , pour les coordonnées
o _
o=z, C'=y ,

z=rSin.(«49) , y=rCos.(«-}-9) .

i Ly ) -
TA/&(?,( = —8 )aytdm - sz=o.

En développant #, ¥, suivant les puissances de @, en s'arréfant
aux termes du second ordre , on a

y=rCos.a—714Sin.e~ :7¢*Cos.« ;
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2=7Sin.a--79Cos.a— Ir$*Sin.e ;

dolt
dy — do
-é_[- ————r\Sln ¢+¢ch “ —Et ’
d*c
dt = \COS 0 v <pSm.u)
a2y d2¢
—(;t—z— —-—~~—7‘COS [ -d—[:- Py
d2x d2e
PP —7rSin.« ol

et par suite

—2 ;‘E
( pp ,vy-}- pr ;x) dm=r*dm — j0 .
En conséquence , I'équation générale deviendra, en divisant par 3¢,
d2p .
r*dm - ~+gdm(rSin.e4r#Cos.s)=o .

Pour qu'elle convienne i toutes les molécules du corps, il faut
aflicter tous ses termes du signe d'intégration , et intégrer en re-
gardant 7, « et dm comme variables ; c’est-a-dire, en prenant
Iintégrale par rapport aux axes mohiles qui oscillent avec le corps
dont il s’agit. On éerira done

Srdm. T2t frdm(Sinet-9Cos.a) =0 :

Nous pouvons remarquer actuellement que , puisque 7Sine=z,
on doit avoir
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Jadm.rSinw=fzdm ;

or, fxdm est I'expression de la somme des momens ou du moment
de la résultante des forces paralleles & I'axe des y, pris par rapport
a un plan passant par le centre de gravité; ce moment est done
nul, au moyen de quoi l'équation ci-dessus se réduit a

Jr*dm . 9(% +g¢/rdmCos.«=0 .

or , puisque rCos.a=y, on doit avoir
Jdm.rCos.«=fydm ;

mais fydm est le moment de la résultante des forces paralitles &
Paxe des ; il doit donc étre égal & m.CG=m(CP—GP) ; si done
nous représentons par B le rayon de courbure et par g la distance
du centre de gravit¢ G au plan AB, nous aurons

 fdm.rCos.e=m(R—p) ;
en posant donc

gm(B—g)=B et frdm=4,

V'équation, exprimant le mouvement de rotation , deviendra

&¢ B
. T 7%=o. (1),

Dans cette équation , la quantité A, qui est le moment d'inertie,
Sera toujours positive ; mais la quantité B sera positive, négative oz’
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nulle , suivant qu'on aura B>p, R=p ou R<a Si, comme nous
I'avons d’abord supposé , le corps oscillant est un segment de
sphére homogene , c’est évidemment le prehxier cas qui aura lieu;
alors lintégrale de I'équation (1) sera

ra B __
¢~Ao;n.(tV.Z /f) ,

K, & étant deux constantes arbitraires.

Si B elt été négatif , intdgration aurait présenté Z hors du signe
stnus ; d’olt P'on voit que, dans ce cas, ? doit croilre indéfiniment
avec le temps. Les oscillations ne sauraient donc alors étre trés-
petites, comme on le suppose dans I’énoncé du probléme.

On voit, par ce détail, que, lorsque le centre de courbure du
point de contact est au-dessus du centre de gravité, les oscillations
ont lieu ; mais si, au contraire, 1l était au-dessous, le corps, une
fois dcarté de sa position d'équilibre , culbuterait tout-a-fait,

~On trouve un exemple des deux cas dans une ellipse qui, ayant

son plan vertical , se trouve appuyé sur une droite horizontale;
elle ne peut étre en équilibre qu’autant qu’elle pose sur I'vn de
ses sommels; mais, en I'écartant un peu de Iéquilibre, elle tendra
4 reprendre sa situation primitive ou 3 s’en écarter, au contraire ,
de plus en plus, suivant que ce sommet appartiendra a l'extrémité
du petit axe ou & Dextrémité du grand,

Pour savoir done si un corps, d’abord mis en équilibre sur un
plan, puis , déplacé d'une petite quantité , doit revenir dans sa
premitre situation ou s'en écarter de plus en plus, il suffit d'exa=
miner si le centre de courbure du point de contact est plus ou
moins €élevé que le centre de graviié ().

(* Clest aussi la conclusion & laquelle on est parveau dans larticle de la
pese 349 du VII® volume de ce recueil
¥ J. D. G,
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L’équation (1), multﬁpliée par d?, donne, en intégrant ,

d¢ \2 B
— )t —r=C .
(dz. —A‘p ¢s

d'ou on diduit ’ o

dr= __(_}.f_ﬂ___;
Vci-z‘i"

équation séparée qui, intdgrée de nouveau, fera connaitre la durée
de chaque oscillation.

On a déja dit que le centre de gravitdé G descendait dans une
droite verticale ; et il est visible que la force avee laquelle il sap-
proche du plan n’est pas la pesanteur toute enticre , puisqu’une -
partie de cette pesanteur est détruite par la résistance du point de
contact. I.e centre de gravité ne sapproche du plan horizontal qu’en
vertu du mouvement de rotation. Or, la pesanteur en un point
quelconque O décomposée donne, pour le mouvement de rolation

gSin.¢ qui , décomposée de nouveau , suivant le sens vertical et
suivant le sens horizontal

, donne , pour ses deux composantes,
gSin2g , &Sin.pCos.¢ <

Puisque le centre de gravité n’a point de mouvement horizontal
effectif , on aura pour la force accdlératrice , dans le sens vertical

da
=gSin.p;

wultipliant par

dy=-—rSin.¢ ;

intégrant et déterminant convenablement la constante, on aura



"RESOLUES. 105
;( -j—tjf. ),zgr(Sin."P—}-}Cos.’?}Cos.f ;

ce qui donnera, pour la vitesse verticale ;

p== V 2gr(Sin.2¢-}3 Cos.?¢,Cos.9 «

Quant A la force accélératrice , comme le corps n’a pas de mouvement
effectif dans ce sens, c'est une preuve que le centre de gravité avance
autant dans un sens, par le mouvement progressif, qu’il recule cans
lautre par le mouvement de rotation ; et , comme le premier de
ces mouvemens est le méme pour toutes les molécules du corps,
il s’ensuit que , pour chaque molécule, on a, pour la force aceé~
lératrice horizontale,

dz .
dz—f =gSin.¢Cos.¢ ;

multipliant par d=Rd¢Cos.¢ et intégrant, on a
. dx \2 3
: ( -d7> =RgCos’P+4-C" :

Il est dailleurs évident que le mouvement progressif s'exécutera
dans un sens opposé & celui du mouvement de rotation.

D’aprés le principe de la conservaiion des forces vives, on doit
avoir , pour un point quelconque

dyr4-dx?
2dis? =5y »

ee qui est conforme aux valeurs trouvées pour dy*, dz=,
Tom, IX, 15
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‘Dans tout ce qui préceéde , on a supposé le plan parfaitement
poli et exempt de froitement; on pourra donc determiner toutes
les circonstances du mouvement d’un corps pesant qui fait de petites
escillations sur un plan horizontal ol on le suppose situé.

i
La méme théorie pourrait servir 3 déterminer le mouvement d'un
pareil corps qui aurait regu une impulsion quelconque ; mais on
tomberait dans des calculs trés-compliqués et les équations derniéres

ne seraient pas intégrables. On ne’ pourrait donc determiner le
mouvement que par approximation.




