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DES DEVELOPPANTES CONSECUTIVES. -3

GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Meémoire sur les developpantes successives d'une méme
courbe quelconque ;

Par un ANCIEN ELEVE DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE.

(o e S Vo o M Vi T S Vo ¥

NOUS nous proposons ici de démontrer quelques théerémes relztifs
aux développantes successives des courbes quelconques, continues
ou discontinues. Quelques-uns des objets qui vont nous occuper ont
déja été traité par L'Hopital , Bernouilli, Euler , et récemment par
M. Poinsot. Mais, comme il peut n’étre pas sans intérét de montrer
comment on parvient au méme but par des routes diverses ,
nous reprendrons de nouveau les questions traitées par ces illustres
géometres, pcur en former un tout avec ce qui nous apparticnt en
propre dans cc mémoire. Le lecteur y trouvera d’ailleurs P'avantage
de n’avcir pas besoin de recourir & d'autres écrits pour entendre

complétement celui-cl.

THEOREHE 1. 8¢ lon forme lo développante d'un arc de
courbe quelconque , puisla développante de ceite développante , puis
la développante de cette derniére courde , et ainsi de suite ; en
Jaisant commencer ces développantes consécutives d une méme ex-
irémité de la courbe primitive 5 on obtiendra ainsi une suite d’arcs
de courbes partant d'un méme point , alternativement normales et
tangentes en ce point & la courbe primitive , et ayant conséquemment
pour tangenies el normales communes en ce méme point deux droiles
indéfinies perpendiculaires Pune & Pautre.

Tom, 1X, n.° 111, 1.°% septemlre 1818. 1z
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Or, 1.° en prenant avec des signes contraires les arcs qui vont
dans des directions opposées , la somme infinie des arcs tangens
@ larc primitif est égale @ la projection de Parc donné sur sa

x

tangente @ lextrémité opposée & celle de laquelle partent toutes
les dév-loppantes. .

. 2.° En prenant également avec des signes contraires les arcs
gui vont dans des directions opposées , la somme infinie des déve~
loppantes normales a la courbe primitive sera égale & la projection
de Larc donné sur sa normale & Iexirémité opposée & celle de
laguelle parient toutes les développanies. ‘

Soit AD, ( fig. 1 ) un arc de courbe quelconque , dont AX et
AY soient la tangente et la normale a lextrémité A, et dont BB,
et B,I soient la jangente et la normale a l'autre extrémité B,. Soient
de plus B A/, ByA” les projections de l'arc sur ces deux dernitres
droites. ’

Soient AB,, AB,, AB,, AB,,.... une sériec d'arcs, tels que
chacun soit la développante de celui qui le préceéde immédiatement.
Il s’agit de démontrer, 1.° que

ABO—ABZ+AB4‘_’ABB+ [CTTREL =B°A/ H

2.° (ue -

AB,—AB,-AB,—AB 4 .....=B,A" .

On doit remarquer que le théortme ne suppose pas nécessairement
que larc primitif AB, soit soumis & une loi dnalitique ; de maniére
qu'on peut méme lui substituer une portion de polygone quelconque,
rectiligne , curviligne ou mixtiligne.

M. Poinsot a déja remarqué la vérité du théoréme, dans le cas
ou larc primitif est un arc de cercle; il s'agit de faire voir quiil
a lieu également, lorsque I'arc primitif est une ligne quelconque.

Démonsiration. Soit pris sur I'arc primitif AB, , & partir de son
extrémité A, une partic variable AM,=S8, ; soit MM, la tangente
correspondante , terminde en M, a la développante AB, de AB, s
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soit fait AM,=§,; soit M,M, la tangente 3 AB, en M, termiuée
en M, i sa dével-ppante AB, ; soit fait AM,=§, , ¢t ainsi de
suite. Soit enfin ¢ l'angle variable que fait la tangente MM, en
M, , avec la tangente AX en A. Soient de plus pris AX , AY
pour les axes des ccordonnées.

Cela posé, les choses étant d'ailleurs ( fig. 2) comme nous les
avons suprosées (fig. 1 ); concevons que lare AM,=S§, augmente
de la q antit¢ 2 M,=dS§, ; larc AM,=S$, augmentera de la
quantité M,3/, =d8, ; et on aura Vangle M, M/, M/, =d¢. De plus,
Vare M,M/, pouvant étre considéré comme une ligne droite 5 le
triangle M,M/,M,,, rectangle en M/,, donnera

MM/, =M M, Cos.M' MM/, =M/ M, Sin. MM/, M, ;
c’est-a-dire ,

dS,=(8,+4dS,)Sin.d¢ ;
ou simplement :
dS,=Soqu H
d’ou

SI=/Sod‘P 3

I'intégrale devant s'évanouir en méme temps que ¢.
Drapres cela, il est clair qu'on devra avoir

Sl =fSod¢ >
Sz=f50d¢’ )
Ss=/3sod¢3 y

L L I I )

S,=/"S,do" .

Si Ion developpe ces intégrales au moyen de I'intégration par parties ;
en se rappelant qu’elles doivent s'évanouir en méme temps que ¢, on aura
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Sy=0¢S,—/0dS° ,

o

S,=25,—% dS°+f——dS°,
2.

* ® Ll 3
Ss= -?;? S°~§f¢d80+-1— / ;-‘-dSO—-f’;; dSo ’

. “ 6 ¢ o ¢ s a 8 o o . . . . ’
- ¢" p"'—l ) ¢ ¢"— 3 — ¢n
Sa= — So— (n__”‘.f¢d50+- e fm Ao/ 5 dSe.

La série infinie des arcs de rangs pairs , pris avec leurs signes , est

Se—8, 48 ,—Sst wuenn

Si Pon y substitue pour S,, §,, §,, ... les valeurs ci-dessus , il
viendra, en réunissant ce qui multiplie chaque intégrale,

So—8, 48, —Sit =

\

0"

(1—-;-!—{-9;-—-——4— )(s / dS, / AR - )

5
+( °_ 7 > ( f Las~s Eas st 48, )
c’est-a-dire ,

S _ 2+S -—-SG+

@ PR 3 .
+ (s Las,—E sty %dso—.....) Sing ;
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ou, en faisant tout passer sous le méme signe dintégration, ce
qui est permis, puisque les limites sont les mémes,

So—38,+S,—Ss+....=Cos ¢/d5,Cos.o+8Sin.¢/dS,Sin.e .

Or, fd§,Cos.0 et fdS,Sin.¢ sont les projections de la courhe pri-
mitive sur les tangente et normale au point A ; enreprésentant done
respectivement ces projections par z et y, on aura

So—8,4+S5 ,—Si+...=zCos.o-+ySin.e ,
et on ftrouverait pareillement

S —S;+5,—8,+....=2S8in.p—ySin.e .

Or, ce sont précisément 1 les formules au moyen desquelles on
passe d’un systéme rectangulaire & un autre systéme rectangulaire
formant un angle ¢ avec le premier , d’ou il suit que ces deux
séries ne sont autre chose que les projections de 'arc AM, sur
la tangente et sur la normale & son autre extrémité M,, ainsi que
T'énonce le thdoréme.

Les développemens de S,, §,, S, , .., dolt nousavons conclu
ce théordme, ne supposent aucunement que la relation entre les deux
variables §, et ¢, puisse étre exprimée par une fonction analitique ,
unique et continue; ils ne sont fondés , en effet , que sur le principe
d’intégration par parties , lequel a tonjours lieu quel que puisse étre
le genre de dépendance entre §, et ¢. 1l faut seulement observer
que , dans les séries

Sa_Sz+S4-_‘SG+ LXITIU Y
§—S8,+S5,—S, 4.,

les ares Sy, Si, §,,.e. doivent se mesurer en prenant négative—
ment les portions de développantes qui répondraient 4 des décroisse-
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mers de 1'angle ¢, clest-a-dire, & des mouvemens de la tangente.
inverses de son mouvement primitif,

Avant de passer a d’autres propositions qu'on peut conclure du
précédent théoréme, nous ferons remarquer que les arcs de dévelop~
pantes consécutits , correspondant & un angle donné ¢ , doivent
nécessairement ddcroitre sans ccsse , de mani¢re 3 devenir enfin
moindres que toute longueur donnée; du moius tant que larc pri-
mitif n’est pas infini; car, puisque chacune des séries

SO_Sx+S4"—SG+'uu.=So""fzsod@z_*'fksod@é_'""' >
S8 S —Sstrrrrn =[S o dr— )38 do? -/ 58 d 0P —uus

se décompose en d’autres dont la sommation ne dépend que de
celles de Sin.p, de Cos.g et des intégrales fdS,.Cos.o, fdS,.Sin.e,
lesquelles s'obtiennent toujours, quel que soit ¢, lorsque §, n’est
pas infini ; il s'ensuit que ces séries en S, , §,, §, ,.e0.0.. sont
toujours convergentes , et qu’ainsi les arcs dont on vient de parler
finissent par s’approcher indéfiniment de zéro.

On parviendrait 3 la méme conclusion, en formant la somme
So S S48, S Fa=e®fem S,

cette intégrale devant, en effet , étre finie , tant que §, le sera
lui-méme , on est certain que la série dont elle exprime la valeur
est convergente , et qu'ainsi les longucurs des développemens successifs,
faits dans le méme sens, finissent par décroitre indéfiniment.

THEOREME 11. 8¢ l'on forme la dépeloppante d’un arc de courbe

quelconque , puis la développante de cette développante , puis la
développante de cetle derniére courbe , et ainsi de suite, en alternant

constamment la direction du mouvement de la tangente; ¢’est-d=
dire, en faisant commencer chaque développante au point o finit
celle qui la précéde immédiatement ; ces dépeloppantes se trouveront
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toutes comprises entre la iangente & l'une des extrémiics de I'arc
primitif et la normale & son autre catrémité, Cela posé,

1.° 80 les deux drottes indéfinies ¢ui comprenncut loutes ces
courbes sont convergentes , auguel cas les développantcs ‘quront des
longucurs sans cesse décroissantes ; ces développantes tendront aussi
sans cesse & devenir des épicycloides intérieurs

2.° 8. ces droites sont pavalléles , les développantes tendront
sans cesse d devenir des cycloides ;

3.° Enfin, si ces mémes droites sont divergentes, les dévelop-
pantes tendront sans cesse & devenir des épicycloides extérieures.

Soient AJA;, AA,, A,A,,..... une suite indélinie d’arcs de
courbes (fig. 3), dout le premier est quelconque et dont chacun
est la développante de cclui quile préceéde immeédiatement ; de telle
sorte que le premier développement se fasse de A; vers A, , le
second de A, vers A, , le troisitme de A; vers A, , et ainsi de
suite. Les points A, , A, , A, ,.... se trouveront tous sur la normale
a la courbe primitive au point A, , laquelle est rencontrée en I
par la normale 2 son autre extrémité A, ; et les points A,, A,,
A, ... seront tous situés sur la tangente menée & la courbe pri-
mitive , par cette derniére extrémité, laquelle se trouve coupée en
G par la tangente & son autre extrémité A,.

Soit fait angle A TA,=2;les deux droites A, A, A, ..., AJALA,
seront convergentes, paralleles ou divergentes, suivant que l'angle
@ sera aigu, droit ou obtus. Il s’agit donc de démontrer que les
développantes consécutives tendront 4 devenir des épicycloides in-
térieurs dans le premier cas , des cycloides dans le second et des
épicycloides extérieures dans le troisitme.

Ici encore , comme dans le précédent théoréme , I'arc primiuf
peut n’étre point assujetti 4 la loi de continuité ; ce peut étre méme
une portion de polygone quelconque , rectiligne , curviligne ou
mixtiligne,

Soient A,M,=S,, A M,=S,; A,M,=S,, A,M,=S§,,.....,

une suile d'ares variables consécutifs et correspondans , dévelop-
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pans les uns des autres; et soit ¢ l'angle que fait la tangente
MM, au point M, avec la tangente A,G au point A,.
 Soient enfin =,, 2, =, ... les longueurs totales des dévelop-
pantes A A, Ad, , AA, ..

Nous aurons d'abord , comme dans le précédent théoréme ,

S, =/8,de ,
Vintégrale s’évanouissant avec ¢. On aurait de méme
S,=/MA,.de ;
mais M,A,=A,A,—AM,=%5,; donc
S.=/(z,—8,)d¢=30—/S do .

Ces valeurs de S, , §, indiquent , en général , comment on peut
passer d’une développante i la suivante; et Fon voit qu'on peut poser
cette suite d’équations

S, =/8.,d¢, §,=0¢=,—/5,d¢,

S§,=/8,d¢ , §,=¢=,—/§,de ,

S,=/8,de, Ss=0¢=,—/5.d¢, ‘

Si on fait les substitutions, on trouvera

§.=/5,d% , S, =43, —/18,d¢"

§,= 2 25,0 S,=03,— L x4 ris.det

) o2 Q% @3 4’5- -
=82, L ayisde, Smez— G4 L n—risae

[ R Y T T @ © @ ¢ & * & & o & o @ v " 2 e ® s -
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La lot de ses déve]oppemens se trouve suffisamment établie , fpar les
équations meéme qui ont servi i les obtenir : on passe d'un arc
de unumédro pair au suivant, en intégrant a partir de ¢=o0 ; ctd:
ce dernier a l'arc de numéro pair qui vient aprés , en retrancheant
une integrale semblable du terme correspondant de la suite 9=,
=, o=, .

Comme les développantes de numéres impairs =, , =, 2,0
entrent seules avec lesintograles successives /' §,d¢, 28,de*, f48,d¢+,....
dans les expressions de tons ces arcs , nous allons examiner seu-
lement comment varient ces développantes. Comme « n’est autre
chose que la valeur de ¢ quirépond & larc AA,=Z; il s’ensuit
qu'on doit avoir

2, =/8.de,

2= %j' Z—/f385,d9° ,

g:%a,w§z+ﬁawn

® e o s o c & o o s 8 o s & . 6 v s 8 @ o &

@2 wh
—_—

@b o
2;,‘+‘: ;'!"Szn--:"— N 22,,_; +-6T22n___’-—...i(—z—n-)'iz_{_ﬁ*"isod¢zu+l

Pour avoir le développement du terme général =,,4, , aprés quon
en a éliminé tous ceux =,, ., =, ,.. 5, qui le précedent,
soient multiplides ces ¢quations, excepté la derniére , par des coefli-
€iens &,y Ganey s @opmy rnedy , 0, , et formons-en la somme,
en égalant A zéro les quantités qui multiplient Z,,_; 5 20y,
2, —s s 23, =, ; DOUS aurons ainsi

22"_!_l:azn/S.(M_a“__2/35°d¢3+a”_—4/55.d¢5_”‘i/‘zn+ 1§, dg 1

. v r .- 7
les coefficiens @, , @4, @ye0ee.. a,, CGtant déterminés par les
équations

Tom. 1X, 12
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e
a,= —-—2! ’
&7 P13
a4= '2"!‘ a,_ 4!. »
»? P b

# ¢ e s s 4 s s 0 0 0 s s 2 s o0y

.

@? fgq ab a2ll=2 . oW
Tan= 2 Zan-2 ™ -[F Tan-4F N Fana6"umee L (2n-2)! 2+ em!’

Comme tous ces coefficiens contiendront des termes homogénes en #;
nous ferons 7, =4 ,,#*" ;lesnouveaux coefficiens 4, v Ay s Agyendn,

se trouveront ainsi donnés par les équations

I

-Ag: 0

2.

442 j 4
444——2—! -4-': N

Azn=2 Az2n-4 Az2n-6 A,
= — —--on+.__—‘ .
Aan= 2! 4! + 6! — (an—2)! + (2n)!

I

L’inspection de l'équation qui donne le coefficient 4,,°, en fonction
des précédens suffit pour faire voir que les nombres 4, , 4, , 4, .43,

sont les coefliciens du développement de ; car , en posant

Cos.x
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12("‘“—'!"_‘—“'—*4— )( 14 A, 544 b4 Aga ...

le terme général du produit, égalé 4 zéro, donnera pour A,, 1
valeur précédente.

. , 1
Les cocfliciens du développement de peuvent s’obtenir d’une
x

maniére qui en fait connaitre la loi; il suffit de multiplier Cos.z
par le produit indefivi

-GG

g ddsignant le quart du cercle , ou Z=. Ce produit étant convergent
pour #<g¢, on peut poser, dans cette limite de z ,

.o

T

mais, & cause de la convergence da produit qui donne le cosinus,
on peut appliquer, & la fraction précédente, la décomposition en
fractions simples , et poser , en vertu de ce que Cos.z est une
fonction paire ,

-

TR

m représentant un nombre impair quelconque.- On déterminera B,

+ee

(%)
par la valeur que prendra._c_mq— pour x=mg. En différentiant
05.%

les deux termes on a-
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faisant x=mg , on a, suivant que m—1 est divisible par deux
seulement ou par quatre ,

- Bm=i
ainsi

b 4

I EO RO (55) I

On obtiendra donc le terme général de

toutes
—en développant tou

ces fractions en progression, et en réunissant les coefficiens de 2?7 dans
les progressions. 11 viendra ainsi

A,

g 1 1 11 1 1 %
e, :

2
RVEEEE (3q>‘"+ B GpM 7 g

. 1 T
ou bien, en mettant — en facteur commun , et multipliant de
7 \

part et d’autre par @R

) 4 X
. (¥
Azu” =dz,= _"( ) 32.r:-l—l -+ Sant1 T 7.7.lx+1 +""}’ ( )

(*) On peut déduire assez simplement de ceci la sommation de la série

I

1 1
" e +5w+x - 7zn+-1 Fee 3

car on a

2 1 1 1
Aan*qzn—rx [—32"+l+53n+l—72"‘rl +"" 5

or, on peut obtenir A3, , soit par les €quations successives
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et telle est I'expression generaie des coefficiens ¢, , 8, Bgy e 4y qui,
comme on I'a vu, donuent la valeur de la developpante 2,4 s Sarolr

B =0, fS0d0-a 40y [2Sodetta, , _, [PSdet—. /2 S der

Pour appliquer cette formule 4 la démonstration du théoréme
évoncé , nous prendrons d’abord le cas le plus simple, cest-a-dire,

celui ot Tlangle ¢=g; il est visible qu’alors a,, tendra vers la

. 2 . @ \?" . -

limite constante —, puisqu’alors ( - ) sera l'unité, et que la scrie
q q

numérigne qui entre dans expression de @,, converge trés-prompte-
ment vers lunité. Lt , comme les premiers cocfliciens o, , o, ,
ag,... waffectent que lesintégrales /2*—* 8, de?n— 1, [2#3§ do" 73 ..,
qui, comme on I'a démontré , décroissent indéfiniment ; il en résulte
que, pour 7 trés-grand, on aura sensiblement

= % { /S do— /350a¢%+f550d¢'>_......§ .

X
/]z= ;T ?

1 1
Aq——;“{z""”‘ﬂ ;

1 1 )
-‘46""‘;! Aq";ﬁ'Az"{"G, ]

(]27’.88’0“” . s
Soit par ———— , € ¥ faisant x==o ; en sorte quon a

dx2n
. 1 1 1 . ( = \21+ 1 27 (Séca=o)
—_—rr - 4
1= L + ‘i‘)zn—}-l - 72.';“!-1 +93"+‘ e 2 ) B dan
- *
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La série formée par ces intégrales a ¢été trouvée ( Théor. 1) égale
a la projection de la courbe primitive sur la derniére normale
A, L Dans le cas ou #=g , celte projection devient la distance

entre deux paralleles qui comprennent les développanies. En la
désignant par D, on a, a la limite,

2D

zzn—}— 1=

ainsi, les longueurs des développantes finissent par étre constantes’
L’équation de ces courbes limites est, d’aprés cela, facilea obtenir,

puisque la relation entre les arcs ct les angles ¢ est donnée , pour
les dévcloppantes de numcros pairs, par ’

o2 ‘P p2n—1 o
S:n:“Pzzn--l'— 2_!-2'2"— 3 + Z; 22]1-4""-s-li ol 2,+f2”sod<p"‘ .

On a démontré que les intégrales f2"§,d¢>", dont toutes les origines
étaient ¢=o , décroissaient indéfiniment ; ce dernier terme disparaitra

donc ala limite. De plus, les ares Z28—5 , F20—3 ... nc s’ccartant

sensiblement de — que lorsqu’ils portent sur la portion négligeable
q

de la série : on peut derire, pour 2 infini,

Al

2D r0 ¢ ¢ o )2D.
Szn———q—( ——;:"i- SL— — cere RS —'q—- Sm.<p .

Cette relation appartient & la cycloide dont la Jongueur totale est
r 4D . , .
-4—- ou —, et dont le demi-grand axe est D. Il résulte dailleurs
q k2
du mode de génération des développantes de numdéros impairs qu’elles
seront aussi des cycloides égales; c'est d’ailleurs ce que l'on trouverait
directement, par l'expression de 8, ,.
Reprenons présentement le cas général, ol I'angle &, formé par
les normales extrémes, est quelconque. On a vu qu'une dévelop-

pante de numéro impair quelconque était donnée par la formule
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zzn-l—I:azn 'fsod<p‘azn_2-f350d§03+'02n_4./‘550d¢5—...i/’"+‘50d @t

et qu'on avait généralement

1
azn— —( ) g - ')2n+1 + 2"+1 -’52_"-;_—‘ +-u } -

Pour £ trés-grand, la série se réduit 3 I'unité, et on a, 3 la limite

o & \2I
qyn=— *)
q 9
on peut donc, en vertu de la convergence de la série
SSodo—/38,de* 458, de>—..... ,

poser , pour 2z infini

S == ( %) {—q- /S.do- ( L )3/350d¢3+< u )5/550@5'—....; .

On conclut de la ‘que le rapport Zan—
zn—l—!

. . . q .
successives d’ordre impair est, a la limite, égal a — jmais comme

de deux développantes

on a, pour un arc variable, correspondant i l'angle ¢,

4" . )
Szrz:¢’22u—-x 3 zn-—;+ 2 +f n§ d¢2"

(2n !
on pourra poser, i la limite,

@

Sp== 22,,_1=§
q

21 ¥4 _22,,_,.:,Sin.ﬁ'.
{1 = 3! q d

@
En faisant, dans cette équation, ¢ =«, on aural'arc total %, , = qz‘”_‘;

on peut donc écrire
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s,,,:z,,..s;n.(?i).

Telle est donc I'dquation de la courbe vers laquelle tendent les
développantes d'ordre pair. On trouverait , scit en intégrant cetie
équation, soit en prenant directement la formule qui donne 8,54 1 »

@ . (a—04q
Szn-‘-x =2:n+x {"‘"’CO& ({)}a Ouﬂzzn—l—-l""szn+x=zw+:'Sm"—"—"—

Cette équation, comparée avec la précédente, qui donne §,,; fait
voir que la courbe limite est telle que sa développante est une
courbe semblable , mais dans une position inverse. Le rapport de

grandeur des arcs correspondans, dans 'un & ¢ et dansl'autre & e—¢, est
Zin __ ¢ )

2 1ngn @
On peut faire voir assez simplement , par des considérations géo-
métriques, que Pépicycloide est la courbe qui jouit de cette pro-

. . . . . ¢q
priété , et qui a pour équation S=ESm.< :—) .

Concevons , en effet , une épicycloide AB ( fig. 4) décrite parla
demi-révolution d’un cercle dont le rayon est 7 sur 1 ; et proposons-
nous de trouver le centre de courbure pour un point M de ceite
courbe. On sait que la normale au point M passe par le point de
contact P des deux cercles ; il ne reste donc, pour connaitre le rayon

de courbure, qua chercher le point d'intersection de deux normales
consécutives.

Soient AOP=p et APM=u«. Si lc rayon OP tourne de d¢, la
normale MN tournera de dg--d«; or, il est facile de voir que

R
gR=zar , dou de= —dp;
2r

Fangle des deux normales consécutives sera donc
ds
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R
d,s+—’i-d,3 ou da. +2r.
2

ar

Le point P s'est déplacé , dans le sens du cercle fise AH, de
Rdg ; pour avoir ce déplacement, mesuré perpendiculairement 3 la

normale, on le multipliera par Sin.«, ou par %f; ce qui fera da. R .NP.
ar

Or, 4 la limite , ce méme déplacement est égal & PN, multiplié
par l'angle des deux normales; on a donc

¥, fgf.;ti?:d,s.g..m .
d’ot
fv]""_ R--ar
NPT r

Il est facile de conclure du rapport constant des deux lignes
MP, PN que, si on décrit , au-dessous du cercle générateur , un
autre cercle, dont le diamétre soit & celui du premier dans le rapport

R c’est-a-dire , dans le rapport des distances au centre O, le

point N de la développde se trouvera toujours sur ce cercle; et
comme I'arc QN sera toujours égal & QC, le point N décrira
une nouvelle épicycloide semblable, mais réduite , dans le rapport
B
R-ar
propriété identifie 'épicycloide avec la courbe limite de notre théo-
réme ; car, en ddsignant par § arc AN, et par ¢ Vangle décrit
par la normale ou la tangente, on aura

. On peut aisément se convaincre , d’aprés cela, que celle

AN=8=MN=0sSin « ;

mais QS=CB, et CB est précisément la courbe totale ANC ; en
Pappelant donc %, on a
Tom. IX. 13



g0 DES DEVELOPPANTES CONSECUTIVES.
S=Z=58in.« ;

I'angle ¢, dont la tangente MN a tourné , est précisément «-ts oun
H4-2r

”

%; on a donc

Si # cst I'angle total formé par les tangentes extrémes ; comme «

. . ’
qui lui correspond == — =g, on aura
2

R , R
9~ Rgar”’ dob Rgar

—q -
)
&

on a donc, en substituant,

d’'ott P'en conclut, pour I'équation de l’épicyclo'fde ,
S=zsm.i:3 ;

déquation qui est précisément celle de la courbe vers laquelle tendent
les développantes successives. Et, comme les considérations précé-
dentes s'appliquent aux épycicloides intérieures , pourvu qu'on prenne

da et dg de signes contraires; on voit facilement que leurs équations
seront de méme

szzsm.ifl .

Pangle & étant alors plus petit que g. Le théorme se trouve done
ainsi complétement démontré,

Paris, le 13 de juillet 1818,



