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THEORIE GENERALE DES FRACTIONS CONTINUES. 3-

| —

ANALISE ALGEBRIQUE.
Theorie generale des fiactions continues ;

Par M. Brer , professeur 3 la faculté des sciences de

Grenoble , Chevalier de I'Ordre royal de la Légion
d’honneur.

(& 2 Za =l Vi " o S Vi 4

LE probléme du développement d’une fraction ordinaire en fraction
continue , se réduit évidemment a la résolution de I'équation

B 5 b
— == - 34
A a + o +— + L

a/ - M -
a? +-cor:ca'

(1)

dans laquelle nous supposons que A4, B sont deux nombres entiers
poéitifs donnés , tels quon ait A> B, et ot 2, &/, a”, a", ...,
5,8 ,5", b",... sont des nombres entiers indéterminés, positifs
ou négatifs ; on peut toujours supposer, aw surplus , que @, a/,
a’” , a'” ... sont positifs.

Posons successivement

B b c ¥ D v ,,

—==_ ¥ === ¥ —=— U psad2)
- D B @ . m ‘e v — b

A [ a' +J +"u +a//+;;7’-+"" a///+~——-a’”/ .*_r“_

il viendra ainsi
Tom. I1X,n° II, 1.°F godt 1818,
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[ t
%=£+£, 'g‘:af-i-f—’ %=%+£":"'(3)
¢™’B C a D

c’est-a-dire ,

C=Ab —Ba

k]

D=R8b —Ca’

y (4)
E=Cl{/~Da" ,

.
» ¢ @ s o* 8 o o o

et la question se trouvera réduite 3 satisfaire en nombres entiersVa
cette suite d’équations , dans laquelle il est évident qu'on pourra
prendre & la fois arbitrairement les dénominateurs @, o/, @, ...
et les numdérateurs &, 5, I/ ,.... des fractions intégrantes.

Or, si 'on prend constamment 6<a, b/<Ld', b <La" 4, la

fraction continue se terminera nécessairement ; en effeg, on aura d’abord
b Y )

p <1; et, comme on aura aussi — <1 , il sensuit quon aura
a T

b
a-l-—;—,- >a——1; donc, on aura

b b

— 14

PRRELE S
a

3

’

. b .
mais — est au plus I'unité ; donc, on aura
haaet 4 -
b
— b 1.
4—<

a
a!

On aura, par la méme raisen,

b’ /!
7= <15

alt

done
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14 B
—_— " N
a+ 7 >a—] 3

T
et, par suite,
b b
" Eﬁ_ B <;’ H
al == — t
a'!

d'od on conclura, comme ci-dessus,

b

— 124 <l
—_— 7’ °

e + a’ +._6__

a'

En continuant ainsi, de proche en proche , on parviendra & se eon-
vaincre que les portions de développement

(/] 'Y Y3
— 14 lig - " e
PR N T i
a' -I- e a' — o a* —_—
a” +lt" ﬂ/” + sene “//// +orn

sont toutes moindres que I'unité.

Il est pourtant un cas qui fait exception : c’est celui ol l'on
aurait précisément b=g—r , V/=—(a'—1) , b/=—(a/'—1) ,
§/'=—{a’ll—1) , c'est-a-dire le cas ol la fraction continue serait

o—1
al—1x
G —— Q=1
al —— a/l—1
all  —— .
a — i

et o, prolongée a I'infini , elle tendrait sans cesse vers I'unité : dans
tout autre cas, elle sera constamment plus petile.

En appliquant présentement ce que nous venons de démontrer
3 la suite des équations (2) , on yeit que, sil'on a constamment,

abstraction faite des signes ,
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t<a, V<al, 5”<a”, 6”/<a’”,..;....,

on aura aussi constamment, abstraction faite des signes,

B
- <1,

D
= <ty G <y

B
c'est-a-dire,

Bgd, €C<LB, D<LC, ELD, ... ;

les nombres 4, B, C, D ,...... seront donc continuellement dé-
croissans ; et, comme ils sont tous entiers , il faudra enfin que
Pun d’eux soit nul ; ce qui prouve que la fraction continue se
terminera. .

Donc, si une fraction continue, dans laquelle les dénominateurs
des fractions intégrantes sont constamment plus grands que leurs
numérateurs,, ne se termine pas, elle ne pourra étre le dévelop-
pement d’une fraction finie , et sera conséquemment le développement
d’'un incommensurable.

Tout ce que nous venons de dire a encore lieu lors méme que
les numérateurs des fractions intégrantes sont d’abord plus grauds
que leurs dénominateurs , pourvu qu’ensuite ils deviennent plus
petits qu’eux et demeurent constamment tels ; il arrive seulement,
alors que la suite des nombres 4, B, €, D ,.... est d'abord
divergente ; mais elle devient ensuite convergente et doit consé~
quemment se lerminer a4 zéro, comme dans le premier cas.

Posons présentement

B_b B _b B _b
—_— - — T g T — o T
A. & + ;’ +...: B ’ AI e + ; +cu: ﬁ A” é +’a’ +uu ﬂ ’
sses anad 995y - ﬁ/ oI -—
+3 +3 + i + «+ i—ll &

«wll
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En réduisant la premi¢re de ces fractions continues en fraction
orinaire, on trouvera une expression de cette forme

E _ Pp4-Qux
A " Mp4Na’

B /
on passera de 1i A la valeur de — ', eny changeant « en «4- % .

ce qui donnera
) o
p £
B _ (7 ) _ (Pe+Qu)4-Q8
Al M,s+zv(u+.§) (Mp+Naya/ 4 Ng

c’est-3-dire ,

B _ BJ/+Q8  Qf+Bw
A T Ad4Np . Ngtda ?

et on aura de méme

B Bg' 4 Brar

PRI
d’ott

B/'=Bg/!'4Bla" , Al=Ap/d=As/ ;
Eliminant «” entre ces deux équations , il viendra
A'B/— B! A/ = p{ AB'—B AN ;
on aura donc, en général,
A'B/—BI AT ="tbb /! ... 88'8/!

le signe plus oule signe moins aura lieu, suivant que le nombré
des fractions intégrantes est impair ou pair, en les supposant du
moins toutes positives.

Si nous prenons la différence entre deux fractions convergentes
consécutives , nous aurons , abstraction faite des signes,
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B B ABI—BA" B ANE
an A AAr T Arqe 1

mais nous avens trouvé ci-dessus

AV =Ap! Al
posant done
El_l. gf. — 7
A" v

ce qui donnera nécessairement ¢/ <1,
on <aura

:4ﬂ=A/u”(l+‘”) 5
et 'on aurait semblablement
A=A (140) §
d’olt on conclurait, en multipliant ,
A=A 1o (1)

on aura donc généralecment

A" =00/g" s 08/ & 14-0) (1 4-07) 140"} cor. (1 F 0 (146" ) (1 40") 3
0, 0, 0" e..a, o, o/ dtant des quantités positives , plus petites
que lunité. b )

On aura donc ainst
AV = 4108wl (1Y 50 ) (1 07 .. (1) 1F ) (1) 5

st ‘par conséquent -

,, ' R —--—-—.’\--..-.-—-‘-—‘
B E_ T a o a « o o

Al AT A G oyato) (140 (1 a) (1 2T |
et comme on les a indgalités,
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b<a , b <a | bligal e B, B, g al

Y B
il s'ensuit que la différence e devient de plus en plus petite ,

3 mesure qu’on s’avance dans la série des fractions convergentes,
puisque d’ailleurs le dénominateur 4’ croit trés-rapidement.

, P . B
Cherchons présentement la différence entre la fraction — ct la

fraction continue

y ¢tant quelconque, mais plus grand que g”. 1l viendra
B B’y-l— B,S” B (BA'—AB)g"
Al A’J"I‘ A [// AT A Aly-Ag") 7

on aura pareillement

+_ B _BytBy B _ (AB—Ba)y

A Aytd4er A A dytdpn

divisant ces deux équations I'une par l'autre, on trouve

B
=g Bg"
B Ay’
o e ¥

B .
or, on a, par hypothdse, 4'> 4, y> ¢’ ; donc 2~ = ot moindre que

B . . . . . .
T— et I’on voit de plus qu’ils sont des signes contraires ; ainsi,

B B . .
si'on a < —, on aura &> — ct pice versd ; ainsi , dans tous
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les cas, la valcur exacte de # se trouvera comprise entre deux

‘ o B B
fractions convergentes consécutives quelconques iR

puis donc que, comme
nous lavons vu ci-dessus , la différence entre ces deux fractions
décroit rapidement ,

, mais plus
voisine de la seconde que de la premiere ;

4 mesure qu'on s'avance dans la séric des frac—
tions convergentes, il s’ensuit qu’elles s’approchent aussi trés-rapi-
dement de la véritable valenr de # dont elles different alternati-
vement par excds et par défaut , ce qui justifie pleinement leur
dénomination,

Ce qui précéde, suppose , & la vérité, que toutes les fractions
intégrantes sont positives ; mais, dans le cas contraire , il est toujours
facile de transformer la fraction continue en une autre qui n’en
renferme que de telles; on a, en effet,

a--———‘(a—l)-[-

2
9
1+p--<z
9 '
g—— ¢ --(a-—l)+—
I S P +
P P—q—1 L =

w1

pl_ql’
9 - :
e——~_ 9 —(a-r)+—-+ q
P - P p—q=1 +—
P’—‘]"‘t+ +
p/l—qll
et ainsi de suite,

On conclut de cette transformation que Ia nouvelle fraction continue
remplira, 2 la fois, la condition de ne renfermer que des fractions
intégrantes positives et celle de la convergence , si I'on a

g <p—g 1, P >ag Hr,
9, <p ——-q —I, dod pl >29/+I‘ >
q//<p//,_.q//__.[ ; P//>29//+I ;

s & 3 & & s+ s ¢ = > * & 2 2 8 v & O

1l

~-r
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Il suffira méme, quelles que soient d’ailleurs les premieres fractions
intégrantes, ue ces conditions soient remplies, a partir de l'une
quelconque d’entre elles ; d'ott Ton voit qu’en particulier la conver-
gence vers une valeur fixe aura toujours lieu , lorsque les numérateurs
g5 ¢, gy, €tant égaux et d’une grandeur quelconque, les
dénominateurs p , »’, p//, .. croilront constamment, quelque len-
tement que ce soit, a parlir de I'en quelconque.

Voyons présentement comment on pourra procéder, d’une manitre
réguliere , au développement en fraction continue d’une fonction quel-
conque de z. On pourrait bien supposcr que la fonction dont il
s'agit a d’abord été dcveloppée en série ascendante ; mais, pour plus
de généralité nous la supposerons développéde en fraction, ayant de
pareilles séries pour ses deux termes; ¢’est-a-dire que nous supposerons

_ By~ B'x4-B/xred- Bz,
r= At Al A 22 AN T i

alors, en posant successivement

/ /. ,
Ao AVxdries A x‘B—}-B’x-l—B”xz-l—...w >
g+g:x+g’fxz+.... = ¢ + DA-Dixg-DV x>,
~+B/x4-Bx . B +=x. CCmg Cros.?
D4-D/w4-DVx2o... - 2 4 EtFraod T,
! Y . )
C+C x+(4 X +nu C x D+Dlx+D”x2+ """" 7
et ainsi de suite, on aura
B 3
—— Cx
Y 4 +—E+ P-f Ex g
¢ +p 4=
E +0u;

Et Pon conclura les valeurs de €, D, E, F,..... des valeurs
connues de A, A’, A" y...... B . B, B”,..c.... au moyen des
formules

Tom. IX. 7
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C=BA'—A4B' , C'=BA"—AB" , C'=BA"'—~AB"

g otoaee 3

D=CB'—BC' , D’=CB"'—BC" , D'"=€B/"'—BC" , ...
E=DC/—CD' , E'=DC/'—CD/ , Et=DC"—=CD" |

e o & & T 2 e s s 3 s B S e e+ s e s 93 e e B o+ e & o+ o s 2 e 3 Ceres

que l'on conclut des équations ci-dessus, en y chassant les déno-
minateurs, et exprimant ensuite qu'elles sont identiques.

Si les deux termes de la fraction valeur de y, au lien de procéder
suivant les puissances de ', procédaient suivant celles de ", il ne
s'agirait que d'y traiter 2" ainsi que nous venons de traiter & dans
le développement général ; et si une puissance de # se trouvait étre
facteur soit du numérateur soit du dénominateur , on la ferait préala~
blement passer soit comme diviseur soit comme multiplicateur de y,
ce qui ramenerait la question au premier cas.

Pour premier exemple, prenons la fonction

= a3 + x5 x7 + x9
Sin.x o3 E 7! g! e

Tang.z= Corn = EINETr +£_m i
Y Al 6! 8!
nous écrirons d’abord
x3 b x6 x?
Tang.® TRt R T 9T or T
x & x4 8 ;

_ xf x
} S "é‘T "2'_!‘ "4" W"!" 'E'!-' e TYTYY
traitant alers #* comme &, dans le second membre, il viendra

1 X X I
- ] 2 e wema !/«-a+... Y~ 411 == —
A.—-I ’ A — 2! 9 A =g 4“ ' A s 6! N A a—+ 8! g eseite

1 N ¥ 1 3 .
B=1, B/=_§.! , 'B//=+3i , B///=___.T , B/”/=+.é-l ) corne
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— 4 6 8
C_-—g'- , C’-—-{—-S-‘- y O'=——= , (VM= = o
! ! 7! 9
2.8 41 6.6
[ S /= e V=
D +315v’ D 3t 7 D 39! '
E=+2.8.48 . 4.12.64
3507 T T T slalgt Tt
Fee 2:8:48.!28 —
31517191

Nous avons donc finalement

JEn J— * — 0 — " oy
A=+r7 B"‘+I s C—‘-'i’ —+T§$ E""+ 4_111—5’ F=— :;39’31_;'7“';

puis donc qu’on doit avoir

Tang.x B
—=3 4% Do
—_— x
C +....... Fax2
E ..
on aura
Tang.x _ I 2 pa )
3T o2
x —_ ,
P A4 +Tvrf?_xg_ 14
'—; s — 13395375
45

1 I‘ —~
ey [ esom

ce qui donne, en amenant successivement les numérateurs a étre
entiers négatifs , et en multipliant ensuite par z*

X2 2
zTang.ax= T x

— x2
— — x

- 7——""‘— x2

rdsultat dont la loi est manifeste; et qui, quel que soit-z, satis=
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fera 3 la condition de convergence , pourvu quon le pousse assez
loin.

Si l'on transforme cette expression en une autre dont tous les
termes soient positifs , d’aprés les formules trouyées ci-dessus, on
obtiendra

Tang.x

b 4

o= — x2
1 1 2

XY ] +—; x 1 22

4—x2+ -I- + P +.m

X

d’ou il suit que , pourvu que l'on prenne 2*<2—2? ou 2<1,
cette fraction continue convergera, 3 partic de lorigine, vers la
Tang.x

véritable valeur de ; dans tout autre cas, elle finira toujours

par étre convergente , pourva qu'on la prolonge suffisamment.

. w .
Soit x= ik nous aurons Tang.z=1, et notre formule deviendra

A _ 2\
w ) S ( - ) ( fad 2 = 2
4 - il x \ 2
— N4 7 (__ ‘)
5 —— b /-
9 — ieBie
= ' . » n
Nous savons qu’on a R < 1, soit done, s'il est possible , n ==, m
et n étant deux nombres entiers premiers entre eux, tels que

n<m ; il viendra, en substituant,

ERE

= -— —— n2

7mg.—-—- n?
9_..-_—-

11M3==" 0,

or , cette équation est absurde ; car son 'seccond membre est una
fraction continue qui, ne se terminant pas et étant convergente ,
en la prolongeant suffisamment, dait avoir une valeur incommen=
surable, tandis que son premier membre est une fraction rationnelle 5



DES FRACTIONS CONTINUES. 49

il est donc absurde de supposer que —Z— est égal a une pareille

fract'lon, = est donc incommensurable.
Prenons pour second exemple, la fonction

x+ += +5,+ +b,+.‘...,

nous aurons ici

A= 1, A= o, d'= o, A= o, AdW=0 , ..

1

I 1
B= 1,B= 1, B/= —, BM= =K Blili=—

2 s
al 3!“ 4.
r X

- /-—__ —— f/

c——- C 2! 9, C 3' Py c//,—"""'z_" PELIITYN
3
D= — ; s D’———"?; D’U—-—""‘ PRI
I 2

—_—— )t e

E=—m E algl” ™

F=-

1 9 9axe

Nous aurons donc finalement
A=1, B=1, (=1, 3—=-- E""—“ ’ F=+';%; g eaaig
co qui donnera, en substituant

«

X e e x
AC =T x
1~ — 2 ®
TEh-_t .
= 5 -, X %
S

2 A +u 3
résultat dont la loi est manifeste
On a, d’aprés cela
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i ¢
_— T
T34l
2 ——
+2__+_
27 g e
¢e qui prouve que le nombre e est incommensurable.
On pourrait étendre eette théorie & d’autres exemples , non moins

intéressans ; mais , comme ces applications ne présentent aucune:

difficulté , nous terminerons par observer que, lorsque les numé-

rateurs &, & , 8" , s B, B/, B”,...cee sSONt sUPPOsEs égaux a Vunité,

les résultats auxquels nous sommes parvenus se simplifient d’'une
mani¢re notable. C’est ainsi, par exemple, que I'équation

A'BU—BI A1 = BB B s B8 s
devient
, A/B//__B/A//:i[ H

alors aussi les fractions convergentes se trouvent toutes réduites i

leurs moindres termes , et la différence —— entre deux fractions con-

A44
BI

vergentes consécutives —° diminue de plus en plus, 3 mesure

qu'on avance dans la suite que forment ces fractions; on peut aussi
remarquer que le quotient

BI
= a
....-—-—;—
gL Ay

est toujours moindre que Tunité, puisqu’on a, i la fois, y>1 et
A'>Ad , dou il suit que les conditions de la convergence de la
fraction continue se trouvent nécessairement remplies. Si la fraction
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continue a quelques fractions intégrantes négatives, en la transfor-
mant en -une auire qui ne présente plus cette circonstance, les conclu-
sions seront encore les mémes. Enfin, il est facile , dans le cas
quc nous examinons , de démontrer ce beau théoréme, savoir : que
chaque fraction convergente approche tlus de la valeur totale de la
fraction continue que ne pourrait le faire toute autre fraction, exprimée
par de plus petits nombres. Nous ne faisons que rappeler cette pro-
pricté , pour montrer comment elle se rattache & la théorie nouvelle

et plus générale des [ractions continues que nous avons essayé de
présenter dans ce mémoire.




