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ANALISE ALGEBRIQUE,

Sur le nombre des racines imaginaires des équations ;
en réponse aux articles de MM, TEDENAT et Sgrvols,
inserés aux pages 215 et 223 de ce volume ;

Par M. BErarD , professeur de mathématiques , membre
de plusieurs sociétés savantes.

ada 2 Sla Y NI, a4

LE probléme de la détermination du nombre des racines imaginaires
des équations est un des plus importans et des plus difliciles
de l'analise. Ce probléeme est réselu depuis long-temps pour les
quatre premicrs degrés , parce que, pour ces degrés, la forme des
racines étant connue, il a été possible d’assigner les conditions de
leur réalité,

De Gua donna ensuite une trés-belle méthode pour parvenic
aux conditions de réalité de la totalité des racines , dans une équa-
tion de degré quelconque (*); mais cette méthode n’apprend rien
sur le nombre des racines imaginaires, dans le cas ou les conditions
de réalité me sont pas toutes satisfaites.

Lagrange résolut depuis , au moyen de son équation aux quarrds
des différences, le probléme qui était échappé a de Gua, et dont
méme il avait pour ainsi dire désespéré.

Enfin , M. Cauchy, ayant repris la méthode de de Gua et les

observations consignées dans la note VIII de la Résolution des

(*) Meémoires de l'académie des sciences , pour 1741s

Tom. I1X , n.° XI, 1.°F mai 181q. 48
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équations numérigues de Lagrange , en a déduit une solution gé-
nérale du probléme ou il s'agit d’assigner le nombre des racines
rézlles et imaginaires, positives et négatives qu’une équation quel-
conque peut renfermer (*). Malheureusement cette solution est si
compliquée qu’elle n’est guére applicable & la pratique. Les racines
nulles ou égales qui se rencontrent dans les équations auxiliaires
la mettent en défaut; et il faut alors avoir recours 4 des artifices
particulicrs d’analise. Aussi n’a t-il pas fallu & Pauteur moins de gr
piges in-4.° de recherches pénibies pour surmonter complétement
les difficultds que son sujet lui avait présentées (**).

J'ai cherché & mon tour une méthede qui fitt plus simple que
celle de M. Cauchy. JYai cru lavoir trouvée dans mon théoréme
énoncé 4 la page 36 de ce volume. A la page 6o , un abonné a
donné un semblable théoréme, sous une forme un peu plus con-
cise , et en a tenté la démonstration pour les quatre premiers degrés.

C'est ce méme théoréme que MM. Tédenat et Servois ont exa-
miné, pages 213 et 223 da méme volume, et gwils ont trouvé
en défaut dés le 4.™¢ degrd.

Je ne viens point contester 'exactitude des calculs de ces deux
savans gdomctres : je conflesse qu'en effet mon théoréme est cn
défaut dans les cas qu'ils ont énoncés et dans un grand nombre
d’autres. Que ce soit de ma part prrécipitation ou défaut de lumicres ;
c’est un point assez indifférent & discuter. 11 est d’ailleurs permis
de se conscler d'une erreur, quand on songe que les plus grands
géomettres ne s’en sont point toujours su entiérement garantir; et,
gu’en particulier , Illustre Lagrange lui-méme s’est mépris sur le
sujet dont il s'agit, ainsi qu'on le verra plus loin (***.. Mais , ce qu’il

(" Journal de lécole polytechnique , XVIL® cahier, pag. 457.

(**) Oui, mais aussi que de choses dans ces gt pages ! et quelle large et
£légante exposition ! J. D. G.

(™) On verra la en quoi cousiste cette grave méprise.

J. D. G,
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v'est pas indifférent de faire voir, c’est que mon théoréme , toug
imparfait qu’il est, fournit encore, au moyen de certaines modifi-
cations, une solution, moins simple , en cflet, que je ne lavais
pensé , mais du moins préférable , pour la facilité , a celle de M.
Cauchy , la seule praticable que je connaisse.

Il faut, au surplus, distinguer, en mathématiques, trois sortes
de propositions, 1.° celles qui sont toujours vraies, ou qui n'ad-
mettent ni restrictions ni exceptions; telles, par exemple , que celle-ci:
La somme des trois angles de tout triangle rectiligne vaut deuw
angles droits ; 2.° celles qui, reposant sur un fausx principe , ne
peuvent en aucune sorte étre admises. Par exemple, dans ses Sections
coniques , n.° 172, Besout dit que si p est négatif , dans 'équa-
tion y*=px , celle équation n’exprime aucune ligne possible ; tandis:
qu’il est évident qu’alors elle exprime une parabole qui s’¢tend duw
coté des x négatifs; 3.° enfin, celles qui , bien quappuyées sur
des principes vrais, admettent néanmoins., dans certains cas , des
restrictions ou exceptions..

Les premiéres sont sans doute les plus précieuses : celles de Ja-
seconde sorte doivent, au contraire , étre soigncusement bannies
mais quant aux derniéres , quoiqu’elles ne puissent pas prétendre
au rang des premicres, elles ont ndanmoins leur degré d’utilité ;
aussi les ouvrages de mathématiques en sont-ils remplis ; et les
géométres en font journellement usage, sans le moindre scrupule
en voici des exemples..

Les formules qui, dans certains cas, deviennent I, ne font rien
connaitre et sont conséquemment en défaut pour ces mémes cas;
mais , par des considérations particuli¢res , on leur rend leur utilité.

X
a™ti-C

C’est, en particulier , le casde la formule f2™dx=
m

lorsque m=-1; et cependant cette formule n’en est pas moins employée,
et méme considérée comme fondamentale dans le calcul intégral.

Plusieurs des formules de la trigonométrie sphérique offrent des
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cas douteux : la trigonométrie rectiligne elle-méme n'en est point
exempte. Si ¢, ¢/ représentent deux quelconques des cotés d'ur

. e :
triangle , et @, @’ les angles opposés; on a Sm.a’:TSm.a:cette

formule présente un cas douteux , que quelques auteurs seulement
ont signalé (P. Trig. rect. de Bezout, n.* 267 ): langle a’ peut
étre aigu ou obtus; et il faut une considération particulitre pour
lever le doute, Ce n'est pas tout : lincertitude cesse, et il n'y a
plus qu’une solution dans trois cas, savoir ; 1.° sil’angle zest droit
ou obtus; 2.° si @ étant aigu «a/ est droit; 3.° enfin, si ¢ étant
aign ¢ n’est pas moindre que ¢/. Je rapporte ce dernier exemple,
de préférence & d’autres , parce que la discussion a laquelle il donne
licu ne se trouve dans aucun de nos traitds élémentaires, ol ce-
pendant elle mériterait de trouver place (*).

(*) Nous prendrons la liberté d’observer 4 M. Bérard que ces exemples ne
nous paraissent pas trés-heuveusement choisis relativement a ce qu'il se propose
J'éabliv. De méme , en effet , qu'on ne saurait réputer menteur celui qui se
se tail % certaines questions quwon lui adresse; on ne saurait dire pareillement
gu'une formule n’est pas généralement vraie , parce que , dans certains cas,
elle devient 3; puisqu’alors méme elle ne cesse pas d'étre vraie. On dit bien
que, pour de tels cas, elle se trouve en défaut ; mais il n’en demeure pas
moins évident .que, pour ces mémes cas, elles ne sauraient induire en erreur
celul qui les consulte.

. o .. T
Quant & la formule Sin.e/==— Sina, elle n’est jamais en défaut, Ce n'est
C

point , en effet , Tangle o/ quclle est destinde & faire connaitre, mais seule-
ment son sinus ; et ce sinus, elle le donne toujours tel qu’il doit étre. Mais ,
comme ce méme sims rdpond 4 deux angles distincts ; lorsque nous vovlons
passer de lui & Yangle auquel il répond , ncus nous trouvens dans le méme
cas gue si nous voulions résoudre une équation du second degié; c’esi-i-dire,
dans le m&me cas oli se trouve celui qui interrogeant quelqu’un en recoit pour
xéponse : ce que vous me demandez est telle chose ou telle autre ; et certes,
il 'y a encore rien 1A de coniraire A la vérité,

J. D. G,
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Ces exemples suffisent pour prouver qu'on ne doit point cenfondre
un theoréme faux avec un théoréme sujet a rastriction, D’Alombert
a dit quelque part : Les exceptions confirmeni la rigle loin de la
détruire (*). Lagrange a dit (Résolution des éguations numérigaes ,
derniére édition, note IX, page 105 ) : Ce principe est générele-
ment vrai y mats j’ai remarqué depuis qu'il élait sujet o de exccpiicrs
gui pouvaient metire la démonstraiion précédente cn défuut (**).

*) Il est peu de maximes plus dangereuses , et en méme temps plus fré-
quemment employe€es , que celles dont M. Bérard cherche ici & s%étayer. Que
peut , en effet, signifier -cette maxime , 'si Pon veut lui doaner un sens raisor~
nable? sinon que les hommes w’établissent des exceptions que la seulement ot
ils ont posé des régles ; et il est trés-vrai de dire qu’alors lexistence de Uexception
prouye celle de la régle, Que, par exemple, I'onsoit en doute , dans deux mille
ans d’ici, s, an dix-huitiéme siecle , on pouvail étre admis, a I’dge de 19 ans ,
3 l'académie des sciences de Paris ; et qu’alors on découvre Pacte de Pautoriié
royale qui autorise une exception en faveur de Clairaut , n’ayant vencore que
cet 4ge; des.lors le doute disparaltra , et il sera vrai de dire que lexception
prouye la régle | loin de la détruire. Mais , si quelqu’un soutenait que les frangais
ne sont pas propres i 'dtude des sciences exactes , et qu’on lui objectit I'exemple
de M. Bérard; je le demande 4 M. Bérard lui-méme , serait-il fondé & répondre
que lexception confirme la régle. 1l ne peut donc étre ici question que d’ins-
titutions humaines , et non de principes nalurels ou métaphysiques. Autrement,
antant voudrait dire que pour démontrer un théoréme , il ne s’agit que de prouver
quil est faux dans certains cas; et que ce qui prouve invinciblement que tous
Tles nombres sont pairs , c'est quil y en a une multitude qui ne sont point
divisibles par deux ; ce qui n'est certainement pas la pensée de M. Bérard.

J. D. G.

(**) L’autorité de Lagrange , que M. Bérard invoque ici , nous parait , au con-
traire , prononcer contre lui. Il s'agit , en effet , en endroit cité, d’'une démonstration
de Foncenex que Lagrange rejette , uniquement parce que , gquoiguexacle en
général , elle est néanmoins sujetle & certaines exceptions. Et, ce qui est tres.
rcmargunable, c’est (ue ces exceptions me porient que sur la démonstration elle=

méme, et non sur le principe qui n'en souffre aucune,
4. D. G.
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J'espdre prouver que mon theoréme est de I'espéce de cenx qui ,
bien qu'ils soient vrais,, en g<n‘ral, sont néanmeins sujets a des
exceptions. Il ne me restera pius alors que le tort, encore assez
grave , je lavoue, de n’avoir pas fait conuaitre ces exceptions (*);
mais du moins mon théoréme nr mdritera plus la peine de mort
prononcée contre lui par M. Tédenat.

Qu’on me permette encore, avant d’entrer en mati¢re, de relever
4 mon tour certaines maximes avincées par M. Tédenat, et qui
me paraissent, tout aussi bien que mon théoréme, sujettes & queclques
restrictions.

M. Tédenat dit : Pour prouver qu'une démonstration est fausse,
il suffit simplement de la trouver en difaut dans un cas varti-
culier. On voit, par ce qui précéde , que cette maxime n'est rien
moins que certaine (*¥). -

Il ajoute plus loin: I/ faut soigneusement se garder de toute
~ précipitation , et bien mirir ses idées avant de les faire éclore.
Ce conseil est fort bon; car il est certain que le plus sir moyen
de ne pas tomber est de ne pas marcher du tout (***) ; mais ce

(" Il nous parait que le tort de M. Bérard ne serait pas tant de n’avoir
point fait connaitre les exceptions nombreuses auxquelles son théoréme est sujet
que de l'avoir donné comme n’en souftrant aucune..

J. D. G.

(**) M. Tédenat dit : Pour prouver qu'une proposition est fausse , il suffif
de la trouver en défaut dans un cas particulier quelconque ; ce qui est un peu
différent. C’est exactement comme si M. Tédenat avait dit: Pour prouver que
les nombres ne sont pas tous pairs, il suffit den trouver un seul qui ne soit
point divisible par deux ; et nous ne voyons rien dans ce qui précéde qui puisse
infirmer cette proposition..

Au surplus , en admettant méme la version de M. Bérard , M. Tédenat
aurait encore pour lui lautorité de Lagrange , qui rejette une démonstration de
Foncenex , uniquement parce qu'elle ne sétend pas a tous les cas.

J. D. G.

(***) Est-ce donc que ce serait ne pas marcher du tout que de chercher

soigneusement si une proposition que lon soupconne éire vraie , l'est en effet?

«
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principe, il n’était restreint , serait-il bien favorable au progrés
des lumiéres? On peut regarder les savans ccmme une sociéte deé
voyageurs , parcourant & 'envi , et dans toutes sortes de directions,
les champs immenses de la science. Les découvertes les plus pré-

QL
(4]

I

cieuses sont souvent faites, les mines les plus riches sont souvent
rencontrées par les plus heureux ct non par les plus habiles. Ce
quil y a de faux est bientét séparé de ce qui est bon ; et les errenrs
méme ne sont pas sans quelque utilité, parce qu’elles provoquent d'in-
téressantes discussions, Ces erreurs n’ont pas dailleurs, en géémétrie ,
les mémes dangers qu’elles pourraient offrir en politique (*).

PROBLEME 1. Trouver les conditions de réalité de toutes les
racines d'une équation de degré quelcongue?

Solution. La premiére solution de ce probléme est due & de
Gua. Soit X=o la proposée : la courbe X=y serpente de part ct
_d’autre de I'axe des # : ses points d’intersection avec cet axe déter-
minent les racines réelles ; on observe deux espeéces de sommets :
les uns qui tournent leur concavité vers l'axe, et pour lesquels y
est un maximum : les autres qui tournent au contraire leur convexitd
vers le méme axc, et pour lesquels, par conséquent, cette ordonnée
est un minimum.

Qui empéche d'ailleurs de publier, pour ce qu'elle vaut , une proposition dont
on n'a pu parvenir a se démontrer ni la vérité ni la fausseté ?

J. D. G,

(*) Chacun ici bas agit suivant soncaractére ey avec son caractére. Ainsi, tandis que
M. Bérard ne déguise aue difficilement quelque peu d’humeur contre M. Tédenat »
qui pourtant avait poussé le sentiment des convenances jusqu’a ne pas proférer
son nom dans larticle ol il le refutait; & peine cet article a-t-il été connu
de Panonyme qui avait aussi rencontré le théoreme en discussion , qu’il s’est
empressé de nous adresser des réflexions tendant & corroborer les raisonnemens

de M. Tédenat contre la vérité de ce théoréme. -
J, D. G,
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Cela posé , deux conditiens sont nécessaires poar la réalitd de
toutes les racines; 1.° il faut que tous les sommets soient réels on
apparens, et par conséqueni an nombre de m—1 ; et cette pre-
miére condition est évidemment remplie , si la dérivée X/'=0 a
toutes scs racines réelles et inégales.

2.° 1l faut de plus que tous les sommets soient concaves vers
Taxe des x, ou que tous les y de ces sommets soient maxima.
Or, on sait que, quand X est maeximum , sa seconde dérivée X/
a un signe contraire au sien ; donc, si I'on pose XX”=z, et qu'on
élimine. # entre cette derniére équation et X’=o0, on obtiendra une
équation Z=o0 en z, dont toutes les racines devront étre négatives.
et qui conséquemment n’aura que des permanences ; ¢’est-a-dire ,
une équation dont tous les termes seront positifs,

La premiére condition exigera, & son tour, pour la réalité des
racines de X/=o0, deux conditions semblables ; d’ott Pon conclut
que , pour la réalité des racines de X=o, il faut que les auxi-
liaires successives Z=0 , Z/=0 , £Z//==0 , ... , au nombre de m—1,
alent toutes tous leurs termes positifs..

En formant ces auxiliaires sur des équations littérales, on en
déduit, en fonction des coefliciens de la proposée, les conditions

de réalité de ses racines , conditions qui sont au ncmbre de

m=i
m.

L3

2

La méthode de Lagrange exige la formation de son équation
aux quarrés des différences des racines, laquelle , dans le cas dont
il s’agit, ne doit avoir que des variations de signes (¥).

La méthode de Lagrange n’exige , comme l'on voit, qu'une

(" Il nous parait que cette méthode n’est point de Lagrange , mais bien de
Waring , comme cet illustre géoméire en convient lui-méme , avec sa modestie
accoutumee. ( Résolut. des équat. numériq. , derniere €édition ,note III, pag. 110.),

: J. D. G.

auxiliaire §
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suxiliaire ; mais cette auxiliaire est du degré m ..n_a? : celle de de

Gua en exige un nombre m—1 ; mais la plus élevée n’est que du
degré m—1, et les calculs en sont moins difficiles.”Au reste, elles

——

conduisent toutes deux au méme nombre m . de condi~

2
tions, Lagrange s'étonne ( Résol. des équat. numérig. , derniére
édition , note VIII, pag. 165 ) de ce résultat; mais je ferai voir

. My .. s .
que , parmi ces m.— conditions, ils’en trouve qui'sont comportées
2

par le systéme des autres (*); et que, par exemple, pour le cin-
‘qui¢me degré, ce nombre, qui devrait étre diz , se réduit 3 m
ou a cing.

1l résulte de la théorie de de Gua ce beau théoréme : savoir;
que Quand toutes les racines de X=o sont réelles, si lon fait
disparaitre l'un quelconque de ses termes, auire que les iermes
extrémes , les deux termes entre lesquels celui-ci se trouverait s'il
n'était pas nul devront étre de signes coniraires; d'onil suit que,
guand cette condition n’a pas lieu , la proposée a nécessairement
des racines imaginaires (**). (Résolut. des équat. numérig., derniére
édition, note VIII, pag. 169 ).

(*) Cest ce que Lagrange avait déja insinué i la fin de la note III de
Youvrage cité.

J. D. G.

{**) Cette derniére partie du théoréme se déduit d’une maniére tout autre—
ment simple de la régle de Descartes. On en déduit, plus généralement, 1.° que
toute €quation dans laquelle il manqgue 2n<-1 termes conséculifs, entre deax
termes de mémes signes, a nécessairement au moins 2(2-4-1) racines imaginaires;
2.0 que toute équation dans laquelle il manque » termes consécutifs, a néces-
sairement au moins 2 ou n#-fI racines imaginaires , suivant que n est pair ou
impair ; 3.° enfin , que toule équation qui présente, en plusieurs endroits, de
telles circonstances a au moins la totalité des racines imaginaires annoncées pag
chacune d’elles en particulier. J. D. G,

Tom, IX. 47
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On peut parvenir, par des moyens plus élémentaires , au résultat
de la méthode de Lagrange. Si , en effet , X=0 n'a que des
racines réelles; en la divisant par le facteur essentiellement rdel

a*—2ar4u'—F

dans lequel 7 est supposé positif ; on aura un reste composé de
termes en x et des termes sans x. En égalant séparément i zére
la somme des uns et celle des autres, on aura deux équations en
« ct 7, entre lesquelles éliminant « , I’équation résultante en ¥
ne devra avoir que .des variations, puisque ¥ ne doit avoir que des

me~-i
valeurs posmves. Cette équation sera d'ailleurs du degré m. — ,

nombre des diviseurs du second degré de I'équation X=o.

N

PROBLEME 11. Déterminer le nomlzre des racines imaginaires
d'une équation d'un degré quelconque?

Solution. Ce second probleme est beaucoup plus difficile quele
premier , qui n’en est , au surplus, qu’un cas particulier. Il est résolu
depuis long-temps , pour les degrés inféricurs au cinquieme , soit
par des considérations fondées sur la forme méme des racines , soit
par la discussion de Véquation appelée réduite. ‘On pcut encore le
résoudre , pour les mémes degrés, soit par I'équation aux quarrds
des différences de Lagrange (Voyez les numéros 37, 38 , 39 de
son ouvrage ), soit par la méthode de de Gua. Voici les conditions
auxquelles on parvient par ces diverses méthodes.

Premier degré. L’équation we saurait

, dans aucun cas , admettre
des racines imaginaires.

Deuziéme degré. Soit la proposée z*4-az-t-b=o0. Ses deux ra-

€ines seront réclles si V'on a @*—4b positives ; clles scront édgales

€ celle quantitd est nulle , et imaginaires si elle cst négative. Ce
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sont 14 les trois seuls cas que ce degré soit susceptible d’offrir (*).
Troisiéme degré. Soit la proposée z’+-az*-bax-tc=o; elle aura
ses trois racines réelles , si la quantité 27c*--2ac(20*—qb)+0*(4b—a)
est ndgative ou nulle; dans ce dernier cas, deux de ses racines
seront égales ; et, si cette méme quantité est positive , I'équation
aura deux racines imaginaires (**).
Je ferai, 4 ce sujet, une remarque qui ne sera pas inutile :

¢ 1l nous parait de beaucoup préférable d’admettre un coéfficient aun pre-
mier terme, et de prendre pour la proposée ax2=-bx-c=o ; la condition de
réalité des racines est alors d2==fac==0. Or , sous cette forme elle présente di-
vers avantages preécieux ; car d’abord on peut y supposer @, &, c entiers, ce
qui facilite les substitutions dans les cas particuliers, sur-tout lorsque les coef-
ficiens sont polynomes. En second lieu , les erreurs de calcul ou de copie dans
Péquation de condition sont beaucoup plus faciles 4 découvrir, attendu que ,.
d'une part, cette équation devient homogéne , et que de lautre, les coefficiens
dgalement distans des extrémes doivent y entrer symeétriquement. Enfin, sa forme
syméirique la rend plus facile & graver dans la mémoire , ce qui n’est pas
& négliger,

J. D. G.

(**) Pour les' mémes raisons que dans la précédente note, il nous parait

préférable de mettre I'équation sous la forme

axdtbxrd-ca4d=o-

la condition de réalité des racines se trouve alors trés-symétriquement ex--
imée par linégalité

P

(bc==gad)re=g (b2=3ac)(c?==3bd) <o ,

€e qui revient & dire quil faut que I'équation du second degré

(br=3ac) x24-(be—qad)x-}-(c*=3bd)==0 ,

aii ses deux racines imaginaires:

J. D, G,
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c'est que Lagrange s'est trompé en croyan; que deux conditiond
distinctes étaient ndcessaires pour la réalité des racines du 3.™¢
degré. Aprés avoir donné ces deux conditions ( Voyez n.° 38 de
son ouvrage ), il ajoute méme formellement :..57 June de ces con-
ditions mangue , I'équation aura deux racines imaginaires. Il est
pourtant évident que, pour que les trois racines soient réelles, il
suffit que le radical du second degré qui entre dans leurs expres-
sions soit imaginaire ; ce qui ne fournit qu’une condition unique.
Cette condition, que je viens de donner , est précisément l'une de

celles de Lagrange; d’ou l'on doit conclure que autre doit y étre
implicitement comprise (*)-

(M M. Beérard donne cing conditions pour la réalité des racines d’une équation
du cinquieme degré, en ayant soin d’observer que peut-étre elles se réduisent
& un moindre nombre. Si donc demain quelqu'un, ayant trouvé que ces condi-
tions peuvent &tre réduiles 4 quatre ou 3 un moindre nombre, sen autorisait
pour dire grossitrement que M. Bérard s'est trompé , M, Bérard aurait juste-
ment le droit de s’en plaindre.

Cest précisément la le cas de Lagrange ; d’une part, en donnant deux con-
ditions pour le troisitme degré, il a pu dire quelque chose de superflu, mais
du moins il wa rien dit de faux. En outre, il a observé quen général plusieurs
des conditions pouvaicent rentrer dans les autres ; il a donc prévenu le reproche
gue lui adresse M. Bérard.

Au surplus , lorsquon entreprend de redresser un homme tel que Lagrange, il fau-
drait dumoins ne pas faire les choses & demi; et en particulier , en cetle rencontre ,
il eut été assez convenable de montrer qu'en effet sa premiere condition se trouve
comporide par la seconde : voici comment on peut s’en assurer.

Suivant nos notations , les deux conditions assignées par Lagrange deviennent

b2—3ac>o ,
(bemmGad)rmm) (b2m=3ac) (c2=35d) KO -
Or , la deraiere peut &re mise sous cette forme

(2b3mgabed-2742d) =4 (b2 =3a0)3 <0 ;
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Quatridme degré. Soit la proposée at4pa*+gr-Fr=o. Les

quatre racines seront réelles, si les trois conditions suivanies sont
satisfaites

p<Lo ; pP—4r>0 5 167(p*=—4r) g7 (144pr — 4pi—2-g*) >0 <

Les quatre racines seront imaginaires si I'une ou l'autre des deux
premiéres ou toutes les deux ne sont point remplies.

Enfin , deux racines seront réelles et'les deux autres imaginaires,
si la derniére condition n’est point satisfaite (*)

Cinquiéme degré. Soit la proposée a’~-pa’~+ga*—tra-s=o. Sa
réciproque sera LR R R A R AP L:o,ou,pourabréger,
S S 5 S

23/ i g/ 23 p/ar s/ =X=o0.

et Pon voit facilement alors qu'elle ne saurait étre satisfaite qu’autant que la
premiére sera remplie, puisqu'autrement la somme de deux quantités positives
devrait étre négative.

On pourrait €galement metire cette seconde condition sous la forme
(263==gbecd4270ad?) 2=} (c2m=3bd)3 L0 ¢
et on en conclurait que la premiére de Lagrange peut étre remplacée par celle-ot
e2=3bd>0 .
J. D, G
(*) En prenant I'équation ax i4-bx34-cx-f-dx-}-e==o, et posant , pour abréger,
be=—bad=A , 3b2==8ac=B , bd—=16ae=C , 3d*=8ce=D , c¢d—6he=E ;
ia dernitre cendition devient

(CrmBD)serfy(AD—CE) (BE==CA>0 ;

¢t la premidre C?_e.‘
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D’aprds la méthode de de Gua, exposée plus haut, X'=o aura
toutes ses racines réelles, si X/=o0-a toutes ses racines réelles, et
si, en méme temps, Z=o0, résultat de I’dlimination de z, entre
X'=o0 et XX/=z, n’a que des permanences.

On a dabord 5z¢~4-4r'a*=+3¢'a*+4-2p'2=0, qui donne s=oet
5234~ 4riz*4-3¢/ad-2p/=X"
2083 4~12r'2*4-6¢/242p! =X" .
D’aprés cela , XX/ =z devient, en. divisant X/ par 2 ,
(102’ +-6r'a* -3¢/ a+p/ ) (&1 2t g’ p/ar s =z. (1)
La racine #==0 étant mise dans (1) donne d'abord cette pre=
miére valeur de z, savoir z=p’s/ ou z—p/s'=o..

Si ensuite on substitue dans (1), autant de fois ‘qu’on le pourra,.
pour 2’ sa valeur tirée de X’=o0; en posant, pour abréger,,

A=3680¢/r/—512r/6—4400p’r/*—7050¢/*r/*+12625p'g'r!
—6250r/s'4-2250¢/3—5625p/*

B=2400q""r?—385¢'rA=firjo0p’q'r*—3375¢" r+7125p'g'*
~+-320p/r/i4-2250p*r'==9375¢’s’ ;:

£=1600p/g'r3-256p/r=2000p"*r/*~2250p'g"*r'+37 50p"*q/-9375p"s'*;

an aura.

- Ax*4-Bat+C=-5"%z2=0 ; (2)

éliminant enfin z enitre (2 ) et X' =0 , et posant , pour:
abréger ,

-,
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a=5"SB—} 5574 ; b=(r' ACa5BC—2p'4* ;
€=5B'm fr' AB—5AC—3g'4* ; d=5-4 ;
a'=2.5"3cd— Aa®>—Bad—Cd* ; b'="5"5¢*-24ab-Bac-Bbd-2Ccd ;
= A —Bbe—Ce*=¢’

il vient

57320/ 4-b z4-c' =0 . - (3)

Réunissant le facteur z—p's’, trouvé plus haut, i I'équation (3),
‘on a enfin, pour I'équation Z=o ,

(z—p/s)(5" s d'z*+a'z* bzt c/)=0 ,

Pour que la proposée ait toutes ses racines réelles, il faudra
1.° Que Z=o0 n’ait que des permanences, c’est-a - dire qu'on
devra avoir, a la fois,

>0, V>0, >0, pis'o;

2.° Qu’en outre X’==0 ait toutes ses raeines réelles ; ce qui
exige qu'on ait

aB.27p/ 4p'r/(3ar— 1359 oy (159" —4r) <o .

La proposée n’aura -que trois racines réelles dans deux cas;

savoir d’abord si, X’==0 ayant toutes ses racines réelles, Z=o0 a
une variation ; ensuite, si X/=o ayant deux racines imagmaires ,
Z=o0 n’a point de variations ou en a deux seulement,
" Enfin, la proposée aura quatre racines imaginaires dans deux
cas , savoir d’abord si, X/=o0 ayant ses trois racines réelles, Z=o
a deux variations ; ensuite , si, X/=o0 ayant deux racines imaginaires,
Z=0 a une ou trois variations,
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Pour comprendre ce qui vient d'étre dit , relativement aux cas
de deux ou de quatre racines imaginaires dans la proposée , il faut
faire attention qne nous l'avons délivrée de son pénultiéme terme,
pour faciliter 'élimination , et, en méme temps, pour que la courbe
X =y aie toujours quatre sommets ou deux, et jamais aucun. Si
Von donne & l'axe des « toutes les positions dont il est suscep-
tible , on®se rendra facilement compte des conditions que nous avons
assignées pour les trois cas de o, 2, 4 racines imaginaires.

On voit , au reste , que les conditions de réalité de toutes les
racines sont ici au nombre de 5 ou m; et non pas au nombre de

m=—1
m.

ou 10, comme l'a trouvé Lagrange , dans l'ouvrage déja
2

cité (note III) (*). Il est méme & présumer , par ce qui a lien
pour le 3.m¢ degré, que ce nombre de 5 peut encore étre réduit.

Degrés supérieurs au cinquiéme. Les équations X'=o0 , Z=o,
qui nous ont servi pour le 5.™¢ degré, ne suffisent plus pour tous
les cas au-deld de ce degré. Mais, avant d’aller plus loin , fixons
bien les idées sur la signification de nos- diverses équations.

X’=0 donne les abscisses des sommets de la courbe X==y: ¥'=:
résultat de I’élimination de x entre ces deux-la donne les ordonnles
de ces mémes sommets; ses racines réelles positives ou ses variz-
tions indiquant les sommets en dessus de l'axe des x , et les né-
gatives ou les permanences indiquant les sommets en dessous du
méme axe. L’auxiliaire Z=o0, résultat de l'élimination de =z entre
X/'=o0 et XX"”=z, fait connaitre, par ses racines réelles positives.
ou par ses variations, le nombre des sommets convexes vers I'axe
des # , et par ses racines négatives ou par ses permanences, le

(* Mais, encore un coup, Lagrange ajoute, 4 la fn de la méme note:
1l est possible que quelques-unes de ces conditions se trouvent renfermées dans-

le systéme des autres , ce qui en diminuerait le nombre , comme nous Lavons.
e pour le quatridme degré,

J.D.G.
nombre
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nombre des sommets concaves vers le méme axe; enfin, chaque
variation vraie, ou chaque sommet convexe, répond 3 un couple de
racines imaginaires dans X=o.

Lorsqu’on demande le nombre des racines imaginaires de X=o,
du degré m, on est censé savoir déterminer le nombre de celles
d'une équation d’un degré inférieur. La courbe X=y a un nombre
Mm—1I, Mm=—2, M—3 4. de sommets réels, suivant que X’'=o
a 0, 2, 4,... racines imaginaires.

La courbe X=y a des formes diverses, qu'on peut classer par
le nombre des sommets apparens. Ainsi, pour le 4.™¢ degré, ily
a deux formes possibles : la premiére qui offre trois sommets, et
la seconde qui n’en offre qu'un seul. Dans toutes deux , I'axe peut
étre placé de maniére a laisser un sommet en dessus, en sorte que
Y=o0 a une variation dans les deux cas ; mais , dans le premier ;
Paxe ocoupant les quatre branches , il en résulte quatre racines
reelles ; tandis que, dans le second , 'axe ne rencontrant aucune
branche, les quatre rccines sont imaginaires. Voila donc un cas
douteux , dont I'incertitude ne saurait étre levde par I'équation ¥'=o:
c’est le cas de I'équation de M. Servois ; mais on voit en méme
temps que le doute est levé par la dérivée X’=o0; car, suivant que
celle-ci aqura on r'aura pas ses \rois racines réelles, la proposée
aura zéro ou guaire racines imaginaires,

Dans le cinqui¢me degré, la courbe a 4, 2 ou o sommets. Le
cas de quatre sommets se subdivise en deux, dont I'un présente
deux sommets concaves en dessus et deux en dessous, tandis que
Vautre offre deux sommets, l'un concave et l'autre convexe, tant
en dessus qu'en dessous. Ce dernier cas est celui de I'équation de
M. Tédenat; Y=o a deux variations et deux permanences, et X/=0
a toutes ses racines réelles ; de sorte qu'on me sait si X=o doit
avoir o ou 4 racines imaginaires. Pour lever le doute, il faut recourir
a Z=o. La proposée 2ura ¢Zzg ou wne racines réelles , suivant que

Z =0 aura 4 ou 2 permanences. C'est ce qu'on vérifie f{acilement

Tom. IX. 48
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sur l'équation de M. Tédenat , pour laquelle on trouve deux valeurs
positives et deux valeurs négatives de z.

Premiére méthode générale. A mesure que le degré de 1’équation
s’éleve, le nombre des cas douteux s’accroit aussi. J'ai trouvé , par
voie d'induction, que les seuls cas certains sont ceux quirépondent
3 0, 1,m—2, m—1 variations de Y=o, pour les degrés impairs,
et 2 o, m—2, m—1x variations, pour les degrés pairs ; en sorte
quil n’y a que quatre cas certains dans les degrés impairs , et trois
seulement dans les degrés pairs. Dans ces cas, le théoréme con-
testé (*) donnera, avec certitude le nombre cherché des racines
imaginaires : dans les autres , il faudra lever le doute, en consultant
les équations X’=0 , Z=0. li est méme quelque cas douteux oi
ces deux équations ne sufliront pas,

Deuziéme méthode. Si l'on connaissait le nombre Ry des racines
réelles positives de Z=o0, ce serait aussi le nombre des sommets
convexes de la courbe , dont chacun indique deux racines imaginaires
dans X=o0. Donc, en appelant I le nombre des racines imaginaires
de X=o0, I’ celui des imaginaires de X’=o0, lequel est le méme
pour Z=o, on aurait la relation I=1I'4-2R;. Ce principe a aussi
été employé par M. Cauchy ( Journ. de l'école polytech. , cahier
XV, pag. 462).

La question est donc ramenée i celle~ci: étant donné une équa-
tion Z=o, dunt on connait le nombre I des racines imaginaires ;
trouver le nombre R, de ses racines réelles positives ?

Jai donné une solution de ce probléme préliminaire dans mon
ouvrage ( Méthodes nouvelles, etc., pag. 71). Les calculs en sont

(*) Personne n’a jamais prétendu contester la vérité du théoreme de M,
Bérard , pour des cas particuliers, Ce que MM. Tédenat et Servois ont fait un
peu plus que de contester , c'est luniversalité que, dans son ouvrage , M.
Bérard avait cru devoir attribuer 4 ce théoreme,

J. D. G,
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prolixes ; mai j'ai trouvé (pag. 65) un théoréme qui fournit upe

solution tres-simple pour les douze premiers degrés.

Remarquons d'abord qu'un facteur imaginaire du 2.™® degré
2’1 2az-4(«*+4-8*) multipliant un polynome réel P; le produit Z
ne peut acquérir que deux variations ou deux permanences de plus
que n’en avait P, et jamais une variation et une permanence. Ainsi,
par exemple, dans une équation du 3.™° degré, il.y a toujours
ou trois variations ou trois permanences , ou deux variations et
une permanence, ou enfin une variation et deux permanences ; or,
dans le 3.™¢ cas, c'est la permanence qui indique la racine réelle,
tandis que les variations répondent aux racines imaginaircs : dans le

4.2 cas c'est l'inverse.

En combinant ce lemme avec la régle de Descartes, on peut
assigner le nombre Bp des racines réelles positives de Z==o0 , et
celui des négatives ; 4 l'exception de certains cas douteux , pour
Yesquels il faut recourir au théoréme suivant.

Lorsque, dans une équation
e A2 BT 2 O3 L 5. =0,

on connait le nowbre I des racines imaginaircs , &’il arrive que
par la régle de Descartes , combinée avec le lemme précédent,
on ne puisse discerner complétement le nombre des racines réelles
positives et celul des négatives, em sorte qu’il en reste deux dou-
teuses, qui soient toujours de mémes signes, alors ces racines dou-
teuses seront toutes deux nédgatives ou toutes deux positires , suivant
que la fonction

(n—1)* A*—n3n—4)AB-}3n*C (F)

sera positive ou négative.

Soit, par exemple , I'équation
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57+4Z‘+525-"4z“'—‘ 1 323-—42’-'*-7 z+4=o »
qui revient 'a;

(z=1) (a1 (@4 3e 4 =0,

et dans laquelle nous supposons qu'on ait reconnu deux racines
imaginaires. Comme elle a deux variations et cinq permanences, nous
en conclurons, par le précédent lemme , qu’elle doit avoir au moins
trois racines réelles négatives; mais que, si elle en a davantage,
elles doivent étre alors au nombre de cing ; cette équation a donc
deux racines réelles de méme signe, douteuses par rapport i leur
signe commun , parce que le facteur imaginaire du second degré
a pu également introduire ou deux variations ou deux permanences ;
mais le doute est complétement levé par l'inspection du signe de
(F) qui, dans cet cxemple , vaut —664 , ce qui indique deux
racines positives. La proposée , outre ses deux racines imaginaires ,
a donc trois racines réelles négatives et deux positives, comme on
le voit d’ailleurs par sa seconde forme,

Revenons présentement au probléme principal. Ayant trouvé,
comme nous venons de le faire , le nombre Ap des racines positives
de Z=0, on aura' le nombre I des racines imaginaires de X=o,
par l'équation I=UI-}28,. Ainsi , dans 'exemple précédent, on a
I=a42.2=6.

Au surplus, rien ne sera plus facile que de construire , pour
chaque degré, une table des valeurs de [ qui répondent aux di-
yerses valeurs de 1’ et du nombre ¢ des variations de Z =0, Nous
avons construit , pour les douze premiers degrés, une semblable
table , qui ne nous a colté que quelques heures de travail , et que
nous plagons & la suite de ce mémoire. Les cases blanches se rap-
portent aux cas impossibles ; et celles qui renferment deux nombres
se rapportent aux cas douteux , ¢t pour lesquels on prend le plus
petit oule plus grand des deux nombres , sutvant que (F) est positil
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ou négatif. On trouve une scule case qui renferme trois ncmbres ;
et c’est dans le 12.™* degréd. Ce cas échappe donca la meéthode |
puisqu’alors le signe de (F) ne suffit plus pour lever le deute. 1
est & croire que le nombre de ces cas se multiplierait, & mesure
que le degré de I'équation s'éléverait, et c’est pour cela que nous
nous sommes arrétés au 12.M°

Pour donner une idde de la maniére de construire cette table,
prenons le cas particulier ou z=7. On tracera au crayon , ou, mieux
encore , on formera , avec un fil métallique fexible , la courbe X=y,
en lui donnant successivement tous les aspects qu’elle peut avoir; alors ,

1.° Pour le cas ol les six sommets sont apparens, c’est-a-dire,
ol I’=0, on placera un axe mobile de maniére A produire suc-
cessivement o, 1, 2, 3 sommels convexes ; et Pon reconnaitra que
les valeurs correspondantes de I sont o, 2, 4, 6.

2.° On fera ensuite I’=2; c’est-d-dire qu’on mne laissera & la
courbe que quatre sommets seulement ; on donnera & ’axe mobile
toutes les situations dont il pourra étre susceptible ; et on s¢ rappellera
gue chaque sommet convexe , ou chaque variatien de Z=o, vaut
deux imaginaires dans X=o0, et que le nombre des intersections
de T'axe avec la courbe étant retranché de 7 donne 1. Ainsi, quand
T'axe coupe toutes les cing branches, on a F=o0, I=2~4-2.0=2;
ou bien on a cinq intersections , ¢t I=7—5-—o5. Quand V=1
c’est-d-dire , lorsqu’on n’a qu’'un sommet convexe, on a I=2+42=4.
Quand P'=2, on a deux sommets convexes réels ou aucun; parce

-e

que les deux variatians peuvent étre imaginaires ; et on a J=2
ou 6; ce qui forme un cas douteux ; et voila pourquoi la case
relative & ce cas contient ces deux nombres. On fait ensuite P :=3;
c’est-a-dire qu’on présente a I'axe un seul sommet convexe ; parce
gue deux variations sont nécessairement imaginaires ; attendu que
la courbe n’en peut plus offrir que deux au plus ; on a donc J=4,
Enfin , pour V=4, on a nécessairement 2F imaginaire, ce qui
donne I=6.

3.° On fait I’=4; c’est-a-dire que la courbe n’a plus que deux
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sommets apparens ; et I'on discute les dillérentes positions de I'axe
comme nous venons de le faire.

4.° Enfin, on fait I'’=6; c’cst-a-dire que la courbe n’a plus de
sommets ; et I'on raisonne comme dans les cas précédens.

Voyens donc, en résumé , ce qu'il y aura a faire I;aur déterminer
le nombre des racines imaginaires d’une équation, du moins jusqu’au
douzi¢me degré. La proposée étant X==0 , on écrira ses dérivées
X'=o0, X'=0, X"”=0,u.. en sarrétant a celle qui sera du 5.m¢
degré seulement. On formera les auxiliaires Z=o0, Z/=o0, Z”=o0,
en édliminant successivement z entre X/=o0 et XX”=z, entre X/=a
et X' X/ =z, entre X" =0 et X/X/'=72" ... la dernitre de
ces auxiliaires sera également du 5.m¢ degré.

I étant le nombre des imaginaires de X=o ,et V', 17 I, ...
celui des dérivées, ainsi que des auxiliaires , on opérera comme
il suit:

Supposons, pour fixer les idées, que la proposée soit du 8.me
degré, On déterminera, par les formules rapportées ( Proéd. 1),
le nombre I’/ des racines imaginaires de la dérivée X/=o0 et de
lauxiliaire Z//=o0 , lesquelles ne seront que du 5™¢ degré. Par
le moyen de I’/ et du nombre ¢/ des variations de Z/”=o0; on
déterminera 1/, nombre des imaginaires de la dérivée X/=o0 et de
Yauxiliaire Z”=o0. Par le moyen de I” et du nombre s/ des varia—
tions de Z’/=o0, on déterminera I/, nombre des imaginaires de la
dérivée X’=e, et de lauxiliaire Z/=o0. Enfin, par le moyen de I’
et du nombre ¢ des variations de Z==0, on déterminera le nombre
des imaginaires de la proposée. Dans toutes ces recherches , la
table dont il vient d'étre question ci-dessus sera d'un trés-utile
secours.

Au reste , il arrivera des cas ok la méthode sera en
défaut : ce sont ceux ol , Z devenant zéro , les signes de
Z =0 ne peuvent plus fournir de solution. Ces cas arriveront
lorsque quelques - unes des racines des auxiliaires deviennent
nulles ou égales. Par exemple, si la proposée était #°41=0 ,
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on aurait 62°=X , et 3o0a2t=X/ ; dout XX'=z'’H-a2i=_
Eliminant z entre cette derni¢re et 6z°=o0 , on aura simplement
z=0.

On élude la difficultd en multipliant la proposée par un facteur
connu qui compléte ses termes, et alors la méthode devient appli-
cable. Au reste, la premiére méthode n'est point en défaut dans
cet exemple.

M. Cauchy emploie deux espéces d'auxiliaires , qui ont une
signification différente des miennes : leur nombre est 2(m—1);
ainsi, pour m=38, ce nombre est 14 ; tandis que, pour la méme
valeur de m, il ne m’en faut que 3 seulement. En second lieu,
les racines égales ou nulles mettent la méthode de M. Cauchy plus
souvent en défaut que celle-ci; et il faut alors recourir a des arti-
fices de calcul trés-embarrassans, et beaucoup plus pénibles que
ceux qui suffisent & la nétre (*). Nous pensons donc que ceux
qui prendront la peine de comparer les deux méthodes n’hésiteront
point & trouver celle-ci plus simple et moins laborieuse.

Au reste, il ne faut pas se dissimuler que la méthode de M.
Cauchy , et méme la mienne , sont plus précicuses en théorie qu’en
pratique (**). Les calculs deviennent tout-i-fait rebutans , quand

*) D’accord. Mais la méthode de M. Cauchy conduit a des formules géné-
rales pour des équations littérales, tandis que celle-ci ne saurait guére s'appliquer,
telle qu'elle est , qu'a des équations numériques. Mais la méthode de M. Cauchy
conduit au but, dans tous les cas ; tandis que celle-ci, en la supposant méme
inattaquable , sous le point de vue théotique , se trouve en défaut deés le
12.1¢  degré.

J. D. G.

(**) En ce cas, ce n'est point la peine de chercher querelle & la méthode
de. M. Cauchy, et de lui reprocher la prolixité des calculs qu'elle exige. Dés
qu'en effet il ne s’agit que de théorie , c’est la un objet de peu d’importance ;
et c'est alors la considération de la géneéralité et de la pureté des principes
qui doit régler les rangs entre les méthodes. Or, s'il en est ainsi, nous ne
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le degré est un peu élevé. Le moyen qui est alors le plus expé-
ditif consiste 2 tracer la courbe X=y. 1l peut se faire , d la vérité,
que méme le tracé de cette courbe laisse incertain si deux racines
sont imaginaires ou seulement réelles et trés-voisines ; mais , dans
ces circonstances , assez rares d'ailleurs, on peut facilement lever
Vincertitude , par la méthode que j'ai donnée pour V'approximation
des racines réelles des équations numériques ( Méthodes nouvelles ,

etc., chapitre I1I ).

CONCLUSION.

1.8 Jai fait voir qu'une formule déduite de principes exacts;
d'aprés une fgure glométrique , peut , lorsque la figure
change , par le changement des donndes , se trouver en dé-
faut , et donner lieu 4 des cas douteux ; ot qu’alors il n'est
pas exact de dire que la formule est fausse (*). A cetre
occasion , jai rectifié le sens de la formule ¢Sin.a’=c¢'Sing (**).

2.° En rapportant les conditions connues de la réalité des racines

voyons rien de préférable pour la détermination du nombre des racines imagi~
naires des équations numériques , que le recours & Péqunation dont les racines sont
les quascde Jdeo différences des siennes prises deux a deux,
J. D. G.
(") C’est aussi la doctrine que nous avons professée au commencement de
cet article. Pour les points singuliers des courbes , par exemple , la formule
%Qé est en défaut, parce quelle se tait ; mais, par cela méme quelle se tait,
on ne saurait dire qu'elle soit fausse dans ce cas. Il n'en est pas de méme du
théoreme de M. Bérard; son tort a lui est de parler dans les cas méme ou
il devrait se taire, et de tromper ainsi ceux qui licterrogent.
J. D. G.
(**) Nous croyons avoir prouvé que cette formule n’a pas besoin de recti-
Bcation , et quelle est tovjours parfaitement exacte.
J. D. G.
POUF
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pour les 2m€ 3me  gme deords , jai relevé la méprise de lillustre
Lagrange , relative au 3.™¢ degré (*).

3.0 Jut donné, pour le 5.m¢ degré, des conditions analogues &
cclles qne l'on connaissait déja pour les trois précédens. Ces
conditions ne se sont trouvées qu'au mnombre de c/ng , et non
au nombre de diz, comme l'avait cru Lagrange (**). Ces formules

_me paraissent préférables 4 tout ce que lon connaissait (***).
4.° Jai donné, pour les degrés de 6 3 12, deut méthodes. Par
la premiére, jemploie, comme moyen principal, I'auxiliaire Y=o,

’

(*) Cest pour la troisi¢me fois que M. Bérard revient li-dessus; et I'on serait
presque tenté d’en inférer que c’est lala partie de son mémoire a laquelle il
attache le plus d’importance.

On a vu plus haut & quoi se réduit cette grave méprise , et quelles peuvent
en &tre les dangereuses conséquences. Certainement la plupart de ceux qui ont Iu
la Résolution des équations numérigues, ont remarqué cette méprise tout aussi
bien que M. Bérard; car tous savent aussi bien que lui qu'une seule conditicn
est nécessaire pour la réalité des racines d’une équation du 3,m¢ degré, comme,
en particulier , waints endroits de ce recueil pourraient en faire foi ; mhais
loin de songer 4 se prévaloir d’une distraction, trés - innocente dailleurs ,
de la part d'un homme si digne de leur respect, 4 'exemple des pieux et pudiques
enfans de No&€, ils se sont empressés, au contraire, de détourner leurs yeux.
Que si pourtant quelqu’un d’entre eux avait pu croire que , dans Pintérét de
la science , il pouvait é&tre bon de signaler cette petite inadvertance , il Paurait
fait sans ostentation , et se serait bien gardé sur-tout d’attendre une telle conjonclure
pour accoler Udpithete dllustre au nom du grand homme dont ils anraient
eu & relever la faute.

- J.D. G.

(**) Non, encore un coup , Lagrange n’a point cru cela; ila dit formellement ,

au contraire, que sans doute ces condilions devaient ¢tre en moindre nombre.
J. D. G,

(***) D’accord ; mais qui répondra que M. Bérard n’a pas commis ici une
miprise pareille & celle de- I'//lustre Laogrange , et que ces cinq conditions sont
toutes nécessaires ? Sa méprise porterait alors sur tous les degrés, puisqu'il les
raméne tous au cinquieme.

J. D. G,
Tom. X, 49
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dans trois ou quatre cas favorables de chaque degré. Mon théortme
contesté fournit pour ces cas la solution la plus simple qu'on puisse
espérer. Dans les autres, il y a du doute entre deux combinaisons ;
mais le doute pcut étre levé par des moyens que jindigue.

Dans la deuxiéme méthode , j'emploie un nombre m—5 d’auxi-
liaires , et une table dont l'usage est trés-facile , ainsi qu’un théo-
réme nouveau sur les signes des racines réelles. Cette seconde mé-
thode méritera, je pense, l'attention des géometres ; et je remercie
MDM. Tédenat et Servois de m’avoir provoqué a de nouveaux cflorts
par leur judicieuse critique (*).

Ce mémoire aurait exigé plusieurs figures pour en faciliter Uin-
telligence , et en rendre Iexposé plus clair ; mais les géomeétres
sauront. les suppléer. Un reproche plus fondé sera celui de n’avoir
pas suffisamment approfondi certains points et démontré certains
autres (**). Mais je prie le lecteur de considérer que ce sont plutét
des vues que je propose qu'un traité que je prétends [aire. Si
elles sont jugdes utiles, je n’aurai pas perdu ma peine , et les déve-
loppemens deviendront faciles (***),

(*) Qu'est-ce pourtant qu'une méthode qui , de P'aveu méme de Pauteur,
est  peu pres inexécutable dans la pratique ; et qui, de son aveu aussi,
échoue en théorie dés le 1a2m® degré.

J. D. G.

(**) Clest 14, & ce qu’il paralt , un péché d’habitude chez M. Bérard; il voit pour-
tant combien sont graves les désagrémens qu’il entraine.

J. D, G,

(***) A la bonne heure. Si M. Bérard parlait toujours sur ce ton , son
mérite , que personne ne lui conteste , paraitrait dans un jour beaucoup
plus brillant. On peut dire du talent ce qu'on a dit de Pesprit : celui
qu'on veut montrer fait tort & celui guon a ; et, d’ordinaire, les autres nous
refusent des louanges , méme méritées , en proportion de la part que nous
bous en faisons nous-mémes.

J. D, G.



m="6 m=y m=38
s e LN P
I= o 2 | 4 l ol 214|610 | 2|4 6
°l° |l 2|40 = 41 6} o 2| 4|6
1 2 4 6 2 4 6 2 416 8
= 2l A6 44 6] 4| 6] 4 |a6]4as] 6
SE6 14168646 6 [48]|6 |8
4 61 4 614 |6f§8]|6]|48]6
5 6 6 86 |8
6 6 8 |6
L7 8
mz=q m=10

I'= o | 2(4|6]S8 E ol 2| 4| 6]Ss
ogo 214116138 I ol 2141618
Tf2|4161]8 2| 4| 618 |10
2R 4 126486804 [26]48][610] 8
¢ B G 148] 6| 8 6 | 48]6,10] 8 | 10
4§81 6486 | 8FB8 |610]48]610] 8
5 816 8 10| 8 ]6,10] 8 | 10
6 81618 10 | 8 l6,10| 8
7 8 10| 8 | 10
8 8 10 | 8
*9 10

IMAGINAIRES.

(33
1



QUESTIONS PROPOSEES.
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