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293

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE.

Recherches diverses de géométrie plane;

Par M. VECTEN , licencié es sciences, ancien professeur
de mathématiques spéciales.

- THÉORÈMES ET PP,013]LËMtS"’DF, GÉÙMÉT.e ÈLÈM."

JT/~~ZT~Z?. Etant données les trois hauteurs d’un triangle;
construire le irian~le ~ (-¥-)

~; ~lution. Ce problème a été traité par M. Carnot dans sa

G~ométrie de position ( pag. 37 ( et suiv; , prob. XXXVI ~. On
- 

va voir qu’on peut en obtenir une solution beaucoup plus sin}ple
que la sienne.

Pour parvenir à cette sol~~tion , considérons les deux tnanJes
.ABC , y ~~ ( fi~ i dont le premier est supposé le triangle in-

connu qu’il s’agit de construire , au moyen de ses trois hauteurs

connues AA/ , 8~3~ , CC’ , tandis que l’autre est un triangle de
dimensions arbhratres y suppose seulement semblable à celui-là 9 et

dont les trois hauteurs sont arz~ , bbl, cc~.

A cause de la similitude des deux triangles , et parce q~xe , de

plus, dans un même triangle les hauteurs sont en raison Inverse

des bases, 1 on aura

(4’) Ce problème est un des 95 qui ont été proposa à la page 315 du
’VIIÏ.~ volume de ce recueil.

- J~ D. G.

~0~1’I~ ~.x ~ l2.° ~,~’ 1. i.~~~yi8i~ 0 39,
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~0 CO
orales rapports ~~~ , ~r~~ sont connus; prenant donc arbitrairement

Je côté ab du triangle ~~ ~ on pourra, par des quatrièmes pro-
~c~rtio~nelles , déiernuner les deux autres ; ce triangle ac~ pourra
donc être construit ; et, par suite , on pourra construire ses trois

hauteurs aa~ , ~~ ~ ~ ; ces hauteurs y une fois connues, on dé-

terminera IQS trois côtés du triangle ABC par ces proportions,

le promme se trouvera donc ainsi complètement résolu (~).

~~) -Soient «, A y ~, arr les ~p~~ haweurs 4i&#x3E;d)J1ths,.. et ~c , mi, ici/ les troà côtés
inconnus 4B1 triangle cherché. Nous aurons

’Avec oes t~QÎ4 lianteurs, prises CO}Jlme côtés , soit comMxuit un tria.ogle ~~~a’~ ~
- ci9pt le4 baut~urs soient b ~ b~ ~ yr ~ nous aprons enC(lftC .

Enfin , avec les trois hauteurs ~ ~ ~ , b11 de celui-ci, construisotis - en un

~i~~ae ~~ ~ ~0~#~ les .trois; ~ut~Ufs . eqient c ~ ci , CI/ , )cecqqi ~Q¡W$. 44ngrs
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fT~Z~A BË~ ~’. ~c~irnt A, Ar, A~r les trois ~~/72/72~/~ d’un tr~an~lr. ~

et AP y A~P~, A~P~ ses trois hauteurs , se coupant, ~~~7?/72~/’~/t

sait, en a~n rrréme /~/~ C , on aura cette su~tc de rapports e~au~

,Dé,rnonstration. Les triangles

sont respectivement semblables aux triangles i

En divisant l’une par l’autre, les deux premières suites d’~~alités ~ on aura

le triangle bbRb~~ est donc semblable au triangle xx,’xfr; ses hauteurs e s c~, ~~~~,
doivent donc être proportionnelles aux hauteurs aa~dl~~ de cellu-là, aD doit donc ~v.~~-

d’où

ce qui ~’ournit~ une construction assez élégante. Au- surplus- , la eonstnlOtÏ01B

peut être réc~uite à ce qui suit :

Avec les trois hauteurs données , prises pour c~tés, ~’ornrez un triangle, dont-
vous menerez les trois hauteurs ; avec ces trois nouvelles hauteurs, prises é~~~
lement pour c6tés , formez un second triecr~~le * dnnt~ vous ~enerez une seu~e~

hauteur ~r~c’can9ue ; et prolongez-là au.dessous de la ~~se , de manièr,&#x26; ~’~1,~~
devienne égale à la hauteur correspondante du triangle rl~erché. En menant,
par l’,-xtrémité de ce prvlongernent ~ une parallèle à la base’ elle formera 9 ~~,e~.
i,es deux -autriu ~~~~~ p~lon~~s ~ le triar~~le dem~~ad~,

J. D3 ~
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(6g. 2 ~puisque les- uns et les autres sont rectangles et ont de

plus un angle commua ; on a donc

équations qui, étant multipliées membre à membre, donneront

mais , d’après un tl1éorènle connu ( Voyez , en particulier , la
~’j~~c~ri~ des transvcrsal~s de M. Carnot ) , on a

donc

d’où. , en extrayant la racine quarrée , on conclura le théorème
,énoncé. : 

.

-Tï-.~-V’,’ORÈME. Soit pris arbitrairement sur le plan d’un triangle
ABC un point P , par lequel soient menées les droites AP, 7 BP,
CP, dont les prolongemens rencontrent respectiverr~ent en ,~.~ , B’ ; g
C~ les dir~etions ~ FC , CA AD ; soit formé le triangle A/B/C’
dont les côlés . BIC’, C~A.~ , A/B’ , sont coupés respectivement en
t~n ~ l ~" , ~~f , _ par PA 1 PB, PC j soit formé le triangle A~~~~’~n ,
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dont les côtés p~~rGr~ ~ ~~r~,~t ! A//B/1 , sont ~ot~~3~s respcct~~~~~~nrnt
en A,’//, B/~/, Ci//, par les cll o~’tes PA , PB, t PC, et ~tllsi -de
s~~t~f e..

~.~ Les c~roit~s BC, ’B’~C~ , B"C//) Br~yrn ! a.,.., cor~~’onrroni en

un mérne point a ; les droites C A , G~1’~~ , ~r’.~,%r , CmAm , ."...
toiicoz,.*rrt~nt en un même poIl~.~ b ; et les droites AB , 1 A~~~ ~ A~IBu ,
A/"/ ) B~~.... concourront en un rn~me, point c.

~.~ Les trois points d~e cc~~~cor~rs a, b ~ c, appariïeridront ~
une ~néme lr~ne clr~a~te.

Dcxno.nstrr~tior~. Par un théorènle connu, si a, b , c sont respec-
tivement les points de concours de BC et B/C/, de CA et C’Al, de
AB et A/B/ , ces trois points ~ , ~ , ~ seront en ligne droite. En

outre, chacun des triangles de la série indéfinie ABC , A~C/,
Ai/B//C//, y A~uBrryr~r~ ..... se trouvant dépendre de la même manière de
celui qui le précède , tout se réduira à prouver que .l~rrC’~ passe par a, t
C~A~ par h, et A°~$n par c ; s ou plutôt à démontrer simplement
que B~’G!r passe par a, puisque les trois côtés du triangle ArrBrrCri
se trouvent dans des circonstances absolument semblables.

Il s’agit simplement de prouver qu’une droite menée par B~~ et

par a ( fig. 3 ) doit passer par AIl. Pour y parvenir, remarquons
que les deux droites CBa et B~C~ ~ qui se coupent en a, d’après
l’hypothèse y forment avec les deux droites BB~ , CA~, le qua-
£ -ilatère complet B~G~BA~B~B~ ~ dont les trois diagonales sont B~’~, t
BC’, A~B~ ; or, il est connu que Fune quelconque des diagonales
d’un quadrilatère complet est coupée harmoniquement par les deux
autres ( Voyez la ~‘heorie des transversales de M Carnot ) ; donc
le point de rencontre c de ~3G~ ou BA a~ec A~13~, et le point de
rencontre du prolongement de a~rr avec la même droite A’B~ , sont
ceux où la diagonale A’B~ est divisée harmoniquemcnt. Mais la figure
AB~CA~BPA est aussi un quadrilatère complet, dont les trois dia-

gonales sont A/B, A’B’ , CP ; par conséquent , la diagonale A~B~
~6t divi,,.ée harmoniquement aux pointe c -et G~r ~ donc la droite
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,oB,’/ doit passer par le point ~,r~ , et l’ou dèluoa:rcrait. la Li,ême chose

pour les deux autres (* , ’,
T~~Of~’.~’,rlE. Soit un ~r~adrilatére corn~lct dont les quatre côtés

~oi~nt ABCI, B~AI , (~AB’) A.~B~C~, et dont les trois diagt)nales
soient conséqi.,eintn,,ni Arl~ , J 8.8~ , 1 CC/. Soient de ~rlus , a l’tnter·

section de ~~8~ et ~CE , b ~‘’ifaterseetiun de CC’ et AA~ , c celle

de AA~ et l~~r ; côt~cevc~ns , en outre, que les tf ois drir~r~nalés
s’oient lnc~~~ni~nent ~rolan~~~~s ; ct soit enfin urre droite, fixe et

l~tdPfinle ~iN , do~nnpe arl~itrairr~rnent sur le plan du quadrilatère.
Par les deux exiréinités de ellt.~cune des diagonales s~~ent menées

des ~arall~les J la droite fixe ’INIY , J prolongées ~us~z~’â leur ren-
~~ntre avec les der~x autres diagonales.

Chaqu.,- di~~ora~le , les parallèles ~arrtant de ses deux extrémités
~~‘ l’une ~a~elcvn~~~ des~ deux autres dia~~~nales seror~t quatre droites
dont l’ensernble formera un ~l~adr~latére sirn,~~e , dr~nt on pourra
mener les d.-ax diagonales, les~ucllc~s se couperont en un certairx

~Qt~i~.

(-) On peut aUBisi parvenir,. assez simplement" à- la démonstration de et-

théorème à l’aide des co-n.5idérations suivantes.
Soient considérés le triangle ABC comme la perspective d’un triangle équi-

latéral, et le P comme la perspective de son centre, ce qui. est permis.
les droites BC, $f~~ , t n"cH ,... seront d‘es perspectives de droites par-alJ~les , J
et df;:vront: conséqn.e~ment tOD’CZour1r en un même point a. Pour la même

~aiso~ , lés droites CA, C,,Al, C" Ali ’t ..-. concourent en un même point b; et

les droites AB , A~B~ , AUE", ..... concourt:nt en tin même point c.

Soient présentement considérés les deux triangles ABC, A~~$~~C~r camme leI.

perspectives des deux bases d’un tronc de tétraèdre , J à bases non paral1èles ;
P étant la perspective de son sommet. Alors les points a ~ b , c seront les

peT8pectives de cetm où les côtés de la base supérieure du tronc rerrcontrent

leurs cOl’réspoodan6 dans ta base inférieure; ce sera donc les perspectives de
1t1lÍs points de l’intersection des pla"$ des deux J~--ses; et conséquemmeul as.
4ii:vt’oQt étre ça ~l~,ne droite, çomme ces Bl:oi5 points eux-mênws.

~s D~ G.
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u v

, Or , comme chacune des trois diagonales AA~ ~ BR’ , CC’
du qijadri-latère complet, combinée tour-à-tour avec les deux autres,
donnera naissance à deux de ces quadrilatères simples ; il arrip,-ra

qu’ils seront en tout ait nornbre de six.

Cependant les i’ntersections des diagonales de ces six ~~clri~
lat~res simples ne seront gu’au lrombre de trois seulement, c’est~

, à-dit-e , gue pour les deux guadr~latéres dont un côté sera segment
d’une même diagonale et dont les c~l~s opposés seront les demi
autres diagonales ent~~res ~ les quatre drâ~Qnales se couperont au
même point.

,~vit‘ ~ le point corr~rnun d’intersection des quatre ~’ic~~ona~Ies de,~

.dc3ux ga~adrilat~res simples qui , s’app~?r~n~ sur AA~ , on.t pour
ler~r~s côtés opposés BBI J C~~.

.~ou y le point commun d’intersection des quatre dia~~nales des
deux quadriltit,,res simples qui s’ap~r~yan.t sur BBJ, ont pour leurs.
côtés opposés CC’ , AA~.

Sc,it enfin z le point commun d’intersection des quatre dia~©~~al~~
des deux gt~adrzlatér~es simples qui, s’appuyant sur ~~~ , ont. pou~
leurs côtés ~opposés A,~./ , B13

Si l’on n~~ne les droites as, ~~ , cz, elles aer~nt ~~ral~c~le~
entre elles et à la droite fixe ~YI~.
En oulr-- , les points a b, c seront ~espe~~’~err~nâ ~n ~i~~~

droite avee y et z, z e~ ~ , x et ~ (*).

. (’BI) M. Vecten aurait pu considérer aussi les trois quadrilatères simples que
forme chaque couple de diagonales avec les paeellèles à MN menées par les
exhthllités de la troisième.

Appelant x~ l’intersection des diagonales de celui dont les cô~és parallèles
pa,ss,ent par A, A~; appelant y’ 1"iiiierse-ction d.es diagonales de celui dont les

côtés parallèles passent par B, t B’ , et appelarlt enfin z~ l’intersection des deux

,diagonales de celui dont les côtés parallèles passent par CC’ ; il .arrive que x‘ ~
~~ ~ z~ sont respectivement sur les droites yxa, xxb , xyc.
M. V t£len aurait pu ajouter encore que tout ce qui précède ne cesse pas
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Démonstration. On s’assurera facilement de la vérité de ~e

théorème en remarquant que la détermination de chacun des points
:r ~ y , 9 z , du point x , par exemple y revient à celle que donne

M. Brianchon dans son Mémoire sur les li~nes du second ardre,
où il propose ( Art. LIV ) de d~c~rtre une hyperbole qui toirche
quatre droites données ; et qui ait lune de ses asy~rnptotes paral‘~.
lèle à une droite dgnné,, de peslt~‘on ; car , si nous supposo~s que les

quatre droites B’C/, ~~~, BC, B~~ ; fige 4 ) soient les tangentes données
à l’hyperbole cherch e , qui doit avoir en outre , une de ses asymp-
totes parallèle à la droite MN ; la parallèle à cette dernière droite

conduite par B , rencontrera la courbe cherchée en un point que
nous représenterons par U , y et qui sera situé a l’infini ; on connaîtra
donc quatre tangentes et un po~nt de ¡’hyperbole cherché-e ; on pourra
donc la construire d’après l’article LI de 1 ouvrage cite. Pour cela,
il faudra joindre le point a au point U , c’est-à-dire t mener par a
une parallèle ax à 1~IL~t , puis mener par B l’une des diagonales
du quadrilatère simple qui , ayant BB~ pour l’un de ses deux côtés

non parallèles, a son opposé sur AA/ ; et le point x de rencontre

de cette droite avec la première sera un des points de la courbe.

Or , on aurait tout aussi bien pu mener l’autre diagonale du qua-
drilatère; et son intersection avec ax aurait été également un point
de la courbe ; or, cette cette courbe , ayant déjà un point U sur
t7x n’en saurait avoir deux autres sur cette droite ; done , l’autre

diagonale doit également passer par le point x , qui est évidemment

le milieu de la portion de la parallèle à MN conduite par a, in-

terceptée entre AA~ et RB’ ; ce qui démontre la première partie de

à7’ètre vrai , lorsque les droites , au lien d’être parallèles à une droite fixe MN,,,
concourent en un point fixe quelconque.

Tout cela paraît pouvoir se démontrer facilement, au moyen de ce qui a
ïté wt à la page i83 dtu Vll.’O voimnc de ce recueil.

J. f D. G.

l1otr~
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notre theorètne, et eti même temps le théorétne LIV de I’ou~-ra~e
de AI. Briaochon. Il est clair , d’ailleurs , qu’on pourrait faire le

tnérxce raisonnement sur l’intersection des deux d du qcia--
drilatère siii-iple qui ayant CC~ pour l’un de ses côtr~s , a 3us~i

son opposé sur AAI et qu’ainsi cette intersection doit se cor~fon~ire

avec le point x qui se trouve ainsi l’intersection des quatre diago-
nales de deux quadrilatères simples et d’une parallèle à MN con-

duite par a. On demont rerait évidemment des choses analogues des
points y, z. Quant à la seconde partie du théorèule, on voit que
les trois points x , ~ , z appartenant avec le point U à la section

conique qui touche à la fois 1-es quatre droites B/C’, BIC , BC ~
CB/ , il résulte de l’article XXIII de l’ouvrage cité que deux quel-
conques de ces trois points sont toujours en ligne droite avec un

des trois points a, b , t c.

f ~’~1.~~~.~~’~~. Si l’on prolonge, dans un même sens, les troi’~.ç
~’ôtés d’u,~ triangle ABC, des quantités BC/, CA’, AB’, respec-
tivement égales aux eôtés consécutifs BC~ , CA , AB ; que l’~~r~ ~rc~.
longe les niêmes -côtés eri sens inverse , des 9uanti’tés AC~~ , CB~I g
BA~~ respertivemerat égales aux c~ôté,~ conséEUtzf,~ AC, CB, BA
que J’on mène les six droites AA~ , BB~ , CC, , AA/,’ , BB// CC~~~
et qu’enfin on mène les trois droites Aa , BI&#x3E;, Cc divisant les

angles du triangle en deux parties ~~ales , et se terminant e~ a),

~ 3 c, au x côtés oppr~sés , on a-ara,

Démonstration. Par la construction ( fige 5 ), les droites AA/ ’-’
BB/, CC’’ sont respectivement parallèles aux droites BB~, C~.~~~,
,AA~~ ; d~ où il résulte que les triangles ACA/, $AB~ , CBC’ sont

respectivement semblables aux triangles $~.~i~f , CAC~~, ABA,// ~ el.
qu’ainsi on a

~~o~n ~ lx 40,
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ce qui donne t en multipliant,

ou

et démontre ainsi la première partie de la double égalité ci-dessus.
Par la m-ême construction , les droites Aa, Bb, ~~ sont respec-

tivement parallèles aux droites BBI , CC’ , AA/ ; d’où il résulte

que les triangles CBB/, BAA/ ~ ACC’ sont respectivement sem-
blables aux triangles CaA, BeC, AbB , et qu’ainsi on a

ce qu~ donne , en multipliant

mais, d’après la construction , on a

donc enfin

ce qui démontre la seconde partie- de notre double égalité.

Soient B , B/ 1) B~ ~ , respectivement , les points où les côtes AlA r,
A-111 a À~A~ d’un tl’iangle ,A.A~~.~~ sont rencontrés par les droites
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qui &#x3E; partant de ses sommets, divisent ses angles en deux parties
égales. Suivant un théorème connu ( Voyez la ~èv~étr~~ de M.

LEGENDRE) 1 on au:a

on aura de plus, par un autre théorème connue

et par suite

ou

de cette double proportion on tirera

substituant ces deux valeurs dans Ia première équation ei-dessue
on en tirera

ou encore

Cela pose , d~~ïgr~Q~a~ s!mp!eïnent par ~ , ~’ , ~’~ les troi’g eêl,és,

d!un. triangle et par d , c~~ ~ ~n )e~ droites qui , divisant ses ~r~~lc~~
eH deux parties égales J se terminent aux c6~ ~~~o~~~ ~ nous au....

rons 1 par ce qui précède
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prenant donc la racine quarrée du produit de ces trois équations 7
il viendra

équation qui donne , sous une forme élégante , le produit des

droites qui divisent les angles d’un triangle en deux parties égales,
en fonction des côtés de ce t~riangle.
On peut simplier cette équation en remarquant que le radical du

second membre est le quadruple de l’aire du triangle, En repré-
1 

sentant ainsi cette aire par 1 , il vient

On peut, dans cette dernière expression , introduire le rayon du
cercle cit-conscrit ; on sait, en e~Fet , qu’en représentant ce rayon
par ~ , on a ~c~c~~ =l~~:~ , ce qui donne, en substituant,

Si l’on veut y Introduire , au contraire , le rayon du cercle Ins-
crit, en le désignant par r, il suffira de se rappeler que ~~’~r~G~-c~~-~~~~,
ee qui donnera
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Si l’on désigne par p, pl , p~l les trois hauteurs du triangle ~
on aura

d’où,ou

substituant donc, dans la dernière expression ~ elle deviendra

En comparant cette dernière formule à la formule (3)~ on en
déduit

et par suite

relation remarquable par sa simplicité.
Il est d’ailleurs connu qu’en désignant par r, r~ , r~ , r~l~ les

rayons des quatre cercles qui touchent à la fois les trois côtés du

triangle, on a rr~~~~~~~~~ ~’’; substituant donc , dans cette dernière

formule ~ elle deviendra

formule également digne d’être remarquée.


