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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Recherches diverses de géometrie plane;

Par M. VEecren, licencié ¢s sciences, ancien professeur
de mathématiques spéciales.

AWV NN

P ROTLEME. Etant données les trois hauteurs d'un iriangle ;
construire le triangle? (*)

Sclution. Ce probléme a été traitdé par M. Carnot dans sa
Géométrie de position ( pag. 371 et suivi, prob. XXXVI), On
va voir qu'on peut en obtenir une solution beaucoup plus simple
que la sienne.

Pour parvenir & cette solution , considérons les deux trian:les
ABC, abec (62 1), dont le premier est supposé le triangle in-
connu qv’il s'agit de construire, au moyen de ses trois hauteurs
connues AA/, BB/, CC/, tandis que P'autre est un triangle de
dimensions arbitraires , supposé seulement semblable a4 celui-la ; et
dont les trois hauteurs sont ea’, 04/, cc'.

A cause de la similitude des deux triangles, et parce que , de
plus, dans un méme triangle, les hauteurs sont en raison inverse

des bases, on aura’

(*) Ce probleme est un des g5 qui ont été proposds & la page 315 du

YI1IL¢ volume de ce recueil,
J. D, G,

Fom, IX, n.° IX, 1.°" mars 181q. 3g
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cc
R .o /. 7o .
AA’:CC/;:aa’: ec ..a&.&c::ab.-——AN ,

ccr
BB/ :CC:: b :cc! ::ab:ac=ab.— ;
: BB
cCr CcC¢ .o s
or , les rapports AN BB sont connus; prenant donc arbitrairement
le c6té ab da triangle ach, on pourra, par des quatriémes pro-
portionnelles, déterminer les deux autres; ce triangle acd pourra
donc étre construit; et , par suite,, on pourra construire ses trois
hauteurs aa’, b4/, cc’; ces hauteurs, une fois connues, on dé-
terminera les trois cotés du triangle ABC par ces proportions,
bc
aa’:be:: AN :BC=AA/ —
aa

Zb':ca::BB/: CA=BD/. 2 ,
b
cc’iab:. CC': AB=CC’, 3:; .

¢ ’

le problime se trouvera donc ainsi complétement résolu (*).

_ (") Soient a, ¢/, 0" les trois bauteurs données, et &, x', & les trais cOlds
Mconnus du triangle cherché, Nous aurons

ox=a4'¥'==ax .

Avec ces treis hauteurs, prises comme cdtds , soit .comsiyuit un triangle ag/e”
_dopt les hauteurs soient &, &/, b7 5 nous aurons encore

ab=a'bi=a"}" .

"Enfin , avec les trois hauteurs 5,5, b de celui-ci , construisons-en un
roisigme b'b" , dons les trois hauteurs ‘saient ¢, ¢/, ¢ , cegui nous. donners

be=ble'=b"c" .
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THEOGLEME. Soient A LA/, A7 les trois sommets d'un triangle;

et AP, A'E/, AYP" ses trows hauteurs, se coupant, comme Lon
satt, en un méme point G, on aura cetle suile de rapporis egaus

AAY VAN APA ACAICAYC AC.A'C.A%C
A"PIAP.APE T ANPLAPI AP T APM.AYPAPRC "

Démonstration. Les triangles

APA/, APAv, APA", APA, AYPVA; AVPrA/,

sont respectivement semblables aux triangles

En divisant Pune par l'autre , les deux premitres suites d’égalités , on aura

x x/ x/
T

le triangle 535" est donc semblable au triangle xa’x'; ses hauteurs ¢, ¢’ ¢'r
doivent donc étre proportionnelles aux hauteurs aa’a” de celui-13, on doit done aveir

x b x' ¥ o, ar Y
ST w0l wews
d'olk
ab a'dr a’b
= e /—,__“ - l’: —

ee qui fournit une construction assez élégante. Aw surplus , la construction

peut étre réduite a ce qui suil :

Avec les irois hauteurs données | prises pour cétés, formez un triongle, dont
vous menerez les trois hauteurs ; avec ces trois nouvelles hauteurs , prises éga~
lement pour cbtés , formez un second triangle , dont vous menerez une seule
kauteur que’conque ; et prolongez-la au-dessous de la base , de maniére gu'slle
devienne égale & la hauteur correspondante du triangle cherché. En menant ,,
par Pextrémité de ce prolongement , une paralléle & la base , elle formera , avea

les deux autres vbtés prolongés , le triangle demendé,
J. DB G;‘,
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AP”C , APG, APC, AP/C, AYP'C, A/PC,

( fig- 2 ) -puisque les-uns et les autres sont rectangles et ont de
plus un angle commun ; on a donc

TAN_CAC T AYA - AC - AN AC
AP T APr’ AP ~ AP/’ A7 AP’

AAr AIC AVA AC A’Af ArG
I atvr vl vl v

équations qui, étant multiplides mémbre 3 membre’, donneront
- AA" AATKAT AC aC AT

AP.IP . | APLAPIATPARAYPLAPY

mais , d’aprés un théoréme connu ( Voyez , en particulier , la
d%éorie des transversales de M. Carnot ), on a

. AP2.AP" AVP = A'P.AVP/ AP/
done

AA.VAC KA"  AC'ACAGCT  ACL.NC.AC

— e} ——— — e 2 o, —-—x —— —1 3
AVPi AP WP X AP AP AP JAPY AP

d’'ou , en extrayant la racine quarrée , on conclura le théoréme
«énoficé,

THEOREME. Soit pris arbitrairement sur le plan d'un triangle
ABC un point P, par lequel soient menées les droites AP , BP,
CP, dunt les prolongemens rencontrent respectivement en A/, B/,
C’ les directions BC , CA , AD ; soit formé le triangle A'B/C/
dont les cotés B/C/, C'A’, A/B/ , sont coupés respectivement en
A7, B”, G, par PA, PB, PC; soit formé le triangle AVB/C" ,
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dont Irs cotés B'Cr, CYA”, AYBY , sont coupés respeclivemint
en A, B, C/, par les dioites PA, PB, PG, et cinsi de
suize. .

1.° Les droites BC, BIC/, BYCI, BIICH! | e corcourront en
un méme point a; les droites CA, C/A/, C/rA7, CHIAN ...
ceucourront en unméme pont b ; el les droites AB |, A/B/ , AVB/
A, B ... concourront en un méme point c.

2.° Les trois points de concours a, b, ¢, appartiendront &
une méme ligne droute.

Démonstration. Par un théoréme connu , sie, b, ¢ sont respec—
tivement les points de concours de BC et B/C/, de CA et C’A’, de
AB ¢t A’B/, ces trois points @, b, ¢ seront en ligne droite. En
outre , chacun des triangles de la série indéfinie ABC; A/B/C/,
AUBICH, ABICHY, ... se trouvant dépendre de la méme maniere de
celui qui le précede , tout se réduira a prouver que B/C/ passe par a,
C/A7 par b, et A”B” par ¢ ; ou plutét 2 démontrer simplement
que B7C// passe par @, puisque les trois cotés du triangle A”/B/C”
se trouvent dans des circonstances absolument semblables.

1l s’agit simplement de prouver qu'une droite menée par B et
par @ ( fig. 3) doit passer par A”. Pour y parvenir, remarquons
que les deux droites CBa et B’C/z, qui se coupent en @, d’aprés
I'hypothése , forment, avec les deux droites BB/ , C/Af, le qua-
drilatéere complet B/C/eBA/B~/B/, dont les trois diagonales sont B/a,
BC/, A’B/; or, il est connu que l'une quelconque des diagonales
d’un quadrilatére complet est coupée harmoniquement par les deux
autres ( Voyez la Theorie des transversales de M Carnot ) ; done
le point de rencontre ¢ de BC/ ou BA avec A/B/, et le point de
rencontre du prolongement de aB/ avec la méme droite A’B’, sont
ceux oit la diagonale A’B’ est divisée harmoniquement. Mais la figure
AB/CA’BPA est aussi un quadrilatére complet, dont les trois dia-
gonales sont A’B, A’B/, CP; par conséquent, la diagonale A/B/
est divisée harmoniquement aux points ¢ et C” ; donc la droite
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aB” doit passer par le point L7, et l'on demou:rerait la méme chosé
pour les deux autres (*.

THEOREME. Soit un quaa’ri/atére complet dont les quatre cbtés
soient ABC/, BCA’, CAB’, A/B'C’, et dont les trois diagonales
soient conséquemment AN’ , BB/, CC/. Soient de plus, a linter-
section de BB et CC’/, b Fintersection de CC’/ et AN/, c celle
de AA’ et BB/ ; concevens , en outre, que les trois diagonales
socent indéfiniment prolongérs ; et soit enfin une droite fize et
indéfinie MN , donnée arlitrairement sur le plan du quadrilatére,

Par les deux extrémités de chacune des diagonales so.ent menées
des paraliéles & le droite fixe MN , prolongées jusqu’a leur ren-
contre avee les deux autlres diagonales.

Chague diagonale , les paralléles partant de ses dewr extrémités
et Func quelconque des deux autres diagonales seront quatre droites
dont lensemble formera un guadrilaiére simple , dont on pourra
mener les deux diagonales , lesquelles se couperont em un ceriain
point,

(*) On peuat aussi parvenir , assez simplement , & la démonstration de ce
théoréme & l'aide des cousidérations suivantes.

Soient considérés le triangle ABC comme la perspeetive d’un triangle équi-
latéral , et le P comme la perspective de sen centre, ce qui est permis ;
les droites BC, BrC’, B"C#,.... seront des perspectives de droites paralleles,
et devront conséquemment concourir en un méme point a. Pour la méme
raison , lés droites CA, (YA/, C’AY ... concourent en un méme poiat &; et
les droites AB, A’B/, A¥B/, ... coucourent en un méme point c.

Soient présentement considérés les deux triangles ABC , A#B/C# comme les
perspectives des deux bases d’un trenc de tétraédre , 4 bases non paralléles ;
P étant la perspective de son sommet. Alors les points @, & , ¢ seront les
perspectives de ceux ol les cdtds de la base supérieure du tronc rencontrent
leurs corréspondans dans la base inféricure; ce sera donc les perspectives de
trpis points de lintersection des plans des deux lases; et cons¢quemment ils
deveomt dtre ¢n ligne droite, comme ces trois poinls eux-mémes.

J. D, G.



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 299

Or , comme chacune des irois diagonales AA’, BB/, C/
du guadrilatére complet , combinée tour-o-tour avec les deux autres,
donnera naissance & deux de ces quadrilatires simples ; il arrivera
qu’ils seront en tout au nombre de siz.

Cependant les intersections des diagonales de ces six quadri-
latéres simples ne seront qu'au nombre de trois seulement , cest-
a-dire , que pour les deux quadrilatéres domt un cité sera segment
d'une méme diagonale et dont les cités opposés seromt les deum
aulres diagonales entiéres o les quatre diagonales se couperont au
méme point.

Soit x le point commun d'intersection des quatre diagonales des
deur quadrilatéres simples qui , s'appuyaent sur AA', ont pour
leurs cotés opposés BB/, CC/.

Soit y le point commun dintersection des quatre diagonales des
deux quadrilatires simples qui , sappuyant sur BB/, ont pour leurs
eétés opposés CC/, AA/.

Svit enfin z le point commun d'inilersection des quatre diagonales
des deux quadrilatéres simples qui, s’appuyant sur CC/, ont pour
leurs cotés opposés AA/, BB.

S lon méne les droites ax, by, cz, elles seront paralldles
entre elles et & la droite frze MN.

En outre , les points a, b, ¢ seront respectivement en ligne
droite avec 'y et z, z et x,x et 'y (¥).

(™ M. Vecten aurait pu eonsidérer aussi les trois quadrilatires simples que
forme chaque couple de diagonales avec les pacalltles 3 MN menées par les
extiémités de la troisiéme.

Appelant a/ Pintersection des diagonales de celui dont les cétés paralléles
passent par A, A’; appelant y/ Dintersection des diagonales de celui dont les
cOtés paralléles passent par B, B/, et appelant enfin z/ Pintersection des deux
diagonales de celui domt les c6tés paralleles passent par CC/; il arrive que a/,
y', 2 sont respectivement sur les droites yza, zxb, xyc.

M. Veeler aurait pu ajouter encore que tout ce qui précéde ne cesse pas
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Démonstration. On sassurera facilement de la vérité de ce
théoréme en remarquant que la détermination de chacun des points
z,y, z, du point &, par exemple, revient a celle que donne
M. Brianchon, dans son Mémoire sur les lignes du second ordre,
ou il propose (Art. LIV ) de décrire une hyperbole qui touche
quatre droites données; et qui ait lune de ses asymptotes paral-
léle & une droite donné: de pos‘tion ; car, sinous supposous que les
quatre droites B'C/, CB/, BO, BC/ { fig. 4) soicnt les tangentes données
a I'hyperbole cherch e , qui doit avoir en outre, une de ses asymp-
totes paralltle & la droite MIN; la paralléle & cette derniére droite
conduite par B, rencontrera la courbe cherchée en un point que
mous représenterons par U, et qui sera situé  I'infini ; on connaitra
donc quatre tangentes et un po'nt de i’hyperbole cherchée ; on pourra
donc la construire d'aprés l'article LI de l'ouvrage cité. Pour cela,
il faudra joindre le point @ au point U, c’est-a-dire, mener par &
une paralléle g2 2 MN, puis mener par B l'une des diagonales
du quadrilatére simplé qui, ayant BB/ pour I'un de ses deux edtés
non paralléles, a son opposé sur AA’; et le point x de rencontre
de cette droite avec la premitre sera un des points de la courbe.
Or, on aurait tout aussi bien pu mener l'autre diagonale du qua-
drilatére; et son interscction avec ax aurait été également un point
de la courbe ; or, cette cette courbe, ayant déja un point U sur
@x n’en saurait avoir deux autres sur cette droite ; done , lautre
diagonale doit également passer par le point z , qui est évidlemment
le milieu de la portion de la paralléle & MN conduite par ¢, in-
terceptée entre AA’ et BB/ ; ce qui démontre la premiére partie de

f:l’élre vrai, lorsque les droites , au lieu d’étre paralltles & une dreite fixe MN,
concourent en un point fixe quelconque.
Tout cela paralt pouvoir se démontrer facilement, au moyen de ce qui a
&é dit & la page 183 du VIL® volume de ce recueil.
J. D. G.

notre
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notre théoréme, et en méme temps le théoreme LIV de ouvrage
de M. Brianchon. 1l est clair, d'ailleurs, qu’on pourrait faive le
méme raisonnement sur l'intersection des deux diagonales du qua-
drilatére simple qui, ayant CC’ pour 'un de ses cotés , a austy
son opposé sur AA’, et quainsi celte intersection doit se confondre
avec le point x qui se trouve ainsi l'intersection des quatre diago-
nales de deux quadrilatéres simples et d'une parallele & MN con-
duite par a. On demontrerait évidemment des choses analogues des
points ¥, z. Quant a la seconde partie du théoréme, on voit que
les trois points x, ¥, z appartenant avec le point U a Ja section
conique qui touche a la fois les quatre droites B’C/, B'C, BC’
CB/, il résulte de I'article XXIII de 'ouvrage cité que deux quel-
conques de ces trois peints sont toujours en ligne droite avee un
des trois points @, &, c.

F THEOREME. Si I'on prolonge , dans un méme sens , les trois
cotés d'un triangle ABC , des quantités BC/, CA’, AB’, respec—
tivement égales aux cotés consécutifs BC., CA, AB ; que l'on pro-
longe les mémes cblés en sens inverse, des quantités AC/ , CB”,
BAY respectivement égales aux c¢étés conséeutifs AG, €B, BA;
gue l'on méne les six droites AA’, BB/, CC/, AA”, BB”, CC/,
et gu'enfin on méne les trois dreites Aa , Bb, Cc divisant les
angles du triangle en deux parties égales, et se terminant en a,
b, ¢, auz cbtés opposés , on aura

AABB.CC’  AAZBBL.GC/Y _ BC4CA CA4-AB AB-BC
Aa.B6.Cc — ~ Aa.Bb.Cec  AB _ _BC __ca

.

Démonstration. Par la construction ( fig. 5), les droites AA/;
BB/, CC’ sont respectivement paralléles aux droites BB#, CC/,
AA’; d'ot il résulte que les triangles ACA/, BAB/, CBC/ sont
respectivement semblables aux triangles BCB”, CAC/”, ABA”, et
qu'ainsi on a

Tom, IX, 4o
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AAr  CA BB AB CC’ _ BC
BB7  BC’ C* CA' Aa"” AB '

ce qui donne, en multipliant,

AA’, BB, CC/
AATBBIL.CCr 1!
ou

AA/BB.CC/=AA”BB".CC" ,

et démontre ainsi la premiére partie de la double égalité ci-dessus.
Par la méme constroction, les droites Az, Bb, Cc sont respec-
tivement paralléles aux droites BB/, CC/ , AA/ ; d’ou il résulte
que les triangles CBB/, BAA/, ACC’/ sont respectivement sem-
blables aux triangles CaA, BcC, AJB, et qu'ainsi on a
BB/ CB/ AA/ BAr CC' AU

Az CA’ G BC 'Br _AB°’
ce qui donne, en multipliant

AA’BB.CC’ BALCB.AC
Aa.B6.Cc ~ AB.BC.CA '

mais, d’apres la construction , on a

BA/=BC+CA , CB/'=CA+4-AB, AC/'=AB-}+BC ;
donc enfin

AABBLCC’ _ BCHCA CA4AB AB4-BC
As.Bb.Cc —  AB  BG Ca ?

ce qui démontre la seconde partie de notre double égalité.

Soient B, B/, B#, respectivement , les points ou les cotés A’A 7,
AYA, AA’ dun triangle AA’A” sont rencontrés par les droites
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qui, partant de ses sommets, divisent ses angles en deux parties
égales. Suivant un théoréme connu ( Voyez la Géoméirie de M.
LEGENDRE ), on auia

AA’AA'=3B"4+A/B.AYB ;
on aura de plus, par un autre théoréme connu,

AA/:AA/;:: A/B: AVB ,
et par suite
AA/AAY : A/BAVB:: AN : A/B:: AAZ : AVB ;
ou

AA/HAA7:AZA :: AA’:A/B:: AAY : AVB

de cette double proportion on tirera

Ap= ANAN B A AL A ’
AAFAA" ° AAJAA" ’

substituant ces deux valeurs dans la premictre équation ei-dessus
on en tirera

TE* = AA/ AA /e AALAAVAIAT
AB A-A. (AA’+AA”)3 r

ou encore
—s__AAs AAs (AAFAAN—ATAN"
AB'=AA’AA7. e
AAZAAY (AA'-AA/4-A’AMY (A A/ AAV—Al &M

(AA'4-AA")

Cela posé , désignons simplement par ¢, ¢/, ¢ les trois eéids
dun triangle et par &, @, 4" les droites qui, divisant ses angles
en deux parties égales, se terminent aux cGiés OpPPOSEs ; nCUs au=
xons, par ce qui précede
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(') (e e mr)
2 e ol
. @=cl, (c'cty2 ’

dr=c"¢ (e tey(elte—c
¢ (c4-c)? | 4

Qi g, CHTF =)
(eFel)?

prenant done la racine quarrée du produit de ces trois équations,
il viendra

dad'ar _ eI A7 e =) (o) (e e —0) (1)
ccle!” (4" (c/!t-c) (c~c') ?

équation qui donne , sous une forme élégante , le produit des
droites qui divisent les angles d’un triangle en deux parties égales,
en fonction des cotés de ce triangle.

On peut simplier cette équrtion en remarquant que le radical du
second membre est le quadruple de l'aire du triangle. En repré-
sentant ainsi cette aire par 7, il vient

ddidr _‘ ACE & bV & )
cdllt "~ (o) (@) (ete) S

On peut, dans cette derniére expression, introduire le rayon du
cercle circonscrit ; on sait, en effet , qu’en représentant ce rayon
par fl, on a cc/e’=4TR , ce qui donne, en substituant,

) 1) 16(c4-c'4-cHRT?
Jd'dr= (e e Hesee) @)

Si Ton veut y introduire, au contraire, le rayon du cercle ins-

crit, en le désignant par 7, il suffira de se rappeler que 27=r c4c'+¢’’),
e qui donnera
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32RT3

! 1! = N
W et |

¢4

Si lon désigne par p, p/ , p” les trois hauteurs da triangle ,
on aura

2T=cp , 2T=cp!', 2T=c"p" ,
d’ol
8T =cc/c"pp'p! = Lpp'p” TR ;

substituant donc, dans la derniére expression, elle deviendra

16pp’p”TRa

(] :
dd'd T re4ey (e ) (o) ©)

En comparant cette dernié¢re formule 3 la formule (3), on en
dcduit
(c+e'4cir , T=pp'p'R ;

el par suite

2T =Rpp’p” ; (6)

relation remarquable par sa simplicité.

Il est dailleurs connu qu'en désignant par r, 7/, 7/, r// les
rayons des quatre cercles qui touchent a la fois les trois cotés du
triangle, on a rr'r/r//=T*; substituant donc , dans cette derniére
formule , elle deviendra

formule également digne d'étre remarqude.




