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RESOLUES. 285

Demonstration du theéoréme d'analise indéterminée
enonce & la page 228 de ce volume;

Par M. Fricier, professeur de mathématiques au eollége
de Troye , ancien éleve de I'école polytechnique.
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THEOREME. Toute puissance paire d'un nombre impair |
diminué d'une unité , est toujours divisible par une puissance de
deux supéricure de deux unités & celle qui divise son exposant.

Démonstration. Tout se réduit évidemment a démontrer que,
quels que soient d'ailleurs les trois nombres entiers positifs @, 4, 7,
I'expression A

(14-24)"k—1

ont2

est toujours un nombre entier.
D’abord, comme on a

(14-20)"4= {(12a}

et comme d’ailleurs (1-f-22)* est nécessairement un nombre impair,
que l'on peut représenter par 1-24; tout se réduit & démontrer
que I'expression

(1424)*"—1
T ankz

est un nombre entier.
On a, en second lieu ,

Tom, 1X, 38
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(124)?"= (142 d)y 3 ;
mais

(424 =144 4440 = 1+44014-4) ;

et comme, quel que soit 4, A(14A4) est nécessairement un nombre
pair, que I'on peut représénter par 2B, on aura

(14-24)*=1+48B,

et, par suite

(1424)"=(48B)"" ;
tout se réduit 'donc 3 démontrer que la formule

(148 By —1

an+z2

est un nombre entier.

Cela est d’abord évident,. pour le'cas ol n=1 ; puisqu’alors elte
se réduit 3 B. On trouve de ‘plus

(14-8B)*=1416B4+64B*=1316B(1+4B) ,

que l'on peut représenter par 1-+-16B/
(14-8B)=(14-16B/y = 1432 /4256 B+ =14-32B/(148B/) ,

que l'on peut représenter par 1+32B/, et ainsi de suite , ce qui

est déja conforme & I’énoncé du théoréme. Or, si, en général,
suivant cet énoncé, on a

(t+815’)""'l =1-2kF2G ,

on aura
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(148B) = (1422+26)
ou
(14-8B)* = | okt 3 Gf-22k+ 4 G2
ou encore

k
(1488 = 1-}2r+ 3 G-}k G)
quantité de la forme 1--2k+36/. 11 demecure donc ¢tabli que, st
la puisssance 2k~ 1 de 1488 , diminude d’'une unité, est divisible par
22 | sa puissance 2%, diminuée dégalement d'une unité, le sera
par 2k+3 | puis donc que ces puissances 2°, 2", 2* , diminudes
d’une unité, le sont respectivement par 2°, 2%, 2%, il s'ensuit que
sa puissance du degré 2"~', diminuée d'une unité, le sera par
a2 . lexpression
\Naliwt
(I+SB): -‘—r

an+2z

est donc un nombre enlier ; I'expression

(142A4)"—x

ot z
en sera donc un aussi, et, conséquemment, il en sera de méme de

(1-2a)"ket
otz ’

le théoréme est donc démontré en toute rigueur.
So'ent les deux formules

(14-24)" 8 —1 (14257 —y
2P+ 2 ' 29+2 ’

elles seront l'une et l'autre des nombres entiers , par ce qui pre’cédc.
Si p n'est pas moindre que ¢, a plus forte raison la formule



288 QUESTIONS
(142a)7 5—1

2942
sera aussi un nombre entier, d’'ou il suit que sa différence avee
la seconde des deux ci-dessus sera également un nombre entier.
Ainsi, la formule
(14-2a)F e (14-np 214

29§+ 2 ?

dans laquelle on suppose p>g——1 est nécessairement un nombre
entier ; et I'on prouverait évidemment la méme chose de la formule

(142a)" E—(14-25 27"

2P-+2

’

dans laquelle on aurait q>,p—-1.~

Si l'on suppose p=¢g=1, on aura la formule

[(eaf ] —[(1+=2b)k )
8 ?

ou, plus simplement, la formule

(124> —(428)" .
_8 ?

qui devra étre un nombre entier; cest-i-dire , que lo différence
de deux quarrés impairs est toujours divisible par huil.

Donc, la somme de deux nombres impairs multipliés por leur
différence donne un produit divisible par huit; d’ou 1l suit encore

que la somme ou la différence de deux nombres impairs doit né-
cessairement étre divisible par quatre (*).

*) Cette vérité sapercoit immédiatement en observant que tout nombre
impair est compris daus la double formule 4rn=:1; ou, ce qui revient au
méme , que lout nombre impair, augmenté ou diminué d’une unité, devient
divisible par qualre.

J.D. G.



