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QUESTIONS RÉSOLUES.
Démonstration des deux théorèmes de géométrie énoncés

à la page I I6 de ce volume ;

Par MM. VECTEN , licencié ès sciences ,
DURRANDE_, professeur de mathématiques au collège

royal de Cahors,
FRÉGIER, professeur de mathématiques au collège de Troyes,

ancien élève de l’école polytechnique,
FABRY, aussi ancien élève de 1’école polytechniqt1e,
Et GERGONNE.

QUESTIONS RÉSOLUES.

LES démonstrations données par MNI. Durrande t Vecten et Frégier
de ces deux théorèmes étant exactement les mêmes) nous allons
les confondre dans une seule rédaction.

~.H~ÉO.R~1~LL~ ,I. Un point P éta~lt pris arbitrairement dan.s
~’intérier~r d’un trian ,gle quelconque ABC ; et A~ , BI , CI étànt

respectivement les points où les côtés BC, CA , AB de ce triangle
sont rencontrés par les prolongemens des droites A~’ , BP. CP ,
~nenées des sommets opposés au point P , on aura

Dëmon.tiration. Des sommets A, B, C , soient abaissées deif-

perpendiculaires AA~, B~!~ , C~~~ sur les directions des côtés re&#x26;-

Tom. l~, 37
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pectivement opposés ; et du point P soient abaissécs , -sur ïeg m6me.
directions, les perpendiculaires Pr’1~n , PB~ , PC~.

. A cause des parallèles, on a les trois équations

,mais , d’un autre côte , les triangles BPC , CFA , APB se trou-
~ant avoir une base commune avec le triangle ABC , le rapport
de leurs aires à la sienne doit être le même que celui des hau-

teurs ; c’est-à-dire ~ qu’on doit avoir t

.au moyen de quoi les équations ci-dessus deviennent

ajoutant donc ces trois dernières équations membre à membre
~en obbervant que

on aura

c’est-à-dire le théorème énoncé.
Ou a évidemment

retranchant donc de cette équation telle du théorème, U B!en~ra
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équation qui peut aussi avoir son utilité. Cette remarque est due

à M. Vecten.

TH~’C?~~~~I~ II. Un point P étant pris arbitrairemPni dans
J’int.,i-ieur d’utî tf-tra~dre quelconque ABCD ; et A/ , B/ , ~~ , D/
étant re~s~tr~ctr’ver~~erir les points où les faces BCI) , CDA, DAB,
ABC de re tetra~~re snnt re~zcontrées par les prolongemens des droites
AP) Bi’, CP, DP, J menées des sommets apposés r~u ~oint P ; on aura

Démonstration. Des sommets A, B, C, D , soient abaissées ;
sur les plans des faces opposées , les perpendiculaires AA~ BB~
CCII, DD~ ; et du point P soient abaissées, sur les mêmes plans,
les perpendiculaires PA~ , PB~n ,= PC~ , PD~.
A cause des parallèles , on a les quatre équations 

’

mais, d’un autre côté, chacun des tétraèdres PBCD , PCDA , PDAB,
PABC se trouvant avoir une base commune avec le tétraèdre ABCD,
Je rapport de leurs volumes doit être le même que celui de leurs

hauteurs ; c’est-à-dire qu’on doit avoir

au moyen de quoi les équations ci-dessus deviennent
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ajoutant donc ces dernières membre à membre , en observant que

on aura

c’est-a-dïre le théorème énoncé.
On a évidemment

.retranchant donc de cette équation celle du théorème, Il ~lendr~

équation qui peut aussi avoir .son utilité. Cette remarque est due
.â M. Vecten. c

Les démonstrations de M. Fabry ne diffèrent de celles-ci qu’en
c-a que, par le point P , jl mène une droite ou un plan parallèle
à l’un des côtés du triangle ou à l’une des faces du tétraèdre , ce

qui établit des proportions faciles A reconnaaitre y et dont la com-

binaison conduit au résultat .cherché ; ses démonstrations ont ainsi

l’avantage de ne dépendre aucunement des théorèmes sur la mesure
des aires et des volumes.

Nous sommes tombés très-simpleme-nt sur ces deux théorèmes ,
en cherchant à décomposer une masse , supposée réduite à un point,
4n trois ou quatre autres situées aux sommets d’un triangle ou d’un
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~é1raèdrc dans l’intérieur duquel la masse dont il s’agit se trouve

située. Cette manière d’envisager les deux théorèmes en fournira une
nouvelle démonstration fort sin1ple, ainsi qu’on va le voir.

I. Soit p une masse située en P , dans l’intérieur d’un triangle
ABC , et qu’il s’agit de décomposer en trois autres masses a , b , c ,
situées à ses sommets. Le problème est évidemment déterminé ; et

conséquemment, de quelque manière d’ailleurs qu’on le résolve, on
doit constamment parvenir au même résultat.

Or, la manière la plus simple et la plus naturelle de résoudre ce
problème est la suivante : soit menée PA , prolongée jusqu’à la
rencontre de BC en A~ ; et soit décomposée la masse p en deux

autres, l’une a située en A , et l’autre al située en As ; il ne

s’agira plus alors que de décomposer cette dernière en deux autres
b , c , situées en B, C.

Or par le principe des forces parallèles ou des centres de gra-
,vité 1, on aura

d’où l’on voit qu’en menant PB, PC, dont les prolongernens rend
montrent respectivement CA, AB en BI, C~ , on aura

ajoutant donc, et remarquant que ~-t-~+~ssy ~ il viendra

IL ~oit p une masse située en P, dans l’intérieur d’un tétraèdre

ABCD, et qtt’il s’agisse de décomposer en quatre autres masses

,~ ? ~i~~ ~ situées à ~e~ gommer. Le problème est éBidemmcnt
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déterminé; et Cons4qiiemment , de quelque mamerc d’aliïeurs qu’on
le résolve y on doit constamment parvenir au même résultat.

Or , la manière la plus simple et la plus naturelle de résoudre

ce problème est la suivante : : soit menée PA dont le prulongement
rencontre en A~ le plan de la face BCD ; et soit decomposée la

. 

masse. p en deux autres a et al situées respectivement en A et A;
il ne s’agira plus ensuite que de décomposer cette dernière en trois

autres b, c, d, situées respectivement en B, C, D.
, 

Or, par le principe des forces parallèles ou des centres de gra"
vite, on aura 

.

d’où l’on voit qu’en Inpllt1nt ~’~3 , PC, PD, dont les prolongemens-.
rencontrent respectivement CDA , DAB , ABC en BI , CI, D~ 9a
on aura _

ajoutant donc, et remarquant que ~~-b~-~~-d-!’, il viendra.

III. Cette manière d’envisager les deux théorèmes, nous permet
de trouver facilement l’aiialogue du premier pour le triangle sphé-
rique. Soit , en effet. une puissance p agissant sur le centre S

d une sphère, et dont la direction passe par nn point de la sur-

face de cette sphère, situé dans l’intérie,ur d’un triangle sphérique
ABC ; et proposons nous de decomposcr cette puissance en trois

autres a, b , c , , ayant respectivement les directions SA , y SB , SC.
Soit mené par A et P un arc de grand cercle coupant en A~ le
côté ~3~; ~ i et soit d’abord décomposée la puissance p en deux autre-$

~
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.~ , a~ respettivement dirigées suivant SA J SA/ ; il ne s’agira plus
~ns~·ite que de décomposer cette dernière en deux autres bc, di-

rigées suivant SB , SC.

Or, par le principe du parallélogramme des forces, on aura

d’où l’on volt qu’en menant les arcs de grands cercles PB , PC~
rencontrant respectiveinent en BI , CI les côtés CA , AB , on aura

Ma!s , par le principe du parallelipip~de des forces , on a ( Voye~
la pag. 55 du présent volume. )

sub~iuant donc , et divisant par p3, on aura , B

équation d’où il serait facile ensuite de déduire celle qui est re-

lative au triangle rectiligne, en supposant le rayon de la sphère
. ~ .In~jnl.

IV. Dans tout ce qui précède, nous avons formellement supposé
que le point P était intérieur au triangle ou au tétraèdre. S’il lui

éla¡t elt~i~f~ür,l il en résulterait de sir~jples changemens de slgnc$



284 QUESTIONS
dans nos j~rmules ; et l’on trouverak , soit par les raisonnemens Q~
MM. Vecten et Durrande, soit par les nôtres que ces changemens
de signes sont assujettis à cette seule règle , savoir qu’un terme
du premier membre de l’équation relative, soit au tnan~e recti-

ligne , soit au tétraèdre, doit être positif ou négatif , suivant que
le point P regarde l’intérieur ou l’extérieur du côté du triangle ou
de la face du tétraèdre auquel ce terme se rapporte.

V. D’après cela , si dans le cas du triangle , et du point P
toujours suppesé intérieur, on considère successivement et respec-
tivement les points A ~~ B , C comme points extérieurs aux triangles
~3~’G , CFA, APB , outre l’équation

on devra encore avoir

equations auxquelles on peut joindre d’ailleurs toutes celles q~"
donne la théorie des transversales.

On pourrait parvenir pour le tétraèdre à des relations analogues

.Démonslr.atio~:


