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ANGLE PLAN, TRIANGLE , ANGLE TRIEDRE, Erc. 27¢

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Démonstration de quelques proprietes de I'angle plan,
du triangle , de langle tricdre et du tetracdre;

Par un ABONNE,
G erGonne

LA 2 Vo Y Y Y

DANS ce qui va suivre, nous adopterons les idées de Bertrand de
Gendve , sur la nature de l'angle ; ¢’est-d-dire , que nous considé-
rerons l'angle plan comme la portion indéfinie du plan ou il est
tracé comprise entre ses cétés; et 'angle di¢dre ou tritdre comme
la portion indéfinie de I'espace comprise entre ses faces. Nous
dirons , en conséquence , qu'une droite tracde sur un plan le divise
en deux parties égales , qu'un plan tracé dans Dlespace le divise
aussi en deux parties égales, que tout plan vaut quatre angles droits
plans, et que l'espace vaut quatre angles droits diédres ou huit
angles droits triédres.

I. Soient 4, B les deux c6tés d’un angle plan que nous dé-
signerons par (4B); soient p~, g les prolongemens de ces cétes
au-deld du sommet dc langle; désignons par (prg) I'angle de ces
prolongemens, et par (4g) , (7 B) les angles formés par chaque
coté avec le prolongement de I'autre.

Parce que chacune des deux -droites Ap~, Bg divise le plan ol.
elle est tracée en deux parties égales, on aura
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AB)-(pB)=(rg)+(4g) »
(4B)+-(4g)=pg)+(B) ;

prenant successivement la demi-somme et la demi-différence de
ces deux équations, il viendra, en réduisant,

(4B)=pg) » (Ag)=WwB);

<'est-3-dire, devr droites qui se coupent sur un plan forment des
angles opposés par le sommet, égaux entre eux. Cestla xv.® pro=-
position d'EucLiDE , de laquelle on peut facilement conclure que

deux plans qui se coupent dans I'espace forment des angles opposés
ar l'aréte , égaux enire eur.
P 8

I1. Soient trois droites indéfinies , tracées sur un méme plan,
et se coupant deux & deux ; elles diviseront ce plan en sep régions;
dont une seule limitée et triangulaire, que nous désignerons par 1';
trois autres serontles opposés au sommet des trois angles du triangle,
nous les désignerons par 4, B, C;enflin, les trois derniers seront
les espaces indéfinis compris entre chaque c6té du triangle et les
prolongemens des dcux autres ; nous les représenterons par A4/,
B/, C’,respectivement opposésa 4 , B, C.

Exprimant que les angles opposés au sommet sont égaux , nous
aurons d’abord

A=A4T
B=B'+T,

C=C+T;

d'olt , en ajoutant,

A4 B4C=A'+B+C43T
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représentant ensuite par A l'angle droit plan ; et exprimant que
tout le plan en vaut quatre , nous aurons

CA+BA-CA- A B O T=4A

prenant la demi-somme de ces deux équations et transposant , il
viendra , en réduisant et divisant par A,

A B C T
ara =T

. T . . y
mais la fraction N dont le numérateur seul est fini, peut étre négligée

vis-a-vis du nombre entier 2 ; en la supprimant donc et chassant le
dénominateur A, # viendra finalement

A+4+B4-C=24

'est-a-dire, la- somme des trois angles de tout triangle vaut deux
angles droits. Cest la XXXIL® proposition d'EUCLIDE.

1. Soient 4, B, C les trois arttes d’'un méme angle triddre
7', dont les angles diédres soient respectivement désignés par (4, ,
(B), (C). Soient désignés par pr, g, 9 les prolongements de ces
arétes au-dela du sommet de I'angle. Les trois droites Ap”, Bg. €3,
seront les aretes de huit angles triedres que nous désignerons, d’aprés
Jeurs arétes, par

(4BC) , (4By), (4g€), (FBC),
war), gl wB)), (4gd),

et qui seront tels que ceux de la seconde ligne seront les opposés
au sommet de leurs correspondans dans la premidre, et leur seront
eonséquemment égaux par ce qui précede; de sorte quon aura
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(4BC)=(pg2), (AgC=yBy),
(4By)=gl), (FBC)=(4g)y) -

Présentement , chacun de nos trois angles diédres (4), (B), (C),
considéré comme indéfini , se trouvant composé de deux angles
tritdres , on doit avoir , en ayant égard aux relations ci-dessus,

(A4BCO)+(rBC)=(4),
(4BC)+(4gC)y=(B),
(ABC)4(4Bp) ou (ABCHH(7gC)=(C);
d’oli, en ajoutant,

A(ABCYH(ABC)Hp BOH(Ag O+ (rag O)=(4+(B)HC) 5

mais , la somme des angles tri¢dres de méme sommet situés d’un
méme c6té d’un plan devant valoir quatre angles droits triédres ;
cn aura, en représentant I'angle droit triedre par A

(ABC)H(BO)+(4gO)+(rgC)=44 ,

retranchant cette équation de la préeédente, il viendra en divisant

par 24

—

— —D

(4BC) (A)+(B) )
A 24 2A Py

Si I'on représente par D l'angle droit ditdre, on aura 24=D,
et par conséjuent

(ABC) (D +cB) ©
A D D' D
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c’est a-dire, en prenant respectiverﬁ?nt les angles droits diedre et
triedre pour mesures des angles diedres et triedres , un angle iriédre
quelconque a pour mesure la somme de ses trois angles diédres
diminute de deuxr unités : Cest le théoréme de CAVALLERI , sur
la mesure du triangle sphérique.

IV. Soit présentement ABCD un tétraddre quelconque. Désignons
par (A), (B), (C), (D) les rapports de ses angles triédres 2 Pangle
droit triedre , et par(4B), (4C), (BC), (4D), (D), {CD) les rap-
ports de ses angles diedres & l'angle di¢dre droit ; nous aurons , par
ce qui précede,

(A)=(AB)AHAC)A(AD)—2 §
(B)=(4B)A-(BC)+-(BD)—= ,
(C)=(AC)+ (BC)+(CD)—=

(D)=(4D)+(BD)+(CD)—2

En ajoutant d’abord toutes ces équations et transposant, nous

2{(4B)+(ACH(BC)H(AD)HBD)+(CD)—(A)—(B)—(C)— (D)=8

c'est-a-dire , Ja somme des angles diédres d'un tétraédre , moins
la somme de ses angles lriddres vaut huit angles droils triédres ,
ou lespace entier.

Si l'on ajoute seulement les trois premidres équations, il vien-
dra, en transposant ,

2[(AB)4(AC)+(BC)) = (A)==(B)=(C)=6~—(AD)=~—(BD)=—(C€D) ;

cest-a-dire , lexcés de sixz angles droits triddres ou des trois
qguarts de Uespace sur la somme des trois angles diddres d’'un méme
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angle dun téiraédre est ézal @& lexcls du double de la somme
dcs trois angles diédres adjacens a la face opposée sur les angles
driédres de la méme face.

Si. I'on prend seulement la somme des deux premitres, il vieadia

2(AB)=(d)~(B)= 4 —(AC)—(AD,—BC,—(BD) ;

cest-a-dire , le doudle de lexcés de I'un des angles ditdres dun
¢éiraédre sur les deux angles triédres adjacens est égal & Vexcés
de huit angles droits triédres ou de Uespace entier sur la somme
des quatre angles di¢dres adjacens & celui-1a.

Si de la somme des trois premiéres on retranche le triple de
la dernieére , il viendra

(A4 B)H(C) =3 (D)=2{ (4B)4-(AC)~}-(BC)=—(AD)—(ED)—(CD) } ;

c’est-d-dire , lexcés de la somme de trois des angles triédres d'un:
tétraédre sur le triple du quatriéme est égal a l'excés de la somme
des trois angles diédres adjacens & la face opposée & ce dernier
sur la somme des irois autres.

Si de la somme des deux premiéres on retranche celle des deux
derniéres ., il viendra

2[(4B)—(€D)] = (A)+(B)—(C)—(D) ;

cest-a-dire , la différence entre deux angles diddres opposés d'un
tétraédre est égale & lexcés de la somme des deux angles triddres
adjacens aw premier sur la somme des deux angles triddres adjacens
au dernier.

La plupart de ces propositions ont été démontrdes par I'abbé DE
Gua , dans les Mémoires de lacadémie royale des sciences dé
de Paris, pour 1783 ; on pourrait en augmenter indéfiniment le
nombre ; mais toutes celles qu’on obtiendrait se trouvent implici-
tement comprises dans les quatre équations fondamentales d'odl nous
avons déduit celles que nous venons d’énoncer.

QUESTIONS



