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LIGNES ET SURFACES DE TOUS LES QRDRES.
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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Théorémes nouveaux , sur les lignes et surfaces de
tous les ordres ;

Par M. FriciEr, professeur de mathématiques au collége
de Troyes, ancien éleve de 1'école polytechnique.

s s Ty s i T s e > T

J'AI démontrd aux pages 229 et 321 du VL® volume de ce recueil ,
et a la page 95 du VILe , quatre théorémes assez remarquables
sur les lignes et surfaces du second ordre. Javais dés-lors entrevn
que ces théorémes avaient leurs analogues dans les lignes et surfaces

des ordres supéricurs : ce sont ces derniers dont je vals m’occuper
irl,

* THEOREME 1. « Soit une ligne quelconque de l’ordre m et
» une ligne du second ordre , ayant son centre en un quelconque
» des points du périmétre de la premiére. Soient menés i cette ligne
» du second ordre deux diamétres conjugués, dont I'un soit tangent
» 4 la ligne de l'ordre m; ce dernier coupera cette courbe en
» m-—2 points. Par chacun de ces points , concevons une paralléle
» au conjugué de ce diamétre, chacune de ces paralltles pouvant
» couper la ligne de l'ordre m en m——1 nouveaux points , elles
» auront avec cette ligne (m-w1)(m—2) points d’intersection fixes,
» non situés sur la tangente,



242 LIGNES ET SURFACES

»

» Cela posé , soient menés 4 la ligne du second ordre deux nouveaux
diametres conjugés quelconques , chacun d’eux aura, avec la ligne
de lordre m, outre le centre de celle du second ordre m—r1,
points d’interscction ; ce qui fera, pour les deux 2{m—1) nou-

» veaux points, variables avec la direction des diamétres conjugués

arbitraires.

» On aura donc en tout, sur la ligne de l'ordre m, (m—1)(m—2)
~+2(m—1) ou m(m—1) points, dont (m—1)m—2) fixes et
2(m—1) variables.

» Or, bien qu'une ligne de I'ordre m—1 se trouve complétement
déterminée par : (m—1)(m—2) points seulement de son périmétre,
il arrivera néanmoins que les m(m—1) points dont il s’agit, soit
réels , soit imaginaires , se trouveront constamment appartenir &
une ligne de cet ordre. En outre , cette ligne variable de I'ordre
m—1, qui ne passera pas par le point pris arbitrairement sur
la ligne de l'ordre 72, coupera constamment le conjugué du dia-
métre tangent & cette derniére ligne en ce point , aux m—t
mémes points; de sorte que toutes les lignes de 'ordre m—1 qui
pourront naitre ainsi des changemens de direction des diametres
conjugués de celle du second , passeront constamment par un
méme nombre (m—1)(m—2)-4{(m—1) ou (m—1)* de points fixes.
» Et , attendu que deux lignes de cct ordre ne sauraient se
couper cn un plus grand nombre de points, ces lignes n’auront
aucune autre intersection que ces points fixes eux-mémes ».
Ainsi, par exemple, s’il s'agit d'une ligne du 3.® ordre, le dia-

metre tangent la coupera en un seul point, par lequel menant une
paralléle & son conjugué , cette paralléle déterminera deux nouveaux
points. fixes. sur la courbe. les deux diamétres conjugués arbitraires
en détermineront quatre- autres variables et ces six points, quelles
que soient d'ailleurs les directions des deux derniers diametres, ap-
partiendront constamment A une ligne du second ordre, ne passant

Pas parle point de contact de la tangente, mais coupant constam-
ment cette: tangente aux deux mémes points qui, joints aux deux
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peints fixes de la ligne du 3.° ordre seront les quatre points communs
2 toutes les lignes. du second ordre auxquclles les changemens de
direction des diametres conjugués arbitraires pourront donner naissance.

Démonstration. Soient pris pour origine le centre de la ligne du
second ordre, pour axe des # le diam¢tre de cette courbe tangent
a la ligne de Vordre m, et pour axe des y le conjugué de ce
diametre.

Pour que l'axe des x soit une tangente & une courbe ayant son
point de contact a l'origine, il est nécessaire et il suffit que I'équa-
tion de cette courbe ne renferme ni le terme tout connu ni le terme
du premier degré en x; afin qu’en y posant y=o , -elle devienne
divisible par 2. Ainsi, d’aprés les conventions énoncées ci-dessus,
Péquation de notre ligne de l'ordre 2 ne saurait étre que de Ja

fprme suivante :
az™
(o' 4-by)a™ "
a4 By ey
B (1)
S (p gyl ety 2 )2
Fgytriy sy’ o Ay )
A lyry syt e i ooy ™) )

En y faisant y=o0, et divisant par z* I'équation résultante
az™ *tg/z™ 3 d-al g™ e  Fp =0 (2)

sera celle des paralltles menées 3 I'axe des y , parles =2 points
ol la tangente 4 lorigine, c’est-i- dire ,l'axe des z, coupe la
courbe (I).
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Si présentement on meéne i la ligne du second ordre deux dia=
mdtres conjugués quelconques , les équations de ces diametres
seront de la forme

z—gy=o0, a—hy=o; ©)

g, h étant deux nombres arbitraires , dépendant des directions de
ces diametres , mais liés entre eux par la condition

gh=k , (4)

dans laquelle le nombre constant # ne dépend uniquement que des
dimensions de la ligne du second ordre , et de sa situation par
rapport aux axes des coordonndes.

Si l'on prend le produit des équations (3), en ayant dgard i ¥a
condition (4), on obtiendra, pour I'équation du systéme de deux
diamétres conjugués quelconques

B (g HB)zy+ly* =0 . 5)

Si ensuite on multiplie I'équation (2) par cette derniére, il viendra
pour l'équation du systtme tant des diamétres cobjugués que des
paralleles & T'axe des y menées par les m—-2 points ou laxe des
@ coupe la courbe (1)

az™ta/xm= * +-allx™ 2 - .....+p”‘
(2" 2a/a™" 30/ 2™ - p [ (g B2y —Eky* ] =o. (6)

Si présentement on veut savoir en quels points le systtme de
droites exprimé par Péquation (6), coupe la courbe exprimée par
I'équation (1) ; il faudra considérer ces deux équations comme celles
du méme probleme détermin¢ en =z, y. Mais , il est clair que,
dans cette recherche , il sera permis de subsiituer & 'une ou 2
Vautre des équations (1, 6) une combinaison quelconque de ces deux

équations
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équations ; on pourra donc, en particulier , remplacer I"équation (1)
par sa différeuce avec I’dquation (6), laquelle étant divisée par y,
¢¢ qui revient a4 en oter Iéquation de l'axe des #, devient

Blamms
+ 8/ 4-cy)a™" 2
+ ey d e
e e e e
gy ety )2
(gt e Aty )2
G (trytsyr e e oy™ ")
H(aamr—a/a™ 3 ta/am b tp ) (g B —Ry ]

Cette équation est donc celle d'une courbe qui est coupée par Ie
systéme des droites (6) aux mémes points ol ces droites coupent
la courbe (1) ; or , cette courbe est du degré m—i1, quels que
soient g , £ ; ansila premiére partie du théoréme se trouve démontrée..
I1 est d’ailleurs évident que la courbe (7) ne passe point par lorigine:

Si, dans la vue de savoir oii cette courbe est coupée par l'axe
des y, c'est-a-dire , par le conjugué du diamétre tangent & L'origine ;
on fait, dans son équation, #=o0; elle deviendra

py™ b s (r— By =0 , )

équation qui fera connaitre les ordonnédes des intersections demanddes;
mais , puisque cette équation est indépendante de g, %, ces m—1
points d’intersection seront toujours les mémes, quelles que soicnt
les dircctions des deux diamétres conjugués donnés par les équa=~
tions (3), ce qui démontre la seconde partie du théordme..

Tom. 1X. 33
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Bemargue. Supposons présentement que les axes .des coordonndes
soient rectangulaires ; c’est-a-dire , supposons que le diamétre de la
ligne du sccond ordre tangent 3 l'origine 2 la courbe (1) en soit
un des diamedtres principaux ; alors I'axe des y sera une normale

.1

4 cette courbe (1) et contiendra conséquemment son centre de
courbure répondant A Vorigine; soit R le rayon de courbure pour
ce point; il est facile de se convaincre qu’on aura

B=— L) ©

Supposons présentement que I'on ait m=3 , I’équation (8) deviendra
PP 9"y (g ly ATy Dty try -y H=o ; (10)

on trouvera les intersections de la courbe proposée avec l'axe des

¥ , en faisant , dans cette équation z#=o0 , ce qui donnera , en
divisant par y,

sy*~-ry-+1=o0 ; (11) .-

de sorte qu’en désig ant par ¥, ¥7 les distances de ces intersections
a lorigine , on aura

sY*4r¥Y-41=o0 ;
sY’r¥’+1=o0 ;
d’ou on tirera

S= 0 TRy e (12)

d’un autre c6té I'équation (7) devient, dans la méme hypothése ,

() Voyez sur cela la page 154 du présent volume.
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9" (g try)at(etry sy (pia 4 p) (g 4 B)a—ky]1=o0 ;
en y faisant #=o0, ’équation (8) se trouve rempiacée par celle-ci
sy*+(r—p"ky+1=o0 ;

st nous supposons de plus que la ligne du second ordre qui a son
centre & l'origine soit un cercle, nous aurons A=—1 » €& qui ré-
duira cctte derniére équation 2

sy (r+pyt1=0; | (13)

- r .
mais la formule (q) donne p”:—--z—ﬁ;subsmuant donc cette va~

leur , ainsi que les valeurs (12) de s et r, dans Iéquation (13),
elle deyviendra

2By*~ {2 R(Y+Y)+YY' y+2RY Y=o ;

Y Y Y
A== Y—y Y=y’ (t4)

formule qui va nous fournir , pour la construction du rayom
de courbure , en wun quelconque des points d'une ligne du
troisiéme ordre , un procédé tout-a-fait analogue a celui que nous
avons déja indiqué pour celles du sccond , a la page 23z du VL¢
volume de ce recueil : voici en quoi il covsiste.

On menera d’abord la tangente ct la normale au point dont il
s'agit; la normale coupera la courbe en deux nouveaux points dont
ony prendra les distances au point de contact de la tangente pour
Y, v/

La tangente coupera la courbe en un point par lequel on menera
% la normale une paralltle qui, par sa rencontre avec la courbe,
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d :icrminera dewx points sor son périmetre. On menera aussi, par
le point de contact, deux droites arbitraires et inddfinies, perpen-
diculaires entre elles déterminant, par leurs intcrsections avec la
courbe , guatre nouveaux points sur son périmétre.

Par cing de ces siw poinis on fera passer unc ligne du second
ordre, lajuelle passera aussi par le sixieme , et coupera la normale
en dcux points . la distance de I'un ou de l'autre de ces deux
points au point de contact pourra é&tre prise pour y.

Tout sera alors connu dans la formule (14) qu’il ne sera pius
q testion que de construire.

THEOREME 1. « Par un quelconque des points d’une ligne
» quelconque de lordre m , soit fait passer deux droites I'une
» tangenie et l'autre non tangente et de direction arbitraire mais
» fixe; la premitre coupera de nouvean la courbe en m—2 points,
» par chacun desquels menant une paralléle 2 la droite non tan-
» gente , cette paralléle déterminera , par sa rencontre avec la
» courbe, m—1 points sur son périmétre ; de sorte qu’on aura sur
» celte courbe (m—1)(m—2) nouveaux points fixes, non situés sur
» sa tangenle. i

» Soit construit ensnite arbitrairement un triangle dont le sommet .
» soit au point de contact, dont la base soit paralléle a la tangente,

» et qui ait le-milieu de cette base situé sur la droite non tangente ;
» ses deux autres cotés , considérés comme droites indéfinies , déter=

» mineront sur la courbe 2(72—1) points de son périmétre , variables ,
» comme le triangle arbitraire qui aura servi i leur détermination,

» On se trouvera donc avoir en tout , hors de la tangente,
s (m—1)(m—2)+2(m—1) ou m(m—1) points de la courbe, dont
» (m=—1)(m—2) lixes et 2(m—1) variables. .

» Or, bien qu’une ligne de l'ordre 72—1 se trouve complétement
» déterminée par :(m—1i)(m+4-2) points de son périmétre , il arri-
» vera®néanmoins que les m(m—1) points dont il s'agit , soit
_ xéels, soit imaginaires , se trouveront constamment apparteniz

e
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4 ane ligne de cct ordre. En outre , cette ligne variable de I'ordre
m—1 , qui nc passera pas par le point de contact, coupera la

» tangente en m—1 points fixes ; de sorte que toutes les lignes

»

»

»

de I'ordre m—1 qui pourront naitre du changement de grandeur
et de dimensions du triangle arbitraire , passeront constamment
par un méme nombre (m—1)(m—2)+(m—1) ou (m—1)* de
points fixes,

» Et, attendu que deux lignes de cet ordre ne sauraient se
couper en un plus grand nombre de points; ces lignes n’auront
aucune autre imtersection que ces points fixes eux-mémes. »
Démonstration. Ce théoréme ayant beaucoup d’analogie avec le

précédent , se démontre d'une maniére & peu prés semblable.

D’abord, en prenant respectivement les deux droites tangente et

non tangente pour axes des x et des y ; pour les mémes raisons
que ci-dessus, on pourra prendre pour équation de la courbe pro=
posée I'équation (1), c’est-a-dire,

oz™
F-(a/+bly)am
(@4 ety ?)am
O

i
)

: : Y . . A « N . - . o ,
(b gy e oty Y

gy Fry sy Sty ﬂ

Fyryr syl e i oo o oey™) )

Cette courbe coupera encore l'axe des 2, c'est-i-dire, la tangents

A l'origine, en des points déterminés par I’équation

8™ 0™ A i p =0 [6)
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laquelle sera aussi I’équation commune des paralléles 3 1'axe des ¥
menées par €es points.

D’un aatre c6té, I'équation commune aux deux cétés du tnang]e
qui passent par le point de contact, sera, d’aprés les conditions

de la construction de ce triangle,
x*—ky*=o ; (15)
%’ étant une quantité variable et tout-a-fait arbitraire.

Voila donc en tout 7z droites dont on aura l’équation commune
en multipliant les deux dernitres, ce qui donnera

ax™ alzmT a2 A p it
=o. (16)
—k:axm“ 1+alxm"'3+a//a‘m"4+ ceen +p//>y3

Si présentement on veut connaitre en quels points ces m droites
coupent la courbe (1), il faudra considérer comme équations d'un
méme probleéme déterminé 4 deux inconnues z, y, soit les deux

équations. (1 , 16), soit lonte combinaison qu'on voudra faire de ces.
deux-la.

On pourra donc, en particulier , substituer & I’équation (1) sa
différence avec l’équation (16) qui est, en divisant par y, ce qui
revient 4 oter 'équation de l'axe des # du résultat,

Bgm=t )
(@ -y (am2
e
gyt ™ 3 ) 22 $
+(q’+r’y+s}y’+....+1/ym' 2\
H(1trytsyi e ey
h(aamifa/am i al g™ . 4 p)

|

o: (r7)
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On aura done les points d’intersection demandés en eombinant entre
elles les équations (16, 175) ; ce qui prouve que P'équation (17) est
celle d’une ligne de I'ordre 2—1 , qui passe par ces m{(zm—1) points
quel que soit & ; e qui démontre déja la premiére parlie du théoréme,
Si, pour savoir en quels points la ligne (17) coupe l'axe des z,
c’est-a-dire, la tangente & 'origine , on fait, dans son équation y=o ,

elle devicndra
Bl s J-b a2 e e g g a1 =0 (18)

équation indépendante de % ; ee qui prouve , conformément & la
seconde partie de I'énoncé du théoréme , qjue ces points , dont aucun
n’est l'origine , sont fixes sur la tangente , quel que soit d'ailleurs
le triangle construit sous les conditions indiqudes.

THEOREME TII. « A nne surface quelconque de lordre m,
» soit mené un plan tangent, par un point tel que la ligne inter-
» section de ce plan avec la surface ne passe pas par ce point, Par
» ce méme point, soient menées, sur le méme plan tangent, les
» deux tangentes principales.

» Considérons la courbe intersection de la surface donnée avec
» son plan tangent comme unc section faite par ce plan & une
» surface cylindrique , ayant sa génératrice paralléle au diamétre
» conjugué de ce plan tangent ; cette surface cylindrique coupera
» la surface proposée suivant un certain nombre de courbes fixes.

» Soit fait du point de contact le centre d’une surface quelconque
» du second ordre ; le plan tangent en sera un plan diamétral ; soit
» mené , A la surface du second ordre le diamétre conjugué de
» ce plan;

» Soit ensuite construite arbitrairement une surface conique du
» second ordre, de manitre pourtant qu’elle ait son sommet ou centre

au point de contact; qu’elle passe par trois diamétres conjugués
» de la surface du second ordre qui a son centre en ce point ; que
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» ses sections paralltles au plan tangent aient leurs diamdtres pﬁni
cipaux respectivement paralléles aux tangentes principales dont
il a été question ci-dessus, eten outre proportionnels aux racines
» quarrées des rayons de courbure répondant & ces mémes tangentes
» principales; cette surface conique coupera la surface courbe dont
il s’agit suivant plusieurs lignes courbes , variables comme Ia
surface conique qui leur aura donné naissance.
» Or, tant ces courbes variables que les courbes fixes dont il a
» été question ci-dessus , se trouveront toujours appartenir ¥ une
» méme surface de l'ordre m—1 qui, daus toutes les variations
» qu’elle pourra subir, coupera toujours le diamétre conjugué dw
» plan tangent en m—1 points fixes, differens du point de contact. »’
Démonstration. Soient pris le point de contact du plan tangent
pour origine et les deux tangentes principales pour axes des # et
des y, lesquels seront ainsi perpendiculaires 'an a lautre ; le plan
des. 2y sera un des plan diamétraux de la swrface conique qui a
son centre & lorigine. Soit pris le diamétre conjugué de ce plan.
pour axe des z, I’équation de la surface donnée de lordre i sera.
de la forme.

Fol@, P4eFu- (2, )42 Fo (e , 423 F L, Pt
k2™ 2 F 2, y)4em 1 Fo(z, )42"Fo (7, ¥)=03; (19)

dans laquelle nous supposons que , en général, Fifx, y) désigne une:
fonction rationnclle et entiére en @,y du degré % ;-de sorte que
Fox, ¥) doit étre une quantité indépendante de ces deux variables.

Si, pour savoir suivant quelle ligne la surface (19) est conpée:
par le plan des xy, on fait, dans son équation, z=o0, il viendra,
pour léquation de cette ligne

F,(z,1)=0 ; (20)

fmais, puisqu'on suppose que le plan des 2y est tangent!} l'origine;
les:
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les axes des # et des y doivent étre respectivement fangens aux
ntersections de la surface (19) par les plans des zz et des yz ; d'oi
il suit que la fonction F,, ne doit renfermer ni le terme constant
ini les termes du premier ordre en z et y.

De plus, puisque nous supposons que la courbe intersection de
Ia surface avec son plan tangent ne passe pas par le point de
eontact ; le premicr membre de D’équation (20) doit renfermer un
facteur du second degré, en z, 5, exprimant ce point de contact,
¢’est-a-dire , lorigine des coordonndes.

Enfin, puisque les axes des # et des y sont supposé dirigés
suivant les tangentes principales; ce facteur du second degré, qui
ne doit d’ailleurs contenir ni termes constans ni termes du premier
ordre , ne doit pas non plus renfermer de terme en ay (*) , et
doit conséquemment étre de la forme Pa*<4-(y*; au moyen de
quoi I'équation (20) devient

(P2 +Qy") (25 ) =0 ;. (21)

Jfin., désignant une fonction rationnelle et entidre en x ef y da
degré m—=2 ; d'ott l'on voit que

.fm-z(‘” :}’)=0‘ ? (22)

sera I'équation de D'intersection de la surface (19) par son plan
tangent ; cc sera donc aussi équation d’une surface cylindrique
ayant sa génératrice paralléle a I'axe des z, et coupant le plan
des xy suivant cette courbe.

Supposons que, dans F,_, , le terme indépendant de # et y
soit 'unité, ce qui est permis, puisque nmous donnons des coefficiens

2 tous les autres termes; si alors nous représentons par B, R/le

) Voyez Ia dessus la page 179 de ce volumes

Tom, 1X, 34
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plus grand et le moindre tayons de courbure a lorigine ; mous

aurons (9)
I I

T e e .R/::'—— ,
7 2P} 2Q’
d'ol
1 1
P=—<h» Q==

on aura donc

B/xz_'_.B,yx
Fm(x’y)::'_' 2RR/ 'fm-z(xay);

au moyen de quoi l’équation (19) deviendra
(Bz*4By*). fn2(®y ¥)—2BRz2[F . (2, y)+2F 5., 25 7)

+2 Fo (@, )tz 2 F (2, )42 F (2, y)]=o. (23)

Considérons présentement la surface du second ordre que nous
avons supposé avoir son centre a l'origine. Puisque nous avons
suppoéé'que Iaxe des z était le conjugué du plan diamétral qui
coincide avec le plan des zy, il s'ensuit que les sections de cetle
surface par les plans des xz et des yz doivent étre des lignes du
second ordre rapportées a leurs centres et & leurs diamétres con-

juguéds ; et que par conséquent 1’équation de cette surface ne saurait
étre que de la forme

Azx*4-By*+-Ce*~+Frzy=1k , (24)
Soient
x=gz, x=g'z , z=gllz §
; [
{ y=hz; y=h'z ; y=k'z ;

les équations de trois de ses diamétres , conjugués les uns aux
autres, L’équation de sor plan tangent en un point (2/,y/, 2/) sera
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»

2Axz/4-2 Byy/-4-2CCz/+-Fzry/'+a'y) =2k , (

sous la condition

6)

Az By 4-Ca 4 Faly'=F 3 (27)

et le plan diamétral paralléle & ce plan tangent aura pour équation
2dzx/-2Byy/4-2Czz/ +-F(xy'42'y)=0 .. (28)

Pour que le premier des diamétres (25) soit conjugué au plan des
deux autres, il suffira que, ccs deux-ci étant dans le plan (28),
le? p'remier passe parle point (27, y/, z/), ce qui donnera les quatre
conditions.

al=gz' yl=hz }
(24g -Fh! Ya/4-(2Bl +-Fg' Yy/'~-2Cz'=o0 ;
(2dg"+Fh!)z'+(2Bh!Fg')y/+42Cz/ =0 »

Eliminant 2/, / des deux derniéres , au moyen des deux premiéres 3
et divisant par £/, il viendra.

(248’ +FF )g+(2Bh Fg' Yit20=0,
(24g"-Fr'\g+(2Bh'+Fg")h+2C=0

Pour que les trois diamdtres fussent conjugués les uns aux autres,-
il faudrait qu’on eft trois systtmes de deux. pareilles équations ;

mais il est aisé de voir que les six équations qu’on obtiendrait ainsi

seraient deux 3 deux identiquement les. mémes ; de: sorte qu'elles
se réduiraient aux. trois suivantes
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2dgg’ +2Bhl HFgh' +h g )42C=o0 ,
2.Ag'g/ 2Bl h'+F (g b+ h'g"y+2C=0 , ! (29)
24g"g +2Bh'h +F(g'h kg )F2C=0 ;

Ce sont donc 13 les équations nécessaires et suffisantes pour ex-
primer que les diametres (25) sont conjugués les uns aux autres,
On voit que des six quantités g, g/, g”, &/, &, B, il y en a
trois qui demcurent tout-a-fait indéterminées.

Considérons présentement la surface conique du second ordre ,

ayant pour équation

Rz RBy*~-re*-fprzt-gyz=o : (30)

Cette surface conique a évidemment son sommet ou centre & Yori-
gine; cn outre, puisque son équation ne renferme point le terme
en zy, toutes ses sections paralléles au plan des zy sont des lignes
du second ordre ayant leurs diamltres principaux puralléles aux
axes des 2 et des ¥, c'est-a-dire, aux tangentes principales menées
3 la surface (1g) par lorigine; enfin, & cause des coefficiens A/,
R, de 2*, y* les longueurs de ces diamétres principaux sont pro-
portionnclles aux racines quarrées des rayons de plus grande ct de
moindre courbure de la surfuce (19) A lorigine.

Remarquons présentement que , quels que soient p, ¢, r, que
nous supposons ici tout-a-fait indéterminés , on pourra toujours assu-
jettic la surface conique (30) & passer par trois diamétres conjugués
de la surface (24), puisque, pour déterminer les six coefliciens
g8, 8", k, B, B des équations (25) de ces diamétres, on
pura seulement, outre les trois équations (29), les trois équations

R'g *+Bk *+K+pg +g% [
Blg' *4-RE *+K+pg' +gk (31)
-R’é’”’jjﬂllmi K..i_[;g//_l_q;,// ,
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qui expriment que les diametres (25) sont sur la surface (3¢)

Ainsi, en supposant, dans I'équation de cette surface conique;
que p, ¢, r sont tout-a-fait indéterminés, cette surface scra exac-
tement conditionnée comme lexige I'énoncé du théoréme. Elle
coupera la surface (1Q) suivant un systéme de courbes, variables
commme les coelliciens p, ¢, r, qui la déterminent.

Veut-on avoir ’équation commune 2 cetle surface conique et i
la surface cylindrique (22); il ne s’agira pour cela que de prendre
le produit des équations de ces deux surfaces; ce qui donnera

(R/x’+By"3+rz”+pxz+9yz).fm_,(x, y,=o . (32)

Si i'on veut présentement savoir suivant quelles courbes le sys-
ttme de ces surfaces conique et cylindrique coupe la surface donnde
de l'ordre m , il ne sagira que de considérer comme équations d’un
méme probléme indéterminé A trois variables, soit les deux équa-
tions (23, 32), soit toutes combinaisons de ces deux équations
qu’on voudra leur substituer ; on pourra donc, en particulier , subs-
tituer & I'équation (23) sa différence avec I’équation (32}, qui est,
en divisant par z, ce qui revient i exclure le plan des 2y,
2BR/[Fp. (2, y)+aF (@, 9)+F ot 2 (2, y)+™  Folz, y)]

(rz+,px+7}’)'fm~z(x9 3’)=0 5 (33)
d’ol il suit que ces courbes seront toutes situdes sur la surface
(33), c'est-a-dire, sur une surface du degré m—r1, laquelle ne
passe ni par lorigine ni par la courbe (22), conformément &
I"énoncé du théortme.

Si, dans la vue de savoir en quels points cette surface coupe
Paxe des z, on suppose, & la fois , dans I’équation (33) z=o,
y=o0, I'équation résultante en z ne renfermera plus les indéter—
mindes p, ¢ , r, ce qui prouve que, la surface conique variant,
ces points restent fixes sur I'axe des z; ce qui est encore conforme
2 I'énoncé du théoréme, qui se trouve ainsi complétement démontré.

1l est aisé de voir, au surplus, que, pour chaque surface co-
gique, en particulier, la condition de passer par les intersections
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tant de cette surface que de la surface cylindrique avec la surface
proposée détermincra complétement la surface (33). Concevons , en

effet, un plan quelconque passant par 'axe des z ; ce plan coupera

la surface proposée suivant une ligne de Vordre m , et la surface.
(33) suivant une ligne de l'ordre m—1 ; il coupera de plus la

surface cylindrique (22) suivant m—= droites , toutes paralléles a I'axe

des z, lesquelles couperont la courbe de V'ordre m en (m—1)(m—2)

points ; il coupera enfin la surface conique suivant deux droites

qui seront deux diamétres conjugués de la section faite dans la
surface du. second ordre qui a son centre & l'origine ; et ces deux

droites détermineront, sur la ligne de l'ordre m, 2(m—1) nouveaux

points; ce qui fera en tout m(m—1) points, lesquels se trouveront aussi
sur la ligne de.lordre z—1. Or, nous avons vu ( T%éor.. 1) que , par la

condition de passer par ces m(m—r1), points, cette courbe est compléte-
ment déterminée ; toutes les sections faites dans la surface (33) sont
donc détermindes ; cette surface est donc elle-méme déterminée..

THEOREME 1V. « A une surface quelconque de lordre m ;.
» soit mendé un plan tangent, par un point tel que la ligne, in--
» tersection de ce plan avec la surface , ne passe pas par ce point,
». Par ce méme point, soient menées, sur le méme plan tangent,
» les deux tangentes principales.. .

» Considérons la courbe insersection de la surface donnée avec
» son plan tangent comme une section faite par ce plan & une surface
» cylindrique ayant sa génératrice parallele & une droite fixe , menée
» par le point de contact, dans une direction quelconque; cette

surface cylindrique coupera la surface proposée suivant un certain

nombre de courbes fixes..

» Soit ensuite construit arbitrairement une surface conique du
». second ordre, de maniére pourtant qu’elle ait son sommet ou

centre au. point de contact , et que ses scctions, par des plans
» paralleles au plan tangent, aient leur centre sur la droite fixe
» dont il vient d’étre question , leurs diamétres principaux paralléles.
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» aux tangentes principales, etles longueurs de ces diamétres propor-
» tionnelles aux racines quarrées des rayons de plus grande et de moindre
» courbure qui répondent au point de contact; cette surface conique
» coupera la surface proposée suivant un certain nombre de courbes,
» variables comme la surface conique qui leur aura donné naissance.
» Or, tant ces courbes variables que les courbes fixes dont il
» a été question ci-dessus, se trouveromt toujours appartenir & une
» surface de l'ordre m—1 qui, dans toutes les variations qu’elle pourra
» subir, coupera toujours le plan tangent suivant unc méme ligne
» fixe de ordre m—1 , qui ne passera pas par le pointde contact. »
Démonstration. Soient pris encore, comme ci-dessus, pour axes
des x et des y les deux tangentes principales; et soit prise pour
axe des z la droite fixe , mende par le point de contact; si l'on
représente toujours par R, B/ les deux rayons de plus grande et
de moindre courbure en ce point, on pourra prendre de nouveau pour
équation de la surface proposée I’équation (23) , c’est-a-dire , I'équation

(B2 +By?) [ (2, y)-2 BB 2[F, (2, b2 o (y) 20 P (257)
F 2™ 2 F (7, g) 21 F (2, y)]=0 ; (23)

etle plan des zy, c’est-d-dire, le plan tangent 2 l'origine sera-encore
coupé par cette surface suivant une ligne de lordre m—2 , ayant
pour équation

S22, y)=0 , (22)
laquelle sera aussi ’équation d’une surface cylindrique ayant sa di-
rectrice parallele & P'axe des z, et coupant le plan tangent suivant
cette courbe.

Quant 2 la surface conique du second ordre, ayant les centres
de toutes ses sections paralleles au plan des xy sur l'axe des z,
et les diamétres principaux de ces mémes sections respectivement
paralléles aux axes des & et desy, et proportionnels aux racines quarrées
des rayons de plus grande et de moindre courbure de la surface (23)3
Torigine ; il est clair que ’équation de cette surface conique sera

Rz*+4Ry*~-rz*=o0 ; &)
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dans laquelle r sera une quantité tout-a-fait arbitraire. L’équation du
systéme de cette surface conique et de la surface cylindrigue (22)
sera donc

(B'z*+By*+12%). fru o (7, y)=0. (35)

Si, présentement , on veut savoir suivant quelles courbes ce
systéme de surfaces conique et cylindrique coupe la surface pro-
posée , tout se réduira a considérer comme équations d’'un méme
probléme indéterminé ¥ trois variables , soit les deux équations
(23, 35) soit toute combinaison qu'on voudra faire de ces deux-la,
On pourra donc, en particulier , dans cette recherche, substituer
3 l'équation (23) sa différence avec I'équation (35), qui est, en
divisant par z, ce qui revient & exclure le plan des xy,
2RR¥,. =z, y)+z’Fm- »(#, Pt 2 F (2 )2 F o(2,9)]

1z fme . (2, y)=0 ; (36)
d’ol il suit que ces courbes seront tloutes situdes sur la surface (36),
c’est-4-dire , sur une surface de l'ordre m—1 , laquelle ne passe
ni par lorigine ni par la courbe (22) , conformément 3 l'énoncé
du théoréme.

Si, dans la vue de savoir suivant quelle ligne cette surface coupe
fe plan des zy , clest-d-dire le plan tangent, on fait, dans eette
équation , z=o0; I'’équation résultantc en =z, y, qui sera

Fouilz, ¥)=0 ,

ne renfermant plus lindéterminée -, sera.celle d’une ligne de Pordre:
m—1 tout-a-fa't fixe, quel?e que soit la surface conique (34), et
ne passant pas par le point de contact; ce qui est encore conforme
3 I'énoncé du théoréme qui se trouve ainsi complétement démontré.

En se fondant sur le ThAduréme 1, on dewmontrera aisément.,
comme nous l'avons fait pour le Théoréme 111, que , pour chaque
surface conique en particulier, la conditivn de passer parles inter-
sections tant de cette surface conique que de la surface cylindrique
€22) aveclasurface proposée , détermine complétement la surface (36).



