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THEOREMES D'ALGEBRE. 229

ALGEBRE ELEMENTAIRE.

Deérmonstration dun fait de calcul algelrique trés-
impoitant et trés-remarquable , et des principales
consequences qui en resultent ;

Par M. de StANvVILLE , répétitcur d’analise & 'école royale
polytechnique,
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Soir 1a série indéhinie
z A z* + +/;f o z3 )
I+"‘;+a(€z+ );‘; a(a+rk)(a+2 );:5-{-....

et soit une autre série

z¥

l Ll ]

148 2 B A-R) — B (B+E) (o)

1.2.3

ne différant uniquement de celle-la qu'en ce que & y a pris la
place de . Nous nous proposons , en premier lieu, de démontrer
que le produit de ces deux séries est une série composée en (a+5)
de la méme maniére que la premiére l'est en @ et la seconde en 2;
c'est-a-dire , que ce produit est

Tom. IX, n.° VII, 1.°% janeier 181q. 3x
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Pour y parvenir, assurons-nous d’abord de la forme des premiers
termes du développement de ce produit ; nous trouverons , pour
ces premiecrs termes

1| = 4alath) Z a(a+Rat2h) |

-
b
Y

FH L

+il 4 208 + 3abla+-F)
+o0+k| 3ab(b+F)
b (b4-k)(b+2k)

AR T ]

On voit d’abord que le coefficient de -z; est a+2. Celui de ;% peut

se décomposer en ces deux parties

a[(a+k)-4-2] ou a(a+0-1+-k)
b[(o+k)}a] ou  Hlat+b-tk)
dont la somme sera conséquemment

 (aHB) oot

3
Lie coefhicient de —;;5 peut’ également se décomposer en ces deux
Parties o
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al(a+E)(a+2 1) +2b(a+EA-b04R))
B b1y (b4-2k)F2a(b-E)a ok}

or, le multiplicateur de @, dans la premitre partic, est évidemment
. . z2 0
ce que devient le coeflicient de — , lorsqu'on y change a en at4;
1.2

et le multiplicateur de % dans la seconde est ce que devient ce
méme coefficient , lorsqu’on y change & en 44k ; puis donc que

2

. £ .
nous avons trouvé que le coefficient de — revenmait 4 (a-42)

(a+4-b4%) , il cn résulte que le multiplicateur de @, dans la pre-

3 3 L4 z3 .
miére partie du coefficient de — et celui de 4 dans la seconde

sera également
(e+-b4-k)a+-04-2k) ;
z3
123’

ala—+b+-k)o+bt-2k)+bla+-b+k)eb+2k) 5

¢'est-a-dire ,

Pensemble de ces deux parties , ou le coeflicient de sera donc

(a-b)(a+-b+k) a+-b-42k) .

1l demeure donc prouvé, par ce qui précéde , que du moins la
loi dont il sagit se soutient pour les quatre premiers termes du
produit de nos deux séries; et il ne serait pas difficile de s’assurer
quelle a également lieu pour un plus grand nombre de termes
de ce produit.

Il n’est donc plus question, pour compléter notre démonstration;

que de prouver que si cette méme loi se soutient jusqu’au coeflicient de
zP—1

, > inclusivement , elle aura lieu également pour gelui de
T2 (p=1

zP

——— 3 or, on trouve, pour le premier de ces deux coefficiens;
l.a;-o-a .
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a(atEy(atok(a434) « .o .. L. [a-+(p—2)k]
+p:5.ar’a+iz}{a+2/’z) [a+{(p—3)]

: X, X Bl e V4 J
Ny 1950 PR N S [a+(p—4)F]
e
+-———- —-—a(a-i—.&) bo+kEy. oL [64-(p—4 K]

p—I /

+ T 45\5+k3(5+2k) ......... [a+(p—3)][}
Foo4-k, b A-2k)o+-3k) . . .. . [+ (p—2)k]

et pour le second

a(at+k)(at2K)(a+3k) . . .. .. [a(p—1)k]
+Lsaatm)atoR) oL [a4-(p—2.K]
+2 bk aah) L [a+(p—3.k]
e
+EE D st R B, [64+(p—3 k]
+ !;—a.é\b-i—k)(b-{-zk) .......... [54(p—2)k]
FBBE) b2k (B43R) . . s . .. (64 p—1)k}

Or, en. remarquant que

- l‘
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Bt rmt
I 2 +

) Pe=3  Pe=1 pPe=s pe=3 — Py
pp=rrp - P N +P P

on verra que ce coefficient peut se décomposer en deux parties ,
dont la premiére est

r a(atk)(a42kj(e+38) « v 0. . [a4(p—1)X]

+ 8 @) (eak) e [ed(p—2)]

+” il —B(0HR) .(eHE) it [a(pm3)E] )

+.-oco...o:.aoooo.oo.cnocoo.o--o

FE @R e (3]

B4 BA2k) oo ou o [B(p—2)A]

et la seconde )
Tom. IX. 3t Uis.
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[ alat+R)at2k) .. . ... 00 [a(p—2)k]
+”_‘_;-‘(b+k).a(a+k) e e [aH(p—3)]
A

_;J.:.!L‘_'ia(a-q-k).(&-s-k) ce e e [P (p—3K]

2

+’iil‘-i 2BEGH2E) . e [4(p—2.k]

F R BA2kB4+3K) o o .. .o [B(p—1)E]

Or, il est aisé de voir que le multiplicateur de @, dans la premicre
. 3 - zP”l
de ces deux parties, est ce que devient le coeflicicient de;—-——(;—l—);
- 2YYTS @ Gaanad
lorsqu’on y change a en a-}-%, et quele multiplicateur de &, dans

la seconde, est ce que devient ce méme coefficient, lorsqu’on y

change & en b-+-k; si donc, comme nous le supposons , le coeffi-
zp"'l

cient de —————— est en effet réductible 3 la forme
1.2....(}7!—-1)

(e+2)(at-o-+k) a4 b4-2K)....[a-}-o-4+(p—2)K]

Ie multiplicateur de 4, dans la premitre de ces deux parties , et
celui de & dans la seconde, sera également

(a+-0+k, (a-+-b-42k)(a-b+3K).....[a+b4-( p—1)E] 5

en réunissant donc ces deux parties , et ayant égard au facteur

P
z
commun qui les affecte , on aura, pour le coefficient de

Tp

(@EB) (a5 Rt bRy [at-BH-(p= )R] 5



D'ALGEBRE. 235
comme nous l'avions annoncd. Il est donc prouvé ; par ce qui
précéde , que , si la loi dont il s’agit se soutient jusqu’d un terme
quelconque du produit , elle aura lieu également pour le terme
qui le suivra immédiatement ; puis done que nous nous sommes
assurés de son existence pour les quatre premiers termes , il s'ensuit
qu'elle a lieu pour tous, et quainsi le théoréme est démontré en
toute rigueur.

Pour abréger , désignons par fz notre premidre série , clest-i=
dire, posons

2 3
fo=14a = +a(atk) — ta(a4-E)a+21) ?fa"é' o
nous aurons pareillement

=145 = A b(AE) T ABGARN A28 it
: 1.2 1.2.3 :
e} encore

fa+8)=1-+(a+8) = +(a+b)a+I-+1) ;’...+ ;

en conséquence , le théoréme qui vient d’étre démoniré pourra étre
écrit sous cette forme trés-simple

fa.fb="f(atb) . ®

On remarquera que, d'aprds celte notation, on doit évidemment
avoir fo==1,
Si dans I’équation (I) en change & en &, elle deviendra
fa.f(b4c)=FHa+b4c) ;
mais, en vertu de la méme équation,
f(o4c)=fb.fe ;

gubstituant donc, on aura
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fafb.fe=fla+b4c) .

En supposant qie ¢ se change en ¢+d, et se conduisant de la
méme manitre, on prouvera pareillement que

fa.fb.fcfd=f(a+b4-c1t-d) ;
et en poursuivant toujours ainsi, on se convaincra qu’en général

fafbfefd e =f(a}-b4ctd4 ) ;

c’est-a-dire , que le produit de tant de séric qu’on voudra , de la
forme de la série fa; et ne différant les unes des autres qu’en ce
que @ sy trouve successivement changé en &, ¢, d, ... est une
série composée exactement en g-fb—+c-4-d+4- ... de la méme maniére
que Pest la premitre en @, la secondeen &, la troisitme en ¢, la
quatridme en &, et ainsi de suite,

Si dans la dernitre équation ci-dessus on suppose les quantités
8,b0,c, d,...... égales entre elles et & la premitre @, et leur

pombre égal & m ; elle deviendra
(k‘a)"’: fma ; - an

c’est-a-dire qu’une puissance entitre et positive quelconque m de

la série fa, est une série composée en ma de la méme manidre

que celle-la Test en a4,
Suivant I'équation (1) on a

fbfe=1(b4c) ;

posons 34c=g, d'od ¢=a—0&; il viendra, en substituant
7]
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5. a—b)=fa ;
o —f(amb 1t
7 =fle~2) ; (1

c’est-a~dire que le quotient de la division de la série f2 par la série
f6 cst une série composée en (2—5) de la méme maniére que le
dividende l'est en 2 et le diviseur en &.

Par I'dquation (II), on a

(o)™ =fmb ;
a " . .
posant mé=a, d’oti = —, il viendra
m
a m
(f -—) =fz ;
m
d’ot on tirera, en extrayant la racine et renversant

Vie=f—; av)

CRIN

c’est-a-dire que la racine d’un degré quelconque m , entier et po<
sitif , de la série fz n’est autre chose qu’une série composée em

a 4 o .
—de la méme maniére que la puissance l'est en a.
m

On aura, d’aprés cela

it J— — m
(fajn= v/ tayn=y tma=f —a;

¢’est-a-dire ,
m
— m -
= —a.
(fa)m=f .

Tom., IX. 33
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m et ® dtant deux nombres positifs quelconques, L'équation (17)

(fa’m={ma

a donc lieu, quelque nombre positif , entier ou [ractionnaire qu’on
représente par . 1l serait cnsuite aisé de prouver, & laide des
raisonnemens usités en pareil cas , qu’il en sera encore de méme
lorsque m sera un incommensurable positif quelconque.

On aura encore, quel quc soit le nombre positif 7,

1 fo
.- —_
(fa) ()™ (taym ’

ou, d'aprés ce qui préctde et le théoréme {II)

fo
fo) "= — =llomma)=f{—m'a .
(fa) ™= = = [(om—ma)=F—m)
Ainsi, quelque nombre entier ou fractionnaire , positif ou négatif,
commensurable ou incommensurable qu’on représente par m , il
est toujours vrai de dire qu'on a

p - (fe"=fma ,
c'est-a~-dire ,

{ 1o FaledB) = 4-alati) (ot 2h)

z3 m
1.2.3 +....§

z z2 , z3
=1-+}ma = ~-ma(ma+tk) lE—--]—ma‘\ma+]:r)(ma—l--27{) 3 e

et cela quels que soient d’ailleurs 2 et £.
Si, dans cette équation , on fait =1 et f=~—1, clle deviendra

m m me=y M M=) N2
(tam=14—zt—-— 24— — =2t
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la formule du dinome sc trouve donc ainsi démentrée, quel que
soit l'exposant m. )

Si, dans la méme équation , onsuppose k=0 , 6=1 , Z=1 ,
m=2Adux, elle deviendra

Aﬂxz A’Argg

N “g"'g.u
1.2.3 L'.“.,-J

(x+ +— +———+....
La série du premier membre est , comme I'on sait , un nombrs
incommensurable (*j, compris entre 2 et 3  c’est la base du sys-
téme de logarithmes néperiens ; en le représentant par ¢ , suivant
Pusage, on aura
Azx* A3x3

1.2.3

e“’—l+-‘+ +u':

St l'on fait eA=a, auquel cas 4 sera le logarithme néperien de
&, on aura

x2l2¢ 2332

1
a,__l+xa+_—

+ee

1.2.3

formule qui donne le développement des exponentiels en séries ou'y
ce qui revient au méme, le développement d’un nombre @, ew
fonction de son logarithme.

Si, dans cette derniére: formule, on change z en m et aen 142,
elle deviendra

ml(14-x) m212(1=f-x)

(42 =14——-+ ol w24

-+ +on

1.2 1.2.3-

mais on a, d’un autre cété,

¢*). Voyez la page 50 du présent volume.-
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(x-l—x =14m— +m\m—1)— +m(m—1)(m—2) .

123 Siee

égalant donc entre elles ces deux valeurs, en supprimant l'unité
de part et d'autre, et divisant par m , il viendra

I(14-2)4 "’lz‘;_:"x) 4 TR

(XX )
1.23

x ,, x? \ a3
=— +(m—1) - +(m-——1)(m——2)-—-————1.2.3 + e

faisant enfin , dans cette dernidre équation , m=o0, on aura
x a2 a3 xk
1 X)) == e — —_—— — e
J(14-2) - " +3 4'-l'

formule qui donne le logarithme néperien de 1-4-z, en fonctxon
du nombre =z

Ceux qui désireront de plus amples détails sur ce sujet pourront
consulter nos Mélanges d'analise algebrlque et de géométrie ( veuye
Courcier , Paris, 1815).

Dans un prochain article, nous nous occuperons du développement
des fopctions circulaires en séries.




