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204 EQUATION NUMERIQUE

GEOMETRIE APPLIQUEE.

De la résolution des équations numériques du 3. degré ,
par la parabole ordinaire ;

Par M. GERGONNE.
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ON a souvent besoin de résoudre des équations ‘nume'riques du
troisiéme degré ; et il‘,est trés-utile dans ce cas de savoir , au moins,
a l'avance, si I'équation proposée a deux racines imaginaires ou si,
au contraire, ses trois racines sont réelles. Dans ce dernier cas,
les formules générales refusant le service , il peut étre commode
“d’avoir quelque’ procédé graphique qui fasse conmaitre les signes des
“racines , et qui en donne & peu prés les valeurs. Ménge (*) et
- antérieurement M. Bérard (**), ont indiqué, pour parvenir i ce but,
'usage de la parabole cubique; la méthode que je vais exposer,
et qui n’emploie qu.e'la>parabole ordinaire , ne parait pas‘ étre
* connue.

On sait que, par un point donné comme on voudra sur le plan
d'une parabole, on ne peut jamais lui mever que trois normales
au plus; que deux de ces normales peuvent se confondre en_ unc

(*) Correspondance sur I'école polytechnigue , tom. 111, n® 2, mai 1815 ;
page 20I.

(**) Opuscules mathématigues et Méthodes nouvelles pour déterminer les racines
des équations numériques , page 33.

seule ;
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scule, et qu’enfin elles peuvent étre toutes deux imaginaires; de
sorte qu’alors il n’y a, par le point dont il sagit , qu'une seule
normale possible et réelle. Ainsi, les trois normales & une parabole
présentent exactement les mémes ecirconstances qu’offrent les trois
racines d'une équation du troisi¢éme degré.

Ces circonstances dépendent, comme l'on sait, de la situation du
point de départ des normales , par rapport a la développée de la
courbe ; c'est-3-dire que les trois normales sont réelles et inégales,
ou que deux d’entre clles se confondent , ou enfin que ces deux
sont imaginaires , suivant que ce point de départ est dans l'intérieur
de l'angle curviligne formé par les deux branches de la développée
ou sur un des cétés de cet angle ou enfin hors de ce méme angle.

D’un autre ¢6té ; de méme qu’en la supposant privée de second
terme, ce qui est permis, une équation du troisiéme degré ne dépend
que de deux données seulement, arbitraires I'une et I'autre ; la po-
sition du point de départ des normales a4 la parabole dépend éga-
lement de dcux données arbitraires ; savoir , les deux coordonnées
de ce point.

Ainsi, tout concourt d établir la plus parfaite analogie entre le
probléme des normales 4 la parabole par un de ses points et la
recherche des racines d’une équation numérique du troisiéme degré;
voici la méthode qui nous a paru la plus propre a4 ramener la
solution du dernier de ces deux problémes a celle du premier.

Soit
2*=/fey , {z}
I’équation d’'une parabole rapportée ¥ la tangente & son sommet ct
A son diamédtre principal , comme axe des # etdes y; on sait que

I’équation de sa développée sera

x Y} y—ae\3
e(-z—) =( 3 } ; (2)
de sorte qu’un point (@, 4) sera dans l'angle curviligne formé pa::i
Tom. IX. 28
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les deux branches de cette développée ou hors de cet angle ,
sulvant qu’on aura

G o
. EY>E&) @)

de sorte que, dans le premier cas, on pourra, par le point (2, 2)
mener A la courbe trois normales réelles, tandis que , dans le second,

ou

deux de ces normales seront 1magma\res, en particulier , deux des
trois normales réelles seront egales, si 'on a précisément

- e

Cela posé, cherchons les normales par le point (2, 4). La tan-

gente A la courbe , par un point (2/, §/) pris surson périmétre, a,
comme l'on sait, pour équation

x=2lyty’) , (6)
avec la condition
an=dey! . )

La normale par le méme point aura donc pour équation
fi(a—a') +a/(y—y) =0 . @)
Si donc on veut que cette normale soit la normale partant du

point (2, &) , il faudra que I'équation (8) soit satisfaite par les
coordonnées de ce point, ce qui donnera

aca—al)+ o B—y)=o . (0
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Nous aurons donc, entre les coordonnées z/, y/ du pied de la
normale les deux équations (7, 9)au moyen desquelles il sera facile
de les déterminer , et par suite, de construire ces normales.
On peut présentement supprimer les accens , dans ces deux
dquations, lesquelles deviendront ainsi

z*=4cy , z(y—b)+ 2c(x—a)=o0., (10)

et remplacer ’élimination par la construction des courbes exprimées
par les ¢quations (10)'; or, la premieére est la parabole donnée
elle-méme ; donc la seconde est une courbe qui coupera la parabole
donnée en trois points qui seront les pieds des normales partant du
point (2, 4). On voit d’'ailleurs que cette seconde courbe est une
h.yperbole ¢quilatere , ayant pour asymptotes 'axe des y et une
parallele a laxe des 2 située a une distance b—a2c de cet axe,
Cette hyperbole coupe dailleurs I'axe des & en un point pour lequel
2ac . . . .
on a g=- - ; ainsl on a tout ce qu’il faut pour la construire
par points (*).
Si l'on élimine y cntre les égnations (10) on cbtiendra I’équation

(*) Dans la recherche des pieds des normales partant du point (e, d), 'hy-
perbole peut étre remplacée par une infinité d’autres courbes. Les équations
(10) . en effet, ayant lieu en méme temps pour ces points, toute combinaison
gu'on en pourra faire aura lieu en méme temps qu'elles , et exprimera consé-
quemment une courbe coupant la parabole donnéde aux points cherchés.

On peut , en particulier , remplacer I'hyperbole par un cercle. Si, en effet, on
multiplie la derni¢re des équations (10) par x , en remplacant x* par 4er,
en vertu de la premiére , et divisant par 4¢, il viendra

J24-(2cm=b)y=—ax=0 ;

[}

ajoutant i cette équation la premiére des équations (10) , il viendra enfia

& py e § axm—=(204-b)y==0 ;
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?

2°-4ec{2c—b)x—8c*a=0 ; (11)

qui fera connaitrc les abscisses des pieds des normales (*).
Cette équation étant du troisieme degré et sans second terme, on
peut la comparer & I'équation générale

& 4prtg=o; (12)
ee qui donne
4e(2e—b)y=p , —38cta=¢q ;_
d’olt on tire ‘

€quation d’'un cercle qui passe par lorigine, c’est-a-dire , par le sommet de
la courbe , et dont le centre est donné par les deux équations

— L3 — 3
a=  la, y=c}ib.

Cette solution est exactement celle qu'a donnée M. BERARD , dans ses Opuscules
mathématiques, page 109, et & laquelle il est parvenu d’une maniére un peu
différente,

(*) De ce que cette équation est sans second terme il en résulte que les
trois normales partant d'un méme point du plan d’'une parabole ne sauraient
jamais se terminer d'un méme c6té de son axe , et que la somme des distances
¢ laxe des pieds des normales qui tombent d'un méme cté. de cet axe est égale
& la distance & Uaxe du pied de la troisitme normale, On pourra donc,
avec la régle et le compas seulement , résoudre ce probleme : Etant données
deux normales & une parabole , mener , par leur point de concours, une troi-
sitme normale & la courbe ? Si deux des normales se confondent, auquel cas
elles doivent étre tangentes & la développée , la distance de leur pied i I'axe
sera moitié de la distance de la troisieme au méme axe ; ce qui fournit un
moyen simple de résoudre ce probleme : Ftant donnde une normale & la
parabole | trouver en quel point elle coupe la développée de cette courbes
développée que l'on suppose d’ailleurs n'étre point encore tracée, On a done
ainsi une méthode fort simple pour déterminer rigoureusement tant de points
qwon voudra de la développée d’une parabole Coanée , ainsi que la tangente
3 cette développée en chacun de ces points.
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q 8c2—p P 3
4= — = Q- o, 1
i b ” 20— - (13)

Ainsi, on pourra facilement construire le point duquel menant des
normales 4 la parabole, les abscisses de leurs pieds seront les trois
racines de l’équation (12). :

Suivant que ce point tombera dans Pangle formé par les deux
branches de la développée , ou sur l'une de ces deux branches
ou hors de cet angle, l'équation (12) aura ses trois racines réelles
et inégales ou deux racines égales ou enfin une seule racine réelle.
En substituant les valeurs (13) dans les inégalités (3, 4) et dans
I'équation (5), on trouve d'ailleurs, en transposant

g2 pS g2 pd g2 p3
—+= <o, =+ 0, =4 —=o0
4 27 ’ 4 27 > ’ 4 29 >

eonformément aux théories connues.

Une fois le point de départ des normales déterminé , si I'on veut
connaitre & peu prés les valeurs et les signes des racines , il faudra
mener ces normales, et déterminer les abscisses de leurs pieds qui
scront les racines cherchdes. Ces normales seront faciles & tracer
par titonnement, puisqu’il ne s’agira que de chercher & décrire
de leur point de départ , comme centre commun , des arcs de
cercles tangens 4 la parabole ; leurs points de contact seront les
pieds des normales. §il arrivait que 'un d’eux touchit et coupit
4 la fois la courbe , I'équation (12) aurait deux racines édgales; et
il n’y aurait plus qu'une seconde normale & chercher. Au surplus;
si la développée était tracée, en remarquant que les normales cherchées
doiventlui 8tre tangentes, on leverait tout-a-fait I'espéce d’incertitude
qui pourrait rester sur le point de contact de la parabole avec
chaque arc de cercle (*).

(*) On pourra aussi mener ces normales par le procédé direct de Iavant=
derniére note,
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Pour faire usage de ce procédé , il faut avoir une feuille de
carton ou de cuivre sur Iaquelle on tracera avec soin une parabole,
dont la distance ¢ du sommet au foyer soit  divisée en 10, 100,
3000 ,.... parties égales suivant sa grandeur; et 'on prendra pour
unité I'vne de ces divisions. On fera bien de tracer aussi sur le
méme carton ou cuivre la développée de la courbe (*); et il ne
s'agira plus alors que d’opérer ainsi qu’il a été prescrit ci-dessus.
Au surplus, comme , dans des cas particuliers , le point (2, 5)
pourrait tomber hors du carton , ou avoir des coordonnées trop
petites ; on fera bien de substituer a I'équation (12) l’equation

2 aprtrig=o , (14)

dans laquelle a est une indéterminée, plus grande ou plus petite
que lunité ; on aura alors

Alg 8c2—azp

a=-—-§;; == G s
on disposera de l'indéterminée a de maniére d rendre g et & d’une
grandeur telle qu’on les désirera , et, lorsqu'on. aura obienu les
racines de l'équation (14) , il ne s'agira que de les diviser par a,
pour en conclure celles de l’équation (12).

Nous ne donnons , au reste , cette méthode quen faveur des
géometres & qui ces sortes de spéculations offrent quelque intérét.
Nous estimons que de toutes les. méthodes de résolution des équa-
tions numériques du 3.™¢ degré, celles qu’on déduit de la consi-
dération des fonctions circulaires sont incomparablement les plus
courtes et les plus simples.

(*) On pourra la tracer par points, par le procédé de la derniére note.



