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ANALISE ALGEBRIQUE.

De la résolution de I'équation generale du 3,m¢ degré ;

Par M. de STAINVILLE , répétiteur d'analise & I'école royale
polytechnique.

[o Ta Vo Vo Vb, VL ¥

LA méthode que I'on suit ordinairement pour résoudre les équations
du 3.m¢ degré diflere peu de celle que les analistes du xv1.¢ si¢cle
ont imaginée les premiers pour parvenir au but; ct on peut apporter
pour raison de la ressemblance entre leurs procédés et les nétres
“la simplicité des calculs quexigent leurs méthodes , simplicité que
sans doute les modernes n’ont pas espéré de pouvoir surpasser. Mais
on peut, sans rien perdre de cette simplicité, parvenir aux formules
finales par une route un peu différente , et cela sans rien supposer
au-dela de ce que savaient les aneiens géométres, tant sur la com-
position des équations que sur la grandeur et la nature de leurs
racines, La méthode que nous nous proposons d’indiquer ici a de
plus l'avantage de porter une plus grande lumiére dans 'esprit, de
mieux faire voir sous quelles conditions les parties qui composent
I'expression générale des racines sont réelles ou imaginaires, et de
mieux faire concevoir enfin pourquoi le cas ot les trois racines sont
impliquées d’imaginaires est précisément le seul ou elles puissent
étre toutes trois réelles,

Si I'on considére I'équation

Y +Ay*+By+C=o ,
Tom. I—X) ”'O V-I) 1.°f Jé&‘c’m&re 1818- 27
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on pourra regarder les deux premiers termes du premier membre
comme étant les deux premiers termes du cube d’un binome , dont

y serait la premiére partic et 3 la scconde. Si donc il arrivait qu'il

“existdt entre les coefficiens la relation nécessaire pour que les deux
, A .

autres termes complétassent le cube de y+§-, on pourrait , par

une simple extraction de racine cubique en déduire une équation
du premier degré qui donnerait y en fonction des coefliciens. Cela

aurait encore lieu , quand bien _méme le premier membre ne diffé-
rerait du cube d’un binome que par une quantité constante; car

en ajoutant 3 chaque membre ce qu’il manquerait au premier pour
le rendre un cube, ’extraction de la racine cubique des deux membres
ramenerait également ’équation au premier degré (*).

Si l’équation ne se trouve dans aucun des deux cas que nous
venons d’examiner, on pourra la mettre sous la forme suivante

(45 (- 5) (o= )0

ou encore sous celle-ci '

(+ 30 (-5) (e ) (o= )

Par conséquent, si lon pose

A A2
y+= =z, B— TP s C-—--—+-—-—q,

la question sera réduite 3 résoudre l’équation

z~+prtg=o .

(") Clest le cas résolu par les Indous ; voyez a ce sujet un article de M.
Terquem , dans le IIL¢ volume de la Correspondame sur Pécole polytechnique,
page 275.
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Pour résoudre cette équation , nous partirons d'un principe fort

simple , et qui consiste en ce que la somme de deux cubes se com-

pose du double du cube de la demi-somme de lenrs racines et du

triple de la somme de ces mémes racines, multiplié par le quarré
de leur demi-différence ; ce qui résulte évidemment de I'équation

(a4-0)*+(a—0b, =2a°+Gad? .

Cela posé, si l'on fait passer le terme tout connu du premier

membre dans le second , on aura
3 —
2} tpr=—qg .

Or, le premier membre de cette équation étant composé de deux
parties, on peut faire en sorte qu’il devienne la somme de deux

cubes; c'est ce qu'on voit aisément, car on a
pama 6 2 4 =) e siz + 2]
X T ==2 = ——— z=2{ — —_— —_ .
P 3 g TP > 204 394

or, le dernier membre de cette double égalité est, d'aprés ce qui
précéde , égal 3 la somme de deux cubes; et , comme le premicr
est dailleurs égal 4 —¢, on aura, en formant les deux cubes,

Mais , le premier cube du premier membre de cette derniére équation
étant égal a
a3-}-px

+i{or 2lyvars
sera aussi égale 3

S 4CDic=n]

D’ailleurs, la partie rationnelle est égale & -—-—Z—’, et la quantité, sous

le radical, revient &
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abf-opxi-fpra? p3 x3fpx\s  p3
e P (2P

ainsi, pu'lsque la partie affectée de z sous le radical est le quarré

de la partie rationnelle , qui est elle-méme égale a -—-q— , il en

résulte que le radical est égal 3 —-q+V T + p ; et ,

comme le second cube ne differe da premxer que par le signe

du radical , ce second cube sera égal & — = ——V 4

Si T'on tire les racines cubiques de chacun des deux cubes dont
il s'agit, on aura les deux équations

:r"|'VuL ”___V_q_i_’/q +p;.
x—]/ "V—-———,/" =,

lesquelles étant a outées donneront

x:’/__+’/q +p3+}/__._’/q‘ P
27
Celte formule présente neuf combinaisons , parmi lesquelles trois
sculement se rapportent 3 I'équation proposée. Il est facile de dis-
tinguer celles qui représentent les racines de cette équation , et
quelles sont les équations auxquelles les six autres satisfont ; et pour
cette raison , nous nous dispenserons d’entrer dans cette discussion.
Il y a un cas qui a beaucoup exercé les géometres, et qu'on
désigne sous le nom de cas irréductible : c’est celui ou chacune des
deux quantités dont il faut extraire la ricine cuiﬁque est imaginaire,
Lorsque cette circonstance a lieu , les trois racines sont réelless
Cest ce qu'on peut démontrer trés—facilement. Désignons , en effet,
par a, b, respectivement , les racines cubiques des quantités qui
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sont sous les radicaux cubes, et qui sont propres, par leur addition,
a donner unc quantité réelle , en designant par « l'une quelconque
des deux racines cubiques imaginaires de 1'unité , les deux autres
racines de la proposée seront

wat b , «tadtab .
LEn mettant pour « sa valeur, ces deux racines prendront la forme

atb  a—b ___ atb  a—b
-t V=, ————=3,

2

mais a+b est supposé une racine réelle de la proposée; et nous
avons vu ci-dessus que

a—b=y/=5p ;
en représentant donc par r la racine déja supposée réelle , on aura
a—b=yrgip ;

mais on a vu plus haut que

(#+5) (e 4r)= (542

. done
2 RARpy .l
VEFp= el
a:’-[—-g-

Ainsi, 'une des racines étant r , les deux autres. seront donndes

par la formule
- Y G
_L+V 3( 4 + 27
=

p
24~
4 3

et par conséquent elles seront toutes trois réelles.

Si I'on veut avoir une idée bien nette du cas irréductible , or
ebservera que la quantité qui est sous le radical quarré, et qui
est égale a
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2 4\
(#+5)(=—37)

ne peut étre négative qu'autant que le second facteur lest lui-
méme, puisqu'on peut toujours supposer que l'une des valeurs de
x est réelle. Ainsi, il faut que p soit négatif , ce qui est d’ailleurs

évident , et que cette valeur de z soit moindre que\ 2V_§- .On

pourra donc toujours représenter cette valeur de # par QV-QL Cos. 0.

Si I'en substitue cette expression pour z dans l'équation
2}—pax+tg=o ,

I . . .« e g 3 . .
on aura une équation qui , étant divisée par QV P, deviendra
27

4Cos.’¢-BCos.¢=_V‘Z‘i: ;
..

or ,
-4Cos.}pm3GCos.0=Cos.3¢;
done J .

cette équation servira i trouver I'angle ¢, et par suite Cos.e.
L’équation entre Cos.p ¢t Cos.3¢ ayant lieu encore en rempla-

cant 3¢ par 3e+nc ou ¢ par ¢+—,§- ¢, n étant un nombre entier

quelconque , positif ou négatif , et ¢ désignant la circonférence ;

il s'ensuit que les .valeurs de # peuvent toutes é&tre représentées
par la formule

nc
‘ x:V:p;:.CO§<¢+-—3— H

laquelle , par les diverses suppositions faites pour 7 , ne donne
que ces trois formes distinctes
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2V%.Cos.¢,

2 B Cos o+

JEcs(ory)
(4

2V.§.Cos.(¢- ;) ,

les valeurs de #, au nombre de trois, sont donc toutes réelles ,
et peuvent s'obtenir par les tables de sinus.

Nous terminerons ici ce que nous nous étions proposé de dire
sur les équations du troisicme degré; nous y ajouterons seulement
qu'on aurait pu évaluer les deux cubes qui composent le premier
membre de I'équation

e T,
: ,s |

. . H -y
en fonction des coefficiens p, ¢, d'une autre maniére que nous ne
P’avons fait ; car le produit des deux cubes qui composent le pre-

mier membre, étant égal au cube du produit des racines , -sera
3

conséquemment égal a ——57—; et , comme leur somme ‘est égale

a4 —¢g, il en résulte que ces cubes sont les racines d’'une équation
du second degré dont le coefficient du second terme est égal & ¢,

3
et dont le dernier terme est égal a -.-% ; mais nous mn'avens
point voulu faire usage de ce moyen, afin d'éviter I'emploi d’une
équation auxiliaire,




