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COURBURES pEs LIGNES £r pes SURFACES COURBES. 127

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Theorie eélementaire de la courbure des lignes et des
surfaces courbes ;

Par M. GERGONNE.

T

LONG-TEMPS encore apres la découverte da calcul différentiel, les
géométres se confiaient & ses méthodes, par une sorte d'instinct,
- et sans trop serendre compte des principes théoriques qui pouvaicnt les
justifier ct leur servir d’appui. Bien que souvent ils n’en fissent usage
que par pure élégance, ils n’en regardaient pas moins cette nouvclle
branche de calcul comme étant d’une nécessité indispensable dans cer-
taines recherches , qui alors étaient réputées éire essenticllement de
son domaine,

Mais , & mesure que , par les travaux de quelques hommes
supérieurs , et notamment par les méditations de notre illustre
Lagrange, la métaphysique du calcul différenticl a été mieux connue,
cette branche de calcul est aussi devenue, peu a pcu, de moins
en moins nécessaire ; et on est parvenu, par degrds, a soustraire
a son empire une muliitude de questions , soit d’analise , soit de
géométrie , que pourlant, avant qu'elle [t connue, on cdt & peine
osé” aborder. 1l est digne de remarque qu’en particulier le probléme
des tangentes, qui lui avait donné naissance , en soit devenu , des
premiers , tout- a-fait indépendant , du moins pour les courbes

algébriques.



128 COURBURE DES LIGNES

La véritd est qu'on ne saurait renconpirer aucune question, con-
sidérée individuellement, pour la solution de laquelle le calcul diffé-
renticl soit d'une nécessité indispensable. Tout le service que nous
retirons de ce calcul se réduit au fond & nous permettre , au moyen
de la symbolisation d’une nouvelle opération { la dérivation ), d’en-
fermer la solution d'une infinité de questions particuliéres dans une
formule unigue, ol nous pouvons lire d'une maniére distincte la
série des caleuls & effectuer , dans chacun des cas individuels qu'une
question gdénérale peut ofirir. Ainsi, par exemple , on n’a pas besoin
du calcul differentiel pour mener une tangente ou une normale A

telle ou telle courbe dont on a l’équ’at'xon , mais il est nécessaire

L L M N Nt . . ‘
pour écrire I'dquation de la tangente & une courbe guelconque ; par
I'un quelconque de ses points,

Si, dés le temps de Descartes et de Fermat , les géometres avaient
remarqué avec plus d’attention combicn souvent l'opération appelie
dérivation se représente dans les calculs; s'ils eussent eu des-lors
lidée, fort simple et fort naturelle d'ailleurs, d’aflecter un symbole
4 cette nouvelle opération , ainsi qu'ils Pavaient dé¢ja fuit pour toutes
les autres , il y a tout licu de croire que Leibnitz et Newton n'eussent
pas cu d se disputer I'invention des nouveaux calculs; et Pon n’efit
pas ¢té prés d'un siecle & en chercher la métaphysique Mais ce
n’est pas d’ordinaire d’une allurc si aisée que Vesprit humain sacheniine
vers les découvertes. Parmi une multitude de routes qui se présentent
devant lui, une scule est la bounne; mais, comme , avant de s'y
engager, elles lui sont toutes également inconnues, ce ne' pourrait

étre que par le hasard le plus heureux qu’il se déterminerait
pour celle-13,

Cec serait, sans doute une pudérilité d'éviter constamment P'usage
du calcul différentiel , sur-tout lorsque son secours peut introduire
dans les recherches des simplifications de quelque importance

2
cependant , il ne peut ¢tre que trés-utile a celui qui veut entreprendre

des dtudes mathématiques séricuses et profondes de ne receurir aux
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precédés de ce caleul quapres avoir épuisé toutes les ressources
de Panalise ordinaire.

D’un autrecoté, beaucoup de gens pour qui les études mathématiques
ne sont gu’accesso.res, et qui n’ont pas conséquemment le loisir de
les pousser fort loin, peuvent désirer néanmoins de re pas demceurer
toui-2-fait étrangers A ceriaines théories , sans sengager dans
I'etude des brauches de  caleul desquelles on a  coutume de
les faire dependre. Ainsi, c’est travaiiller également dans lintéret
des uns et dans celui des autres que de ramener aux simples élé-
mens le plus grand nombre de ces théories, sur-tout lorsqu'il est
possible de le faire sans en accroiire la complication d’'une maniere
trés-notable.

Parmi les théories que I'on regarde communément comme le plus
essentiellement dépendontes du calcul différenticl, celle de la cour- -
bure des lignes et surfaces courbes tient sans contredit un des premiers
rangs , soit en clle-méme , soit par la multitude des importantes
applications dont elle est susceptible. 11 peut donc n’étre pas sans
intérét de montrer comment cette théorie peut étre rendue indc-
pendante  des méithodes différentielles ; et tel est I'objet que nous
nous proposons dans l'essai que 'on va lire.

SecTtioNn L
Des contacts du premier ordre.

Dans cette premiére section, nous ne nous occuperons uniquement
que des contacts simples ou du premier ordre ; c’est-a-dire que nous
traiterons successivement des langentes et normales aux courbes
planes , des tangentes et plans normaux aux courbes a double

courbure , et enfin des plans tangens et des normales aux surfaces
courbes.

§ 1.
Du contact dans les courbes planes.

En prenant pour origine des coordennées rectangulaires l'un
quelconque des points du périmétre d'une courbe plane quelconque,
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son équation peut toujours , soit immédiatement , soit, s'il est néces<
saire , par le développement en série, étre amenée i cette forme

o=Ax+ny+Gx’.+......
" (1)
-+ By G Hy e

A la vérité, lorsque le second membre de cette équation sera une
série indéfinie, elle ne pourra étie employée avec sécurité, que
pour des portiens de la courbe assez voisines de lorigine pour
que la petitesse de 2 et de y rende la série convergente ; mais
ce n’est justement que pour de telles portions de la courbe que
nous nous proposons d’en faire usagé. '

Lorsqu'on ne considére donc que des points de la courbe trés—
voisins de l'origine, on peut, sans crreur sensible, négliger, dans
Iéquation (1), les termes de plus d’une dimension en z et y; d'out
il suit que, plus la portion de courbe que Ion considérera, a
partir de l'origine, sera petite, et plus aussi cette courbe approchera
de se confondre avec la droite ayant pour équation

Az-+By=o ; (2)

la courbe se confondra donc rigoureusement & origine avec cctte
droite , qui en indiquera alors exactement la direction; c’est donc
une Zangente a la courbe, en ce point. (*¥)

(® Nous avons choisi les notations de maniére a lier ce qui concerne les.
courbes planes avec ce qui est refatif aux courLes & double courbure et aux.
surfaces courbes.

(**) Cette maniére simple et naturelle de parvenir & la tangente paralt tout-
a-fait conforme & lidée qwon doit se faire d’une telle droile. Si cependant
quelques ccprits peintilleux n’en étaient pas pleinement satisfaits, ils pourraient.
la remplacer par ce qui suit.

Scit menée par lorigine une seécante a la. courbe ; elle pourra généralement
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On voit donc que , Jorsquune courbe passe par lorigine , on

obtient I'équation de sa tangente en ce point , en égalant simplement

& zéro, dans Péguation de la courbe , lensemble des termes d'une
seule dimension par rapport auz coordonnées.

Ayant ainsi la tangente a la courbe par l'origine, rien n’est plus

facile que d’obtenir sa normale par le méme point ; I'équation de

cette normale sera

rencontrer cette courbe en plusieurs aulres points. Soient x, y les coordonnées
de celui dentre ces points qui est le plus voisin de lorigine, et soit r sa dis=
tance i cette origine, ou la corde interceptée. Soient posés

x==ar ,  y==br; ®)

A cause de

xw2efyrmre O]
nous aurons

a*4-b=1 3 0]
et 'équation de la sécante sera

x Y

a - b . (3‘)

En meltant les valeurs («) daus I'équation (1) , elle devient , en divisant par r,
0=( Aa-Bb)-(Fab-Cab+Gar-Hb)rfruvrers §

dquation qui nous donnerait les diverses valeurs de r; mais pour que la sécante
devienne tangente , il faut que r soit nul ; on doit donc avoir alors

Aa4-Bb=o0 ,
qui, combinde avec (), domne, comme dans le texte,
Ax<4-By=o .

Rien ne serait plus facile que de ramener & celte méthode la théorie de

points singuliers des courbes ; mais cela nous entrafnerait beaucoup trop loin.
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wle

. (3)

hle

S’agit-il de mener une tangente ou une normale % une courbe
donnée , par l'un quelconque (2, y/) de ses points; on y transportera
d’abord lorigine , en changeant respectivement, dans ’équation de
la courbe, #, y en 2’4z, y/-y; I'ensemble des termes indé-
pendans de x, y, dans I'équation résultante , égalé & zéro, sera
Péquation de condition , exprimant que le point (27, y/, est sur
la courbe ; et 'ensemble des termes d’une seule dimensicn ; par rapport
aux mémes variables, égalé pareillement & zéro, sera l'équaticn de -
la tangente & la nouvelle origine , rapportée aux nouveaux axes;
on la rapportera aux axes primitifs, en changeant respectivement,
dans son équation z, y en x=—a/, y -y’

On remarquera, au surplus, que, dansle développoment des puis-
sances et produits de puissances des binomes 2/~+2 , y/-ty, on peut
rejeter les termes de plus d'une dimension en # , §, attendu qu’on n’est
point dans le cas d’en faire usage. Sil'on rejette également les termes
indépendans de ces deux variables, et que, dans ce qui restera, en
change respectivement z, y en z—a’ , y—y’ , on aura immédiatement
Péquation de la tangente au point (2/,4/), rapportée aux axes
primitifs, et de laquelle on conclura facilement celle de la normale
par le méme point.

Appliquons ce procédé a lecllipse ayant pour équation

%2 y? .
pria b (4)
Nous aurons d’abord

(@'4-x)? | (e
a? + b2 =t

-

puis, en développant;
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o= x_/z+__l)+m'x+"“
+2—Z:1+.....

Parce que le point (27, y) est sur la courbe , on aura

x/2 J’/’
e = ©y

et 1’équation de la tangente, rappertée aux axes primitifs, sera

2/ (2 ==x") +y’(y'—y’)

=0
a? b2 ’

ou simplement, en vertu de la relation (5)

xl/x y ( 6)

—_— - =I.

Q2 bz
On en conclura, pour celle de la normale par le méme point

X! !
—=r (7)

a2
o I%

Nous ne disons rien du cas ol il s'agirait de mener & une courbe
une tangente ou une normale par un point qui lui serait étranger,
attendn que ce second probléme se raméne facilement au premier.

On voit , par ce qui précéde , que si les équations de deux
courbes qui passent par loriginé se ressemblent seulement dans les
termes du premier ordre, quelque différence qu’elles puissent pré-
senter d’ailleurs , ces courbes auront en ce point la méme tangente
et la méme normale. Il n’est pas méme nécessaire pour cela que
les deux équations se ressemblent dans leurs premiers termes ;
car, si

Tom. 1X, 19
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o=azx+fry+gz*t } ®
by +hy 4.

est I'dquation d’une courbe, I'équation de sa tangente par l'origine
sera

azt-by=o ; (9)

de sorte que cette courbe aura la méme tangente en ce point que
la courbe (1), si seulement I'équation (g) a lieu en méme temps
que Déquation (2); c’est-a-dire, silon a seulement

A B

— T — I

e b ( 0)

Deux courbes quni ont une méme tangente en un méme point

sont dites elles-mémes zangente I'une i lautre en ce point. On

voit,, par ce qui précéde , qu’une infinité de courbes différentes
peuvent avoir la méme tangente.et la méme normale au méme point.

Si T'on veut mener une tangente i la courbe (1) par le point
(#’,y’), on écrira d'abord

o= A&/ F(2/4a)(y 4y CladaV 4.

+B(y'+y) +H(y'+y) ..
puis , en développant,
o=Ai/'+Faly'4Gx*~..... 4+ B g
—~+-By! +H)f“+.....+ Fy't A+ Fa' | ..

G262/ S2Hy/ | ...
S SRTTTS B S + ...

, en premier licu, ’équation de condition,

on aura donc
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o=dAdz/+Fa'y'4Gz*4....
~+By’ +Hy/ ...

(11)

et Péquation de la tangente sera
o=(A4Fy'4-2Gz'~+...)(x==2') 4 (B} F. a2 Hy'~-..) (y—y)
ou, en ajoutant le double de I'équation (11) et réduisant

o=A(a+z2")+Flzy'+yz')426za/+......

(12)
+B(y-+y) - 2Hyy/~.....

Quant & I’équation de la normale , par le méme point , elle sera (3)

2! - =y . 3
A Fy'oGa'druss  BefeFa/fe2Hylofvoo * (x3)
§. 2.

Des contacts dans les courbes & double courbure.

En prenant pour origine des coordonnées rectangulaires l'un
quelconque des points d’une courbe quelconque i double courbure ,
on peut toujours , soit immédiatement soit, s’il est nécessaire, par
le développement en série, amener la courbe & étre donnée par le .

systéme des deux équations
o=Az+Dyz+4Gz*+...
~+By-+-Ezz-Hy ... (1)
FCz+4-Fzy -+ Kz*+t..e
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o=dz4+D'yz+6Gy* ...
~+B'yE' za+Hy* ... (1)
A Clz Flay 4K 2.

ou par toutes autres équations déduites d’une combinaison quelconque
de ces deux-l3. A la vérité, lorsque les seconds membres de ces
équations seront des séries indéfinies , elles ne pounrront étre em-
ployées , avec sécurité, que pour des portions de la courbe assez
_ voisines de l'origine pour que la petitesse de #. ¥ et z rende les
séries convergentes ; mais ce n’est justement que pour de telles portions
de la courbe que nous nous proposons d’en faire usage..
Lorsqu'on ne considére donc que des points de la courbe trés-
voisins de lorigine, on peut, sans erreur sensible , négliger, dans
les équations (1, 1/), les termes de plus d’une dimensionen z, y, z;
d'od il suit que, plus la portion de’ courbe que I'on considerera,

3 partir de lorigine , sera petite , et plus aussi cette courbe approchera
de se confondre avec la droite ayant pour équations

A 248 y+C z=o0 , (2)

P

A'z~+Bly4-C'z=0 ; (2%)

elle se confondra donc rigoureusement & l'origine avec cette droite,
qui en indiquera exactement alors la direction ; c’est donc une

A

tangente 4 la courbe , en ce point. (*)

(*) En posant

x=qar , y=br, z=cr , ()

avec la condition

ert-bior=t ®

qui donne
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On voit donc que, Jorsquune courbe & double courbure passe
par lorigine, on obtient les équations de sa tangente en cc point,
en cgalant simplement & zéro, dans les équations de la courbe,
lmsemé/e des termes dune seule dimension par rapport auz
coordonndées '
Ayant ainsi la tangente d la courbe ; par Dorigine, rien nest
plus facile que d’obtenir son plan normal, par le méme point ;
I'équation de ce plan sera

(BC'—CB a4 (CA'—AC )y4-(AB'—BA)z=0 . (3)

Tout plan qui passc par une tangente 4 une courbe & double
courbure est dit tangent a cetic courbe; et toute droite tracée sur

wrfyra=rt @)

les équations

e z .
i @

als

seraient celles d’ane sécante quelconque , menée par l'origine, et r serait Ia
longueur de la corde interceptée , a partic de ce point. Mettant ensuite les
valeurs (2) dans les équations (3, 1/) et divisant par r; elles deviendraient

o=(A a+4Bb+Cc)4(D be+E cat Fab4G a*-Hb*~4-K c*)rdcnd
o=(A'a+4Bb~4Clc)4-(D'bct E'cad-Fab4Gla~-Hb2-Kic)r-fiiu.

mais , pour que lasécante devienne tangente , il faut qu'on ait r==0; on a donc

aussi alors

Aa4Bb+Cc=o , Aat-Bo4-Cle=o0 ;
équations qui, combinées avec (9), donment, comme dans le texte,
Ax4-By4Cz=0 ,

A'x+-By4Cz=o ;
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son plan normal, par le point ou ce plan coupe la courbe, en
est dite une normale ; d’'ou Von voit qu’une courbe 4 double cour-
bure a, en chacun de ses points, une infinité de normales et de
plans tangens.

S’agit-il de mener une tangente ou un plan normal 4 une double
courbure , par l'un quelconque (#/, y/, 2/) de ses points; on y
transportera d’abord l'origine, en changeant respectivement, dans
les équations de la courbe, z, ¥, z en a/~4z, y'+y , 2z,
I'ensemble des termes indépendans de z, ¥, z dans les équations
résultantes , égalé A zéro, donnera les deux équations de condition,
exprimant que le point (2/, y/, 2’/) est sur la courbe ; et ’ensemble
des termes d’une seule dimension , par rapport aux mémes variables
égalé pareillement A zéro, dans les mémes équations, donnera les
équations de la tangente a la nouvelle origine, rapportée aux nouveaux
axes ; on la rapportera aux axes primitifs , en changeant respectivement ,
dans ses équations, z,y, z en ¥—a’, y—y’, z—z'.

On remarquera encore ici que, dans le développement des puis~
sances et produits de puissances des binomes a4z, y'+ty , 2/+z,
on peut rejeter les termes de plus d’une dimension en z, ¥, z;
" et que, si l'on rejette en outre les termes indépendans de ces variables ,
en changeant respectivement , dans ce qui restera, #, y, z en 2—a’,
y—y’, z—2/, on aura immédiatement les équations de la tangéme
au point (z/, ¥/, z/), rapportée aux axes primitifs, et desquclles
on conclura facilement celle du plan normal, par le méme point.

Appliquons ce procédé & la courbe intersection de deux ellipsoides

de méme centre dont les diamdtres principaux coincident. Soient
leurs équations

x2 2 z?

x 2 z?
—_—— /
wta = “

nous €crirons d’abord
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(x'4-x)2 + 'y + (422

a? b2 €2,

4

o 2 £ o O

a’z b2 o =

puis, en développant;

a2 y'2

o=( DAL+ T ) p WY 2

o= x/2 y’= z/? 2x/% 2y 'y | 2z'z
( gl b;:‘ +-—/; i 4 + + _+uu

Parce que le point (2/, 3/, z/) est sur la courbe , neus aurcns
d'abord les deux équations de condition

xl2 jlz /2
aT+ =1 ()
iz oy o
pry + " -+ prleh (5)

et les équations de la tangente , rapportée aux axes primitifs,
seront

a"’(w x') +y,() J’)+z'(z—z’) =0
VYo

az o2 c?

W(e=al) | yly=—y) | 2(z==z))
+ + =03

ala hia P

ou simplement, en vertu des conditions (5, 5)

x'x ¥y 2z

:—;-f-';;-'}—::—r. (6)
/ N o

Ty (6)
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On en conclura (3), pour celle du plan normal par le méme
point

Km—x’
a2g? (6 Scll—czb’ ,)

—
+b 2572 020/ mmp213) Z_;ll +c 3¢72(@ 25/ 2mmp2 a’?) z -;-,zl = (7)

On voit, par ce qui préctde , que, si les équations d’une courbe
passant par lorigine ressemblent sculement i celles d’une autre
courbe , passant également par l'origine , dans les termes du premier
ordre ; quelque différence qu'elles puissent présenter d’ailleurs, ces
deux courbes auront en ce point la méme tangente et le méme
plan normal. Il n’est pas méme nécessaire pour cela que les deux
couples d’équations .se ressemblent dans leurs premiers termes;
car, solent

o=azx-tdyz4ga’+....
+oytezzthy . 2 )
d-czd-faythz ... S

o=a/zd/yz4-g'z* 4.
byt ezxA-ly . ) (8)
otz faytkie ..

les deux équations d’une courbe, les équations de sa tangente par
Vorigine seront ’

a 2= y-fcz=o0 , ()
a'ztbly+tc'z=o0 ; (9")

de sorte que cette courbe aura, en ce point, la méme tangente
que la courbe (1), si seulement les équations (9, Q") ont lieu
en méme temps qué les équations (2, 2/) ; ce qui entraine la
double condition

BC
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BC/—C5r CA—AC _ AFE'-—BA!

(10)

b~ ! cal=—ag! ad!—uod!,

Deux courbes qni ont une méme tangente en un méme point sont
dites ellcs-mémes zangentes 'une a Taatre en ce point. On voit,
par ce qui précéde, qu’une infinité de courbes différentes peuvent
avoir la méme tangente et le méme plan normal au méme poiat.

Si lon veut mener une tangente ‘a la courbe (1, 1) par le '
point (2/, ¥/, z/), on écrira dabord

o =A(&/+2)FD(y'+ y) (') 4 C o' +-2) 4.
By /-y ) () -y Ay e
A Cl/4=2)F-F (a' 2y 4y)+K (s/+2)

=A@z} +Dyy) (e +2)4 (&2 e

+B/(y'+ y) 4B/ (&2 (3 -2) - Hy -y et

+C/( e 2)+F 'z )y Ay )+ K/ (s +2) e

Développant et posant les équations de condition
o=Az'Dy’z/4G=z"* e
—+By'+Ez/z'4Hy/*-.... (11)
- Cz'A-Fa'y/ 4 K ...
o=A'z/+ Dy 4Gz ...
By Bz x4 Hly* ... (117
- C /2!yl K 2 .

les équations de la tangente, rapportée aux axes primitifs , seront
Tom. I1X. 20
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o=(A~+Ez'+-Fy't-2Gz/~+-....)(2—z")
“+(B4-Fa'+-Dz/4-2Hy! 4. )(y—y')

H(C--Dy'+Ea'+2K 2/ )(z—2")

o=(A'+E' 2+ Fly!}26/a/..) (x—a")

HBAF2/4 D2 2y A Xy —y)

A{C/4-D'y/' 4 E'x'42K'z/ +....) (5 —2')

ou’, plus simplement, en leur ajoutant respectivement les produits
par 2 des équations (11, 11’), et réduisant

o=A(z¥)4D{yz'}zy) +2Grz/+.....
B y4y)E(za/+zz)42Hyy/ ... "\ (12)
~+C(z4-z)F(xy' 4 ya') 42K zz/+-.....

o=A/ (x4 YD yz't2y' V426 55/ ... l
A-B/y -y )+ Bz 12 Hlyy o} (12)
+C/z+42") - Fl(xy'Fya)+ 2K/ zz !

Quant 4 Téquation du plan normal‘parile méme point, elle
sera (3) '
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+[2(BK/—K B))—(CD/'—DC"Y] 2/ 4-....

(BC'—CB)+[ (BE'—EB/\—(CF'—F€) jx’-{-.....’ (
—[2(CH'—HC))—(BD'—DB/)y/4-....

3 +[2(C6/'—GC)—(AE'—E 4" ]a/...]

TACA~ACY) [ (CF—FC)—(AD'—D ANy 4ol ly—y ) bz0. 1)

! —[2(AK/'—K A\ —(CE'— EC’)]2/+....

[ 2 AH/—HA")—(BF —FB"]y/4...]

+{(AB'—BA/\4 [ (AD/'—DA)y—(BE/'—EB] e/ (2— 2/
—[2(BG/—GB/)—(AF'—F A" z/+..]
§. 3.

Des contacts dans les surfaces courbes,

En prenant pour origine des coordonnées rectangulaires I'un quel-
conque des points d’une surface courbe quelconque , on peut tou-
jours, soit immédiatement soit, s'il est nécessairc , par le dévelop-
pement en série , amener cette surface a étre donnée parl'équation

o=dAx+Dyz+Gz*+....
“+ Byt Ezx+Hy*.... (1)
+Cz+4Fry+4-Kz*—-...

A la vérité, lorsque le second membre de cette équation sera une
série indéfinie , elle ne pourra étre employée , avec sécurité , que
pour des portions de la surface courbe assez voisines de l'origine
pour que la petitesse de  , y et z rende la série convergente ;
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mais ce n'est justement que pour de telles portions de la surface
courbe que nous nous proposcns d’en faire usage.

Lorsqu’on ne considére donc que des points de la surface trés-
votsins de lorigine, on peut, sans erreur sensible , négliger, dans
I'équation (1), les termes de plus d’'wne dimension, en z, ¥, z;
d’ou _il suit que , plus la portion de surface que l'on considerera ,
a partir de l'origine , sera petite , et plus aussi cette surface approchera
de se confondre avec le plan ayant pour équation

Az4-By+Cz=o0 ; (2)

elle se confoudra donc rigoureusement A l'origine avec ce plan,
gni en indiquera alors exactement la direction ;

c’est donc un plan
tangent a la surface courbe en ce point.

Soit une aatre sarface courbe quelconque , passant aussi par
Porigine , dont I'équation soit

o=az+tdyz4-ga*....
F-bytezx by -t... o (V)
oz fay+kz .

Cette surface coupera la premidre suivant une courbe plane ou 2
double courbure, dort la tangente & lorigine sera (§

2 ) donnée
par le systeme de D'équation (z2) et de I’¢quation

av4byt-cz=o . (2)

Or, que la surface (1/) varie comme on voudra, ca passant tou-
jours par Porigine, la section qu’elle détermine sur la surface (1)
variera également; mais, des deux équations (2, z’), il n’y aura
au plus que la derniére qui variera; d’ou Pon doit c/m.luxe que

, par Vun que}conqne des points d’une surface coulbe , on fraee,
a \'olonté , tant de courbes qu’on voudra , sur ‘celte ‘surface , les
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tangentes & toutes ces courbes en ce point seront toutes situées sur
le plan tangent & la surface courbe en ce méme point.

De 1d on peut conclure encore que si, par un méme point d'une
surface courbe , on trace sur cette surface deux courbes quelconques,
et qu'on leur mene ensuvite des tangentes en ce point, le plan
qu'on fera passer par ces deux tangentcs serale plan tangent & la
surface courbe en ce méme puint.

On voit, par ce qui précdde , que, lorsqu’une surface courbe
passe par Lorigine , on obtient ['équation de son plan tangent , cn
dgalant simplement & zéro, dans son équation , Vensemble des termes
dune seule dimension , par rappoert aux coordonnées.

Ayant ainsi le plan tangent a la surface courbe par Dorigine,
rien n'cst plus facile que d’obtenir sa normale par le méme point;
les €quations de cette droite sont '

Toute droite menée sur le plan tangent & une surface courbe,
pat son point de contact avec elle, est dite tangente & cette surface
en ce point; et tout plan passant par sa normale en est dit un
plan normal, pour le méme point; d'ot Pon voit qu'une surface
courbe a, en chacun de scs points , une infinité de zangentes et
de plans normaux.

S'agit-il de mener un plan tangent ou une normale & une surface
courbe , par 'un quelconque (a7, y/, 2/) de ses points; on y trans-
portera d’abord l'origine, en changeant respectivement , dans son
équation x, ¥, z en z/4x, ¥4y, z4z; l'ensemble des termes
indépendans de x, y, z, dans I'équation résultante, égalé 3 zéro ,
donnera I'équation de condition , exprimant que le point ( 2/, y/, 2/)
est sur la surface courbe; et l'ensemble” des termes d’une scule
dimension , par rapport aux mémes variables , égalé pareillement 2
zéro , dans la méme équation, sera Péquntion du plan tangent a
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la nouvelle origine, rapporté aux nouveaux axes ; on le rapportera
aux axes primitifs , en changeant respectivement, dans son équation ,
x,y,z en 3—z 5, y—y', z—2z’.

On voit , au surplus , que , dans le développement des puissances
et produits de puissances des binomes z/4-z , y/+y , 2/+z , on
peut rejeter les termes de plus d’une dimension en x, ¥, z; si
I'on rejette, en outre, les termes indépendans de ces variables; en
changeant respectivement, dans ce qui restera, z , ¥, z en z—2z/,
¥—y’, z—z’, on aura immédiatement 'équation du plan tangent
au point (2, y/, z’), rapporté aux axes primitifs, et de laquelle
on ‘conclura facilement celles de la normale au méme point.

Appliquons ce procédé i Vellipsoide ayant pour équation

x2 3 z2

—— r——

— = (4
bz o =I. \’*)

Nous écrirons d’abord

oI e 2 B e O

az b c? ’

puis , en développant,

x/2 y” 2x'x 2y 2z'z
( +——- — I>+ y +—...

Parce que le point (2/, ¢/, z’) est sur la

surface courbe , nous
aurons d'abord I'équation de condition

z/3

4L+ ©)

et 1’équatiqt_x du plan tangent , rapporté aux axes primitifs, sera
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a:’(x-—x’) +.7’(7—.}") + z/(z==z') =o0;
b2

a2 c?

ou simplement, en vertu de la conditien (4),
x'x  yly zlz
=t ra = ©)
on en conclura (3) , pour les équations de la normale , par le

méme point

=t 22 (7)

x! ¥ z!

K2/
2

a

On voit, par ce qui précéde , que , si les équations de deux
surfaces , passant P'une et l’autre par l'origine, se ressemblent seu-
lement par les termes du premier ordre, quelque différence qu’elles
puissent présenter d’ailleurs, ces deux surfaces auront en ce point
le méme plan tangent et la méme normale. 1l n’est pas méme
nécessaire pour cela que les deux équations se ressemblent exac~
ment dans leurs premiers termes ; car, soient (1, 1’) les équations
dont il s’agit; (2, 2) seront respectivement les équations des plans
tangens aux deux surfaces; et pour que ses plans se confondent,
il suffira qu’on ait

—

A B C
e b ¢

‘ (®)

Deux surfaces courbes qui ont un méme plan tangent en un méme
point sont dites elles~-mémes zangentes U'une i l'autre en ce point;
et il en est de méme pour les courbes résultant de leur section
par un méme plan quelconque conduit par ce point. On voit donc
qu’une infinité de surfaces différentes peuvent avoir le méme plan
tangent et Ja méme normale au méme point.
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Si 'on veut mener un plan tangent & la surface (1), par le
point (2/, ¥/, z/), on €crira d’abord

o= (' 42+ Dly'+y )&/ +2)H G+ 4
By 4y ) E(e/+2) (2 4-2)+ H(y 'y e
- C(/ A2} F ') (y )+ K (1 0o
Développant et poéant Péquation de condition |
o=Az/4Dy'z/'+Gz"*4-.....
~-By/~4-Ez z/~-Hy/*4-..... (9)
+C/+Fa'y'+ K7/ ...
L’équation du plan tangent, rapporté aux axes primitifs, sera
0=(A+E{’+Fy’+20.z/+ ..... Ya—2z)
- (B~4Fz/+Dz/4-2Hy 4. (y—y')
AH(C+HDy/-Eai4a K/ 72— 1)
ou, plus simplemet;t , en lui ajoutant le double de I'équation (q)
et réduisant
0==A(x—l—x’)-{-D(yz’—l—{y’)+2.Gx.x’—|—.....
+B(y-+y )H B+t 2 Hyy . | (10)
FCaAH)TFlay +ya)+2K22 e S
Quant aux équations de la normale, par le méme point, elles seront (3)
p——
A4 Ez4 Fy'g-2Ga'f....

— =y . (11)
" B4-Fx'4Dz'2Hy'+....

Z !

= CYDytExqaKatm

SecTIOoN 1L
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SEcTtIioN 1l

Des contacts du second ordre.

Dans la précédente section , nous n’avons présentd aucun résultat
qu'on ne sache aujourd’hui obtenir sans rien emprunter au calcul
différenticl ; et nous n’avons fait simplement qu’offrir, pour parvenir
3 ces résultats, des mcthodes qui nous paraissent, 3 la fois, plus
simples et plus naturelles que celles qu’on a coutume d'uppliquer
a leur recherche. 1l n’en sera pas de méme, dans la présente section,
ol il sera question des centres et rayons de courbure , cercles et
plans osculateurs, développées et lignes de courbure; et il n’est pas
i notre connaissance que ces divers objets aient été traités jusqu’ici,
d’une maniere simple, par les procédés de I'analise ordinaire.

Nous suivrons dailleurs ici la méme marche que dans la section
précédente ; c’est-3-dire , que nous traiterons successivement de 1'os-
culation dans les courbes planes, dans les courbes & double courbure

et dans les surfaces courbes.

§ 1.

De Posculation dans les courbes planes.

Si I'on congoit qu’une droite indéfinie se meunve sur le plan d'une
courbe plane donnée quelconque , de manitre i lui étre constamment
normale ; la courbe enveloppe de l'espace parcouru par cette droite,
c’est-a-dire , la courbe a laquelle , dans son mouvement, elle ne
cessera pas d’étre tangente, est ce qu'on appelle la développée de
cette courbe donnée, laquelle, & Iinverse, en est appelée la déve-
loppante. On les a ainsi nommées parce que, si l'on congoit quun
fil soit d’abord appliqué le long de la développée , et qu'on le
développe ensuite en le tenant toujours tendu, Fun de ses points
parcourra évidemment la développante. Quant 2 ses aulres points ,

Tom, IX,n° ¥V, 1.°% novembre 1818. arx
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ils parcourront aussi des courbes qui anront la méme développée
que la courbe donnee d’ou I'on voit qu'd une méme courbe donnée
doivent toujours répondre une développée unique et une infinité
de développantes.

En considérant sous ce point de vue la génédration des courbes
planes, on voit qu’en chaque point d’une courbe , le point décrivant
se trouve dans le méme cas que sl allait décrire un cercle ayant
pour centre le point de contact de la développée avec la normale
au point dont il s'agit, et pour rayon la distance entre ces deux
points. Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle osculateur de la

courbe en ce point : son centre et son rayon sont dits le centre

et le rayon de courbure de cette courbe pour le méme point
parce quen effet la courbe a en ce point une courbure égale
celle de son cercle osculateur.

On est donc ainsi conduit A considérer toute courbe plane comme
formée d'une infinité d’arcs de cercles infiniment petits se touchant
consécutivement , et variant sans cesse de rayon

; auquel cas la
développée est le licu des centres de ces arcs. Cela revient encore

4 considérer la courbe proposée comme Penveloppe de I'espace par-
couru par un cercle mobile, de rayon variable, dont le centre parcourt
sa dcéveloppée et dont le rayon croit ou décroit constamment d'une

quantité égale a la longueur parcourue sur cette derniére courbe
par son centre.

Lorsqu'un cercle cst simplement tangent 4 une courbe en Vun
de ses points; c'est-a-dire, lorsque le cercle et la conrbe ont en
ce point une méme tangente, ce qui exige que ce cercle ait son
centre sut la normale ; si d’ailleurs ils sont situés du méme coté
de celte tangente commune , ou, en d’autres termes, s'ils ont leurs
courbures tournées dans le méme sens ; le cercle passera entre la
courbe et sa tangente, ou bien ce sera au contraire la courbe qui
passera entre lui et cette tangente , suivant que la courbure de
cette courbe , en ce point, scra plus grande ou plus petite que

celle da cercle, c’est-a-dire, suivant que le rayon de courbure dé
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la courbe en ce point sera moindre ou plus grand que celui du

cercle ; mais , lorsqu'il s'agit du cercle esculateur , la courbure

?
variable de la courbe se trouvant, au point de contact, exactemeny
égale 4 la sienne, cette courbure devra lui étre supérieure d’un
coté de ce point et inféricure de lautre ; ainsi, tandis que , d’un
¢oté du point de contact, le cercle passera entre la courbe et sa
tangente , de lautre c6té de ce point, ce sera la courbe , au
contraire,, qui passera entre cette tangente et lui; c'est-a-dire, que
le cercle osculateur de l'un des points d’une courbe coupe et touche
2 la [ois cette courbe en ce point (*); il est évident, en outre,
qu'il est le seul , entre les cercles tangens, qui puisse étre dans
ce cas.

Soient mendes a une courbe quelconque deux normales , 'une fixe et
l'autre mobile; elles toucheront sa développée en deux points distincts ct
se couperont elles-mémes en un troisi¢eme point. Mais , 2 mesure quela
normale mobile se rapprochera de la normale fixe , deux de ces points
tendront sans cesse 4 se confondre avec le troisi¢me, et ils se confon-
dront, en effet,en un seul qui sera le centre de courbure répondanta la
normale fixe , lorsqu’enfin la normale mobile se confondra tout-a-fait
avec elle. Le calcul , appliqué a ces considérations, va nous conduire
simplement 4 la déterminatiou du centre de courbure d'une courbe
quelconque en l'un quelconque de ses points, d’ot il nous sera
facile de conclure le rayon de courbure et le cercle osculateur.

Reprenons 1’équation

o=Az+t+FzytGz* ...

- (1)
~+ By ~+Hy*—-....

(*) Il faut en excepter les points de la courbe ol sa courbure est maximum
ou minimum ; mais ceci rentre dans la théorie des points singuliers, que nous
avons précédemment dcarlée,
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exprimant une courbe plane quelconque , passant par l'origine des
coordonnées. Nous avons vu ( SECT. I, §. 1. ) que les normales i
cette courbe par lorigine et par le point quelconque (2/, y/), avaient
respectivement pour équations

x
T 5 3
E s _ y-—yl . ( ] 3)
A4-Fy'42Gx'gr.a  B4-Fa'4-2Hy'4.... ’

sous la condition

o=Ax'4-Fa'y'4+Gz*+-.....
(12)
~+By/ +Hy”—l—.....

On aura donc l'intersection des deux normales en considérant comme
équations d'un méme probléme déterminé en =z, y ; soit le systéme de
deux équations (3, 13) soit tout systéme de deux équations déduites
d’'une maniére quelconque de la combinaison de ces deux-la. En y
chassant les dénominateurs elles deviennent respectivement

Ay—Baz=o, (14)
(A4-Fy'~+ 262'4-....)y —(B+-Fa'4-2Hy'+....)x
=(A+Fy/42Gz'+-.....)y' —(B-4Fa'4-2Hy'4....) " ;
dont la dernitre, en vertu de Vautre , se réduit i

(Fy'd2Gz'.)y —(Fa'4-2Hy!4...)x

(15)
={A+Fy'+t262'+ ..y —(B+Fa/2Hy/+ ... )2 ;

on pourra donc , dans la recherche de Vintersection des dcux
normales , substituer au systéme des équations (3, 13) le systéme
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des équations (14, 15), lesquelles , pour ce point, ont lieu en méme
temps qu’elles.

Mais , & mesure que le point ( 2/, y/) se rapprochera de l'origine ,
la derni¢re tendra sans cesse a se réduire 3

(Fy'+26G2)y — (Fa'+2Hy )a=Ay'— Bz’ ,
ou

(A—Fy+-2Hz)y'=(B—Fa+426G)z’ ;

d’un autre c6té, dans les mémes circonstances, I'équation de con-
dition (12) tendra de plus en plus a devenir simplement

Ax'4By'=o0 ;

au moyen de laquelle on pourra éliminer 4 la fois 2/, y/ de 'autre
qui se réduira ainsi &

A(Ad—Fy+aHz)A-B(B—Fz+26Gy)=o0 ,

ou bien
(2dH—BF)z4(2BG—AF)y+4(A*+B*)=o0 . (16)

“Ainsi, lorsque les deux normales seront fort voisines, leur point
d’'intersection sera sensiblement donné par le systéme des deux équa-
tions (14, 16); il le sera donc rigoureusement , lorsque ces deux
normales se confondront, puisqu’alors 2/, y/ seront rigoureusement
nuls ; il est donc vrai de dire que le centre de courbure & l'origine
est donné par le systéme des deux équations (14, 16). On en
tire , pour les coordonnées de ce centre

_ AA*4-BY _ B(A*4-B) (17)
T N(CBi—FAB4HA» ' VT T 2CB—FAB4HAY 7

Ce sont donc 1 aussi les équations du point de contact de la dé-
veloppée avec la normale a Porigine.
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Si I'on représente par I le rayon de courbure de la courbe (1),
pour le méme point, on aura

B=y wgy

c’est - 2 - dire , en substituant

B —_ (A2 +Bz)%
2(GbimmbF A B4-H. %) (1 8)

En conséquence, le cercle osculateur aura pour équation

(BB
cb—rabgns —° O (19)

2y

(" Si l'on mene une sécante & une courbe plane par deux de ses points
et si l'on conceit que 'un de ses points se rapproche sans cesse de lautre,
en suivant le cours de la courbe, et en entralnant avec lui la sécante qui tournera
ainsi autour de ce dernier ; lorsqu’enfin ces deux points se confondront, la sécante
deviendra tangente.

Pareillement , par trois points quelconques pris sur une courbe , soit fait passer
un cercle ; et concevons que le second de ces points vienne joindre le premier ,
en suivant le ‘cours de la courbe, et entrainant avec lui le cercle qui consé-
-quemment variera a la fois de siluation et de grandeur ; lorsque ces deux points
se confondront, le cercle sera simplemnte tangent a la courbe. Si ensuite le
troisieme point vient joindre les deux autres, sous les mémes conditions, lors
quil les aura atteints , le cercle tangent sera osculateur.

Voila pourquoi on considére la tangente et le cercle tangent comme ayant
avec la courbe deux points communs qui se confondent en un seul; et voila
aussi pourquoi on considére le cercle osculateur comme ayant avec la courbe
trois points communs qui se confondent également en un seul.

Cela revient évidemment a considérer la courbe comme un polygone d'une
infinité de cotés ; sa tangente comme le prolongement de l'un de ses cdtés ;
ses cercles tangens comme des cercles qui ont ce c6té pour corde commune

‘et erfin son cercle osculateur comme un cercle qui passe par trois de ses sommets
consécutifs,
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Veut-on présentement avoir le centre et le rayon de courbure
d’une courbe quelconque, en I'un quelconque (27, y/) de ses points;
on y transportera d’abord l'origine , en changeant respectivement ,
dans I'équation de cette courbe # , y en 2’4z, y/4y; on [era ensuite
le développement des puissances et produits de puissances de ces
deux binomes, dans lequel on pourra négliger dailleurs les termes
de plus de deux dimensions en #, ¥. Egalant ensuite 3 zéro I'ensemble
des termes indépendans de ces deux variables, on aura I’équation
de condition qui exprime que le point (2/, y’) est surla courbe;
le surplus de I'équation transformée se trouvant alors de méme formie
que Yéquation (1), on égalera séparément , dans l'une et dans
l'autre, les coefliciens des termes correspondans ; ce qui donnera
les valeurs de 4, B, F, G, H, en fonction de 2/, y/ et des
constantes renfermdes dans DPéquation de la courbe dont il s’agit.
Ces valeurs ¢tant enfin substituées dans les formules (17, 18), le
centre ct le rayon de courbure de la courbe pour le point (27, y/)
se trouveront déterminds. Mais , comme le centre de courbure se
trouvera rapporté aux mnouveaux axes, il faudra, pour le rapporter
aux axes primitifs , changer respectivement , dans ses équations,
x,y en x—al, y—y’.
Appliquons ce procédé & Dellipse déja considérée précédemment,
et ayant pour équation

3"2 y: _
— +7;‘ =I. (4)

Nous aurons d’abord

I;

(x'4-2)? + o _

a? b2

développant et posant, comme alors , la condition

xla ylz
wta = )

il viendra
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2x! 1
— 2
o= _az x+ —03 X

2y! X
-+ e ‘}"+‘b-; ¥
Comparant cette dernitre équation , terme 3 terme , avec I'équa-

tion (1), nous aurons -

2x/ ) I
.A--—a-;- > F=O, G=a—=’

2y’ 1
.Bﬁ-‘-'z;- » I’l—-z-z 3

ap=4( 4+,

CB—FAB+HA = - (%" +-§—> ;

azb> a*

/

ou simplement, en vertu de la relation (5)

4

—_—
ab2 ?

GB*—FAB+4HA*=

substituant enfin ces valeurs dans les formules (17, 18) nous au-
rons , d’'abord pour le rayon de courbure,

22 2\ L
R=a)" (-;—i—-‘%- SN (20)

et ensuite pour les équations du centre de courbure , rapporté aux

axes primitifs ,
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x/z J:/z xl2 »)'/'2
=/ =brg/f - L PIVISRUR POVY A T )
aé + b+ 4 y—=y y at + ba

. . -
de ces derméres, on tire, en transposant,

i Cat )/ B B C R ]

mettant pour 1, dans I'une et dans l'autre, sa valeur donnée par
la relation (5) , elles deviendront, en réduisant,

Q2e=bp2  x/3 D 2emmg 3 y/S
r= - —_ = P 22
2 PR Y 5 2 7 ( )

ct telles sont les équations du centre de courbure, pour le point
(«/, y/) de la courbe (4), réduites & leur forme la plus simple.

Ayant ainsi obtenu les équations du centre de courbure d’une
courbe , pour l'un quelconque (z/, y/) de ses points, rien n’est
plus aisé que d’obtenir I'équation dc la développée de cette courbe;
il ne s’agit en effet pour eela que d’éliminer 2/, y/ entre les équa~
tions de cc centre et l’équation de condition qui exprime que le
point (7, y/) est sur la courbe.

Ainsi, dans I'exemple qui vient de nous occuper , on tire des

équations (22)
x! _ ax ?‘
S =) =

valeurs qui, substitudes dans I'équation (5), donne pour I'équation
de la développée de la courbe (4),

(az—b=> (al—b) =I- (23)

Si I'on prend pour axe des x la tangente méme 3 la courbe par
p p & P
U'origine; auquel cas l'axe des y en sera la normale, I'équation

Tom. 1IX, aa
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-

Ax+By=o0 (2)

de cette tangente devant glors se réduire 3 y=o0, on devra avoir

A=o ; ainsi, si I'équation d'une courbe passant par l'origine est
de la forme

o=By+4-Fazy+Gz*4-...

(24)
+Hy* ..

I'axe des x sera une tangente & la courbe, le centre de courbure
répondant A Vorigine sera sur l'axe des y, et le rayon de courbure
répondant au méme point aura (18) pour expression

= - (25)

Si I'on veut savoir comment la courbe est coupée par une paral-
Itle 3 la tangente trés-voisine de cette droite, il faudra supposer
y sensiblement nul dans l'équation (24), ce qui, en ne faisant

attention qu'aux deux plus petites valeurs de #, réduira sensible~
ment cetle équation &

Gz*=o ;

ce qui revient a dire qu’une corde infiniment petite, paralléle & la
tangente , a son milieu sur la normale (*).
Les principaux points de la théorie que nous venons de développer

sont un des résultats les plus importans des travaux géométriques
de Huygens.

(* On aurait pu parvenir immédiatement et d’une maniére trés-simple 3 la

formule (25), en supposant des Pabord laxe des x tangent a la courbe |
on 4=,
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De l'osculation dans les courles ¢ double courlbure.

Concevons que, par la tangente en 'un des points d’une courbe
4 double courbure, et par un autre quelconque des points de cette
courbe I'on conduise un plan, lequel sera tangent a la courbe au
premier de ces deux points; concevons que le dernier de ces deux
points se rapproche peu & peu du premier, en suivant le cours de
la courbe, ct en entrainant avec lui le plan tangent, qui tournera
ainsi sur la tangente. Lorsqu’enfin lc dernier’ point aura atteint le
premicer, le plan tangent se trouvera avoir acquis une position dé-
terminde trés-remarquable , et dépendant uniquement de la courbure
de la courbe au point de contact. C’est dans cette position qu’il est
dit le plan osculateur de la courbe en ce point.

On voit par la génération du plan osculateur que, pius un arc
de la courbe, ptis & partic du point de contact , scra petit et plus
aussi cet arc approchera de se confondre avec ce plan, et consé-
quemment d'étre un arc de courbe plane tracé sur le plan oscu-
lateur ; cet arc se confondra donc tout-a-fait avee ce plan, lorsque
sa longueur sera nulle,

On est donc conduit far-12 & considérer toute courbe & double
courbure comme formée d’'une infinité d’arcs de courbes planes ,
consécutivement tangens les uns aux autres , et situés dans des plans
variant sans cesse de position. Les plans de ces arcs sont les plans
osculateurs de la courbe en ses différens points. Il est évident , d’aprés
cela, qu’une courbe plans n’a, pour tous ses points, qu'on seul et
méme plan osculateur, qui est le plan méme de cette courbe.

Appliquons le calcul & la recherche du plan osculateur, suivant
le mode de génération que nous lui avons assigné, Reprenons les

deux équations géndrales
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o=Az+Dyz+Gz*~+-....
+By+Ezz+Hy +.... } (1)
~+Cz+Fay+Kz*--...
o=A'z4-D'yz4-G'y*~+....
+B’y+E’zx+H’x‘-:l-‘... (1)
+Clz4-Floy+K/z* ...

d’une courbe & double courbure passant par l'origine des coordonndes ;

et dont nous avons trouvé la tangente au méme point donnée par
les deux équations

A z+4+B y+C z=o , (2)

A'z+ Bly4Clz=o0 ; (2)
Par cette tangente et p.ar un point quelconque (27, ¥/, 2/) pris

sur la courbe , soit fait passer un plan ; I'équation de ce plan
sera évidemment

(A'x'+B'y!4-C'z") (Ax+By4Cz)=(Ax'}+By'4-C2/) (A x+B'y4C'z). '(22)

En effet, il est d’abord évident que cette équation est celle d’un
plan ; il n’est pas moins évident que ce plan contient la tangente
a lorigine , puisque le systtme des équations (2 , 2/) satisfait a
Péquation (22) ; enflin, cette équation (22) est encore satisfaite par
les valeurs @/, y/, z/ de x, ¥, z; ce qui prouve que le plan
quelle exprime contient le point (a7, y/, z/).

Or, comme ce point est sur la courbe (1, 1/), on doit avoir,

comme nous l'avons d¢ji observé , dans la précédente section, les
deux équations de condition
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0= Aa/+Dy’'z/'+ Gz +-....
+By'+Ez/a/+ Hy ... ) (11)
- Cz'-Faly/ 4 Kz/*....
0=A’x’+D’y’z/+G’x“+ ......
~+Bly/E 2 ' H y ... (1)
+C 2y K 2

au moyen desquelles I'équation (22) pourra étre changde en celle-ci

(23)

(Dly'z! 4Lz x4 Flaly! 4 Glacl 2= Hly 12 K/ 21241 00.) (A 4B y4-C 2)
=(D y/'z'+-E z'&/ - F x!y!4=G /- H y/>4- K z/240rses) (A'x-Bly4-C'z) ;

. . .
Mais , & mesure que le point (27, y/, 2’) se rapprochera de
I'origine , cette équation tendra sans cesse 4 se réduire

(DYy' 2" E' 2l ! Pty 4= G /2 Hly 2 K 1212) (A 264-B y4-C 2) §
@d

=D y'z/+-E z/ a4 F x'y! 4G x24-Hy* 4K 2/2) (A'x~4-Bly4-C'z) ;
d’un auire céte, dans les mémes circonstances, les conditions {11, 11/)

approcheront de plus en plus de pouvoir étre remplacées par les

suivantes
Ax'+By'+Cz'=o0, (25)
A'x!Byl4-Clz' =0 ; (257

tirant done de ces dernidres les valeurs de 2/, ¥/, pour les substituer
dans lautre , qui deviendra ainsi divisible par 2, et posant,

pour abreger,
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BC'—CB/'=a , CA'—AC'=b , AB'~BA'=c , (26)
Dbc+Eca+FabA-Ga*+Hb*+K c*=L (27)
D'be+E'cat-Flab+G'a*+H'o*~+-K'e* =L ; (279

ce qui donnera

Aa+Bb+€c =0 ; (28)
Aa'4-Bb/'4-Ce'=o0 , (28

on aura enfin , pour 1’quation du plan esculateur de la courbe

(1, 1), & lorigine des coordonnées
L(Ax+4-By-+Cz)=L(A'z+4DB'y-+C'z) ,

ou encore

(AL'—LA)z+(BL'—LB")y~+(CL/'=~LC(’)z=0 . (29)

On peut donc, a lorigine, considérer la courbe (1, 1/) comme
une courbe plane située dans ce plan; sa normale, pour le méme
point , sera donc lintersection du méme plan avec le plan normal
(3) dont I’équation , au moyen des abréviations (26), devient

az+by--cz=o ; (30)

éliminant donc successivement z, y, z entre les équations (29, 30),
on pourra prendre pour équations de cette normale

x — i4
b(CL/—LCy—c(BL/=LB’) ~ ¢(AL/=LA'y=a(CL/'—LC’)

= £ . (1)
a(BL/—LB/) —b (AL'—LA')
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S'agit-il présentement d’obtenir le plan osculateur de l'un quel-
conque (z’/, y/, z/) des points d’une courbe & double courbure
quelconque, on transpoertera d'abord l'origine en ce point, en chan-
geant respectivement dans les deux équations de la courbe, 2z, y, 2z
en z2/+x , y'+y, z/+z. On développera les puissances et produiis
de puissances de ces binomes , négligeant, dans le développement
les termes de plus de deux dimensions en x, y, z. Egalant ensuite
a zéro, dans chaque équation U'ensemble des termes indépendans de
ces variables , on obticndra ainsi les deux dquations de condition
qui exprimeront que le point (a/, ¥/, z/) est sur la courbe. Les
équations transformées se trouveront ainsi réduites & la forme des
¢quations (1, 1/). Egalant donc respectivement les coefliciens des
unes 3 ceux des autres, on obtiendra ainsi les valeurs de

4, B, ¢, b, £, F, 6, H, K,
A4, B, ¢, I, E, F, G, H, K/,

en fonction de &/, y/, z/ et des constantes des équations de la courbe ;
on en conclura ensuite les valeurs de a2, 4, ¢, L, L’;ct substituant
le tout dans I'équation (29), elle deviendra celle du plan escu-
lateur demandé, rapporté i la nouvelle origine ; de sorte que, pour
le rapporter a4 lorigine primitive, il faudra changer respectivement
Z,y, z en x—z’ , y—y/ , z——z/,

Appliquons ce procédé a la courbe donnée par les deux équations

4242 —4rz—3ri=o , (32)
4y* 422 +4rz—3r*=o . (32%)

eyl

O
cylindres droits égaux , d’'un rayon égal a r, et qui se pénctrent

est la courbe suivant laquelle se coupent les surfaces de deux’

de telle sorte que leurs axes sont & angles droits, et que l'axe de
chacun est tangent & l'autre. Nous aurons d’abord
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4(x' -2 42/ 42) — 4r (2 +2)—3r*=0
4y y 4ty in(z4a) =3r =0
développant et posant les deux conditions
4a*4-(22'—1)*—4r* =0 , (33)
4y ==(22/4r)*—4r*=0 ; (339
les équations transformées seront
o= 2z/x4a* o =2y/y+y:
+k2z’—-r)z+z’ ~+(2z’+r)z+z“
qui , comparés respectivement aux équations (1, 1’y, do/nneront
‘A=2a/ , B=0, C=2z/=r , D=0 , E=o , F=o , G=o0, H=1 , K=1,
A'=o0 , B'=2y’ , Cl=2z/4r, D=0 , E'=o , F'=o0, G'=1, H=0, K'=1;
de 1A on conclura
a=—2y/(22!—r) ; b=—2a'22/%7r) ,  c=4aly’";
et , par suite, en ayant égard aux relations (33, 33/),
L = 4y [ 44 (22/—r) =167/,

L'=4a"*[ 4y"* 4 (22/4-r) ] =16r2* ;
_d’ol encore

AL/~L4/=+327ﬂ1,3 > BL"—LB/=~327\35//3' .

CL/ —~LC/=16r*[22/(/* =y *)omr (2245 /%) ] = 241 3 42/*~1") ;
en
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en conséquence , I’équation du plan osculateur au point 2/, ¥/, z’)

rapporté a lorigine primitive sera (2g)
4o’ (w—a/ =4y (y—y ) 8r(427*—r*)z—2)=0. (34)

Si la courbe était plane, le plan osculateur devrait toujours étre
le méme, quel que pat étre le point (2, ¥’, z) , dont consé-
quemment les coordonnées ne devraient point paraitre dans ’équation
de ce plan; il faudrait donc qu’elles pussent en étre chassées, au
moyen des scules conditions qui expriment que le point (s’ ¥, z")
est sur la courbe ou, ce qui revient au méme , il faudrait qu’en
y substituant pour a/, y/ leurs valeursen 2/, tirées de ces mémes
équations , les termes en z/ disparussent d’eux-mémes par 'égalité
de leurs coefficiens & zéro. Ce serait donc aussi par un pareil calcul
que VPon parviendrait & assigner les relations qui doivent exister
entre les coefficiens des équations de deux surfaces, pour qu’elles
se coupassent suivant des courbes planes.

Si l'on congoit gu’une droite indéfinie se meuve dans I'espace de
maniére a demeurer constamment tangente & une méme courbe A
double courbure , cette droite décrira une surface développable dont
la courbe donnée sera l'aréte de rebroussement ;-cette surface scrait
aussi évidemment I’enveloppe de l’espace que parcourrait un plam
indéfini, constamment osculateur de la courbe ; c’est-i-dire, que ce
plan, dans toutes ses positions , ne cesserait pas de lui étre tan-
gent ; cette méme surface , licu des tangentes, peut aussi étre dite le
lieu des développantes , attendu que les développantes de la courbe
qui sont eomme elle & deuble courbure , s’y trouvent toutes situées.

Lorsque la courbe donnée est plane, il est évident que les deux
nappes de la surface développable doivent se confondre en un seul
plan qui sera le plan méme de la courbe, ou du meins celui de
Fune -de ses parties, si elle en a plusieurs ; Féquation de cette
surface devra donc étre décomposable en facteurs du premier degré,
ou du moins admettre un ou plusieurs facteurs de ce degré, ce

Tom, IX. 23
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qui offre un nouveau moyen de reconnaitre si une courbe est plane ,
du moins lorsqu’on a l'équation de la surface développable dont
elle est I'aréte de rebroussement,

Or, lorsquon a les équations d’'une tangente en un point quel-
conque (2/, ¥/, z’) d'une courhe , rien n’est plus aisé que d'obtenir
I'équation de cette surface ; il ne s’agit en effet , pour cela , que
d’éliminer 2/, y/, 2/ edtre ces deux équations et les équations de
condition qui expriment que le point (7, ¥/, z/) est sur la courbe.

Ainsi, par exemple , les deux équations de la tangente & la
courbe (32, 32/) au point (a7, y/, 2/) étant

bz’ +(;z—r) (22’—r)—4r*=o0

dyy't(aztr)edtr)—br=o

'

si 'on en tire les valeurs de a/, y/, pour les substituer dans les
équations (33, 33¢) lesquelles deviendront ainsi

{ (2z—")(2z’——r)-—-—4r’ } ;+4x’(gz’—r)’— 167z =0 ,
{atbr)(2e/4r)— 4Pt dy¥2ziry—16ry*=o ;

Pélimination de z/ entre ces deux dernitres conduira & I'équation de
la surface développable dont la courbe (32, 32/) est 'aréte de
rebroussement. '
Puisqu’au point de contact une courbe gquelconque est sensible=~
ment une courbe plane , tracée sur son plan osculateur, elle doit
avoir, en ce point, un centre de courbure et un cercle osculateur
situés sur ce plan et qu’on peut désirer de connaitre : cherchons-le
d’abord pour la courbe (1, 1/), & l'origine des coordonnées. Pour
cela; concevons qu'un plan indéfini se meuve dans l'espace , de
maniére. 3 demeurer constamment normal 3 une méme courbe i
double courbure ; I'enveloppe de ’espace qu’il parcourra ou, ce qui
revient au méme, la surface développable a laquelle il sera cons-
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tamment tangent pourra étre nommée le licu des axes de courbure
de la courbe proposée , parce qu'en efféet ses élémens rectilignes
seront les axes des arcs de cercles infiniment petits dont cette courbe
poarra étre congue comme formée. Chacun de ces élémens rectilignes ,
lequel sera, en méme temps , la ligne de contact de la surface
développable avec le plan normal, coupera donc le plan osculateur

au centre de courbure cherché.

Imitons cectte génération par le calcul, et cherchons , pour la
courbe (1,17} qnel est I'axe de courbure qui répond i lorigine ;
le plan normal en -ce point , au moyen des abréviations (26), a pour

son équation, comme nous l'avons déja observé,

‘ ax+by-tcz=o . (30)

Au moyen de ces mémes abréviations, 1’équation (13) du plan normal,,
en un aulre point quelconque (2/, ¥/, 2z’), devient (SEcT. I, §.2),

sous les coanditions (11, 11/),

( —[(CD/'—DC')—2(BK'—KB/) "4 |

¢ da+[(BE/—EB)—(CF/—FC)]a'4... ) (x=—2')

| —[(BD/—DB/)—2(CH'—HC')]y'+....

( —[(AE/—EA)—2(CC/—GC) ]z ... ]

) I [(CF—FCY—(AD'~D ANy Arun | (r—yb =0 » (31}
A [(CE/—EC!)—2(AK'—KA)] 2+ ..

t —[(BF'—FB))—2(AH'—HA) ]y, ] 4

-+ +€+[(‘4D/;-DA/)——(BE/:--EB/)]Z/—I-;.., p (z—-z/)‘
| +[(AF'—FA)—2(BG/~GB"]a' e

Ces deux plans se coupent suivant une droite déterminde par le
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systtme de leurs équations, laquelle doit devenir 'axe de courbure

a lorigine , lorsque les coordonnées 2/, y/, z/ deviennent nulles.
Mais , dans la recherche de lintersection de ces deux plans on

3

peut substituer & I'une ou & autre de leurs équations, toute équa-
tion résultant de leur combinaison. On pourra donc, en particulier,
oter de I'équation (31) les termes de I'équation (Jo). Si ‘ensuite on
transpose , et qu'on suppose le point (z/, y/, z/) trés-voisin de
Vorigine , ce qui permettra de ne conserver que les termes d’une
scule dimension en 2/, ¢/, 2/;. cette équation deviendra

—[(CD/'—DC/\—a(BK'—K B/)] 2/
+[(BE/—~EB/)— (CF/'—FC/)] x’!x '
+[(BD'—~DB)) —2(CH'—HC")]y"
—[(4E/'—EA)—2(CG/'—6C))]a

4 [(CF'—FCH)— (AD/—DA/nyl y ¢ =aaltbyldcz! 3 (32)
+[(CE' —ECty—a2(AK'—K AN 2/
—[(BF/—FB/y—2(AH/~HA)]y’

H+-[(4D'—DAN— (BE/—EB' ]2/

+[(4F'—FA))—=(BG/—GB)]a

mais , dans les mémes circonstances , les €quations de condition
(11, 11/) deviendront sensiblement

Az'4-By'+Cz'=o0, (25)
A2/ 4-Bly'4C'z/=0 ; (257)

desquelles tirant les valeurs de 2/, 9/ en 2/, pour les substituer
dans (32), celle-ci deviendra, aprés la division par z,
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§ —[{(CD/—DC)—o(BR'—K B

¢ +[(BE'—EB/)— (CF—FCN]a b
{ + [(BD'—DB/)—a(CH'—HC]b
—[(AE/—~EA)—2(CC'—GC]a

s +[(CP—FCy— (AD—DAb by § =atbider.  (33)
A [(CE—EC!)—a(AK/m K AN1c
— [(BF'—FBy—a(AH/—HAN}

| +[(AD/'—DAty— (BE—EB]c) 2
(AP —F 4’ = 3(BG/—GBN]a

Voila donc I’dquation d’un plan, coupant le plan fixe (30) suivant
une droite qui, lorsqu’on supposera 2/, y/, 2/ nuls, deviendra l'axe
de courbure qui répond A l'origine ; mais cette supposition: ne change
rien & 'équation (30); donc le plan qu'elle exprime contient déja
V’axe de courbure ; il contient donc aussi le centre de courbure ;
puis donc que ce centre est dailleurs, ainsi que nous I'avons déja
dit sur la droite dont les équations sont

X
b(CL/—LC/y—c(BL'—LB/)

- Y
- c(AL/—=L.A"==a(CL'—LC’") (3 I )

z
= (BL/—LB)) —b (AL —LA))

Il est vrai de dire qu'il est  Vintersection de ce plan et de cette
droite,
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Résolvant donc les équations (31, 33) par rapport 3 o, v, e,
en ayant égard aux re.lations (=6, 27, 27/), ueus aurons , pour les
coordonnées du centre de courbure qui répond a lorigine

(a24-b2 4-c?){b(CL/=C'L)—¢(BL/—B/L)}
2{(AL-A'L/)(AL - A'L)y4-(BL-B/ L’y (BL/-B'Ly4(CL-C'L/)(CL/!-C'L),

z=

_ (@24-b24c?) (AL~ A'Ly—a(CL/—C/LY}
y= 2§ (AL~ ALy (AL~ A'L)4(BL~B/ L) (BL/-B/L)4(CL-C'L/)(CL/-C'L);

(34)

_ (@br4c?)a(BL/— B/ Ly=—b( AL/— A'LY}
T (AL~ AL)NAL-A'L) +(BL-BL)(BL-BL)H(CL-CL/(CL-C L)}

or, en désignant par R le rayon de courbure, on a

R=yFigs

i} viendra donc, en substituant , et ayant toujours égard aux re~
lations (26)

R= (@24-b2dc3) 5§ (AL/~ ALy §-(BL/—B/Ly*-(CL/—C' L)} (35)
2[(AL-A' L)y (AL~ ALy4(BL-5 L) BL-BL, A CL-UL)(CL-CLy}

Est-il question présentement d’avoir le centre et le rayon de
courbure d’'une courbe quelconque & double courbure , pour un point
quelconque (/' ¥/, z/) de cette courbe ; on: changera, dans ces
équations =z, ¥, z en 2’4z , ¥4y, 2/+z; on développera en sup—
primant les termes indépendans de z, y, z, et négligeant ceux
de plus de deux dimensions par rapport & ces variables ; comparant
alors. les équations transformées aux équations (r, 1'); et supposant
qulelles sont les mémeés, on ‘en conclura les valeurs de 4, 4", B,
B/, C, C/,... etpar suite (26, 27, 27/) celles de e, b,c, L, L’ s
ces valeurs , substituées dans la formule (35) , feront connaitre la
longueur du rayon de courbure; en les substituant ensuife dans
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les formules (34), ety changeantz, y, z en 2—a/, y—y/y 2=z,
on aura la position du centre de courbure. (*).

Si, par le centre de courbure, on congoit une droite perpen-
diculaire an plan osculateur , cette droite sera l'axe de courbure,
pour le point (2, y/, z’), si, entre les équations de cet axe et
les équations qui expriment que le point est sur la courbe, on
élimine 2/ , y/ , z/, léquation résultante en =z, y, z sera celle
de la surface développable lieu des axes de courbures. (**)

3

(*> Si 'on méne une sécante 4 une courbe & double courbure par deux
quelconques de ces points dont 'un soit fixe, et que 'autre se rapproche peu
4 peu de celui-la en suivant le cours de la courbe , et en entrafnant avec lui
la sécanle , qui tournera ainsi autour du premier de ces deux points, lorsque
ces deux points se confondront en un seul, la sécante sera alors nne tangentes

Par trois points pris arbitrairement sur une courbe 4 double courbure , et
"dont un est supposé fixe , soit fait passer un plan, et sur ce plan soit décrib
un cercle , par ces trois points ; si l'on concoit que l'un des points mobiles
se rapproche peu 4 peu du point fixe, en suivant le cours de la courbe et
en entrainant avec lui le plan, ainsi que le cercle qui, sans quitter ce plan g
variera sans cesse de grandeur et de situation ; lorsque les deux points se con—
fondront , le plan et le cercle seront tangens & la courbe. Si le troisieme point
vient” joindre les deux aulres, sous les mémes conditions , lorsqu’il les aura
alleints , le plan et le cercle se trouveront osculateurs de la courbe.

Voild pourquoi on a coutume de considérer la tangente et le plan tangent
4 une courbe & double courbure, comme ayant avec ceite courbe deux points
communs Aqui se confondent en un seul; et c’est pour cela aussi que I'on cona
sidére le plan et le cercle osculateurs de la méme courbe comme ayant avec:
elle trois points communs qui se confondent également en un seul.

Cela revient évidemment & considérer la courbe comme un polygone gauche
d’une infinité de cbtés : le prolongement de Pun d’eux est la tangente ; te &
plan qui passe par cette tangente est un plan tangent; et le plan et le cercle
qui passent par trois sommets comsécutifs sont le plan e le cercle osculateurs.

(**) Si la courbe est plane, cette surface sera cylindrique; si la courbe est
tracée sur une sphére, cette surface sera conique et aura pour centre le centre
méme de la sphére 5 généralement parlant , son aréte de rebroussement sera
le licu des centres des spheres osculatrices de la courbe ; c'est-d-dire , des
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Si, entre les équations du centre de courbure pour le point
(#/, 5", /) et les deux équations qui expriment que ce point appar-
tient 4 la courbe , on élimine 2/, y/, 2/, les deux équations en
Z,y, 2 quon obtiendra seront celles d'une courbe i double cour-
bure lieu des centres de courbure qu'on appelle encore ici la
développée (*) de la courbe proposée, parce que si l'on eongoit
qu'un fil , d’abord maintenu sur toute sa longueur, se développe

de mani¢re 3 lui demeurer constamment tangent, un des points
de ce fil tracera dans I'espace la courbe dont il s'agit.

§. 3.
De Posculation dans les surfaces courbes.
Reprenons I'équation ( SEcT. 1, §. 3)
o=Az+Dyz+Ga* ... '
By Ezz--Hy*~+.... z (1)
- Cz-Fry4-Kz* e S

@une surface courbe queleconque passant par lorigine 5 pour la-
quelle nous avons trouvé ‘Véquation du plan tangent en ce point

sphéres qui ont avec cette courbe quatre points communs se confondant en wn
seul, ou encore des sphéres qui passent par quatre sommels consécutifs de
1a courbe, considérée comme polygone d'une infinité de c6tés ; mais la recherche
de cette aréte exige la considération des termes du troisitme ordre des équa-
tions de la courbe.

(*y A proprement parler , une méme courbe i double courbure a une in-
finité de développées , toutes situdes sur la surface développable lieu de ses
axes de courbure ; mais nous ne mentionnons ici que la développée principale ,
en renvoyant, pour le surplus , & Ldpplication de Panalise & la géométrie de
MoneE,

Az
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A z4B y~4-C z=o0 , (2)

et celles de la normale correspondante

ATFTCC ©)

Nous avons vu en outre que, pour un autre point quelconque
(#/, ¥/, #/) de la méme surface, I'équation du plan tangent était

o=A(z~+2)+D, yz/+zy/)+2éxx’ +...
- Blyy ')yt E(ealtaz/vp2Hlyyt. § (10)
FC(z4-2)-Flay'4ya')+2Kz2/ 4.
et celles de la normale

K/
A4-Ez!'4-Fyl4-2Gx/-....
’
— = (I I )
B+4-Fx'+4Dz/~4-2Hyl!+-.... g
z=—z/

- C+Dj’+E$’+2KZ’+n..

Ie tout sous la condition
o=Az'¥D'yz+Gx*4-....;
~+By/-Ez' 2/4Hy/*+..... (9)
A Cg/-Faly' K5 s |
Si d’abord nous supposons que le plan tangent passe par I'axe

des z, auquel cas cet axe sera une tangente quelconque 4 la surface,
Tom. I1X. 24
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z ne devra point entrer dans I'équation (2) , et par conséquent on devra
avoir A==o0 ; I'équation (1) deviendra donc

o=By+Dyz+Gaz*+....
4 Cr+Ezz+Hy*-..... (12)
+Fry+ K3 4.
celle du plan tangent
By+Cz=o0, (13)
et celles de la normale |
s=o, F=4: (14)

Faisons tourner le systéme des plans coordonnés autour de la tan-
gente, c'est-d-dire , autour de I'axe des #; en posant

y:“-uCW—PS;m.p R
(15)
z=uSin.p4¢Cosp ;

p &tant Iangle de I'axe des » avec celui des y. 11 viendra en substituant
dans (12) et ordonnant,

o0=(CSinp+BCos.p)u-t{ D(Cos.}p—Sin."p)m2(H—K )SinpCos.plus
~-(CCesp—BSin.p) ~ (ECosp—FSinp)vx
~+(ESin.p+-FCos.p)xu

+Ga*-t-.... t
—(HCos.*p-K Sin.*p4-DSin.pCos.p)u* ... (16)
~+(HSin.*p-+ K Cos.*p~DSinpCos.p)p* e

. - - ! -
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Si, dans cette équation, nous faisons v==0, I'équation résultante en
v ct z sera celle de l'intersection de la surface par le plan des ¢z,
c’est-a-dire, par un plan quelconque passant par la tangente &, si
nous laissons p indéterminé, Cette équation est

0=(CCos,p—BSin.p)-(ECos p—FSin p)vz—+4Gz*4-....

(17)
~(HSin.*p~+K Cos.’p— DSin.pCos.p)p*+....

en la comparant aux formules (24, 25) du premier § de la présente
section , et désignant par 7 son rayon de courbure a I'origine nous
aurons
__ CCos.p—BSin.p
r=— -

(18)
Quant 4 son centre de courbure, ses équations seront évidemment

CCos.p—B.Sin.
z=o0 , u=o, p:—___'?E—l_P . (19)

Mais des équations (15) on tire

z=zSinp-+yCos.p ;
(20)

y=7Cosp—ySinp ;

donc , en repassant au systéme primitif, on pourra dire que le centre
de courbure, i Vorigine, d’une section faite par un plan passant par
P’axe des &, supposé une tangente 4 la courbe, et faisant un angle
quelconque p avec le plan des #z, est donné par les trois équations

. . CCos.p—BSin.;
x=o0, 2zSinp-tyCosp=o0, zCosp—ySinp= sz 27 (e1)
desquelles on tire
CCos p=BSinp _, CCos.p—BSin p
Z=0, y=— Sinp, z=- ZG Cosp. (22)

2G
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Si, entre les deux derniéres on élimine p , I'équation résultants
en y et z sera, sur le plandes yz, celle du lieu des centres de cour-

bure, & lorigine, de toutes les sections planes faites par la tangente
Z : cette équation est

2G(y’+z’) =By+4-Cz, (23)

c'est-a-dire , celle d’un cercle passant par lorigine, ayant pour
tangente en ce point l'intersection de son plan avec le plan tangent

— \VB4-C>
a la surface, et ayant pour diamétre ———-2:—— .
P

Ainsi , de toutes les sections faites & une surface courbe quel-
conque , par des plans passant par une méme tangente quelconque
& cette surface, celle qui a, au point du contact de cette tan-
gente , le plus grand rayon de courbure est celle qui est faite par
lé plan normal. De plus, les centres de courbure de toutes les autres
pour le méme point , sont sur une méme circonférence y ayant pour
langente, en ce point, une nouvelle tangente & la surface perpen-
diculaire & la premiére; d'on il suit que les cercles osculateurs de
toutes ces sections, pour le point de contact de la tangente , appar-
tiennent & une méme sphére, tangente en ce point & la courbe.

De ce beau théoréme , d& & Meusnier, il résulte en particulier,
que conngissant sculement , pour un méme point quelconque d'une
surface courbe, les centres de courbure de deux sections faites dans
cette courbe , par des plans passant par une méme tangenie, on
peut facilement avoir le centre de courbure de toute autre section
Saite par un nouveau plan passant également par cetle tangente,
Ce centre sera , en effet, l'intersection du plan coupant avec une
circonférence passant par le point de contact et par les deux centres
déja donnés.

Nous venons d& voir de quelle manidre les sectigns planes obliques
sont lides entre elles et & la section normale , lorsque les plans
coupant passent par une méme tangente. Examinons présentement
la relation qui existe entre les diverses sections normales,
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Nous pouvons , dans cette nouvelle recherche, admettre une sim-

plification de plus : nous pouvons supposer qu'on a pris pour plan

des zy le plan tangent lui-méme, en prenant son point de contact

pour origine ; ce qui fera coincider la normale avec l'axe des z;

I'équation (2) devra donc simplement se réduire & z=o0, on aura
donc, 2 la fois 4=0, B=o, ce qui réduira I'équation (1) a

o=Cz+Dyz+Gz*+ ...
~+Ezz+Hy*+4- ... ; (24)
+Fzy 4Kz~ ...

Afin d’obtenir une section normale quelconque, faisons tourner le

systtme des plans coordonnés d’une quantité indéterminée p autour
de Taxe des z. Posons pour cela '

=¢Cos p—uSinp ;

o
y=1¢Sinp+uCosp

d’ots
¢t=ySin. p-}+2Cosp ,

r
u=yCosp—zSinp .

par la substitution des valeurs (25) dans I'équation (24), la surface
se trouvera rapportée aux axes des 7, z, z; si ensuite on veut avoir
son intersection avec le plan des 7z, que lon peut considérer ici,
a raison de I'indétermination de p, comme un' plan normal quelconque,
il faudra, dans cette équation transformée , supposer Z=o; mais il
revient au méme, et il est en méme temps plus court de faire im-
médiatement cette supposition dans les formules (25), c’est-a-dire ;
de faire dans (24) -
x=1Cos,p , y=1iSinp ;

ce qui donne, en ordennant,
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o CxH(DSinp~ECos p)iz+K7' ...

, : (27)
(GCos.*p+HSin*p~4=FSin pCos p)t*+-.....

telle est donc I'équation de la section faite dans la surface (24) par
un plaa normal 7z, faisant avec le plan des 7z un angle (iuelconque pe

En comparant cette équation (27) aux formules (24, 25) du pre-
mier § de la présente section, on aura pour le rayon 7 de courbure de
cette courbe i lorigine,

c
= 2(GCos.sp+-HSnp4FSin.pCos.py

(28)

Si lon fait varier la valeur de p, celle de r variera aussi; afin
donc de savoir comment ces deux variables sont liées entre elles, con-
cevons que, pour chaque position du plan normal, on porte surla
tangente correspondante, dont 'éguation est

. yCos. p—zSinp=0, (29)

de part et d’autre du point de contact, des parties proportionnelles
3 la racine quarrée der, c'est-a-dire, des parties moyennes proper-
tionnelles entre 7 et une longueur constante et arbitraire a; et cher-
chons la courbe sur laquelle les points ainsi déterminés se trouveront
.situés; en désignant par x , y les coordonnds de cette courbe, nous
-devrops avoir les deux équations ’

a=y/ar.Cosp , y=y/a.Sinp , (30)

exprimant i la fois que le point (2, y) est sur la tangente (29) et
que sa distance au point de contact , c'est-a-dire, & lorigine est
‘dgale A /ar .

Prenant donc, dans ces deux dernidres équatlons, les valeurs de
Sin. p, Cos. p, pour les substituer dans la formule (28), nous aurons
pour I'équation dc la courbe demandée
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Ga*+Hy*+}Fzy=::2C ; (B1)

équation d’une ligne du second ordre rapportée a son centre.

Ainsi, 8¢ ayant fait @ une surface quelconque, par un quelconque
de ses points, une suite de seclions normales, coupant le plan tan:
gent suivant une suite de tangentes & ces sections , on prend sur
chacune de ces tangentes, de part et d’autre du point de contact,
des longueurs proportionnelles aux racines carrées de rayons deé
courbure gu’'ont au point de contact les sections qui leur correspondent
les points ainsi déterminés sur le plan tangent appartiendrort & une
ligne du second ordre, dont le point du contact sera le centre.

Cette courbure a été remarquée pour la premiére fois par M. Dupin,
qui I'a nommée indicatrice; il a appelé tangentes conjuguées et tan-
genies principales, les tangentes dirigées suivant ses diaméetres eon-
jugués et principaux, et il a de méme appelé sections conjuguées
et principales, rayons de courbure conjugués et principaux les sections
et rayons de courbure qui répondent aux tangentes conjugudes et
principales.

Il suit de cet élégant théordme que tout ce qui est vrai du rapport
des quarrés des diametres conjugués ou principaux d’une ligne da
second ordre et des angles que forment entre eux ces diamétres doit
étre vral aussi du rapport des rayons de courbure des sections nbr-
males, conjuguées et principales, et des angles que forment éntre
cux les plans de ces sections; ainsi, 1.° Jles rayons de courbure qui
répondent aux sections principales sont lun plus grand et lauire
plus petit que tous ceux qui répondent auz aulres sections normales’;
2.° la somme de deux rayons de courbure conjuguéds , pris avec
leurs signes , est toujours constante et égale & la somme des rayons
de courbure principauz ; 3.° le produit de deux rayons de courbure
conjugués et du quarré du sinus de langle des plans qui les con-
tiennent est aussi constant et égal au produit des rayons de courbure
principauz. 4.° Les rayons de courbure des sections qui jfont, de
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part et dautre, avec les plans des sections principales des angles
égaux sont .égaux ; etc, eic, elc.

1l avoit déja été remarqué par Euler que les sections normales de
plus grande et de moindre courbure se coupaient perpendiculaire-
ment ; il avait méme montré que les rayons de courbure de ces
deux sections étant connus, on en pouvait déduire celui de toute
autre section normale donnée de position ; mais il était réservé a
M. Dupin de ramener toute cette théorie 4 une autre extrémement
simple et beaucoup plus généralement connue.

A raison de l'indétermination de », une méme surface a, enl'un
guelconque de ces points, une infinité d'indicatrices différentes ; mais
la forme de I’équation (31) montre que toutes ces indicatrices sont
semblables et concentriques; et conséquemment elles ne cessent pas
d’avoir leurs diamétres proportionnels aux racines quarrés des rayons
de courbure des sections correspondantes. Si en particulier on suppose
a==0, l'équation (31) devient simplement

Gaz*-+-Hy*~+Fzy=o

et exprime alors un point ou deux droites, c’est-2-dire, une section
conique de dimensions infiniment petites; mais, comme c’est aussi
a cela que se réduit ’équation (24), lorsqu’aprés avoir supposé z
tout A fait nuls, on suppose ensuite x, y infiniment petits, il en
faut conclure que Ze point de contact d'une surface quelconque avec
son plan tangent est une section conique de dimensions infiniment
petites, dans laquelle les diamétres sont proportionnels aux racines
quarrées des rayons de courbure des sections normales correspon=
dantes. Cette remarque est due & M. Dupin.

.Si Pon prend les deux sections principales pour plans des 2z et
des yz, le terme en zy ne devra point se trouver dans I’équation
(31); on devra donc avoir Fe=0; en sorte que l'équation (24) de
a surface deviendra
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0=Cz4-Dyz4Gz*4-....
FEza+-Hy*+-.... (32)
+-Kz*-...

dans les mémes circonstances le rayon r de courbure d’une section
normale formant un angle p avec le plan des xz, aura (28) pour

expression.

c .
7= (GCos.sp4HSin.p) ° (33)

on' en conclura les deux rayons principaux en y faisant succes-
sivement p=o0, p=iw; désignant donc ces deux rayons par @, &,

on aura
C C
= — = - 3
a 2G b 2H’ ( 4)

en dliminant donc G, H de la formule (33) , au moyen de ces deux-1a;

il viendra

I 2 L T 2 w— :_ -
-a—Cos.p—l-b Sin.2p= — (35)

équation donnée par Euler. (*).

(*) Tant que G, H sont inégaux et de mémes signes, l'indicatrice étant une
ellipse , toutes les courbures sont plus grandes que la moindre et moindres que
la plus grande des deux courbures principales. Si G=H, I'indicatrice devient un
cercle et conséquemment toutes les courbures sont égales, comme il arrive au
pole d’un sphéroide ; lorigine est dite alors un ombilic. Si G et H sont de
signes contraires , Iindicatrice devient une hyperbole , les deux courbures prin=

Tom. IX. 25
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Dans le cas de 'équation (32) , I'équation (10) du plan tangent par

le point (2, ¥/, ') devient simplement
o=C{z42")+Dyz/-zy) t-2Gz 2/ 0.,
HE(zz'4-2z Y42 Hyy'+ ... 36)

d2Kzz/~4 ooee

ce plan tangent coupe le plan tangent & lorigine, c’est-k-dire, le
plan des xy , suivant une droite dont on-obtiendra V'équation en
égalant z & zéro dans celle-ci; cette équation sera done

(Ed/ 4262/ +u..)a4~(D2/ 2 Hy Auis)y+C2/= 0 &)
s.us la condition | |
0o=Cz/~-Dy/z/4G2'* Fue. i
+-Ez/z'4-Hy"ou p (38)
Kz

mais, 4 mesure que le point (#/, 5/, z’) sc rapprochera de lorigine,
elle tendra'a se réduire &

(Ez/4-26Ga" x4 (Dz/+-2Hy' ) y4-Cz/=0 ; (39)

cipales ont leur convexité tournées en sens inverses; les courbures des autres
sections normales peuvent prendre tous les degrés possibles de petitesse ; et en
particulier ces courbures sont tout -4 fait nulles , lorsque les sections sont
faites suivant les asymptotes de I'hyperbole , qui sont ainsi osculatrices de la
surface. Enfin , si 'un des deux coefficiens G , H est nul , Yindicatrice se

réduit au systtme de deux paralltles, et la courbure minimum , paralléle &
ces droites, est seule nulle.
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et, dans les mémes circonstances, l'equation de condition tcndra &
se reduired Cz/=o0 ou z/=o0 ; donc & mesure que le point (27, ¥/, 2/)
tendra & devenir l'origine, les deux plans tangens en ce point et
3 lorigine tendront & se couper suivant une droite ayant pour

£quation

Ga'z~+Hy'y=o ; (40)
mais en méme temps la droite joignant ces deux points tendra con-
tinuellement vers sa projection sur le plan des #y, c’est-a-dire, vers
la droite, ayant pour équation

aly—y'z=0 , (41)

désignant donc par p et ¢ les angles de ces deux droites avec I'axe
des x on aura ‘

Tangp = m= IG{;: , Tang.q:-}-%: s (42)
d’olt
G+4-HTangpTangg=o ;
ou (34) |
b+-aTang pTang.g=o ; (43)

relation entre deux tangentes conjuguées.

Ainsi, deux points marchant l'un vers lautre sur une surface
courbe , la sécante qui joint ces deux points et lintersection des plans
tangens dont ils sont les points de contact tendent sans cesse &
devenir deux tangentes conjuguées, et le deviennent en ¢ffet lors-
qu'enfin ces deux poinis se confondent , quelle que puisseétre d'ailleurs,
sur la surface courbe, la route suivie par lun d’eux pour joindre
Zautre. Cette remarque est encore de M. Dupin,
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Cela revient, au surplus, a dire que dexx courbes qui se coupent
sur une surface courbe ne peuvent étre lune et Pautre des lignes
de contact de cette surface avec deux surfaces développabl}:s , Cir=
conscritzs qu'autant que l'élément rectiligne de chaque surface déve-
loppable au point d'intersection des deux courbes est tangent & la
ligne de contact de l'autre. Ce qui avait déja été implicitement remarqué
par Monge.

. La sarface étanttoujours située par rapport aux axes des coordonnées

comme le comporte I'équation (32), les équations de sa normale par
le point (27, ¥/, 2z/) sont (11)

S—— - ’
L y—y! - Loz

i:’-*—zGa;'-}-.... - Dz'-2Hy'ws - C+D_y’+Ex’+2Kz’+.... ? (44)

de sorte que Péquation de la projection de cette normale sur le
plan des zy est

D HaHy . p—a)=(Eat2Galmbn Xy—y) »

ou encore

(D22 Hy't o )a-(Ez/4262'+..)y = Da'z/-Ey'z/-2(G-H a'y'.  (45)
Puisque , généralement parlant, cette projection ne passe pas par
Yorigine, il faut en-conelure que la normale au point (a7, y/, 7’) ne
rencontre point axe des z, qui est ici la normale & Vorigine. Ainsi,
généralement parlant, deux normales & une surface courbe ne sont
pas dans un méme plan. '

Pour que la normale par le point (27, ¥/, z’) coupit l'axe des
z, il faudralt quon et la ‘condition

Da/z/~—Ey'z/—2(G—H)x'y'=0 ;

d’oli I'on peut conclure que l'équation
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Drz— Eyzem2(G—H)zy=o0 , (46)

est celle d’une surface qui coupe la surface (32) en tous les points
desquels les normales rencontrent l'axe des z.

Or, cette équation est celle d’'une surface conique passant par les
trois axes, d’ou l'on peut conclure que la courbe dont il s'agit a
deux branches qui se coupent i lorigine suivant les directions des
axes des x et des . Ainsi , plus deux normales qui se coupent
approchent de se confondre et plus aussi le plan normal qui les
contient tend 2 se confondre avec le plan de I'une des sections
principales , et il se confond rigourcusement avec lui lorsqu’enfin
la seconde normale a atteint la premiére. )

Cela revient évidemment a dire qu'en partant de lun quelconque
des points d'une surface courbe, il 'y a, en général, que deux
directions suivant lesquelles on puisse cheminer sur cette surface
de maniére que la normale en ce poin! soit rencontrée par celle
qui la suit immédiatement ; et ces deux dircetions, toujours per-
pendiculaires Pune 8 lautre , sont celles des sections principales
qui répondent & ce point. Cette remarque est due 2 Monge.

Concevons que I'on trace, sur une surface courbe , une courbe telle
que la tangente en chacun de ses points soit dirigée suivant la
section principale de plus grande courbure qui repond 2 ce point;
une telle courbe seva dite unc ligne de plus grande courbure de
cette surface; et il est clair qu'on peut concevoir de telles lignes
par chacun de ses points, 8i, au contraire , la tangente en chacun
des points de la courbe est dirigée suivant la section Principale
de moindre courbure , cette courbe sera dite ligne de moindre
courbure ; et on pourra également en concevoir yne pareille par
chacun des points de la surface proposée, Les lignes de plus grande
et de moindre courbures d’une surface courhe sont appelées d’un
pom commun les lignes do ceurbure principales ou simplement
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les lignes de courbure de cette surface. Celles d’une série coupent
donc perpendiculairement toutes celles de lautre série; de sorte
qu’en quelque nomkre qu’elles soient , elles divisent toujours la
surface dont il s’agit en quadrilatéres courbes dont tous les angles
sont droits.

Si, sur une surface courbe , on trace une courbe quelconque ,
les normales mences & la surfrce par tous les points de cette courbe
appartiendront généralement 4 une surfice gauche ; mais , si la
courbe dont il s’agit est une ligne de courbure, la surface gauche
se changera en une surface developpab‘e , ayant pour aréte de
rebroussement I’ensemble des centres de courbure qui répondent &
cette ligne. L’ensemble des ardtes de rebroussement des surfaces
gauches qui répondent i toutesles 1'gnes de courbure d'une surface
‘donnée forme une nouvelle surface 4 deux nappes, lieu des centres
de plus grande et de moindre courbure de tous les points de cette
surface , et & laquelle toutes ses normales sont tangentes.

Aprés avoir ainsi étudié la courbure d’une surface , en la rapportant
3 la normale et aux deux tangentes principales de I'un de ses points,
il ne nous reste plus qu'd généraliser nos résultats, afin de les rendre
facilement applicables 4 tout point d’une surface courbe quelconque ,
autre que \l’origine des coordonnées.

Reprenons pour cela ﬁl’équation générale

o=dAx+Dyz-}Ga*+.... l
Byt Ezx+Hy*~-...; (1)
~+-Cz4-Fzy~+Kz>—-... S

d’une surface passant par lorigine; celle

—
—

W=

=z, 3)

Als

de sa normale par ce point; et enfin celle
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| xm—x!
A4Ez'+Fyl'4-2Gxl-....
— =y (1)
- BA-Fx'~4-Dz!p2Hy!d-....
Zm—z!

" C4Dy'4-Ex'FoKe4...

de sa normale par un autre quelconque (2/, §/, 2/) de ses points,
soumis a la condition

o=Az'4D'yz/+Gz/*}-....,
~-By/-Ez' 2/ Hy/*+..... (9)
+C7/+Fa'y' 4 K7 ...

Concevons que, par un point (# , ¥, z) de la normale qui répond
a lorigine , distant de cette origine de la quantité B, on mene
a la surface courbe une seconde normale, dont le pied soit (2, y/, 2/)
et la longueur R/; pour les deux. points dont il s’agit, les équa-
tions (3, 9, 11) auront lieu, et I'on aura en outre

e o (47)
B = (g—a Pd-(y—y (=) ; (48)

ce qui fera en tout sept équations au moyen desquelles une des
huit quantités qu’on y considére étant connue , on pourra déterminer
les sept autres. En outre, le plan qui contiendra les deux normales

R, B, aura pour équation
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(Ba/meCy')z-4-(Ca'— Azy+(dy'—Bal)z=o ,
ou, ce qui revient au méme,
(Bz—Cy)a/+(Ca—A2y'+-(dy—Bz)z'=0 : (49)

Enfin, en chassant les dénominateurs , dans les équations (3, 11),

et supprimant dans les dernidres les termes qui se détruisent em
vertu des premidres , on aura

Cx=Adz ; Cy=DBz, (50)
z(Dy’+Ez'42Kz2/~4..)—z (Ez/+Fy'4262/4-... )
=a/{C+Dy'+-Ex'42Kz/%-..)~2z/ (A} Ez/-Fy/ 4 26z'+-...)

y(Dy’+E /2K 2/ i) —z (Fa! 4 Dzl~-2 Hy/+-.0.)
=y/(CH-Dy/'4Ez'+2Kz/+..)~z/( B4-Fa/~+-Dz/+2Hy'+-...) .

 (51)

Cela posé , si l'on congoit que le point (z, ¥, 2) glisse sur
R , de maniére 3 se rapprocher de plus en plus de l'un ou
Yautre des deux centres de courbure qui répondent & lorigine,
R/, que nous supposons dans ce mouvement, demeurer toujours
normale , se rapprochera de plus en plus de cette premitre normale.
Son pied (2/,y’, z/), qui se rapprochera continuellement de Iori-
gine , décrira sur la surface, d’aprés ce que nous avons dit pré-
cédemment , une courbe passant par cette origine et ayant pour
tangente en ce point une des deux tangentes principales; d'ou il
suit que pareillement le plan normal (49) tendra sans cesse a devenir
celui de 'une des sections principales.

Mais lorsque 2/, y/, 2/ sont trés-petits , on doit avoir semsiblement

B:
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R*=R’=az""4-y A2 ; (52)

d.e plus, on peut alors, sans erreur sensible,, remplacer les équa-
tions (g9, 51) par les suivantes

A2'4-By! 4Cz'=o0 ; (53)

#(Dy'+Ex/'+2K2))—z(Ez/+Fy/4-262/)= Calem Az’ |
5
y(Dy'++Ex'4-2Kz/)—z(Fa/~+Dz/+-2Hy/)=C y/—DBz/ ; } 54

en y joignant les deux équations (50), on aura en tout six équa-
tions -entre lesquelles on pourra néanmoins éliminer z, y,z, 2/,
y’, 2/, puisque ces derniéres se trouvent affecter tous les termes

des équations ou elles entrent.
En chassant d’abord z, y des équations (52, 54), au moyen des

équations (50), elles deviennent

z - R
¢ Varsae (59)

{(AE—2C6)e— a4 AD~ CFlzy/—{(CE—2 AK)z— AC}z/=o,
{(BD—2CH)z—C*}y'+(BE—CF)z2’—{(CD—2BK)z—BC}z' =o.

En représentant par a une indéterminée , on satisfait aux deux

derniéres , en posant

X —{(BD—2CH)zmmC?) {{CEm 24K)zemAC}—(4D—CF){(CD-2BK)z=BC} ,

Tom., IX. 26
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¥ = {(AE=2C6)z~=C} ((CD=2BK)z—BC}—BE~CI{(CE—24K)z—AC} ,
2 —{(AE=2CG6)z—C* {(BD=2CH)z==C3}=(AD—CF)(BE—CF)z* ;

c’est-3-dire, en développant, réduisant et ordonnant

= \BDE—2FK 4 C(DF—2EH)—A(D~ {HK)} =)
—{(BF+CE)—2A(HAK)}= +4 ,

'3‘6 {C(EF—-zDG\-}-A(ED——aFK)—B(E’-—-4KG“ =

. ) (56)

—{(CD+-AF)—2BK+6)}= +B

2 = 4{(FD—2EH +BFE—2D6)—C(F— GH}=,

—{(AE+-BD—2C(6+H) = +C

substituant toutes ces valeurs dans l'équation (53) ety introduisant
pour % sa valeur , on aura, toutes réductions faites,
2AB(DE—2F K)— A*(D*—2HK)
+2BC(EF — 2DG)—B*E*—4KG) ¢ R®
-2CA(FD—2EH,—C*(F*—4(GH)

BCD—A*(H+K)
a2y TFFEC | +CAE—B(K+6) R+(A’+B’+C’)’—A (57)
- ABF—C (G+H)
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équation qui donnera rigoureusement pour la surface (1) les valeurs
des deux rayons de courbure principaux qui répondent & lorigine ,
puisque a’, y/, z/ ayant disparu, peuvent étre supposés tout a fait
nuls.

R étant déterminé , par cectte équation, on tirera des équations
(50, 32)

AR BR CH

— ———

Vimsdc 1T Varbaa’ T yarere: O

q"i seront les coordornées du centre de courbure. Quant aux plans
des denx sectiom~: :incipales on en obtiendrala double équation, en
introduisatt Gaas (4gj les valeurs (56) , et y mettant ensuite pour

z e . .
v la valeur (23): cela donne, toutes réductions faites,

g [B(DE~:FK)+C(FD-2EH)—A)D’-4HK}]B§ le__Cy;

H[(BF+CEy—2 A(HA-K)]y TH5FC
[C(EF-2B6)4ADE-2FK)-B E*-4{K )R

+§t[<€D+AF>-23<K+G>1 v FTETG

‘ §<c,x—Az;>=o. (50)
[A(FD-2EH)+4B EF-2DG)-C(F-4CI)]R

+3 i (dy-Ba)

T [(AE+BD,—2 C(G—i—H/] \/Az+Bz+C= J

S’agit-il présentement de déterminer, pour un point quelconque
(2, y/, 2/) dune surface quclconque , les centres et rayons dec
courbure et les plans des sections principales, on changera respec-
tivement #, ¥, z en 2/~ , y/+y, z/~z; on développera , en arrétant
le développement aux termes de deux dimensions en z, y, =z,
inclusivement ; on égalera a zéro Vensemble des termes indépen-
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dans de ces variables, ce qui donnera 1’équation de condition ; on
comparera terme a terme I'équation restante A I'équation (1) ; afin
d'obtenir les valeurs de ses neuf premiers coefliciens; on substituera
enfin ces valeurs dans les formules (57, 58, 59), en changeant
dans les dernieres, #, y, z, en x—a’/, y—y/, z—2/.

Si, entre les trois équations du centre de courbure pour le point
(#’, /5 2’) et I'équation de condition qui exprime que ce point
appartient a la surface courbe, onélimine 2/, y/, g/, ’équation
résultante en x, ¥, z scra celle du lieu des centres de courbure de
cette surface ou de sa développée, c’est-a-dire, de la surface a la-
quelle toutes ses normales sont. tangentes,

Appliquons ce procédé a l’ell'xpso'ide donnde par l’e’quat’xon

=t o= (60)

nous aurons d’abord

x/2 ylz z/2
-+ +—=1; (61)
ot ensuite
22’ B
— em— — a
o= — -+ e

2y’ LI
oo+

oz 1
+—n— +-— 2

c3 2 c3 z

qu'il faudra comparer 4 I'équation (1).

Nous aurons donc, en premier lieu
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D=0, E=o0, F=o;
4u moyen de quoi la formule (57) deviendra simplement
4(A*HKH-B*KG+-C*GH R

T2V @ BG4 HA4-K) 4B K+-G)+CG+H)]R (62)
A (LB H-C?) =0 . : ‘

Nous aurons ensuite

2x/ 2y’ 2z! 1 4 I
== BEy, =7, 6=2, He=g, K=g

[

d’ol nous conclurons, en ayant égard a la condition (61)

#+p+o=i( T4 T4 2 2).

HEABKCAC6H= (L 30 4 )
A HK+B KG+C GH a2b: 68( Qa3 + [ 2] + ¢ _azbzcz '

LR B RGO G = 3§<b=+c=> e S o) j——§

== ;;bég_c.;{(ga+5=+ca)_(¢ua.*_]ra+z;3)} .

En consdquence , I'équation qui donnera les deux rayons de courbure
au point (#/, y/,2’) sera -



194 COURBURE DES LIGNES

RH{(@ 4 e) =@y e S 2+ 2R

a4 b4 cé

alz yiz z/2 2 ‘
abcr| — 4~ — ) =o0.
-+ —+ o o

Tout ce qui précéde pourrait &tre susceptible de développemens
beaucoup plus amples; mais nous les abandonnons a la sagacité
du lecteur, en le priant de considérer que nous n‘avens pu nida
nous proposer ici d’éerire un traité ¢élémentaire ; mais seulement de
montrer comment l'analyse élémentaire pouvait étre employée
traiter des questions pour la solution desquelles on a coutume de
recourir au calcul différentiel. La vérité est qu’il n’y a proprement
d’'un peu compliqué iei que ce qui concerne les courbes a double
courbure ; meis eela tient 3 la nature méme du sujet.

A la vérité nos formules finales sont moins simples que celles
que fournit le calcul diffiérenticl; mais on doit remarquer que la
simplicité de ces derniéres est plus apparente que réelle ; elle tient
uniquement 4 ce que ces formules ne sent au fond que des sym-
boles d’opdrations & “effectuer, tandis que les nétres au contraire
n’exigent que de simples substitutions , dans chacune des applications
qu'on se- proposera d’en" faire.

Nous. pensons toutefeis que la manitre trés-simple dont nous
sommes parvenus aux beaux résultats d’Euler , de Monge , de
Meusnier et de M. Dupin, sur la courbure des surfaces courbes,
n’aura pas échappé au lecteur. 8i donc quelqu'un désirait sculement
de se mettre & peu de frais au courant de ces résultats, il pourrait
passer, & la lecture, les deuxiémes § tant de la premicre que de
la seconde section , qui sont tout -a-fait indépendans de tout le
reste. Il pourrait en outre supposer, dés 'abord, dansle § premier
de la seconde section,” que Paxe des 2 est tangent & la courbe, ou
que A==0; et ne lire ensuite que la premitre partic du pr¢sent §.
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Nous n’ajouterons plus qu’un mot, et ce sera pour faire remar~
quer I'analogie entre les principes qui nous ont dirigés dans ce qui
précéde et ceux que nous avons exposés A la page 183 du V.© ve-
lume de ce recueil. Ici, comme 13, tout se réduit, en derniére analise,
4 obtenir d'abord du probléme proposé une solution approximative,
dont la précision soit subordonnée a la petitesse de certaines quantités,
a ¢liminer ensuite du résultat ces mémes quantités qui, du moment
qu’clles ont disparn , ne sauraient plus influer sur ce méme résultat qu’on
doit dés-lors regarder comme tout-a-fait exact. Il n’est probablement
aucune des questions dans lesquelles on emploie la doctrine des in-
finiment pelits ou toute autre doctrine équivalente qui ne puisse
étre ramenée d ces principes qui nous paraissent non moins simples
quils sont lumineusx,




