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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE.
Théorie élémentaire de la courbure des lignes et des

surfaces courbes ;

Par M. G E R G O N N E.

COURBURES DES LIGNES ET DES SURFACES COURBES.

LONG-TEMPS encore après la découverte du calcul différentiel , le&#x26;

géomètres se confiaient à ses méthodes , par une sorte d’instinct ,.
- et sans trop se rendre compte des principes théoriques qui pouvaient les

justifler et leur servir d’appui. Bien que souvent ils n’en fissent usage
que par pure élégance, ils n’en regardaient pas moins cette nouvelle
branche de calcul comme étant d’une nécessité indispensable dans cer-
taines recherches , qui alors étaient réputées être essentiellement de

son domaine.

Mais , à mesure que , par les travaux de quelques hommes,

supérieurs , e t notamment par les méditations de notre illustre

. Lagrange, la métaphysique du calcul différentiel a été mieux connue,
cette branche de calcul est aussi devenue ~ peu à peu 3 de moins

en moins nécessaire ; et on est parvenu , par degrés , à soustraire

a son empire une multitude de questions, soit d’analise, soit de

géométrie , que pourtant avant qu’elle fût connue , on eût a peine
osé- aborder. Il est digne de remarque qu’en particnHer le problème
des tao~entes , qui lui avait donné naissance , en soit deven U J des.
premiers , tout - à-fait indépendant,. du tnoi~as pour les co~~~t~e~

r algébriques..
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La vérité est qu’on ne saurait rencontrer aucune question , con-
sidérée Individuellement, pour la solution de laquelle le calcul diffé-

rentiel soit d’une nécessité indispensable. Tout le service que nous

retirons de cc calcul se réduit au fond à nous permettre au moyen
de la symbollsation d’une nouvelle opération ( la dérivation d’en-
fermer la solution d’une infinité de questions particulières dans une
formule unique, où nous pouvons lire d une manière distincte la

série des calculs à effectuer , dans chacun des cas individuels qu’une
question générale peut 0 fi’ri r..L~ i n si, par exemple , on n’a pas besoin

du calcul différentiel pour mener une tangente ou une normale à

telle ou telle courbe dont on a l’équation ~ mais il est nécessaire

pour écrire Inéquation de la tangente à une courbe tl-,ieleoiique ~ par
l’un quelconque de ses points. a

Si , dès le temps de Descartes et de ~’errn~t , les géomètres avaient
remarqué avec plus d’attention combien souvent l’opération appelée

~ 

c~r~riv~ti~aa se représente dans les calculs; s’ils eussent eu dè~~Bors

ridée, fort simple et fort naturelle d*ailleurs , d’an’ecicr un symbole
à cette nouvelle opération , ainsi qu I!s l’avalent déjà fait pour toutes
les autres , il y a tout licu de croire que Leibnitz et Newton n’eussent

pas eu à se disputer l’invention des nouveaux calculs ; et l’on n’eût

pas été près d’un siècle à en chercher la métaphysique Mais ce

n’est pas d’ordinaire d’une allure si aisée que l’esprit humain s’achemine
vers les découvertes. Parmi une multitude de routes qui sc présentent
devant lui, une seule est la bonne; niais, comme avant de s’y
engager, elles lui sont toutes également inconnues, ce ne’ poiii,ra~t
être que par le hasard le plus heureux qu’il se déterminerait

pour celle-là,

Ce serait, sans doute une puérilité d’éviter constamment l’usage
du calcul di~’ére~oiel , sur-tout lorsque son secours peut introduire
dans les rêcherches des simplifications de quelque importance ;
cependant y il ne peut être que très-utile à celui qui veut entreprendre
des études mathématiques sérieuses et profondes de ne recourir aux
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procèdes de ce calcul qu’après avoir épuisé toutes les ressources

de l’anallse ordinaire.
D’un autre côté, beaucoup de gens pour qui les études matl1éII13tiques

ne sont qu’accessoires ~ t et qui n’ont pas conséquemment le loisir Je

les pousser fort loin , peuvent désirer’néanmoins de ne pas demeurer
tout-a-falt étrangers à certaines théories sans 6’cngngcr dans
1 étude des brauchcs de calcul desquelles on a coutume de

les tlire dépendre. Ainsi ~ c’est travailler également dans l’Intérêt

des uns et dans celui des autres que de ramener aux simples élé-
mens le plus grand nombre de ces théories , sur-îout lorsqu’il est

possible de le faire sans en accroître la complication d’une manière
très-notable.

Parmi les théories que l’on regarde communément comme le plus
essentiellement dépendantes du calcul différentiel , celle de la cour-

bure des lignes et surfaces courbes tient sans contredit un des premiers
rangs y soit en elle-même , soit par la multitude des importantes
applications dont elle est susceptible. Il peut donc n’être pas sans

Intérêt de montrer comment cette théorie peut être rendue indé-

pendante des méthodes différentielles ; et tel est l’objet que nous

nous proposons dans l’essai que l’on va lire.

SECTION I.

Des con~~rcts du premier ordre.

Dans cette première section , nous ne nous occuperons uniquement
que des contacts simples ou du premier ordre ; c’est-à-dire que nous
traiterons successivement des tangentes et normales aux courbes

~la~~es , des tangentes et plans normaux aux courbes à double

courbure en~n des plans iangens et des normales aux surfaces
courbes.

S. 1.

Du contact dans les c~~r~e,~ pl~n~~s.
En prenant pour origine des coordonnées rectangulaires l’un

quelconque des points du périmètre d’une courbe plane quelconque 1
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son équation peut toujours soit immédiatement, y soit , s’il est néces-
saire t par le développement en série, être amenée à cette forme

A la vérité , lorsque le second membre de cette équation sera une
série indéfinie, elle ne pourra êt te cm F 10yée , avec sécurité, que-

pour des portions de la courbe asstez voisines de l’origine pour
que la petitesse de x et de y- rende la série convergente ; mais
ce n’est justement que pour de telles portions de la courbe que
noua nous proposons d’en faire usage..

Lorsqu’on ne considère donc que des points de la courbe très-

voisins de l’origine, on peut, sans erreur sensible, négliger, dans,
l’équation (i) , les termes de plus d’une dimension en x et y; d’où
il suit que , plus la portion de courbe que l’on considérera, y à

partir de l’origine, sera petite, et plus aussi cette courbe approchera-
de se confondre avec la droite ayant pour équation

la courbe se confondra donc rigoureusement à l’origine avec cette.

droite , qui en indiquera alors exactement la direchon ; c’est donc

une tangente à la courbe, en ce point. ~T~)

(~~ Nous avons choisi les notations de manière a lier ce qui concerne les.

courbes planes avec ce qui est relatif aux courLes à double courbure et aux-

surfaces courbes.

("-¥) Cette manière simple et n~turel!c de parvenir à la tangente paraît tout-

à-fait conforme à l’idée qu’on doit se faire J’une telle droite. Si cependant
quelques esprits pointilleux, n’en étaient pas pleinement satisfaits ils pourraient-
la. remplacer par ce qui suit.

Soit menée par Forigine une sécante à la. courbe ; elle pourra généralement
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On voit donc que, lorsqu’une courbe passe par I«origi.,îe , on

ebli-ent l’értuntion de sa tangente en ce point, en égalant simp~ement
à zéro, y dans l’équation de la courbe, l’ensemble des termes d’une
seule dimension par rapport aux coordonnées.

Aydnt ainsi la tangente à la courbe par l’origine rien n’est plus
facile que d’obtenir sa normale par le même point ; l’équation de
cette normale sera

rencontrer cette courbe en plusieurs autres points. Soient x, y les coordonnées
de celui d’entre ces points qui est le plus voisin de l’origine, et soit r sa dis"

tance à cette origine , ou la corde interceptée. Soient posés

il cause de

nous aurons

et l’équation de la sécante sera 
’

En mettant les valeurs (~) dans Inéquation (i) , elle devient , en divisant par ~ ~~

~~~~~~ion qui nous donnerait les diverses valeurs de r ; mais pour que la sécante
devienne tangente , il faut que r soit nul ; on doit donc avoir alors

-cltii , combinde avec (? ~ donne, comme dans le texte,

Rien ne serait plus facile que de ramener à cette méthode la théorie de

~~i~ts singuliers ~es courber ; mais cela nous ciitrainçrait beaucoup trop loin.
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S’agit-il de mener une tangente ou une normale à une courbe

donnée, par l’un quelconque (xl, y0 de ses points ; on y transportera -
d’abord l’origine, en changeant respectivement dans Inéquation de
la courbe , x, y en x~-~-x , yl-~ y~ ; l’ensemble des ternies indé-

pendans de x, y, dans l’équation résultante , égalé à zéro , sera

l’équation de condition, exprimant que le point ~.~~ , y~~ est sur

la courbe ; et l’ensemble des termes d’une seule dimeiisicn par rapport
aux mêmes variables . égalé pareillement à zéro , sera l’ëquation de
la tangente à la nouvelle origine , rapportée aux nouveaux axes ;

on la rapportera aux axes primitifs , en changeant respectivement,
dans son équation x , y en ~2013~~ ~2013y/.
On remarquera, au surplus, que, dans le développement des purs-

sanceset produits de puissances des binômes ~~"~ , y~*~~ ? on peut
rejeter les termes de plus d’une dimension en x , y , attendu qu’on n’est
point dans le cas d’en faire usage. Si l’on rejette également les termes
indépendans de ces deux variables , et que , dans ce qui restera , on

change respectivement x ~en ~y2013.~ y ~y~-_yl , on aura immédiatement
l’équation de la tangente au point (~ , ~) ~ rapportée aux axes.
primitifs , et de laquelle on conclura facilement celle de la normale
par le même point.

Appliquons ce procédé à l’ellipse ayant pour équation

Nous aurons d’abord

pms, en développant J
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Parce que le point ~x~, ~~ est sur la courbe , on aura

et Inéquation de la tangente, rapportée aux axes primitifs, sera

ou simplement, en vertu de la relation (5)

On en conclura , pour celle de la normale par le même point

Nous ne disons rien du cas où. il s’agirait de mener â une courbe
une tangente ou une normale par un point qui lui serait étranger
attendu que ce second problème se ramène facilement au premier.
On voit , par ce qui précède, que si les équations de deux

courbes qui passent par l’origine se ressemblent seulement dans les
termes du premier ordre , y quelque différence qu’elles puissent pré-
senter d’ailleurs , ces courbes auront en ce point la même tangente
et la même normale. Il n’est pas même nécessaire pour cela que
les deux équations se ressemblent dans leurs premiers termes
car, si

Tom. IX. 19
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est l’équation d’une courbe, l’équation de sa tangente par l’origine
sera

....

de sorte que cette courbe aura la même tangente en ce point que
la courbe (i), si seulement l’équation ~g~ a lieu en même temps
que l’équation (2) ; c’est-à-dire , si Fon a seulement

Deux courbes qui ont une même tangente en un même point
sont dites elles-mêmes tangente l’une à l’autre en ce point. On
voit , par ce qm précède , qu’une infinité de courbes différentes

peuvent avoir la même tangente et la même normale au même point.
Si l’on veut mener une tangente à la courbe ~1~ par le point

~~~ , y0 ~ on écrira d’abord 
¿~

puis , en développant,

on aura donc , en premier lieu, l’équation de condition,
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et l’équation de la tangente sera

ou, en ajoutant le double de l’équation (11) et réduisant

Quant à équation de la normale, par le même point, elle sera (3)

S. 2.

Des contacts dans les courbes double Courbure.

En prenant pour origine des coordonnée-s rectangulaires l’un

quelconque des points d’une courbe quelconque à double courbure,
on peut toujours , soit immédiatement soit , s’il est nécessaire , par
le développement en série, amener la courbe à être donnée par le ,

système des deux équations
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ou par toutes autres équations déduites d’une combinaison quelconque
de ces deux-là. A la vérité , lorsque les seconds membres de ces

équations seront des séries IndëRnIes ~ elles ne pourront être em-

ployées, avec sécurité, que pour des portions de la courbe assez

, 

voisines de l’origine pour que la petitesse de x ~ y et z rende les
~ 

séries convergentes ; mais ce n’est justement que pour de telles portions
de la courbe que nous nous proposons d’en faire usage.,

Lorsqu’on ne considère donc que des points de la courbe très-

voisins de 1"origine , on peut , sans erreur sensible , négliger , dans
les équations (i ] 1) , les termes de plus d’une dimension en x, y, z;
d’où il suit que , plus la portion de’ courbe que l’on considérera,
a partir de l’origine , sera petite , et plus aussi cette courbe approchera
de se confondre avec la droite ayant pour équations 

elle se confondra donc rigoureusement à l’origine avec cette droite,
qui en indiquera exactement alors la direction ; c’est donc une

tangente à la courbe, en ce point. (*) 
°

(~) En posant

avec la condition

qui donne
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On voit donc que, ~’ors~u’une courbe à double cur~ll~a~~’e passe

par l’or~~ane , on obtie~zt les e’qualio?,zs de sa tan~~-nte en ec ~oÎnt ,
en --galant simplement à zéro , daras les cguutic~rzs de la c~~a~~ ~e ,
~ ensf~rrlb!’e des termes d’une seule dirue,,zsion par rapport eux

,coordotinées 
~

Ayant ainsi la tangente à la courbe ; par l’origine, rien n’est

plus facile que d’obtenir sou plan iiormal, par le même point;
IOéquatiol1 de ce plan sera

Tout plan qui passe par une tangente à une courbe à double
courbure est dit tangent à cette courbe ; et toute droite tracée sur

les équations

seraient celles d’une sécante quelconque menée par l’orig*ine 9- et r serait la

longueur de la corde interceptée ~ à partir de ce point. Mettant ensuite les

valeurs (&#x26;) dans les équations (i, ï0 et divisant par r ; elles deviendraient

mais, pour que la sécante devienne tangente, il faut qu’on ait r=o ; on a donc
aussi alors

équations qui, combinées avec (~) , donnent, comme dans le texte t
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son plan normal, par le point où ce plan coupe la courbe, en
est dite une normale ; d’où l’on voit qu’une courbe à double cour-
bure a , en chacun de ses points , une infinité de normales et de

~?/~~~ tangens.
S’agit-il de mener une tangente ou un plan normal à une double

courbure , par l’un quelconque (x~ , y~ ~ z/) de ses points ; on y
transportera d’abord l’origine, en changeant respectivement , dans

les équations de la courbe , x, y, z en x~-~-x , V~y ~ y ~~~ ;
l’ensemble des termes indépendans de x, y, z dans les équations
résultantes , égalé a zéro, donnera les deux équations de condition,
exprimant que le point (~ ~ y~ , Zl) est sur la courbe ; et l’ensemble
des termes d’une seule dimension , par rapport aux mêmes variables

égalé pareillement à zéro , dans les mêmes équations , donnera les

équations de la tangente à la nouvelle origine, rapportée aux nouveaux
axes ; on la rapportera aux axes primitifs , en changeant respectivement i
dans ses équations , x, y, z en x-xl, y2013y~ ~2013~. 

On remarquera encore ici que, dans le développement des puis-
sances et produits de puissances des binomes xl-~-x , y~’+’y ~ ~-t-~ y
on peut rejeter les termes de plus d’une dimension en x y , 1) z ;

~ 

et que, si l’on rejette en outre les termes indépendans de ces variables y
en changeant. respectivement, dans ce qui restera, x, y, z en x~-xi,
y2013~y/ ~ z-zl, en aura immédiatement les équations de la tangente
au point (~ ~ y~ , zl) , rapportée aux axes primitifs, et desquelles
on conclura facilement celle du plan normal , par le même point.

Appliquons ce procédé à la courbe intersection de deux ellipsoïdes
de même’ centre dont les diamètres principaux coïncident. Soient

leurs équations

nous écrirons d’abord
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puis a en développant ;

Parce que le point (~ , y~ , z/) est sur la courbe 1 nous aurons
d’abord les deux équations de condition

et les équations de la tangente, rapportée aux axes p~~r~~~tifs ~
seront

ou ~j~p!ement ~ eii vertu des conditions (5, 51)
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On en - conclura (3) , pour celle du plan normal par le même

point
- 1 ..

On voit, par ce qui précède, que , si les équations d’une courbe
passant par l’origine ressemblent seulement à celles d’une autre

courbe , passant également par l’origine , dans les termes du premier
ordre ; quelque différence qu’elles puissent présenter d’ailletirs , ces
deux courbes auront en ce point la même tangente et le même

, 

plan normal. Il n’est pas nlêmc nécessaire pour cela que les deux

couples d’équations. se ressemblent dans leurs premiers termes;

car, soient 
’

les deux équations d’une courbe, les équations de sa tangente par
l’origine seront 

’

Je sorte que cette courbe aura , en ce point, la même tangente
que la courbe (1) ? si seulement les équations (9, 9/) ont lieu

en même temps què les équations (2, 2/) ; ce qui entraîne la

double condition
s~
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D~ux courbes qm ont une même tangente en un même point sont
dites elles-mêiiies /~~~///~~ Fune à l’autre en ce point. On ,’oit,
par ce qui précède y qu’une infinité de courbes différentes peuvent
avoir la même tangente et le même plan normal au même po!nt.

Si l’on veut mener une tangente ’à la courbe (i , i/) par le

point (~ ~ y/ , ~:~) ~ on écrira d’abord

Développant et posant les équations de condition

les éq(]atio~s de la tangente , rapportée aux axes primitifs, seront
J~~.ZX. 20
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ou ; plus simplement, en leur ajoutant respectivement les produits
par 2 des équations (z I , i t~) , et réduisant

Quant a l’équation du plan normal par le même point , elle

~ra(3) 
~ 

.. , 

’
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~. 3.

Des contacts dans les sr~rfcrces cot~r~es~

En prenant pour origine des coordonnées rectangulaires l’un quel-
conque des points d’une surface courbe quelconque, on peut tou-
jours, soit immédiatement soit, s’il est nécessaire, par le dévelop-
pement en série , amener cette surface à être donnée par l’équation

A la vérité , lorsque le second membre de cette équation sera une
série indéfinie, elle ne pourra être employée, avec sécurité , que

pour des portions de la surface courbe assez voisines de l’origine
pour que la petitesse de x , r et z rende la série convergente i
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mais ce n’est justement que pour de telles portions de la surface

courbe que nous nous proposons d’en faire usage.

Lorsqu’on ne considère donc que des points de la surface très-

voisins de Fongme y on peut 3 sans erreur sensible, négliger , dans
i’équation (i) , les termes de plus d’une dimension , en x , y , z ;
d’où il suit que , plus la portion de surface que l’on consid~rera )
a partir de l’origine, sera petite , et plus aussi cette surface approchera
de se confondre avec le plan ayant pour équation

elle se confondra donc rigoureusement à Forigine avec ce plan,
qui en indiquera alors exactement la direction ; c’est donc un plan
langent à la surface courbe en ce point.

Soit une antre surface courbe quelconque , passant aussi par

l’origine , dont l’ é (1 u a t1 0 n soit 
,

Cette surface coupera la première suivant une courbe plane ou à

double courbure , dont la tangente à l’origine sera (S, 2 ) donnée
par le système de l’éqtiatioii (~i) et de l’équation

Or, que la surface (n~ varie comme oii voudra, ea passant tou-

jours par l’ ol’1gi ne, la section (lu’elle détermine sur la surface (i)
variera égarement ; mais y des deux équations (’2 , 11~) , il ny aura
au plus que la dernière qui variera ; d’où l’on doit e lure que
si par l’un queiconq~e des points d’une surface courbe , on trace ,
à volo’rité , tant de courbes qu’on voudra, sur cette surface , les
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tangentes a toutes ces courbes en ce point seront toutes situées sur
le plan tangent à la surface courbe en ce même point.
De là on peut conclure encore que si, par un même point d’une

surface courbe, on trace sur cette surface deux courbes quelconques
et qu’on leur mène ensuite des tangentes en ce point , le pian
qu’on fera passer par ces deux tangentes sera le plan tangent a la

surface courbe en ce même points
On Toit , par ce qui précède, que , lorsqu’une surface co~tr~~

passe par l’origine , o~a oblie.,-îl l’équation de s~i~ plan tar.abent , en

~~a~ar~t sir~zplem~nt ~ zér~o, daiis son é~uatior~ , i’~~~rsem~~~e des termes
d’a~ae seule r~irrzprr,~ion , par ra~j~ort ar~x coordonnées.

Ayant ainsi le pl.an tangent à la surface courbe par l’origine
rien n’est plus facile que d’obtenir sa normale par le 111ênle point;
les équations de cette droite sont 

’

1"o-ute droite menée sur le plan’ tangent à une surface courbe,
par son point de contact avec elle , est dite tangente à cette surface

en ce point ; et tout plan passant par sa normale en est dit un

!113tl normal y pour le même point ; d’où Fon voit qu’une surface
courbe a, en chacun de ses points, une infinité de tangentes et

de plans normaux.
S’agit-il de rnener un plan tangent ou une normale à une surface

courbe , par Fun quelconque (~ , ~ , z~~ de ses points ; on y trans-
portera d’abord For!g!ne , en changeant respectivement , dans son

équation x , y~, z en xl-1-x , yj-~-~ , zi~z ; j’ensen1bJc des termes

ïn~ependans de x, y, z, dans réquation rësuhante , égalé à zéro ,’
donnera r équation de condition, 1 exprimant que le point ( :J;/ , y~ , z~ ~
est sur la surface courbe ; et Fensembie des termes d’une seule

dimension, y par rapport aux mêmes variables , égalé pareillement à
zcro ~ dans la même équation , sera Péquatioii du plan tancent a 

"
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la nouvelle origine t rapporté aux nouveaux axes ; on le rapportera
aux axes primitifs , en changeant respectivement) dans son équation
x, y , z en ~2013~ , Y-Y 1 ) s2013~
On voit, au surplus , que , dans le développement des puissances

et produits de puissances des binomes xl-Fx , ~~~-Y ,  z~+z , on

peut rejeter les termes de plus d’une dimension en x , y ~ ~ ; si

l’on rejette , en outre , les termes indépendans de ces variables ; en

changeant respectivement, dans ce qui restera , x , y y, y z en ~2013~ ,

y2013y~, ~2013~, on aura immédiatement l’équation du plan tangent
au point (~ , yI, z/) , rapporté aux axes primitifs , et de laquelle
on conclura facilement celles de la normale au même point.

Appliquons ce procédé à l’ellipsoïde ayant pour équation

Nous écrirons d’abord

puis, en développant,

Parce que le point ~xt , y~ zl) est sur la surface courbe, nous

aurons d’abord l’équation de condition

et 1,4quafion da plan tangent , rapporta aux axes primitifs . sera
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ou simplement, en vertu de la condition (4~ ,

on en conclura (3) , pour les équations de la normale , par le
même point _

On voit , par ce qui précède, t que , si les équations de deux

surfaces, passant l’une et l’autre par l’origine, se ressemblent seu-
lement par les termes du premier ordre , quelque différence qu’elles
puissent présenter d’a!I!eurs ~ ces deux surfaces auront en ce point
le même plan tangent et la même normale. Il n’est pas même

nécessaire pour cela que les deux équations se ressemblent exac-
ment dans leurs premiers termes; car, soient (i , 1’) les équations
dont il s’agit ; (2 , 21) seront respectivement les équations des plans
tangens aux deux surfaces ; et pour que ses plans se confondent,
il suffira qu’on ait

Deux surfaces courbes qui ont un même plan tangent en un même
point- sont dites elles-mêmes langenles l’une à l’autre en ce point;
et il en est de même pour les courbes résultant de leur section

par un même plan quelconque conduit par ce point. On voit donc

qu’une infinité de surfaces différentes peuvent avoir le même plan
tangent et la même normale au même point.
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Si l’on veut mener un plan tangent à la surface (1) ) par le

point (~ , ~~ , z/), on écrira d’abord

Développant et posant l’équation de condition

L’équation du plan tangent, rapporté aux axes primitifs , sera

ou, plus simplement , en lui ajoutant le double de l’équation (9)
et réduisant

Quant aux équations de la normale, par le même point, elles seront (3)

SECTION II.
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SECTION IL 

Des contacts du second ordre.

Dans la précédente section, y nous n’avons présenté aucun résultat
qu’on ne sache aujourd’hui obtenir sans rien emprunter au calcul

différentiel ; et nous n’avons fait simplement qu’offrir, pour parvenir
à ces résultats , des méthodes qui nous paraissent , a la fois y plus
simples et plus naturelles que celles qu’on a coutume d’app1iquer
à leur recherche. Il n’en sera pas de même, dans la présente section,
où il sera question des centres et rayons de courbure y cercles et

plans osculateurs, développées et lignes de courbure ; et il n’est pas
à notre connaissance que ces divers objets aient été traités jusqu’ici ,
d’une manière simple , par les procédés de l’analisc ordinaire.

Nous suivrons d’ailleurs ici la même marche que dans la section

précédente ; c’est-à-dire , que nous traiterons successivement de l’os-

culation dans les courbes planes , dans les courbes à double courbure
et dans les surfaces courbes.

S. 1.

De l’osculation dans les cor~rbPs planes.

Si l’on conçoit qu’une droite indéfinie se meuve sur le plan d’une
courbe plane donnée quelconque , de manière à lui être constamment
normale ; la courbe enveloppe de l’espace parcouru par cette droite,
c’est-à-dire, la courbe à laquelle , dans son mouvement, elle ne

cessera pas d’être tangente, est ce qu’on appelle la d~veloppée de
cette courbe donnée , laquelle , à l’inverse, en est appelée la déve-

1-oppante. On les a ainsi nommées parce que , si ron conçoit qu’un
fil soit d’abord appliqué le long de la développée , et qu’on le

développe ensuite en le tenant toujours tendu, l’un de ses points
parcourra évidemment la développante. Quant à ses autres points,

Tom. IX , n.° Y, I.er r~ovembre ~ 8 ~ 8. a x
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ils parcourront aussi des courbes qui auront la même développée
que la courbe donnée ; d’où l’on voit qu’à une même courbe donnée
doivent toujours répondre une développée unique et une infinité

de développantes.
En considérant sous ce point de vue la génération des courbes

planes , on voit qu’en chaque point d’une courbe , y le point décrivant
se trouve dans le même cas que s’il allait décrire un cercle ayant
pour centre le point de contact de la développée avec la normale

au point dont il s’agit , et pour rayon la distance entre ces deux

points. Ce cercle est ce qu’on appelle le cercle osculateur de la

courbe en ce point : son centre et son rayon sont dits le centre

et le rayon de courbure de cette courbe pour le même point ;
parce qu’en effet la courbe a en ce point une courbure égale à

celle de son cercle osculateur.

On est donc ainsi conduit à considérer toute courbe plane comme
formée d’une infinité d’arcs de cercles infiniment petits se touchant
consécutivement ~ et variant sans cesse de rayon ; auquel cas la

développée est le lieu des centres de ces arcs. Cela revient encore

a considérer la courbe proposée comme J’enveloppe de l’espace par-
couru par un cercle mobile , de rayon variable, dont le centre parcourt
sa développée et dont le rayon croit ou décroît constamment d’une

quantité égale à la longueur parcourue sur cette dernière courbe

par son centre.

Lorsqu’un cercle est simplement tangent à une courbe en l’un

de ses points ; t c’est-à-dire, lorsque le cercle et la courbe ont en

ce point une même tangente , ce qui exige que ce cercle ait son

centre sur la normale ; si d’ailleurs ils sont situés du même côté

de cette tangente commune , ou , en d’autres termes y s’ils ont leurs

courbures tournées dans le même sens ; le cercle passera entre la

courbe et sa tangente , ou bien ce sera au contraire la courbe qui
passera entre lui et cette tangente, suivant que la courbure de

cette courbe , en ce point sera plus grande ou plus petite que
celle du cercle , c’est-à-dire suivant que le rayon de courbure dé
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la courbe en ce point sera moindre ou plus grand que celui du

cercle ; mais, lorsqu"il s’agit du cercle 6sculateur , la courbure

variable de la courbe se trouvant au poitit de contact , exactement
égale à la sienne , cette courbure devra lui être supérieure d’un

côté de ce point et inférieure de l’autre ; ainsi , tandis que , d’un
côté du point de contact, le cercle passera entre la courbe et sa

tangente , de l’autre côté de ce point , ce sera la courbe , au
contraire, qui passera entre cette tangente et lui ; c’est-à-dire, que
le cercle osculateur de 1 un des points d’une courbe coupe et touche
à la fois cette courbe en ce point (*) ; il est évident , en outre ,

qu’il est le seul , entre les cercles tangens, qui puisse être dans

ce cas.

Soient menées à une courbe quelconque deux normales , l’une fixe et
l’autre rnobile ; elles toucheront sa développée en deux points distincts et
se couperont elles-mêmes en un troisième point. 1B1ais , a mesure que la
normale mobile se rapprochera de la normale fixe , deux de ces points
tendront sans cesse à se confondre avec le troisième, et ils se confon-

dront , en effet, en un seul qui sera le centre de courbure répondant à la
normale fixe , lorsqu’enfin la normale mobile se confondra tout-a-falt

avec elle. Le calcul, appliqué à ces considérations, va nous conduire
simplement à la déterminatiou du centre de courbure d’une courbe

quelconque en l’un quelconque de ses points , d’où il nous sera

facile de conclure le rayon de courbure et le cercle osculateur.

Reprenons l’équation 

(~) Il faut en excepter les points de la courbe ou sa courbure est 7?2M/7~t/~

ou minimum ; mais ceci rentre dans la théorie des points singuliers, que ~~OLIs

avons précédemment écartée. , 
-
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exprimant une courbe plane quelconque , passant par l’origine des
coordonnées. Nous avons vu ( SECT. I, ~. 1. ) que les normales à

cette courbe par l’origine et par le point quelconque (~ , ~r~~ , avaient
respectivement pour équations

sous la condition

On aura donc l’intersection des deux normales en considérant comme

équations d’un même problème détermine en x, y, soit le système de
deux équations (3 13) soit tout système de deux équations déduites
d’une manière quelconque de la combinaison de ces deux-là. En y
chassant les dénominateurs elles deviennent respectivement

dont la dernière , en vertu de l’autre , se réduit à

on pourra donc , dans la recherche de l’intersection des deux

normales , substituer au système des équations (3 , le système
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des équations (14 , 15) , lesquelles, pour ce point, ont lieu en mémc
temps quelles.

Mais , à mesure que le point ( ~~ ~ ) se rapprochera de l’ongine ~
la dernière tendra sans cesse à se réduire à

ou

d’un autre côté, dans les mêmes circonstances , l’équation de con-

dition (1~2) tendra de plus en plus a devenir simplement

au moyen de Iaquelte on pourra éliminer à la fois x~, y~~ de l’autre
qui ï se réduira ainsi à

ou bien

1Ainsi , lorsque les deux normales seront fort voisines , leur point
d’intersection sera sensiblement donné par le système des deux équa-
tions (14., , 16) ; il le sera donc rigoureusement , lorsque ces deux

normales se confondront , puisqu’alors ~ ~ ~ seront rigoureusement
nuls ; il est donc vrai de dire que le centre de courbure à l’origine
est donne par le système des deux équations (14 , 16). On en

tire, pour les coordonnées de ce centre

Ce sont donc là aussi les équations du point de contact de la dé-

veluppée avec la normale à l’origine.
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Si l’on représente par R le rayon de courbure de la courbe (1),

pour le même point, on aura

c’est - à - dire , en substituant

En conséquence, le cercle osculateur aura pour équation

(¥) Si l’on mène une sécante à une courbe plane par deux de ses points
et si l’on conçoit que l’un de ses points se rapproche sans cesse de l’autre , .

en suivant le cours de la courbe, et en entraînant avec lui la sécante qui tournera
ainsi autour de ce dernier ; lorsqu’enfin ces deux points se confondront, la sécante
deviendra tangente.

Pareillement, y par trois points quelconques pris sur une courbe , soit fait passer
un cercle et concevons que le second de ces points vienne joindre le premier ,
en suivant le cours de la courbe , et entraînant avec lui le cercle qui consé-

-quemment variera à la fois de situation et de grandeur ; lorsque ces deux points
se confondront, le cercle sera simplemnte tangent à la courbe. Si ensuite le

troisième point vient joindre les deux autres , sous les mêmes conditions, lors-

qu’il les aura atteints, le cercle tangent sera osculateur.

Voilà pourquoi on considère la tangente et le cercle tangent comme ayant
avec la courbe deux pornts communs qui se confondent en un seul ; et voilà

aussi pourquoi on considère le cercle osculateur comme ayant avec la courbe

trois points communs qui se confondent également en un seul.

Cela revient évidemment à considérer la courbe comme un polygone d’une
infinité de côtés ; sa tangente comme le prolongement de l’un de ses côtés ;
ses cercles tangens comme des cercles qui ont ce côté pour corde commune ;
et enfin son cercLe osculateur comme un cercle qui passe par trois de ses sommets
consécutifs.
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Veut-on présentement avoir le centre et le rayon de courbure

d’une courbe quelconque , en l’un quelconque ~xi , y’) de ses points ;
on y transportera d’abord l’origine , en changeant respectivement ,
dans l’équation de cette courbe x , y en ~+~ , y~-~~~; on fera ensuite
le développement des puissances et produits de puissances de ces

deux binomes, dans lequel on pourra négliger d’ailleurs les termes

de plus de deux dimensions en x, y. Egalant ensuite à zéro l’ensemble
des termes indépendans de ces deux variables , on aura l’équation
de condition qui exprime que le point (~ , yI) est sur la courbe ;
le surplus de l’équation transformée se trouvant alors de même forme
que l’équation (~) ~ on égaiera séparément , dans l’une et dans

l’autre, les coefficiens des termes correspondans ; ce qui donnera

les valeurs de A, B, F, G, y H, en fonction de xl , yl et des
constantes renfermées dans l’équation de la courbe dont il s’agit.
Ces valeurs étant enfin substituées dans les formules (I 7, 18), le

centre et le rayon de courbure de la courbe pour le point (xv, y~~
se trouveront déterminés. Mais, comme le centre de courbure se

trouvera rapporté aux nouveaux axes , il faudra, pour le rapporter
aux axes primitifs, changer respectivement , dans ses équations ,
x, y en .r2013~~ ~ ~2013~~.

Appliquons ce procédé à l’ellipse déjà considérée précédemment ,
et ayant pour équation

Nous aurons d’abord

développant et posant, comme alors , la condition

il viendra
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Comparant cette dernière équation y terme â terme, y avec l’équa-
tion (i), nous aurons .

d’où

(

ou simplement, en vertu de la relation (5)

substituant enfin ces valeurs dans les formules (17, 18) nous au-
rons, d’abord pour le rayon de courbure,

et ensuite pour les équations du centre de c©urbure ? rapporté aux
axes primitifs’ 

.r2013~
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de ces dernières, on tire , en transposarit ,

mettant pour i , dans l’une et dans l’autre , sa valeur donnée par
la relation (5) , elles de~rieodron~ , en réduisant,

et telles sont les équations du centre de courbure , pour le POil1’t
(~~ de la courbe (4.), y réduites à leur forme la plus simple.
Ayant ainsi obtenu les équations du centre de courbure d’une

courbe, pour l’un quelconque (x/ , y/) de ses points , rien n’est

plus aisé que d’obtenir l’équation de la développée de cette courbe ;
il ne s’agit en effet pour cela que d’éliminer ~ , yr entre les équa-
tions de ce centre et l’équation de condition qui exprime que le

point ~,~~, y~ j est sur la courbe.

Ainsi , dans l’exemple qui vient de nous occuper , on tire des.

équations (22)

valeurs qui, substituées dans 1"équation (5), donne pour l’équation
’ 

de la développée de la courbe (4.),

Si l’on prend pour axe des ~ la tangente même à la courbe par

F origine ; auquel cas l’axe des y en sera la normale , ]’ équation
T~~7J!C. ~~
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de cette tangente devant alors se réduire à y=o, on devra avoir

.~~o ; ainsi , si l’équation d’une courbe passant par l’origine est

de la forme

l’axe des x sera une tangente à la courbe , y le centre de courbure

réponda,nt à l’origine sera sur l’axe des ’y 1 -et le rayon de courbure

répondant au même point aura (18) pour expression

Si l’on veut savoir comment la courbe est coupée par une paral-
lèle à la tangente très-voisine de cette droite , il faudra supposer

y sensiblement nul dans F équation (24) , ce qui , en ne faisant

attention qu’aux deux plus petites valeurs de x, réduira sensible-

ment cette équation à 
, 
..

ce qui revient à dire qu’une corde infiniment petite, parallèle à la

tangente, a son milieu sur la normale (~).
Les principaux points de la théorie que nous venons de développer

sont un des résultats les plus Importais des travaux géométriques
de Huygens. 

~ 

(*) On aurait pu parvenir immédiatement et d’une manière très-simple à la

formule ~25~ ~ en supposant dès F abord l’axe des ~c tangent à la courbe
oa ~4==o.
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s. 2.

De l’osculation dans les eour~~es à double cou,-!,,itre.

Concevons que , par la tangente en l’un des points d’une courbe
à double courbure, et par un autre quelconque des points de cette
courbe l’on conduise un plan , lcquel sera tangent à la courbe au

premier de ces deux points ; concevons que le dernier de ces deux

points se rapproche peu à peu du premiers en suivant le cours de

la courbe, et en entraînant avec lui le plan tangent , qui tournera

ainsi sur la tangente. Lorsqu’enfin le dernier’ point aura atteint le

premier , le plan tangent se trouvera avoir acquis une position dé-
terminée très-remarquable , et dépendant uniquement de la courbure
de la courbe au point de contact. C’est dans cette position qu’il est
dit le plan osculateur de la courbe en ce point.
On voit par la génération du plan osculateur que, plus un arc

d.e la courbe, pys à partir du point de contact , sera petit et plus
aussi cet arc approchera de se confondre avec ce plan 1 et consé-

quemment d’être un arc de courbe plane trace sur le plan oscu-

lateur ; cet arc se confondra donc tout-à-fait avec ce plan , lorsque
sa longueur sera nulle.

On est donc conduit 1Jar.là à considérer toute courbe à double

courbure comme formée d’une infinité d’arcs de courbes planes ,
consécutivement tangens les uns aux autres , et situés dans des plans
variant sans cesse de position. Les plans de ces arcs sont les plans
oscuiateurs de la courbe en ses différons points. Il est évident, d’après
cela , qu’une courbe piano n’a y pour tous ses points, qu’un seul et

même plan osculateur, qui est le plan même de cette courbe.
Appliquons le calcul à la recherche du plan osculateur, suivant

le mode de génération que nous lui avons assigné. Reprenons les
deux équations générales 
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d’une courbe à double courbure passant par l’origine des coordonnées ;
et dont nous avons trouvé la tangente au même point donnée par
les deux équations 

°

Par cette tangente et par un point quelconque (xl 1 y~ , z~~ pris -
sur la courbe , soit fait passer un plan ; l’équation de ce plan
sera évidemment 

,

En effet f il est d’abord évident que cette équation est celle d’un

plan ; il n’est pas moins évident que ce plan contient la tangente
à l’origine , puisque le système des équations (2~2~) satisfait à

l’équation (22) ; enfin , cette équation (22) est encore satisfaite par
les valeurs xl , y~ ~ de ~9 ~ ~ ; ce qui prouve que le plan
qu’elle exprime contient le point (xi’ , yl, ~).

Or , comme ce point est sur la courbe (1 , i~) y on doit avoir,
comme nous l’avons déjà observer dans la précédente section, les

deux équations de condition
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au moyen desquelles l’équation (22) pourra être changée en celle-ci

Mais , a mesure que le point (.~j/~ zr) se rapprochera de

l’origine , cette équation tendra sans cesse à se réduire à

d’un aUlre côte , dans les mêmes circonstances , les conditions (i i , ï i~)
approcheront de plus en plus de pouvoir être remplacées par les

suivantes

tarant donc de ces dernières les valeurs de ~ , ~ pour les substituer
dans l’autre , qui deviendra ainsi divisible par z~’ , 1 et posant’

pour abréger,
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ce qui donnera

on aura enfin , pour l’équation du plan o!gculateur de la courbe

(1 , y rs~ , a l’origine des coordonnées

ou encore

On peut donc y à l’origine , considérer la courbe (1, Il) comme
une courbe plane située dans ce plan ; sa normale, pour le même
point , sera donc l’intersection du même plan avec le plan normal
(3) dont l’équation , au moyen des abréviations (~6) , devient

éliminant donc successivement x , y, z entre les équations (29, 3o) ,
on pourra prendre pour équations de cette normale 

’
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S’agit-il présentement d’obtenir le plan osculateur de l’un quel-
conque ~x~ , y~ , zr~ des points d’une courbe à double courbure

quelconque, on transportera d’abord l’origine en ce point, en chan-
geant respectivement dans les deux équations de la courbe , z Y, z
en x~~-x , y ~-}’}~ --I-I-z. On développera les puissances et produits
de puissances de ces binômes , négligeant, dans le d~~~c!o~p^rr~cut,
les termes de plus de deux dimensions en x, y, z. Egalant ensuite
à zéro , dans chaque équation l’ensemble des termes indépendans de
ces variables , on obtiendra ainsi les deux équations de condition

qui exprimeront que le point (~~, y, Zl) est sur la courbe. Les

équations transformées se trouveront ainsi réduites à la forme des

équations (i , i~). Egalant donc respectivement les coefficiens des

unes à ceux des autres, on obtiendra ainsi les valeurs de

~,jB.C,D,~.J~C,~,~,

~ , ~ , ~ , ~~~ ~’~ ~n G~~ . 7~ , A~ ,

en fonction de x~, .y,", zl et des constantes des équations de la courbe ;
on en conclura ensuite les valeurs de a, b, c, L, LI; et substituant
le tout dans l’équation (z~~ , elle deviendra celle du plan oscu-

lateur demandé , rapporté à la nouvelle origine ; de sorte que , pour
le rapporter à l’origine primitive , il faudra changer respectivement
~ y , z en ~r2013~ ~ ~2013~ , ~2013~~.

Appliquons ce procédé à la courbe donnée par les deux équations

C’est la courbe suivant laquelle se coupent les surfaces de deux"

cylindres droits égaux, d’un rayon égal à r , et qui se pénètrent
de telle sorte que leurs axes sont à angles droits, et que l’axe de

chacun est tangent à l’autre. Nous aurons d’abord
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développant et posant les deux conditions

les équations transformées seront

qui , comparés respectivement aux équations (1, r~~ ~ donneront

de la on conclura

et, par suite, en ayant égard aux relations (33, 33~~ ~

. d’ou encore

en
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en conséquence, l’équation du plan osculateur au point ~~~~ ~ ~‘~ , ~0
rapporte à l’origine primitive sera (29) -

Si la courbe était plane, le plan osculateur devrait toujours être
le même, quel que pût être le point (.xl, ~r~, ~) ~ dont consé-

quemment les coordonnées ne devraient point paraître dans l’équation
de ce plan ; il faudrait donc qu’elles pussent en être cl13ssées, au
moyen des seules conditions qui expriment que le point (x~ , y~, z/)
est sur la courbe ou , ce qui revient au même , il faudrait qu’en
y substituant pour xl y y~ leurs valeurs en Zl, tirées de ces mêmes

équations , les termes en z/ disparussent d’eux-mêmes par l’égalité
de leurs coefficiens à zéro. Ce serait donc aussi par un pareil calcul
que l’on parviendrait à assigner les relations qui doivent exister

entre les coefficiens des équations de deux surfaces, pour qu’elles
se coupassent suivant des courbes planes.

Si l’on conçoit qu’une droite indéfinie se meuve dans l’espace de
manière à demeurer constamment tangente à une même courbe à

double courbure, cette droite décrira une surface développable dont
la courbe donnée sera l’arête de rebroussernent ;-cette surface serait
aussi évidemment 1-’enveloppe de l’espace que parcourrait un plan

. indéfini, constamment osculateur de la courbe ; c’est-à-dire , que ce

plan , dans toutes ses positions , ne cesserait pas de lui être tan-

gent ; cette même surface , lieu des tangentes , peut aussi être dite le
lieu des déselo ppantes , attendu que les développantes de la courbe
qui sont comme elle à double courbure, s’y trouvent toutes situées,

Lorsque la courbe donnée est plane , il est évident que les deux

nappes de la surface développable doivent se confondre en un seul

plan qui sera le plan même de la courbe , ou du moins celui de
i~une .de ses parties , si elle en a plusieurs ; l’équation de cette-

surface devra donc être décomposable en facteurs du premier°degré ,
’ 

ou du znoins admettre un ou plusieurs facteurs de ce degré , c~
Tom. Z~ ~3
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qui offre un nouveau moyen de reconnaître si une courbe est plane ,
du moins lorsqu’on a l’équation de la surface développable dont

elle est rareté de rebroussement.

Or, lorsqu’on a les équations d’une tangente en un point quel-
conque ~xl , yl , zl~ d’une courhe , rien n’est plus aisé que d’obtenir
l’équation de cette surface ; il ne s’agit en effet , pour cela , que
d’éliminer ~ ~ ~~ , z~ entre ces deux équations et les équations de
condition qui expriment que le point {x~ , y~, z/) est sur la courbe.

Ainsi , par exemple , les deux équations de la tangente à la

courbe (32, 32/) au point .(xl , y~, z~) étant

si l’on en tire les valeurs de xo , y~, pour les substituer dans les

équations (33, 33~~ lesquelles deviendront ainsi . 

-

l’élimination de ~~ entre ces deux dernières conduira à l’équation de
la surface développable dont la courbe (3~ ~ 3~) est rareté de

rebroussement. 
-

Puisqu’au point de contact une courbe quelconque est sensible-
ment un~ courbe plane , tracée sur son plan osculateur, elle doit

avoir, en ce point, un centre de courbure et un cercle osculateur

situés sur ce plan et qu’on peut désirer de connaître : cherchons-le
d’abord pour la courbe ( i , z~~ , à l’origine des coordonnées. Pour

cela ~ concevons qu’un plan -indéfini se meuve dans l’espace , de

manière- à demeurer constamment normal â une même courbe à
. dçuble courbure ; l’enveloppe de l’espace qu’il parcourra ou , ce qui

revient au même, la surface développable laquelle il sera cons-
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tamment tangent pourra être nommée le lieu des axes de ~or~rbure
de la courbe proposée s parce qu’en effet ses élément rectilignes
seront les axes des arcs de cercles infiniment petits dont cette courbe
pourra être conçue comme formée. Chacun de ces élémens rectilignes ,
lequel sera , en môme temps , -la ligne de contact de la surface

développable avec le p!an normal, coupera donc le plan osculateur
au centre de courbure cherche. 

’

Imitons cette génération par le calcul , et cherchons , pour Ja

courbe (i;, 1/) qnel est l’axe de courbure qui répond à l’origine ;
le plan norludl en ce point , y au moyen des abréviations (26), a pour
son équation, comme nous l’avons déjà observée

Au moyen de ces mêmes abréviations y Inéquation (i3) du plan normale
en un autre point quelconque (xs ~ Y~~ ~) ~ devient ( SECT. 1 , §. 2 ) ~
sous les conditions (1 1 ,. i I ~) ~,

Ces. deux plans. se coupent suivant une droite déterminée: par Te"
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système de leurs équations, laquelle doit devenir l’axe de courbure
à l’origine ~ lorsque les coordonnées xl , Y/ 1 zl deviennent nulles.

Mais , dans la recherche de l’intersection de ces deux plans on

peut substituer à l’une ou à l’autre de leurs équations, toute équa-
tion résultant de leur combinaison. ’On pourra donc, en particulier,
ôter de l’équation ~3i ~ les termes de l’équation (3o). Si ensuite on
transpose , et qu’on suppose le point (xl , ~y~ , z/) très-voisin de

l’origine ~ ce qui permettra de ne conserver que les termes d’une

seule dimension en ,~’ , y~, z/;, cette équation deviendra

mais , dans les mêmes circonstances , les équations de condition
(n, i I~~ deviendront sensiblement

desquelles tirant les valeurs de x~ , y~ en zj , pour les substituer
dans (32) t ;elle-ci deviendra, après la division par s~
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Voilà donc l’équation d’un plan , coupant le plan fixe (30) suivant
une droite qui, lorsqu’on supposera ~ ~ ~ , ~ nuls, deviendra l’axe
de courbure qui répond à l’origine ; mais cette supposition ne change
rien à l’équation (30) ; donc le plan qu’elle exprime contient déjà
l’axe de courbure ; il contient donc aussi le centre de courbure ;
puis donc que ce centre est d’ailleurs, ainsi que nous l’avons déj~
dit sur la droite dont les équations sont

Il est vrai de dire qu’il est à l’intersection de ce plan et de cette
droite. 

- 

.
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Résolvant donc les équations (31, 33) par rapport à ~ , yB je y

en avant égard aux relations (~6 ~ ~7 , 1 2~~~ , nous aurons , y pour les
coordonnées du centre de courbure qui répond à l’origine ,

or ~ en désignant par R le rayon de courbure, on a

il viendra donc , en substituant et ayant toujours égard au~ re-
lations (26)-

Est-il question présentement d’avoir le~ centre et le rayon de

courbure d’une courbe quelconque à double courbure , pour un point
quelconque (~~ yl, z~~ de cette courbe ; on changera ,, dans. ces.

équations x, ,~, z en xl x y y~-~- y ,. ~+~ ort développera en sup-
primant les- termes indépendans de~ x , y~ , z 1. et négligeant ceux
de plus de deux dimensions par rappart à ces. variables y comparant
alors les équations transformées aux équations (l’:J’ il); et supposant
~u’elle~ sont les- mêmes, on en conclura les. valeurs de ~,~ AI’, B t
,,8~,~ C 3, C~ ~...... et par suite (26 ,~7,2~) celles de a ., ~, c, L, Z~
ces valeurs substituées dans la. formule (35) y feront connaître la

longueur du ~a~on de courbure ; en les substituant ensuite dans.
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les formules (3~) ~ et y changeant x , ~, z en .r2013~ ~ ~2013/~ ~2013~,
on aura la position du centre de courbure. (*).

Si, par le centre de courbure , on conçoit une droite perpen-
diculaire au plan osculateur , cette droite sera l’axe de courbure
pour le point (xf , ~y~ , zl) , si , y entre les équations de cet axe et

les équations qui expriment que le point est sur la courbe , on
élimine ~ y yl , ~, l’équation résultante en x, y, z sera celle
de la surface développable lieu des axes de courbures. (**)
_, 

. 

_ , , _ 

-A

!f (~) Si l’on mène une sécante à une courbe à double courbure par deux

quelconques de ces points dont l’un soit fixe, et que l’autre se rapproche peu
a peu de celui-là en suivant le cours de la courbe , et en entraînant avec lui
la sécante , qui tournera ainsi autour du premier dz ces deux points , lorsque
ces deux points se confondront en un seul, la sécante sera alors une tangente.

Par trois points pris arbitrairement sur une courbe à double courbure, et

dont un est supposé fixe, soit fait passer un plan , et sur ce plan soit décrit

un cercle , par ces trois points ; si l’on conçoit que l’un des points mobiles
se rapproche peu à peu du point fixe, en suivant le cours de la courbe et

en entraînant avec lui le plan, ainsi que le cercle qui , sans quitter ce plan .
variera sans cesse de grandeur et de situation ; lorsque les deux points se con-

fondront , le plan et le cercle seront tangens à la courbe. Si le troisième point
vient joindre les deux autres, sous les mêmes conditions , lorsqu’il les aura

atteints , le plan et le cercle se trouveront osculateurs de la courbe.

Voilà pourquoi on a coutume de considérer la tangente et le plan tangent
à une courbe à double courbure, comme ayant avec cette courbe deux points
communs qui se confondent en un seul; et c’est pour cela aussi que l’on con..

sidère le plan et le cercle osculateurs de la même courbe comme ayant avec

elle trois points communs qui se confondent également en un seul.
Cela revient évidemment à considérer la courbe comme un polygone gauche

d’une inanité de côtés : le prolongement de l’un d’eux est la tangente ; te t

plan qui passe par cette tangente est un plan tangent ; et le plan et le cercle

qui passent par trois sommets consécutifs sont le plan et le cercle osculateurs.

(~) Si la courbe est plane, cette surface sera cylindrique ; si la courbe est

tracée sur une sphère, cette surface sera conique et aura pour centre le centre
même de la sphère ; généralement parlant, son arête de rebroussement sera

le lieu des centres des sphères osculatrices de la courbe ; c’est-à-dire ~ des
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Si , entre les équations du centre de courbure pour Je point

(xl , ~, z~~ et les deux équations qui expriment que ce point appar-
tient à la courbe , on éliu.ine xl, y~ ~ 2/, les deux équations en
~ , y , z qu’on obtiendra seront celles d’une courbe à double cour-
bure lieu des centres de courbure qu’on appelle encore ici la

déf,elop,pée (*) de la courbe proposée , parce que si l’on conçoit
qu’un fil , d’abord maintenu sur toute sa longueur , se développe
de manière à lui demeurer constamment tangent, un des points
de ce fil tracera dans l’espace la courbe dont il s’agit.

§. 3. 
,

fi’ 

De l’osculation dans les sur faces cou~~e~o

Reprenons l’équation ( SRCT. I , §. 3 )

T’une surface courbe quelconque passant par l’origir~~ 3 pour la-
,quelle nous avons trouvé B’l’équation du plan tangent en ce point

L _, 
, ~ 

~ 

,, ,~

sphères qui ont avec cette courbe quatre points communs se confondant en un
seul&#x3E; ou encore des sphères qui passent par quatre sommets consécutifs de

la courbe, considérée comme polygone d’une infinité de côtés ; mais la recherche
de cette arête exige la considération des termes du troisième ordre des équa-
tions de la courbe. ,

(-Bt) A proprement parler ~ une même courbe ~ double courbure a une in-

finité de développées , toutes situées sur la surface développable lieu de ses

axes de courbure ; mais nous ne mentionnons ici que la développée principale ,
.

en renvoyant ~ pour le SHPpIttS ~ &#x26; l~pp~~’0~ ~ ~’u~a~is~ ~ la g~em~trie de
N

~~
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et celles de la normale correspondante

Nous avons vu en outre que , pour un autre point quelconque
~~t , ~’~, z~ j de la même surface , l’équation du plan tangent était

et celles de la normale

le, tout sous la condition

Si d’abord nous supposons que le plan tangent passe" par J"axe
des x, auquel cas cet axe sera une tangente quelconque à la surface ,
T~/72.7~ ~
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~ ne devra point entrer dans l’équation (2) , et par conséquent on devra
avoir ~f===o; l’équation (i) deviendra donc 

-

celle du plan tangent

’ 

et celles de la normale

Faisons tourner le système des plans coordonnés autour de la tan-

gente, c’est-à-dire, autour de l’axe des x ; en posant

p étant l’angle de l’axe des avec celui des y. Il viendra en substituant

dans (i p.) et ordonnant, -
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1

Si, dans cette équation, f nous faisons ~==0y l’équation résultante en
p et x sera celle de l’intersection de la surface par le plan des vx ,
c’est-à-dire, par un plan quelconque passant par la tangente x, si

nous laissons p indéterminé. Cette équation est

en la comparant aux formules (24, 25) du premier 5 de la présente
section , et désignant par r son rayon de courbure à l’origine nous

aurons

Quant à son centre de courbure, ses équations seront évidemment

Mais des équations (ï5) on tire

donc, y en repassant au système primitif, t on pourra dire que le centre
de courbure, à l’origine, d’une section faite par un plan passant par
l’axe des x, supposé une tangente à la courbe , et faisant un angle
quelconque p avec le plan des xz, est donné par les trois équations

desquelles on tire
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Si, entre les deux dernières on élimine p , l’équation résultante

en Y et z sera , sur le plan des yz, celle du lieu des centres de cour-

bure, à l’origine, de toutes les sections planes faites par la tangente
x : cette équation est

c"est-à-,dire , celle d’un cercle passant par l’origine , ayant pour
tangente en ce point l’intersection de son plan avec le plan tangent
~ i r ~ . B/B~-4-C~a la surface, , et ayant pour diamètre ," ~C

~~insi , de toutes les ~~//~/z.~ faites â une surface courbe quel-
~9/2~~? ~ par des plans passant par une même tangente quelconque
à cetie surface , celle qui a, au point dit contact’ de cette tan-

gente, le plus grand rayon de courbure est celle qui est faite par
lë plan normal. De plus, les centres de courbure de toutes les autres

pour le rnérne point, sont sur une inéme circonférence ~ ayant pour
tanger~te , en ce point, une nouvelle tangente à la surface perpen-
dicr~laire à la première ; d’où il suit que les cercles osculaieurs de
toutes ces sections, pour le point de contact de la tangente t appar-
tiennent à une même splière , tangente en ce point à la courbe.
De ce beau théorème , dû a Meusnier, il résulte en particulier

que connaissant seulement pazir un ~nérne point qu,elc~nrlr~e d’une, 
e

surface courbe.* les centres ~e courbure de deux sections faites dahs
cette coi.,rbe , par des plans passant par une même tangente , on
peut facilement avoir le centre de courbure de toute autre sectior~

faite par un nouveau plan passant également par cette tangente.
Ce centre sera , y en effet , l’intersection du plan coupant avec une

circonférence passant par le. point de contact et par les deux centres

déjà donnés. 
’

Nous venons dé voir de queUe manière les sectiona planes obliques
sont liées entre elles et à la section normale, lorsque les plans
çoupant passent par une même tangente. Examinons présentement
la relation qui existe entre les diverses sections normales
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- - ......... - ........ ~ -- --- - ....- - --.. ~ , ,

Nous pouvons , dans cette nouvelle recherche , admettre une sim-

plification de plus : nous pouvons supposer qu’on a pris pour plan
des xy le plan tangent lui-même y en prenant son point de contact

pour origine ; ce qui fera coïncider la normale avec l’axe des z ;
l’équation (2) devra donc simplement se réduire à z= o , on aura

donc, à la fois ~~=o~ B ~o , ce qui 1 réduira l’équation (i) à

Afiii d’obtenir une section normale quelconque, faisons tourner le

système des plans coordonnés d’une quantité indéterminée p autour
de l’axe des z. Posons pour cela

d’où

par la substitution des valeurs (25) dans l’équation (!z4) , la surface
se trouvera rapportée aux axes des t, u, z; si ensuite on veut avoir
son intersection avec le plan des /~, que l’on peut considérer ici ,’
à raison de l’indétermination de p, comme un’plan normal quelconque,
il faudra, dans cette équation traiisfortuée , supposer ~==0; mais il

revient au même, et il est en même temps plus court de faire im-
Tnëdiatcment cette supposition dans les formées (25), c’est-à-dixe ~
de faire dans (~4) -’

ce qui donne, en ordonnant , $
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telle est donc l’équation de la section faite dans la surface (24) par
un plan normal tz , faisant avec le plan des tx un angle quelconque p.
En comparant cette équation (27) aux formules (24, 25) du pre-

r 

mier 5 de la présente section, on aura pour le rayon r de courbure de
cette courbe à l’orisine J *

Si l’on fait varier la valeur de p, y celle de r variera aussi ; afin

donc de savoir comment ces deux variables sont liées entre elles , con-
cevons que, pour chaque position du plan normal, on porte sur la

tangente correspondante , dont l’équation est

de part et d’autre du point de contact, des parties proportionnelles
11 la racine quarrée de r , c~st-a-dire ~ des parties moyennes propor-
tionnelles entre r et upe longueur constante et arbitraire À ; et cher-
chons la courbe sur laquelle les points ainsi déterminés se trouveront

. ~it~és;. en désignant p~r ~ , y~ les coordonnés de cette courbe, nous
devr~ps avoir les deux équations 

- 
.

exprimant à la fois que le point (x, y) est sur la tangente (2g) et
que sa distance au point de contact , c’est-à-dire , a rongme est

‘ 

égale à ~ i~r . _

Prenant donc, dans ces deux dernières équations, les valeurs de
Sin. P, Cos. p, pour les substituer dans la formule (~8)~ nous aurons
pour l’équation de la courbe demandée
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équation d’une ligne du second ordre rapportée à son centre.
Ainsi, S~ a~ant fait à une surface quelconque, par un guelcongu~

de ses points, une suite de sections normales, coupant le plan tan=
gent su~‘vnt~t une suite de tangentes à ces sections , o’i~ prend sur
chacune de ces tanb entes , 7 de part et d’autre du point de contact;
des lo~~~ uer‘rs proportionnelles aux racines carrées de rayons dé
courbure qu’ont au point de contact les sections qui leur correspondent ;
les points ainsi déterminés sur le plan tangent appartiendront à une
ligne du second ordre, dont le point du contact sera le cen-tre.

Cette courbure a été remarquée pour la première fois par M. ~‘c~p’i~t ,
qui l’a nommée indicatrice; il a appelé tangentes coniiiguées et tan..~
gentes principales, les tangentes dirigées suivant ses diamètres co’11..:.
jugués et principaux , et il a de même appelé sections conjugûée,~
et principales, rayons de courbure conjugués et principaux les sections
et rayons de courbure qui répondent aux tangentes conjuguées et

principales8
Il suit de cet élégant théorème que tout ce qui est vrai du rapport

des quarrés des diamètres conjugués ou principaux d’urie ligne dÓ.
second ordre et des angles que forment entte eux ces diamètres- doit
être vrai aussi du rapport des rayons de courbure d[es sectiôns nbr-

males, conjuguées et principales, et des angles que forment éntre
eux les plans de ces sections; ainsi, 1.0 les r~yo~s de eourbu~e ~tt~
répondent aux sections principales sont l’un plus grand et l’a~tre

plus petit que tous ceux qui répondent aux autres sections n~or~nales~;
2.0 la somme de deux rayons de courbure conju~ués , pris avec
leurs signes, est toujours constante et égale à la somme des ra~rons
de courbure principaux ; 3.0 le produit de deux rayons de courbure
con jugués et du quarré du sinus de l’angle des plans qui les con-

tiennent est aussi constant et égal au produit des rayons de courbure
principaux. !~.° Les rayons de courbure des sections qui font, d~
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~i~ri et d’ar~~re , af~ec les plans des sections principales des angles
égaux ~c/?/ -~~ar~x ~ etc , etc , etc. 

_

Il avoit déjà été remarqué par Euler que les sections normales de
plus grande et de moindre courbure se coupaient perpendiculaire-
ment ; il avait même montré que les rayons de courbure de ces

deux sections étant connus , on en pouvait déduire celui de toute

autre section normale donnée de position ; rnais il était réservé à

M. Dupin de ramener toute cette théorie à une autre extrêmement

simple et beaucoup plus généralement connue.
. A raison de l’indétermination de À, une même surface a, en l’un

quelconque de ces points, une infinité d’indicatrices différentes; rnais
la forme de l’équation (31) montre que toutes ces indicatrices sont

semblables et concentriques ; ~, et conséquemment elles ne cessent pas
d’avoir leurs diamètres proportionnels aux racines quarrés des rayons
de courbure des sections correspondantes. Si en particulier on suppose
~==0/ l’équation (31) devient simplement

et exprime alors un point ou deux droites, c’est-à-dire, une section
conique de dimensions in.finiment petites ; mais , comme c’est aussi

a cela que se réduit l.’équa.tion (~4~ , lorsqu’après avoir supposé {
tout à fait nuls, on suppose ensuite x, y infiniment petits, il en

faut conclure que le point de contact d’une surface quelconque avec
son plan tangent est une section conique de dirx~.ensians infinimen,t
petites, dan.s laquelle les dianzètres sont proportionnels aux racines
quarr.ées des rayons de courbure des sections norr~a~’es correspo~.~
dantes. Cette remarqu~e est d.ue à !VI. Dupin. -

Si l’on prend les deux sections principales pour plans des xz et .
des y~_, le terme en xy ne devra point se trouver dans l’équation
(31) ; on, devra donc avoir jPc=o: i en sorte que requatuon (~4) de
a aurfacq deviendra
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dans les mêmes circonstances le rayon r de courbure d’une section
normale formant un angle p avec le plan des xz, aura (28) pour
expres-sion 

’

on en conclura les deux rayons principaux en y faisant succès"

sivementp=o, ~==~; désignant donc ces d,eux rayons par a, b 
1

en aura

en éliminant donc G, H de la formule (33) , au moyen de ces deux-là ;
il viendra

~~uat~on donnée par Euler. (*)

Cf) Tant que G, H sont inégaux et de mêmes signes , l’indicatrice étant une

ellipse , toutes les courbures sont plus grandes que la moindre et moindres que
la plus grande des deux courbures principales. Si G=H, l’indicatrice devient un
cercle et conséquemment toutes les courbures sont égales , comme il arrive au

pôle d’un sphéroïde ; l’origine est dite alors un ombilic. Si G et H sont de

signes contraires , l’indicatrice devient une b,~rper~ole ~ les deux courbures prin-
~’o~n, 21Tom. IX. i
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Dans le cas de l’équation (3 2) , l’équation (to) du plan tangent par

le point (xl, yl , z,1) devient simpleillellt , 

. ,

ce plan tangent coupe le plan tangent à F origine y c’est-à-dire) lé
plan des xy, suivant une droite dont on obtiendra l’équation en
égalant z ~,zéro dans celle-ci; celté équation sera donc

s,us la condition

mais, à mesure que le point (~,y~ , zl) se rapprochera de l’oriëine,
’ 

elle tendra’à se réduire à °

cipales ont leur convexité tournées en sens inverses ; les courbures des autres

sections normales peuvent prendre tous les degrés possibles de petitesse ; et en

particulier ces courbures sont tout - à - fait nulles , lorsque les sections sont

faites suivant les asymptotes de l’hyperbole , qui sont ainsi osculatrices de la

surface. Enfin- , si l’un des deux coefficiens G , t 1-1 est nul , l’indicatrice se

réduit au système de deux parallèles, et la courbure minimum, parallèle à
ces droites, est seule nulle.
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,et, dans les mêmes circonstances, t équation de condition tendra à

se réduire à ~z~..=. o ou ~==0 ; donc à mesure que le pomt (~~~ y~, zf~
tendra à devenir l’origine , les deux plans targens en ce point et
à l’origine tendront à se couper suivant une droite ayant pour
équation ,

mais en même temps la droite joignant ces deux points tendra con-
tinuellement vers sa projection sur le plan des xy , c’est-à-dire , vers
la droite, ayant pour équation

désignant donc par p et gr les angles de ces deux droites avec l’axe
des x on aura 

d’où

eu (34)

relation entre deux tangentes conjuguées.
Ainsi, deux points marchant l’un vers l’autre sur une surface

courbe, la sécante qui joint ces deux points et l’intersection des plans
tangens dont ils sont les points de contact tendent sans cesse à
devenir deux tangentes conju~uées, et le de~iennent en e~et lors-
~u’enfin ces deux points se confondent, quelle que puisse étre d’ailleurs,
sur la surface courbe, la route suivie par l’un d’eux pour joindre
l’autre. Cette remarque est encore de !VI. Dupin.
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Cela revient, au surplus, à dire que deax cGUrbes u~ se ton en~

sur une surface courbe ne peuvent être l’ane et l’autre des lignes
d~ cantact de cette surface avee deux surfaces dévelappables , cir-
conscrites ~u’autant qne l’élément rectiligne de chu~ue surf ace déve-
loppable au point d’intersection des deux car~rbes est tan~ent â Ta
ligne de cuntaei de l’autre. Ce qui avait déja été implicitement remarqué
par Monge. , 

°

La surface étant toujours située par rapport aux axes des coordonnées
comme le comporte l’équation (3~), les équations de sa normale par
le point ~x~ , y~, z/) sont (1 1)

de sorte que l’équation de la projection de cette normale sur le

plan des xr est

ou encore

Puisque , généralement parlant, cette projec~tion ne passe pas par

l’origine, il’faut en conclure que la normale au point ~x~ , ~’~ ~ ~’~ ne
rencontre point l’axe des qui est ici la normale à l’origine. Ainsi
généralement parlant, deux normales à une surface courbe -ne sont
pas dans un même plan. 

~ 
’

’Pour que la normale par le point (x~ ~ y, s~) coupât Faxe de$
~ ~ il faudrait qu" on eût la condition ... 

’

j’où l’on peut conclure que réquat1ol.B
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est celle d’une surface qui coupe la surface (32) en tous les pointa
desquels les normales rencontrent l’axe des z.

Or, cette équation est celle d’une surface conique passant par les
trois axes, d’où l’on peut conclure que la courbe dont il s’agit a

deux branches qui se coupent à l’origine suivant les directions des

axes des x et des y. Ainsi , plus deux normales qui se coupent
approchent de se confondre et plus aussi le plan normal qui les
contient tend a se confondre avec le plan de l’une des sections

principales , et il se confond rigoureusement avec lui lorsqu’enfin
la seconde normale a atteint la première. ,

Cela revient évidemment à dire qu’en partant de l’un 9uelcon~ue
des points d’une surface courbe, il n’y a, en général, que deux
directions suivant lesquelles on puisse cheminer sur cette surface
de rnanière que la normale en ce point soit rencontrée par celle
qui la suit i~médiatement ; et ces deux dïreetions, toujours per-
~aen~iculau~s l’une à l’autre , sont celles des sections principale
qui répo~zdent ~ ce point. Cette remarque est due à Monge. 

’

Concevons que l’on trace, sur une surface courbe , une courbe telle

que la tangente en chacun de ses points soit dirigée suivant la

section principale de plus grande courbure qui repond à ce point ;
une telle courbe sera dite une ligne de pl~,~ ~~an~’e courbure de
cette surface ; et il est clair qu’on peut concevoir de telles lignes
par chacun de ses points. Si , au contraire , la tangente en chacun

des points de la courbe e$t dirigée suivant la section principale
de moindre courbure , cette courbe sera dite li~r~e de~ ~to~ndre

c~ur~r~re ; et on pourra également en çoncevoir une pareille par
chacun des points de la surface proposée, Les ligne de plus grande
et de moindre courbures d’une ~urfacQ courbe sont appelées d’un
pom commun les I,ipgneç do ~~~~~~~e principales ou simpleruant
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les lignes ’de courbzirg de cette surface. Celles d’une série coupent
donc perpendiculairement toutes celles de l’autre série ; de sorte

qu’en quelque nombre qu’elles soient , elles divisent toujours la

surface dont il s’agit en quadrilatères courbes dont tous les angles
sont droits.

Si, sur une surface courbe , on trace une courbe quelconque,
les normales menées à la surface par tous les points de cette courbe
appartiendront généralement à une surface gauche ; mais , si la

courbe dont il s’agit est une ligne de egurbure, la surface gauche
se changera en une surface developpab e , ayant pour arête de

rebroussement l’ensemble des centres de courbure qui répondent à
cette ligne. L’ensemble des arêtes de rebroussement des surfaces

gauches qui répondent à toutes les Ignés de courbure d’une surface
donnée forme une nouvelle surface à deux nappes , lieu des centres

de plus grande et de moindre courbure de tous les points de cette
surface y et à laquelle toutes ses normales sont tangentes.
, Après avoir ainsi étudié la courbure d’une surface , en la rapportant
à la normale et aux deux tangentes principales de l’un de ses points,
il ne nous reste plus qu’à généraliser nos résultats, afin de les rendre

facilement applicables a tout point d’une surface courbe quelconque ,
autre que l’origine des coordonnées.

Reprenons pour cela l’équation générale

d’une surface passant par l’origine ; celle 
"

3e sa normale par ce point;. et enfin celle
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de sa normale par un autre quelconque (~ ~ ~~~ , 2/) de ses points,
soumis à la condition .

Concevons que, par un point (x , y , z~ de la normale qui répond
a l’origine, distant de cette origine de la quantité R, on mène
à la surface courbe une seconde normale , dont le pied soit Cxi , y~, Zl)
et la longueur RI ; pour les deux points dont il s’agit, les équa-
tions (3, 9, 11) auront lieu , et l’on aura en outre

ce qui fera en tout sept équations au moyen desquelles une des
huit quantités qu’on y considère étant connue , on pourra déterminer
les sept autres. Ea outre , le plan qui contiendra les deux normales

.~7~? aura pour équation
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eu , ce qui revient au même,

Enfin, en chassant les dénominateurs , dans les équations (3, 11) ,
et supprimant dans les dernières les termes qui se d.étruisent eu
yertu des premières , on aura

Cela posé, si l’on conçoit que le point (x: . y, z) glisse sur
R , de manière a se rapprocher de plus en plus de l’un ou

l’autre des deux centres de courbure qui répondent à l’origine,
JR~ y que nous supposons dans ce mouvement y demeurer toujours
normale , se rapprochera de plus en plus de cette première normale.
Son pied ~x~ , y~ , Zl), qui se rapprochera continuellement de l’ori-
~me ~ décrira sur la surface y d’après ce que nous avons dit pré-
cédemment, une courbe passant par cette orig~ne et ayant pour

tangente en ce point l’une des deux tangentes principales ; d’où il

suit que pareillement le plan normal (49) tendra sans cesse à devenir
celui de l’une de&#x26; sections principales.

Mais lorsque */ , y~~ 9 ,z~ sont très-petits , on doit avoir sensiblelnent .
Ra
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de plus , on peut alors, sans erreur sensible, remplacer les équa-
tions (9, 51) par les suivantes

en y joignant les deux équations (5o), on aura en tout six équa-
tions entre lesquelles on pourra néanmoins éliminer x p y ) z e X/ .1
~y~ , z~ , puisque ces dernières se trouvent affecter tous les termes
des équations où elles entrent.

En chassant d’abord x, y des équations (5.3 ~ 54) t au moyen des
équations (50), elles deviennent

En représentant par À une indéterminée, on satisfait aux deux

dernières, en posant

Tom. IX. 26
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e’est-~-dire en développant , réduisant et ordonnant

_ 

substituant toutes ces valeurs dans l’équation (53) et y introduisant

pour- sa valeur on aura , toutes réductions faites,C
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équation qui donnera rigoureusement pour la surface (1) les ,’aleurs-
~es deux rayons de courbure principaux qui répondent à l’origine t
puisque x~, ~f , z~ ayant disparu, peuvent être supposés tout à fait

nuls. 
°

.3 étant déterminé, par cette équation, on tirera des équations
( 50, 5.J) - 

&#x3E;

q’d seront les roordomecs du centre de courbure. Quant aux plans
des dcnx section" ~ ~cipa~s on en obtiendra la double équation , en
introdu~~~t ~ ..i~ ~~~.~~ les ~ra~~~crs (56) , et y mettant ensuite pour

2013 la B’a 1 {’ ur (~3): cela donne ~ toutes rdductions faites, gC~ 
y

S’agit-il présentement de déterminer , pour un point quelconque
(~~ ~ y~ ~ zl) d’une surface quelconque , y les centres et rayons de

courbure et les plans des sections principales , on changera respec-
tivement x, y, z en ~~"-{-~ , y~-1-~’, z~-~-z ; on développera, en arrêtant
le développement aux termes de deux dimensions en x, y , .~,

Inclusivement ; on égalera a zé*ro Fen&#x26;erïiMe des termes mdëpen-
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dans de ces variables, ce qui donnera l’équation de condition ; on
comparera terme à terme l’équation restante à l’équation (t) ; afin

d’obtenir les valeurs de ses neuf premiers coefficiens on substituera
enfin ces valeurs dans les formules ( 57, 58 , 5g ) ~ en changeant
dans les dernières y x, y y, z, y en .y2013j/, y2013~, ~2013~/.

SI, entre les trois équations du centre de courbure pour le point
~ xs , J~) z/) et l’équation de condition qui exprime que ce point
appartient à la surface courbe, on élimine ~ , y~, ~ , l’équation
résultante en x, y , z sera celle du lieu des centres de courbure de

cette surface ou de sa développée, c’est-à-dire , de la surface à la-

quelle toutes ses normales sont. tangentes.
Appliquons ce procédé à l’ellipsoïde donnée par l’équation

nous aurons d’abord

et ensuite

qu’il faudra comparer à l’équation (1).
Nous aurons donc, en premier lieu
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au moyen de quoi la formule (57) deviendra simplement

Nous aurons ensuite

d’où nous conclurons, en ayant égard à la condition (61)

En cona~quenco , r équation qui donnera les deux rayons de courbure,
eu point (~ ~ ~ ~ ) sera 

-
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Tout ce qui précède pourrait être susceptible de développemens
beaucoup plus amples ; mais nous les abandonnons à la sagacité
du lecteur , en le priant de considérer que nous n’avons pu ni dû
110US. proposer ici d’écrire un traité élémentaire ; mais seulement de
montrer comment Fan~lyse élémentaire pouvait être employée à
-traiter des questions pour la solution desquelles on a coutume de

, recourir au cqlcul différentiel. La vérité est qu’il n’y a proprement
d,’u~~ peu compliqué ici que ce qui concerne les courbes a double
courbure; mais cela tient à la nature même du sujet.
A la vérité nos formules finales sont moins simples que celles

que fournit le calcul différentitl ; mais on doit remarquer que la

simplicité de ces dernières est plus apparente que réelle ; elle tient

uniquement à ce que ces fqrmiiles ne sont au fond que des sym-
boles d’opérations a eHechîer, tandis que les nôtres au contraire

n’exigent que de simples substitutions t dans chacune des applications
qu’on se- proposera d-en@ faire.

Nous pensons toutefois c~u.e la manière très-simple dont nous

sommes parvenus aux beaux résultats d’Euler , de 1~’Ion~e ~ de

Meusnier et de M. Dupin, sur la courbure des surfaces courbes ,
n’aura pas échappe au lecteur. Si donc quelqu’un désirait seulement
de se mettre à peu de frais au courant de ces résultats, il pourrait
passer, à le lecture , les deuxièmes 5 tant de la première que de
la seconde section, qui sont tout -à -fait indépendans de tout le

reste. Il pourrait en outre supposer , dès l’abord, dans ’le 5 premier
4~ 1~ seconde section - que ~’a,~e des est tangent a la courbe, ou
que «4==o ; et ne lire ensuite que la première partie ~u~ px~3ent s-
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Nous n’ajouterons plus qu’un mot, et ce sera pour faire remar-

quer l’analogie entre les principes qui nous ont dirigés dans ce qui
précède et ceux que nous avons exposés à la page 183 du V. e vc-

lume de ce recueil. Ici, comme là, tout se réduit, en dernière analise ~
à obtenir d’abord du problème proposé une solution aljproxinjati;te3
dont la précision soit subordonnée à la petitesse de certaines quantités,
à éliminer ensuite du résultat ces mêmes quantités qui , du moment
qu’elles ont dispart.i , ne sauraient plus influer sur ce même résultat qu’on
doit dès-lors regarder comme tout-à-fait exact. Il n’est probablement
aucune des questions dans lesquelles on emploie la doctrine des in-

animent petits ou toute autre doctrine équivalente qui ne puisse
être ramenée à ces principes qui nous paraissent non moins simples
quils sont lumineux.


