ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ANDRE DIDIERJEAN

Cobordisme fibré et approximation d’une sous-
variété singuliere par des sous-variétés C*

Annales de linstitut Fourier, tome 33, n°1 (1983), p. 277-306
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1983_ 33 1_277 0>

© Annales de I’institut Fourier, 1983, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l'institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1983__33_1_277_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
33,1 (1983), 277-306

COBORDISME FIBRE ET APPROXIMATION
D’UNE  SOUS-VARIETE SINGULIERE
PAR DES SOUS-VARIETES C~
par André DIDIERJEAN

Vers 1955, en utilisant un argument de cobordisme R. Thom
donne un premier exemple de singularité isolée algébrique non
lissable, contredisant ainsi une célébre conjecture de F. Severi (1909).
Dans un article paru en 1973, R. Hartshorne fait le point sur ces pro-
blémes de lissage et redonne une démonstration du contre-exemple
de R. Thom. En 1978, E. Rees et E. Thomas montrent comment
la méthode de R. Thom permet d’associer a toute singularité isolée
d’une sous-variété plongée dans une variété lisse une classe de L-
équivalence qui est I'obstruction a une notion de lissage topologique
de la singularité considérée. Ils calculent un certain nombre de ces
obstructions dans le cas de variétés complexes.

Poursuivant cette idée, on montre, dans la deuxiéme partie
de ce travail, comment le cobordisme fibré fournit des obstructions
au probléme de lissage topologique de singularités « réguliéres» sur
un lieu singulier compact.

Le cobordisme fibré, introduit par W. Shih en 1966, a été
calculé ces derniéres années dans le cas orienté pour des fibrés de
base un cercle (M. Kreck, P. Melvin, F. Bonahon). Utilisant une
«pseudo » représentation pour les groupes de cobordisme fibré,
on les exprime dans la premiére partie de ce travail en fonction
d’invariants classiques, dans le cas des petites dimensions de la fibre.

Ainsi les résultats connus sur le cobordisme fibré ou sur son
image dans celui de Conner et Floyd nous permettent de calculer
certaines obstructions du probléme de lissage précédent.
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A. COBORDISME FIBRE EN DIMENSIONS
ZERO UN ET DEUX

1. Une représentation du cobordisme fibré.

Soit F une variété orientée, compacte, connexe sans bord (resp.
avec bord) de dimension n et Diff(F) le groupe des difféomorphismes
de F respectant l'orientation. Ce groupe est muni de la topologie
C”. On note D, (F) le groupe des difféomorphismes de la réunion
disjointe de p exemplaires de F. Les éléments du groupe D,(F)
peuvent étre décrits comme le produit d’une matrice de permuta-
tion de p éléments par une matrice diagonale dont les éléments
sont des difféomorphismes de F. Un tel élément est appelé une
matrice monomiale & coefficients dans le groupe Diff(F). On notera
D,(F)=Z, U Diff(F). Le morphisme i,: D,(F) — D,,,(F),
¢ —> pllid est injectif. On note D(F) la limite, munie de la topo-
logie de la limite inductive du systéme inductif (DP(F), i )pGN'
Soit Bpg) le classifiant associé a ce groupe topologique.

D’autre part, soit I, (resp. J,) I’ensemble des classes d’iso-
morphie de variétés orientées, compactes, connexes, sans bord
(resp. avec bord) de dimension »n. On pose

— ’ — ’
Vo = Fel}n Bpr et W, = WGI}” Bp w)

ou II' désigne le produit réduit, i.e. la limite inductive sur les sous-
ensembles d’indice fini de I’ensemble I, (resp. J,).

Exemples 1.1 (cas des dimensions zéro et un). — Il y a deux
variétés connexes, orientées de dimension 0 sans bord, le point
muni des orientations + ou —1. Pour tout entier p, les groupes
D,(+ 1) et D,(—1) s’identifient 4 X,, le groupe des permuta-
tions de p €éléments. D'otona V, =By xBg_.

— Le segment I =[—1,1] orienté de —1 vers +1 ou de
+1 vers —1 nous donne les seules variétés orientées, connexes a
bord de dimension 1. Ona ainsi W, = Bpq) X Bpy .

Le groupe des difféomorphismes du segment préservant 1’orien-
tation se rétracte par déformation sur [Iidentité. L’application
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z,C Dp(I) associant 4 une permutation la matrice monomiale dont

les coefficients sont I'identité du segment I, induit une équivalence
d’homotopie : i: By — Bpg, .

— Le cercle S! et ses deux orientations sont les deux variétés
orientées, connexes sans bord de dimension 1. D’ou

V,=B__ xB_ .

D(H D(sY)
Le groupe des difféomorphismes du cercle préservant 1’orientation,
se rétracte par déformation sur le sous-groupe des rotations SO(2).
L’injection du groupe G des matrices monomiales a coefficients
dans le groupe SO(2), dans le groupe D(S!) induit une équiva-

lence d’homotopie: i: Bg— Bn(sl) .

Soit X un espace topologique compact; on a:

PROPOSITION 1.2. — L ‘ensemble des classes d’homotopie d’appli-
cations de X dans V, (resp. W,) est muni naturellement d’une
structure de monoide abélien.

Démonstration. — L’ensemble des classes d’isomorphie de fibrés
C”, orientés sur X, de fibre une variété différentiable C* compacte
de dimension n sans bord, noté &f est un monoide abélien pour
la loi de réunion disjointe des fibrés. Deux éléments Z;, et Z, de
8" sont dits «stablement isomorphes», s'il existe deux fibrés tri-
viaux sur X, XxF, et XxF, tels que les réunions disjointes
Z, IXxF, et Z,1XxF, soient isomorphes. On note g,’f le
quotient de g"f par cette relation d’équivalence. C’est un monoide
abélien pour la loi de réunion disjointe. On montre alors que ce mo-
noide s’identifie naturellement a4 ’ensemble des classes d’homotopie
des applications continues de X dans ’espace V,. A un fibré sur
X on associe une application classifiante de I’espace X dans le
classifiant du groupe des difféomorphismes de la fibre de ce fibré.
Ear passage a la limite, ceci nous définit une correspondance
&y — [X, Val.

LeMME 1.3. — Cette correspondance est une bijection naturelle :
[X,V,] = &X.

Démonstration. — Soit f: X —> V,, une application continue.
L’espace X étant compact, il existe un nombre fini de variétés
F,,...,F, telles que l'application f se factorise a travers le sous-
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espace BDu(F‘) x...xBp, (F) de V,= Fgl',, Bpr - On associe

alors a f la classe du fibré correspondant a ce relévement. Les homo-
topies se relevant de méme dans des produits finis de classifiants,
cette correspondance est bien définie de I’ensemble [X,V,] dans
8,, On vérifie de fagon analogue qu’elle est inverse de la corres-
pondance définie précédemment. o

On rappelle que deux fibrés différentiables C* sur X, orientés,
Z, et Z,, de fibre une variété différentiable compacte de dimen-
sion n sans bord, sont dits « cobordants fibrés» s’il existe un fibré
différentiable C* orienté, 4 bord H, tel que le bord de H soit
isomorphe en tant que fibré 4 la réunion disjointe Zyi(—Z,); —Z,
désignant le fibré Z, muni de son orientation opposée. L’ensemble
9;‘ des classes de « cobordisme fibré», muni de la structure de
groupe abélien induite par la réunion disjointe, est appelé n-iéme
groupe de cobordisme fibré sur X.

Pour toute variété W de bord une variété F, I’homomor-
phisme de restriction au bord des difféomorphismes de la variété
W induit une application continue: 9,,,: W,,, —> V,. D’autre
part le groupe .Q,’f se scinde naturellement en £, $Qx le
n-iéme groupe de cobordisme orienté des variétés de dimension
n, Q,, representant les classes des fibrés triviaux dans Qx Soit
P:[X,V,] — Q I’application associant a une classe de fibrés

sa classe de cobordlsme fibré.

PROPOSITION 1.4, — La suite

[X, w,,ﬂ] = [X, V]——»Qx—+0
est exacte. C'est-d-dire :
@) P,09,, =0;
(i) Po(0y) = Py(e)) = FFE[X, W,y ]19,4,(F) = o L —
ou —a, désigne la classe d’un fibré représentant «, muni de son

orientation opposée.

Démonstration. — Cette proposition est une conséquence de la
descrlptlon géométrique donnée au lemme 1.3. La réduction au
groupe ﬂ correspond 4 la relation de «stablement isomorphe »
pour les flbres. n]



COBORDISME FIBRE ET SINGULARITES 281

Remarque. — Ce paragraphe écrit dans le cadre du cobordisme
orienté, se transcrit dans celui du cobordisme non orienté. On prend
alors toutes les classes d’isomorphie des variétés connexes d’une
dimension n et Diff(F) désigne tous les difféomorphismes d’une
variété F. On notera également par V, et W, les espaces clas-
sifiants correspondant a ce cas quand il n’y a pas d’ambiguité.

2. Calculs en dimension zéro.

a) Cas du cobordisme orienté

Pour ce cas, en utilisant la description de I’exemple 1.1, la
proposition 1.4 nous donne la suite exacte de monoide suivante :

[X,B;_x By | =% [X,By_xBy_|— 83X — 0.

Si A désigne le sous-monoide diagonal du produit [X, BE“] x [X, Bz.,,]’
c’est-a-dire : A = {(a, B) €[X, Bz“] x [X, Bz,,] |a =8}, ona:

LEMME 2.1. — L’image du morphisme 0, s’identifie au sous-
monoide A .

Démonstration. — Le diagramme suivant est commutatif :

[X,By_]x [X, By ] =i [X,B;_|x[X,B;_]

|

[X,By_] ¢

ou 7 désigne la loi de monoide de l'ensemble [X,By ] et A le
morphisme diagonal, A(a) = (a, «). Cette commutativité résulte
alors de la remarque géométrique suivante :

Un fibré ayant pour fibre des segments orientés a pour bord
la réunion disjointe de deux exemplaires du méme revétement, chaque
exemplaire orienté différemment. Le morphisme w étant surjectif,
ona Imad, = A. o

Soit Hom,(m,(X), Z..) I’ensemble des classes de conjugaison
des homomorphismes du groupe w,(x) dans le groupe Z.. La

réunion disjointe des permutations induit une structure de monoide
abélien sur Hom (7 ,(X), Z.).
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LEMME 2.2, — Le monoide (X, By | s'identifie naturellement
au monoide Hom (m,(X),Z.).

Démonstration. — L’espace X étant compact, ce lemme est
une conséquence de la classification des revétements. m]

La suite exacte et les deux lemmes précédents nous donne :

PRrROPOSITION 2.3. — Le groupe ﬁff est isomorphe au groupe de
Grothendieck du monoide Hom, (7, (X),Z.).

COROLLAIRE 2.4. — Le groupe .Qf)( est un groupe abélien libre,
avec un générateur par classe de conjugaison de sous-groupe d’indice
finide w (X).

Démonstration. — Un revétement connexe orienté sur X est
bord fibré si et seulement si il est trivial.

En effet, le groupe fondamental =, (X) agit trivialement sur
Porientation des points de la fibre. La classe d’un revétement est
donc dans le sous-monoide diagonal du monoide

Hom, (7, (X), Z.)) x Hom (7,(X), Z.)
si et seulement si elle est triviale.

Les générateurs de Qf)‘ sont donc les revétements connexes
sur X. La classification des revétements sur X nous donne une
correspondance biunivoque entre les revétements connexes sur X
de fibre un nombre fini de points et les classes de conjugaisons de
sous-groupe de m,(X) d’indice fini. a

b) Cas du cobordisme non orienté

Le point (resp. le segment I = [0, 1]) est la seule variété sans
bord (resp. 4 bord) de dimension zéro (resp. un). Ainsiona V, = By_
et W, = Bpy . Soit Zp = Z, 12Z/2Z le groupe des matrices mono-
miales de Z, a coefficients dans le groupe Z/2Z. Ce groupe s’iden-
tifie au sous-groupe du groupe D, (I), formé des matrices monomiales
dont les coefficients sont soit I’identité, soit 1’opposée de I'identité
du segment 1. Soit i: T; <> D, (I) cette identification.

Le groupe des difféomorphismes du segment se retractant sur
son sous-groupe constitué de l'identité et de son opposée, I’appli-
cation i induit un isomorphisme : i: [X,Bg ] [X,Bpgl.
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D’autre part, une matrice monomiale du groupe Z, est une matrice
de permutation de 2k éléments. Soit 8: Z,—> Z,; cette iden-
tification. Par l'isomorphisme i précédent, on peut regarder 0
comme consistant 4 prendre l’action obtenue au bord des segments
sur lesquels ; opére.

Cette description et la proposition (1.4) précédente nous donne
la suite exacte de monoide suivante :

P, ~
[X,By ] = [X,By_]—> NJ — 0.

Le groupe X. étant discret, pour tout espace X compact, le mo-
noide [X,Bg ] s'identifie au monoide Hom,(w (X), Z). On a
alors :

PROPOSITION 2.6. — Pour tout espace topologique compact,
la suite de monoide

P, ~
Hom, (7,(X), 1) - Hom,(7,(X), Z.) —=> NX —> 0
est exacte.

Soit H un sous-groupe d’indice fini du groupe m,(X) et Ey
le revétement connexe quotient du revétement universel de X
par I’action de H.

PROPOSITION 2.7. — Le revétement Ey est bord fibré si et
seulement si [N(H): H] est pair, ou N(H) désigne le normalisa-
teur du sous groupe H.

Démonstration. — L’indice [N(H): H] est pair si et seulement
si il existe une involution sans points fixes sur 1’espace homogéne
7,(X)/H commutant d laction par translation a gauche de m,(X)
sur cet espace homogéne ([23], p. 68). Cette involution est la mul-
tiplication a droite sur 7r1(X)/H par un élément de N(H) qui n’est
pas dans H, mais dont le carré est dans H. On regroupe alors les
éléments de =, (X)/H en couples (a,T(a)), orbites de l’involu-
tion T.

La translation a gauche par les éléments de ,(X) opére sur
I'espace homogéne w,(X)/H par permutation des couples précé-
dents et permutation des points des couples.
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Ainsi I'application ¢: 7, (X) —> Z,, représentant cette action
de w,(X) sur I’espace homogéne w,(X)/H se factorise a travers le
groupe Z; . o

COROLLAIRE 2.8 (*). — Pour tout espace topologique compact
X, le groupe fo =N, & f\ff,( est un espace vectoriel sur Z[2Z ,
avec un générateur par classe de conjugaison de sous-groupe H de
7, (X) d'indice fini tel que [N(H): H] soit impair.

Démonstration. — La réunion disjointe de deux exemplaires
du méme revétement E étant bord du cylindre E x I, le groupe Nf,(
est un espace vectoriel sur Z/2Z . Tous les revétements connexes sur
X étant isomorphes a un quotient Ey du revétement universel de X,
la proposition précédente nous donne le résultat. o

Exemples 2.9. — Si le groupe w,(X) est abélien, tous les revé-
tements connexes avec un nombre pair de points dans la fibre sont
bord fibré.

-Si |m,(X)| =2 NX=2/22.

3. Une remarque sur les fibrés munis d’une involution.

Soit V une variété C™ compacte de dimension n et T une
involution C* sur V. On suppose de plus que T est soit sans points
fixes, soit I’ensemble de ses points fixes est une sous-variété de codi-
mension un. Soit Diff (V) le sous-groupe des difféomorphismes de
V commutant a cette involution.

ProrosITION 3.1. — Tout fibré C% de fibre V et de groupe
structural se réduisant a Diff (V) est bord fibré pour la relation
de cobordisme fibré non orienté,

Démonstration. — On considére le cone de l'involution T, le
quotient V du produit V x[0,1] par Paction de T au bord
V x {1}. L’ensemble des points fixes de I'involution étant soit vide,
soit de codimension un, V est une variét¢é C= a bord de bord V.

(*) Ce corollaire corrige le corollaire 2.6. de [8] suivant le résultat donné
par R.E. Stong dans Math. Reviews 54, 2 8677 (1977).
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Les difféomorphismes de V commutant avec I'involution T
passent au quotient et s’étendent 4 la variété V. a

COROLLAIRE 3.2, — Soit G un groupe de Lie compact possé-
dant un élément d’ordre deux. Tout fibré principal de groupe G
est bord fibré pour la relation de cobordisme non orientée.

Démonstration. — Soit « € G un élément d’ordre deux. L’action
de a sur G par translation a droite: a: G — G, g+— ga,
définit une involution sans points fixes sur G. Cette involution
commute a I’action de G sur lui-méme par les translations a gauche., O

4. Calculs en dimensions un et deux.

a) Cas de la dimension un

PROPOSITION 4.1. — Les groupes N} et Q¥ sont nuls.

Démonstration. — Le groupe des difféomorphismes du cercle
S! se rétracte sur son sous-groupe des rotations O(2).

Ainsi pour tout entier p le groupe Z‘,pZ Diff(S') se rétracte
sur son sous-groupe X, 1 O(2) qui, lui, s’identifie au sous-groupe
correspondant de E,,Z Diff(D?). Tout fibré C= sur X de fibre
p cercles S! est donc isomorphe au bord du fibré en disque cor-
respondant. D

b) Cas de la dimension deux, l'espace X étant simplement connexe

Dans le cas d’une base X simplement connexe, il suffit
d’examiner le cas des fibrés de fibre connexe. En effet :

LEMME 4.2. — Si le groupe w,(X) =0 et l'espace total d'un
fibré sur X est connexe, alors sa fibre est aussi connexe.

Démonstration. — Soit F la réunion disjointe de k exemplaires
d’une variété connexe F. Ona Diff(F) = Z, 1 Diff(F).

La composante connexe par arc de I’identité du groupe Diff(F)
est donc le produit de k exemplaires de celle du groupe Diff(F).
On la note Diff (F). La suite exacte

Diff,, (F) «— Diff(F) — m,(Diff(F))
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nous donne la fibration d’espaces classifiants :

Bosr,® ~ Bpim Bno(Diff(f))'
Ainsi le groupe w;(X) étant nul, toute application classifiante dans
Bpigsgy d’un fibré de fibre F se reléve 4 I’homotopie prés dans
I’espace Bmffo(f). Cet espace étant le produit de k exemplaires
de Bpjgry, un fibré de fibre F est donc bien isomorphe 4 la réunion
disjointe de k fibrés connexes de fibre F. n]

Les résultats connus sur I’homotopie des groupes de difféo-
morphisme des surfaces nous donnent alors :

ProPOSITION 4.3, — Tout fibré connexe orienté (resp. non
orienté) de fibre une réunion disjointe de sphéres S? est un bord
fibré pour la relation de cobordisme fibré orienté (resp. non orienté).

Démonstration. — Le groupe Diff(S?) se rétractant sur son
sous-groupe des rotations O(3) [4], la situation est la méme que
celle de la proposition 2.8. o

PROPOSITION 4.4, — Tout fibré connexe orienté (resp. non
orienté) de base simplement connexe et de fibre un tore T? est bord
fibré pour la relation de cobordisme fibré orienté (resp. non orienté).

Démonstration. — Un fibré C de fibre un tore et de base sim-
plement connexe est isomorphe 4 un fibré principal de groupe struc-
tural le tore T2? [4]. L’action de T? sur lui-méme s’étendant a la
variété a bord S! x D2, tout fibré de fibre un tore est bord du fibré
de fibre le tore plein correspondant. o

PROPOSITION 4.5. — Si la base X est simplement connexe, le
groupe QX est nul.

Démonstration. — Les fibrés de fibre une sphére ou un tore
étant bord fibré, il suffit d’examiner le cas des variétés de genre
g=2. Or la composante connexe par arc de l'identité du groupe
des difféomorphismes d’une surface de genre g = 2 étant contrac-
tile, les fibrés connexes de fibre une telle variété sont triviaux. o

A une classe d’homotopie de X dans D’espace classifiant
BSO(3), on associe la classe de cobordisme non orienté du fibré
de fibre I’espace projectif RP? correspondant. Ceci nous définit
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une application d’un espace vectoriel sur Z/2Z ayant un générateur
par classe d’homotopie d’applications de I’espace X dans BSO(3),
dans le groupe N;( .
i : 5] — NX ication.
Soit ¢ X, 50003)] Z/2Z N, cette application
PropPoOSITION 4.6. — Si X est simplement connexe, l'applica-
tion ¢ est surjective.

Démonstration. — La composante connexe par arc de l'identité
du groupe des difféomorphismes de 1’espace projectif RP? se rétracte
sur le sous-groupe des rotations SO(3) [4]. Ainsi toutes les classes
des fibrés de fibre ’espace projectif RP? sont dans I’image de ¢.
La composante connexe par arc de l'identité du groupe des difféo-
morphismes de la bouteille de Klein se rétracte sur le sous-groupe
des rotations SO(2) [4]. Les fibrés de fibre une bouteille de Klein
et de base simplement connexe sont donc bord d’un fibré de fibre
une bouteille de Klein « pleine ».

La composante connexe par arc de lidentité du groupe des
difféomorphismes des autres surfaces compactes non orientables
étant contractile [4], ces remarques et la proposition 4.5 nous donne
le résultat précédent. o

COROLLAIRE 4.7. — Si l'espace X est simplement connexe et
que de plus [X,BSO(3)] =0, ona NX =Z/2Z.

Exemples 4.8. — Pour I’espace X une sphére S? ona:

[S?, BSOQ3)] = m,_,(80(3)) = m,_1(8%), p>1

d’ou ® ,2/22— N’ — 0
ainsi
Q=0 N=2/22

Q=0 N’ =2/22.

5. Présence de submersions dans une classe de cobordisme.

L’oubli de la structure de fibré définit un homomorphisme de
groupe \Il;(: N;( —> N,., (X), lespace X étant ici une variété
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différentiable C™ compacte de dimension n et Np+n(X) désignant

le groupe de cobordisme des applications au-dessus de X [6]. L'image

de ce morphisme nous donne les classes de cobordisme du groupe

Np +(X) contenant une submersion. Le probléme de I’étude de

cette image posé par Conner et Floyd dans [7] trouve une solution

pour les sphéres S*¥, k<8 dans [5, 17, 1, 24, 18] et pour les
n—2

groupes Np+n(S”) avec p < dans [9]. Ici les calculs des

paragraphes précédents nous donnent les résultats suivants :

ProrosITiON 5.1. — Soit  f: Y —> X une application C~
entre des variétés compactes de dimension n. Si le groupe m (X)
est abélien et si le degré de lapplication [ est pair, [ est cobor-
dante a une submersion dans le groupe N,(X) si et seulement si
sa classe est nulle dans ce groupe.

Démonstration. — Par I’exemple 2.9, I'image par le morphisme
¥X de revétements pairs est nulle. o

PROPOSITION 5.2. — Soit f:Y — X une application C~
entre des variétés compactes de dimension n. Siona |m (X)| = 2%,
alors :

— Si le degré de f est pair, f est cobordante ad une submersion
dans le groupe N, (X) si et seulement si sa classe est nulle dans ce
groupe.

— Si le degré de f est impair, [ est cobordante a une submer-
sion dans le groupe N,(X) si et seulement si elle est cobordante
a l'identité de X dans X.

Démonstration. — Par ’exemple 2.9, I’image du morphisme
\Iff)( est le sous-groupe Z/2Z, composé de la classe nulle et de celle
deI’id : X —> X dans le groupe N, (X). o

PROPOSITION 5.2. — Soit f:Y — X une application C~
entre des variétés compactes, Y de dimension n+1 et X de
dimension n. Alors f est cobordante a une submersion dans le
groupe N, . ,(X) si et seulement si sa classe est nulle dans ce groupe.

Démonstration. — Par la proposition 4.1, I'image du morphisme
¥Y est nulle. o
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PropPOSITION . 5.4. — Soit f:Y—> X une application C~
entre des variétés compactes, Y de dimension n + 2 et X de di-
mension n. Si de plus l'espace X est simplement connexe et que
[X,BSO(3)] = 0, on a, x, désignant une valeur réguliére de l'appli-
cation f:

a) Si f~'(x,) est une variété cobordante & l'espace projectif
RP2, f est cobordante a une submersion dans le groupe N, ,,(X) si
et seulement si elle est cobordante a la projection p,: X x RPZ — X,

b) Si f~'(x,) est un bord, f est cobordante d une submersion
dans le groupe N, .,(X) si et seulement si sa classe est nulle dans
ce groupe.

Démonstration. — Par le corollaire 4.7, I'image du morphisme
\P;( est le groupe Z/2Z composé de la classe nulle et de celle de
la projection p,: X x RP? — X. o

B. APPROXIMATION D’UNE SOUS-VARIETE
SINGULIERE PAR DES SOUS-VARIETES C”

1. Obstruction au e-lissage sur un lieu singulier.

On appelera triplet singulier, noté (Z*, Y**?, X*¥*P*%) |a donnée
suivante :

— X*¥*P*%  une variété différentiable C™ de dimension k+p + &.

— Z* | une sous-variété compacte de dimension k de la variété
xk+p+2

— Y**? | un sous-espace topologique fermé de la variété X**P*%
contenant la sous-variété X*¥ et tel que le complémentaire de ¥

dans Y**? Y**P — 5% soit une sous-variété C* de la variété X**P*%
de dimension k + p .

DEFINITION 1.1. — Un triplet singulier (Z*,Y**? X**P*%) sera
dit e-lissable, s’il existe sur la variété X une métrique riemanienne
telle que l'on ait la propriété suivante :
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Pour tout € > 0 «suffisamment petity, il existe une sous-
variété fermée C”,Y., de la variété X, coincidant avec la sous-
variété Y —Z a l'extérieur d’'un tube ouvert de rayon € autour de
la sous-variété X , c’est-adire :

Y, N(X-T,(2)= YN(X-T,2)) (voir Fig. 1)

ou T (2) désiogne le tube de rayon € autour de ¥ pour la métrique
considérée et T,(Z), lintérieur de ce tube.

Soit (Z*, Y*¥*P, X*¥*P*?) un triplet singulier. Pour € « suffi-
samment petit », on considére un tube T,(Z) dont le bord 3T (2)
soit transverse a la variété 'Y — 2.

Suivant R. Thom [25], on considére I’ensemble des classes de
L-équivalences mod 2 des sousvariétés de dimension k+p —1
du bord du tube 0T,(Z). Pour € «suffisamment petit » cet ensemble
indépendant de € est donc Lk+p_l(aT(2),Z/2Z).

A la sous-variété (Y —Z) N aT,(Z) correspond ainsi une classe
a, dans Lk+p_1(aT(E),Z/ZZ).

LeMME 1.2. — La classe a, ne dépend pasde €, on la notera a.

Démonstration. — Soit €' < e deux valeurs de € telles que
les variétés 0T, (Z) et OT.(Z) soient transverses a la variété
Y - Z. La couronne T, (Z) -"f“e,(E) est difféorglorphe au produit
0T(Z) x [0,1]. Ainsi lintersection (T (Z)—T.(Z))NY nous
donne une variété a bord réalisant la L-équivalence entre les variétés
T (Z)NY et AT (2)NY. o

Au triplet singulier (Z¥, Y¥*P XKk*P*?)  on associe sa classe
o dans ’ensemble L,Hp_l(aT(E), 2/22).

ProprosITION 1.3, —

1) Pour que le triplet (Z*,Y**? X¥*P*%) soit e-lissable, il
suffit que sa classe o dans Lm_,(aT(z) ,Z/[22Z) soit triviale,

2) Si k<% pour que le triplet (T*,Y**P X¥*P*%) soit e-
lissable, il faut et il suffit que sa classe « soit triviale.

Démonstration. — 1) Avec les notations précédentes, pour tout
€ petit tel que le bord du tube 9T,(Z) soit transverse d la variété
Y - Z, o est laclasse de la sous-variété Y N dT,(Z) dans la variété
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dT(X). Cette classe étant triviale, il existe une sous-variété W de
dT(Z) x [0, 1] telle que

WNAT(Z)x {0} = YNAT(Z) et WNAIT(Z)x{1}=0.
Comme précédemment, ,on identifie la variété O0T(Z)x [0, 1]
aune couronne T, (Z) —T,(Z) etona:

WCT,(2) — T.2) CT,(Z).
Ainsi la variété W est une sous-variété C™ a bord de la variété
T.(Z), telleque W = WN T (Z) = YN IT ().
o
Le recollement des variétés Y N (X —T,(2)) et W sur leur bord,
donne la sous-variété Y, cherchée.

Si pour €, le bord du tube 9T,(Z) n’est pas transverse a la
variété Y —Z, on prend une valeur €' <e pour laquelle dT,(Z)
est transverse & Y —X. On prendra alors Y, =Y, . (voir Fig. 1).

2) Le triplet (Z¥, Y¥*P, X*¥*P*?) étant e-lissable, pour €
« petit », soit Y, la sous-variété C* telle que
0 ]
YNX-T,(2)=YNX—-T.U(2)).
Soit W=Y,NT/(Z), ona dW =Y N AT (2).

La variété W est de dimension k£ + £, ainsi si k<% on
peut, quitte a modifier W sans toucher a son bord, supposer que
WNZx=0o.

La variét¢é X étant compacte, soit T,Z un tube autour de
Z telque T.ZNW=20. Ia,a variété W est donc une sous-variété
C” de la couronne T,Z —T,Z, ne rencontrant pas le bord inté-

rieur 9T,(Z) de cette couronne. On a ainsi une L-équivalence
entre la sous-variété Y N 0T, et le vide. o

AT ()NY
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La projection du tube sur la variété Z* induit un morphisme
Dpsi—1’ Npug_y [0T(Z*)] — N, _(Z¥). On désigne par 6 Ile
morphisme composé :

0: L, [BT(E*)] — N,y [0T(E)] — N, _,(Z5).

PROPOSITION 1.4. — Pour %> k+ p le morphisme 0 est un
isomorphisme.

Démonstration. — L’inégalité 2 > k + p nous donne
dim [0T(Z¥)] > 2p + 2k — 1.

Ainsi toute application d’une variété de dimension p + k —1 dans
la variété OT(Z¥) peut étre approchée par un plongement [16].
Soit F: W —> OT(Z¥) x I une application telle que sa restriction
F/oW: W — 3T(Z*) x {0} UIT(Z*) x {1} soit un plongement.
On peut de méme que précédemment modifier F en dehors du
bord de W pour qu’elle soit un plongement [16]. Ceci démontre
pour £ > k + p la bijectivité du morphisme

Lp+,,_,[aT(zk)1 — Np+k_l[aT(E")].
D’autre part, le fibré g : 9T(Z¥) —> Z¥ a pour fibre une
sphére SP*®—!  Ainsi en homologie, le morphisme induit
q;: H,(BT(Z"), 2/22) — Hj(E", Z2/22)
est un isomorphisme pour j<p + 2 —1 [22].

La suite spectrale du cobordisme non orienté étant dégénérée,
on a les isomorphismes :

Np+k_1[aT(2")] o~ Z H,[aT(E")] ® N,
i+j=p+k—1
et

N1 ZH >~ X HEHON,.
i+j=p+k—1

Le morphisme q; étantun isomorphisme pour
JSp+k—1<2p+k—1<p+2—1,

dpir—1° Npuk 1 [AT(ZF)] — N, (Z5)
est aussi un isomorphisme. o

Remarque 1.4. — Dans le cas d’une singularité isolée, c’est-
d-dire la variété Z* étant réduite a4 un point, la classe o décrite
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précédemment, est identique a I’élément A(v) étudié par E. Rees et E.
Thomas [20, 21]. En effet, dans ce cas, le groupe L,,_I(S"‘”‘Z‘l ,2/22),

est isomorphe au groupe 1rp+,2_l(MO(2)) . (voir [25]).

2. Cobordisme fibré relatif a un fibré vectoriel .

Dans ce paragraphe, on se fixe q: E*"*!' —> I, un fibré vec-
toriel réel de fibre R"*! et de base £ une variété C* compacte
de dimension k. Le fibré en sphére associé sera noté SE et un
couple (Z,i) désignera un sous-fibré C*, du fibré en sphére SE,
de fibre une variété C™ compacte.

DEFINITION 2.1. — Soient (Z,, iy) et (Z,,1i,) deux sous-fibrés
C” du fibré SE sur la variété X . On dira que (Z,,i,) et (Z,,1i,)
sont cobordants s’il existe un sous-fibré C~ a bord, (H,i), du
fibré SE x1 sur T telque:

i(H) N SE x {0} = iy(Z,) et i(H)NSEx {1} =i,(Z,))
qx‘ / qx‘ /
z z

Cette relation de cobordisme est une relation d’équivalence
sur ’ensemble des sous-fibrés en variétés compactes du fibré en sphére
SE sur la variété .

On notera dans la suite Nf_,(SE) P’ensemble des classes d’équi-
valences pour la relation décrite précédemment, I’indice p — 1 dési-
gnant la dimension des variétés, fibre des sous-fibrés considérés.

La classe des éléments cobordant au vide sera notée * et appelée
classe triviale.

Remarque 2.2. — Ces ensembles Np_l(SE) sont ’analogue
fibré des ensembles de classes de L-équivalences et ne sont en général
pas des groupes. Cependant pour n > 2 (k + p), on verra que
NP-I(SE) est un module sur Z/22 .

D’autre part pour n > k + p, si le fibré SE est le fibré trivial
S" x T, la somme connexe le long d’une section constante de deux

exemplaires du fibré S" x £ induit sur I’ensemble Np_l(S" xX)
une structure de module sur Z/2Z .
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Soit Nf_l , le groupe de cobordisme fibré non orienté des
fibrés sur la variété X de fibre une variété de dimension p — 1.
A tout sous-fibré du fibré en sphére SE, on associe sa classe dans
le groupe N:,:_l . Ceci définit un morphisme ¢ : Nf_ L(SE) — Nf_l .

ProPOSITION 2.3. — Pour n> 2(k +p), le morphisme ¢
est un isomorphisme.

Démonstration. — Pour toute variété C™ compacte de dimen-
sion p—1, FP~!  on considére PQ(F?~! R"), I’espace des plon-
gements de FP~! dans I’espace numérique R”. On montre tout
d’abord quesi n > 2(k + p) cet espace est k-connexe.

En effet, soient pour & < k deux applications f, et
fi: S*— PR(F?~',R").

Comme n > 2(p + 2), on peut supposer que les applications
induites f,: S*x FP~1 —> R" et f,: S*x FP~! — R" sont des
plongements [16]. Soit F: S*x FP~! xI — R" une application
telle que F/S*xFP~1x{l}=f, et F/S*xFP-1x{0}=Ff,.
Comme n>2(p + 12, on peut prendre pour F un plonge-

ment de S*x FP~!xI dans R" coincidant avec f, et f; sur
S¥x FP~1 x {0} et S*x FP~! x {1}.

L’application F induit une homotopie entre f, et f;.
On considére a4 présent S"—— SE %> T le fibré en sphére

fixé au début de ce paragraphe. L’inégalité n > k, nous assure que
ce fibré a une section s,: £ —> SE [19].

On notera alors E' —— ¥ le fibré complémentaire de cette
section, SE — 5,(2) 4/, 5. Clest un fibré vectoriel de rang n.

Soit FP~'«— Z — X unfibré C”. Le groupe
Diff(F?~!) x O(n)

produit du groupe des difféomorphismes de la variété FP~' par
le groupe linéaire O(n) opére sur l’espace des plongements de
FP~! dans R", PQ(F?~!, R"). On considére alors

PQ(F?~! R")— ¥(Z) — Z*,
le fibré sur X de fibre I’espace des plongements PR(FP—!, R"),
construit & partir des cocycles correspondant aux fibrés Z — X

et E'-%—» T. Une section de ce fibré #((Z) nous fionne un plon-
gement du fibré Z —> X dans le fibré vectoriel E' -4 X,
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— Surjectivité du morphisme ¢

Soit Z — £ un fibré de fibre FP~! représentant un élé-
ment du groupe Nf_l. Pour n> 2(k + p) V’espace PQF?~! R")
est k-connexe. Ainsi le fibré #(Z) correspondant admet une section
[19]. Cette section nous donne un plongement du fibré Z dans le
fibré vectoriel E' —%» £ . Le fibré Z — X plongé dans E' AN ,
I’est donc dans le fibré en sphére SE, d’ou la surjectivité du mor-
phisme ¢. '

— Injectivité du morphisme ¢ :

Soient (Z,, i,) et (Z,,i,) deux sous-fibrés du fibré SE et
soit H—> X un fibré C* a4 bord, de bord la réunion des fibrés
Z, et Z,. Par une démonstration identique a la précédente, on
montre l’existence d’un plongement du fibré (H, j) dans SExI
tel que :

JH)NSEx {0}~ 2Z, et jAH)NSEx{l}=~1Z,.
Ainsi, pour montrer que le morphisme ¢ est injectif, il suffit de
vérifier que, vu les conditions de dimensions, la classe d’un sous-
fibré (Z,i) dans Nf_l(SE) est indépendante du plongement i.

En effet, soient i, et i, deux plongements dans SE d’un
méme fibré Z. A ces deux plongements correspondent deux
sections s;; et s du fibré ¥H(Z). L’espace PR(FP~! R”)
étant k-connexe, ces deux sections sont homotopes. Elles définis-
sent ainsi des éléments équivalents dans I’ensemble Nf_ ,(SE). o

3. Obstruction au e-lissage régulier.

Dans cette partie, on reprendra les notations introduites au
premier paragraphe.

DEFNITION 3.1. — Un triplet singulier (Z*, Y**P K X*¥*P*2) serq
dit régulier s'il vérifie les conditions suivantes :

Il existe une métrique riemanienne sur la variété X et un
nombre €, > 0 «suffisamment petit », tel que :

a) la restriction d la sous-variété Y —Z* de la projection q
du tube de rayon €, autourde Z*, q/: (Y —Z¥)N T, (Z¥) — Z*
est une submersion,
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b) Pour presque tout €, 0< e < e€,, la restriction a la sous-
variété Y —Z* de la projection du bord du tube de rayon € de
¥, q/: YN OT (Z¥) — Z¥ est une submersion.

Exemples 3.2, —

1) Soit (Z¥, Y**?, X¥*P*?) un triplet singulier. Si le couple
de strates Z¥,Y*¥*? —Z¥  vérifie la condition (b) de Whitney,
alors le triplet (Z¥, Y¥*P, X¥*P*?) est régulier (voir [14]).

2)Si Y§ et Y5 sont deux sous-variétés compactes de dimen-
sion p, transverses, d’une variété X, C*, de dimension n, alors
le triplet (Y, NY5, YZ U Y%, X) estrégulier.

DEFINITION 3.3. — Un triplet régulier (Z¥,Y**? X*¥*P*?) gerq
dit réguliérement e-lissable si la propriété suivante est vérifiée :

Pour presque tout nombre € > 0 «suffisamment petit », il
existe une sous-variété fermée C~,Y,, de la variété X telle que
l'on ait :

1) L application q/: Y, N (T,Z*¥) — Z¥ est une submer-
sion. o o

DY, NX-TZH=YN(X-TZ"

(voir Fig. 1).

Soit (Z¥, Y¥*P X*¥*P*%) un triplet régulier. Ce triplet étant
régulier, I’application gq/: BTGO(Z) — %, projection du bord du
tube d’épaisseur €, donné par la condition de régularité, est un
fibré en sphére sur X . C’est le fibré en sphére associé au fibré
normal a la sous-variété ¥ dans lavariété X.

On considére Nf_l (0T(Z)) l’ensemble des classes de cobor-
disme de sous-fibré défini dans le paragraphe précédent.

Pour presque toute valeur de €, 0<e <e¢g,, [Dintersec-
tion YNOT,(Z) étant une sousvariété compacte, sa projection
q/:YNAT (Z) —> Z est un sousfibré C~ du fibré en spheére
q/:0T (Z) — Z.

On note B, la classe de ce sous-fibré dans I’ensemble
NZ_,[3T(2)].

LEMME 3.4, — La classe B, est indépendante du choix de la
valeurde € <¢€,.
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Démonstration. — En utilisant la propriété a) de la définition 3.1,
la démonstration est identique a celle du lemme 1.2. m]

A un triplet régulier (T*, Y¥*? X¥*P*%) = on associe sa classe
B dans ’ensemble NZ*, [aT(Z¥)].

PROPOSITION 3.5. —

1) Pour que le triplet (Z*,Y**? XK*P*%) soit réguliérement
e-lissable, il suffit que sa classe B dans l'ensemble N;,‘:’fl[aT(E")]
soit triviale.

2) Si k <Q pour que le triplet (Z*,Y**? XF¥*P*%) soit régu-
liérement e-lissable, il faut et il suffit que sa classe B soit triviale.

Démonstration. — Soit € <e€, fixé. L'élément B est alors
la classe du sous-fibré Y N AT (Z) —> Z. Cette classe étant tri-
viale dans Nf_I[bT(E)], il existe un sous-fibré a bord W de
dT(Z) x I tel que :

WNAT(Z)x {0} = YNAT(Z) et WNIT(Z)x {1} = .

On identifie 9T(X)xI a une couronne TG(EO)—%E.(E) autour
de Z. Le recollement des variétés Y N(X -T,(Z)) et W sur
leur bord Y NOT,(X) nous donne la sous-variété fermée Y,
cherchée (voir Fig. 1).

3) Soit Y, la sous-variété fermée telle que
Y, N[X-T,(Z)] = YNX-T,2).
Le fibré W=Y_ NT/(Z) étant une variété de dimension k +p,
si k<p on peut la supposer disjointe de X . Le fibré W étant

alors plongé dans une couronne, donne la nullit¢ de I’obstruc-
tion §. u]

PROPOSITION 3.6. — Pour tout fibré C= sur =¥, 7 = 3k,
de fibre une variété C™ compacte de dimension p — 1, il existe
un triplet régulier (Z%,Y**P R¥*P*%) tel que : pour € suffisam-
ment petit, le sous-fibré C=, q/: 0T (Z¥)NY**P —> Z¥ est iso-
morphe au fibré Z — Z* .

Démonstration. — On prend pour espace Y**P | dans R¥*P*%,
le cone «lelongde Z » du fibré Z.

Remarque 3.7. — On se fixe une variété C~ compacte Z¥ de
dimension k et deux entiers p et £ telsque 8> 3k+p—1.
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Soit F(Z¥,p, ) [Iensemble des triplets singuliers réguliers
(Z*%, Y¥*P, RK*P*%) | On dira que deux tels triplets ont méme type
de singularité au voisinage de ¥, s’ils définissent une méme
obstruction ¢(B) dans le groupe fo 1 (voir propositions 2.3 et 3.5).

Cette relation est une relation d’équivalence sur I’ensemble
des triplets (=%, p, 2. Soit F(Z*, p, 2 le quotient par cette
relation d’équivalence. La correspondance qui, a4 tout triplet singulier
régulier, associe sa classe ¢(f) dans le groupe fol , définit
une bijection entre ce groupe et l’ensemble quotient _j(E", p,9.

L’injection découle des propositions 2.3 et 3.5, la surjection
de la proposition 3.6 précédente.

Remarque 3.8, — Les trois premiers paragraphes de ce travail,
écrits dans le cas « non orienté », se transcrivent dans le cas orienté.
On notera toujours « I’obstruction au e-lissage dans 1’ensemble
des L-classes LPH‘_I[aT(E")]. De méme l’obstruction au e-lissage
régulier toujours notée [ appartient 4 ’ensemble des classes de
cobordismes de sous-fibrés orientées noté fo L[OT(ZM)].

4. Quelques résultats dans le cas stable (2 > k + p).

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas stable, c’est-a-dire
le cas o > k+p. On a vu alors (proposition 2.3) que le mor-
phisme ¢: fol(SE) —_— fol est un isomorphisme.

On considérera les obstructions au e-lissage régulier ¢(B) dans
xk
le groupe N‘,_l .
a) Lieu singulier ' connexe de dimension un, cas orienté

Le lieu singulier est ici un cercle S! et les triplets réguliers
considérés sont de la forme (S!, Y!*? X!*P*%) avec 2>p +1.

®) p pair, p > 4

Correspondant 4 un tel triplet, on considére le fibré C™ sur
St gq/: 3T (S')NYP*! — S!. Soit Z = 9T, (S')NYP*! son
espace total et F = g~!(s,) une fibre.
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PROPOSITION 4.1. — Le triplet régulier (S',Y'*P X'*"P*?) egt
réguliecrement e-lissable si et seulement si la classe de la variété Z
dans le groupe Y, etcellede F dans S2,_, sont nulles.

Démonstration. — Dans ce cas, p pair p>4 et X1 =8,
M. Kreck a montré [11] que le morphisme W¥: Q,S,l_l —_— QP(S‘) est
injectif. De plus, comme on a un isomorphisme QP(SI) o~ QP ®Q,
[6], un fibré sur S! est bord fibré si et seulement si la classe de son
espace total dans le groupe Qp et celle de sa fibre dans le groupe
Qp_l sont nulles. m]

COROLLAIRE 4.2, — Si la classe de F dans Qp_, est nulle, le
triplet régulier (S',Y'*P X*P*2) st réguliérement e-lissable si
et seulement si il est e-lissable.

Démonstration. — Si le triplet est réguliérement e-lissable,
alors il est e-lissable. D’autre part, s’il est e-lissable, sa classe «
dans Lp[aT(Sl)] représentant 1’espace total Z du fibré est triviale
dans cet ensemble. On a ainsi Z qui est un bord, si de plus F
est un bord par la proposition précédente, le triplet est régulie-
rement e-lissable. 0

B) p impair, p > 3

PROPOSITION 4.3. — Un  triplet régulier  (S', Y!*P K X1*pP*?)
est régulierement e-lz;ssable, si et seulement si l'image de son obstruc-
tion ¢(f) par Q_, — W ,(Z2,2)9 Q, &, (voir

~n-1/
[12]) est nulle.

Démonstration. — Dans [12] M. Kreck calcule le groupe

— oS!
A, =8, .

Y p=4

PROPOSITION 4.4, — Tout triplet régulier (S',Y%,X5*%) est
régulierement e-lissable.

Démonstration. — Dans [15] P. Melvin montre que le =4, =0.
Dans cette dimension, I’obstruction B au e-lissage régulier est donc
toujours nulle. o



300 A.DIDIERJEAN

COROLLAIRE 4.5. — Soit Y5 une sous-variété de dimension 5 d’une
variété X5** de dimension % + 5 telle que son lieu singulier soit
une sous-variété compacte de dimension unde X.

Alors si le couple de strates Z',YS —Z' vérifie la condition

(b) de Whitney, la variété Y° est régulierement e-lissable (et donc
e-lissable).

Démonstration. — Ici le lieu singulier X! sera une réunion
disjointe de cercles. La condition (b) de Whitney étant vérifiée, on
aura au voisinage de chacun de ces cercles un triplet régulier (voir
exemple 3.2). L’obstruction f étant nulle pour chacun de ces
cercles (proposition précédente), la variété Y sera réguliérement
e-lissable. a

) p=3

PROPOSITION 4.6. — Un triplet régulier (S',Y*, X**%) est régu-
lierement e-lissable si et seulement si son obstruction

o(B) €QS ~2"0 (2/22)"

(voir [1]) est nulle.

Démonstration. — Dans [1] F. Bonahon calcule le groupe
A, = QSI a
2 2 "

b) Lieu singulier ¥ connexe, p = 1.

o) Cas orienté

PROPOSITION 4.7. — Un triplet régulier (T*,Y**! K Xk+1+2) o5t
régulierement e-lissable si et seulement si son obstruction
k
@(B) € QY =2Z &K [Hom(7,(X), Z.)]
est nulle.

Démonstration. — Voir A. Proposition 2.3. o

Pour un triplet régulier (Z¥, Y**! X¥*'*%)  on considére le
revétement q/: 9T, (Z¥) N Y¥*'—— Z¥ . Soit nE€Z la différence
entre le nombre de points d’orientation + 1 et ceux d’orientation
— 1 d’une fibre de ce revétement.
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COROLLAIRE 4.8. — Si m,(Z¥) = 0, un triplet régulier
(ZF, Yk*Y XK*1+R)  ost réguliérement e-lissable si et seulement si
l'entier n € Z défini précédemment est nul.

Démonstration. — Dans ce cas K[Hom (m,(X),Z.)] =0 et
donc p(Bf) =neEeZ. o

B) Cas non orienté

PROPOSITION 4.9. — Un triplet régulier (Z¥,Y¥*!, K Xk*1+2) g
’ y . , , . =k
régulicrement e-lissable si et seulement si son obstruction ¢(B) € N;
est nulle. Le groupe N(fk est un espace vectoriel sur Z/[2Z avec
un générateur par classe de conjugaison de sous-groupe H de w (Z¥)
d’indice fini, tel que [N(H): H] soit impair.

Démonstration. — Voir A. Corollaire 2.8.

COROLLAIRE 4.10. — Si le groupe m,(Z¥) = 0 ousi |m (Z¥)| = 2¥
un triplet régulier (T*,Y**' X*¥*1*%) est régulicrement e-lissable
si et seulement si le revétement q/: 3T (Z¥)NY**'—— ZF g un
nombre de points pair dans sa fibre.

Démonstration. — Dans ces deux cas, un revétement est bord
fibré si et seulement si il a un nombre de points pair dans sa fibre. o

c) Lieu singulier ¥ connexe, p = 2

o) Cas orienté

PROPOSITION 4.11. — Tout triplet régulier (Z*,Y¥*?, K Xk*2+2)
est régulierement e-lissable.

Démonstration. — Voir A. Proposition 4.1.

COROLLAIRE 4.12. — Soit Y**? une sous-variété singuliére de
dimension k + 2 d'une variété X¥*?** telle que son lieu singulier
soit une sous-variété compacte de dimension k (pas nécessairement
connexe).

Alors si le couple de strates T*,Y**? — Z*¥ vérifie la condi-
tion (b) de Whitney, la variété Y**? est réguliérement e-lissable
(et donc e-lissable).
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Démonstration. — Au voisinage de chaque composante connexe
du lieu singulier, I’obstruction 8 sera nulle. u]

B) Cas non orienté

PROPOSITION 4.13. — Tout triplet régulier (T, Y**?, Xk+2+%)
est régulierement e-lissable.

Démonstration. — Voir A. Proposition 4.1.

d) Lieu singulier £* connexe, p = 3.

a) Cas orienté

PROPOSITION 4.14. — Tout triplet régulier (¥, Y**3 XF*3+2) (o]
que w,(Z¥) = O est réguliérement e-lissable.

Démonstration. — Voir A. Proposition 4.5.

B) Cas non orienté

PROPOSITION 4.15. — Si 1rl(E") =0 et side plus [Z¥,BSO(3)]=0
alors tout triplet régulier (T¥,Y**3 XK*3*%) o5t régulierement e-
lissable.

Démonstration. — Voir A. Corollaire 4.7.

e) Lieu singulier une sphére S¥, p < k/2, cas non orienté

Pour un triplet régulier (S*, Y¥*P, X*¥*P*%) soit F une fibre
d’un fibré ¢q/: 9T, (S¥) N Y*¥*? —> S¥, € «suffisamment petit ».

PROPOSITION 4.16. —

1) Pour p < k/2, sila classe de la variété F dans le groupe de
cobordisme N,_, est nulle, alors le triplet régulier (S*, YP**, XP*¥+%)
est e-lissable.

2) Si k et p sont pairs, alors l'inégalité p < k/2 suffit.

Démonstration. — Soient :
v, Nﬁ’j (TS — L, [0T(S*), Z/22Z]
et VNS N, (S9)



COBORDISME FIBRE ET SINGULARITES 303

les morphismes consistant & oublier la structure fibrée. Dans [4],
on considére les scindages suivants pour le morphisme ¥ et les
groupes de cobordismes correspondants :

¥ o0
~qk
¥ = (0 _d) M N, — N, _,®N,_,.
1

On montre que sous les hypothéses de la proposition, le morphisme
¥ est nul,

Le diagramme suivant est commutatif :

[}
@ €L, [AT(S), Z/2Z] === Nyuye_((S¥)

B .
v
BENS® (3T(SH)] —— N5¢,
Comme on a £> k+p, les morphismes 6 et ¢ sont des isomor-

phismes (propositions 2.3 et 1.4) etona : ¥[p(B)] = 0(a).

La classe de F étant nulle dans N le morphisme ¥ étant

nul,ona ¥[p(Bf)] =0(ax) =0.
Le triplet considéré est donc bien e-lissable. a

p—1>

Remarque 4.17. — En utilisant la proposition 3.6 et la remarque
3.7, les résultats précédents nous donnent dans le cas orienté, pour
L > 3k + p — 1 la classification suivante :

FS'2,0) =000, (s>2) [7]
F(SL4s+1,0=W2Z,2)0Q,,,, ®Q,, (8]
F(S',4,8) =0 [9]
F(S1,3,0) =2 (2Z/22) [1]
(%, 1,0  ~Z&K[Hom,(r,(X), Z.)] [A. Prop. 2.3]
Ji*k,2,0) =0 [A. Prop. 4.1]
F(=%,3,2) =05 1,(2% =0 [A. Prop. 4.5]

ol on a mis entre crochets les références sur le cobordisme fibré
utilisées.
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5. Conservation de la classe d’homologie par e-lissage.

Comme précédemment, on considére Y**P une sous-variété
singuliére d’une variété X**P*%  on suppose de plus que le lieu sin-
gulier ¥ de Y est une sousvariété C* compacte de X et que
la variété Y — X est orientée.

Si p = 2 lavariété Y aune classe fondamentale W € Hk+p(Y, 2)
[13]. On suppose ici que le triplet (X, Y, X) est e-lissable.

Soit Y, une sous-variété lisse « voisine» de Y dans X obtenue
par e-lissage et W, € Hy (Y., Z) sa classe fondamentale.

On notera de méme W et W, les images dans I’homologie
de X de ces classes fondamentales.

PROPOSITION 5.1. — Si p =22 les classes W et W, dans le
groupe H,,, (X, Z) sont égales.

Démonstration. — Les classes W et W_ sont dans le groupe
He., (X, 2).

Soit T, une tube d’épaisseur € autour du lieu singulier X .
Au couple (X, T,) correspond la suite exacte :

H.,,T,,2) — H,,,(X,2) > H,,,(X,T,,2)

avec H,HP(TG, Z)— Hk+p(2 ,Z) =0 car la variété X est de
dimension k. Il suffit ainsi de montrer que I’élément (W —W,)
est nul dans le groupe Hkﬂ, X,T,,2).

On consideére une triangulation de (Y,Z,T,NY) (voir [2]
p. 45). A cette triangulation correspond un cycle de X, o, repré-
sentant la classe fondamentale W, cycle qui s’écrit o = 0, + 0,
ol ¢, estasupportdans Y—-T, et o, dans T,.

De la méme maniére, on peut représenter la classe fondamen-
tale W, par un cycle de X, a, quis’écrit « = a;, + @, ou «; est
support dans Y — T, et «, dans T,.

Les variétés Y et Y, coincidant en dehors du tube T,, on
peut choisir « telque oy = 0, .

D’ou I’élément W — W, est la classe du cycle 0 —a =0, —a,
asupport dans T, etona p(W - W) = 0€H,,, (X, T,, 2).
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