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DENSITE DES FEUILLES
DE CERTAINES EQUATIONS
DE PFAFF A 2 VARIABLES

par Dominique CERVEAU

Le langage est celui de [7] et [1].

1. Formes homogénes génériques a deux variables.

Soit w, =a,dx +b,dy une forme de Pfaff homogéne de
degré v a deux variables x et y, ie. a, et b, sont des poly-
ndémes homogenes de degré v. Lorsque le cone tangent P,
de w,: P,,, =xa, +yb, est non identiquement nul, ce qui est
le cas général on dit que w, est non dicritique. A ce moment [1]
w, s’écrit :

w, =PI BP (2, d_Pl} * d(P"V‘.fx. P;'P"))

1

n n 4 g et
od P, ;=P!'. . PP estla décomposition en facteurs irréduc-

tibles de P,,,, Pi(x,y) =¢€(y — ;x), ¢t;, ¢, €EC, a est un poly-

ndme homogéne de méme degré que P’:‘—l... PP et les \; sont

des nombres complexes obtenus par intégration de la 1-forme fermée

rationnelle sur de petits cycles autour des P, = 0; de par

v+1
l'identité d’Euler Z \;n; vaut 1.
DEFINITION. — Nous dirons que w,,v =2 est générique si
les conditions suivantes sont réalisées :
a) P,., estréduit (notamment o = 0)

b) les \; ne sont pas réels négatifs
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c) deux des N\;, disons N, et N\, ont la propriété suivante :
ils sont non réels et le groupe additif engendré par (1, \,, \,) dans
C est dense.

Rappelons que le théoréme de Kronecker dit que si, \; = a; + ib;,
j=1,2, la densité du groupe Z {1, X\,,\,} est assurée dés que
b,, b, et det(\;,\,) = b,b, — b,b, sont Z indépendants.

PROPOSITION 1.1. — Soit w = w, + ... un germe de forme
de Pfaff holomorphe a lorigine de C*, w, générique. Alors w
posséde v + 1 séparatrices analytiques lisses transverses deux da deux.

On se propose d’établir les résultats suivants :

THEOREME A. — Soit w = w, +... un germe de forme de
Pfaff holomorphe a lorigine de C*, w, générique, représentée sur
un voisinage V de l'origine de C?. Soit £ une feuille du feuille-
tage singulier &, induit par w sur V; quitte a diminuer V on
a la propriété suivante :

si £ n’'est pas l'une des v + | séparatrices de w, £ est dense.

Remarques. —

1) Nous donnons un énoncé dans lequel » est supérieur ou
égal a deux. Lorsque » vaut un, w posséde un l-<et w; non nul
et on connait bien, sauf dans quelques cas particuliers, la topologie
des feuilles de w [2, 3].

2) Il est possible de généraliser le théoréme aux formes inté-
grables w 4 plus de 2 variables, mais les conditions qu’il faut mettre
sur le 1°F jet non nul w, de w impliquent notamment que w,
est apprivoisée [1] et 4 ce moment w posséde une intégrale pre-
miére multiforme du type f:‘ L f:”

THEOREME B. — Soit w = wy + w, + ...+ w, une forme algé-
brique (polynomiale) a deux variables, w, homogénes de degré i. Si
w, est générique il y a deux possibilités pour une feuille £ du
feuilletage singulier (global) définit par «w sur C?%.

(i) g est algébrique (i.e. £ est une courbe algébrique)

(ii) £ est dense.
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Ce résultat aussi se laisse étendre aux dimensions supérieures
a deux.

Rappelons qu’en général la situation (i) est évitée [6] et que
dans [9] B. Mjuller exhibe un ouvert (non dense a priori) de formes
algébriques a feuilles denses. On trouvera dans [S] un énoncé proche
de B obtenu de fagon sensiblement différente.

2. Groupes de germes de difféomorphismes a une variable complexe.

On définit l'orbite d’un point suivant un groupe de germes
de difféomorphismes et on donne une condition pour qu’une telle
orbite soit dense.

Soit & un sous-groupe des germes de difféomorphismes & une
variable complexe laissant fixe l’origine. Dans toute la suite on ne
considérera que des sous-groupes finement engendrés par f,,..., f,.

G se représente sur un disque D(0, p) = {z, |z| <p} sl
existe des générateurs fy,...,f, de § tel que les f; et ;!
possédent un représentant sur D(0, p). Notons D = D(0, p);
soit z, un point de D(0, p); une G-D chaine [z,,..., zy]

d’extrémités z, et zy est une suite de points zy,..., 2y, Zj4y,..., 2N
tous dans D définis comme suit :
Zivy = h(Z,) (n

ou A est l'un des difféomorphismes f,,...,f,, fl'l,...,fp“;
une G-D chaine [z,,...,zy] est positive pour f, si dans la
formule (1) # ne prend pas la valeur fk".

La g-D orbite (positive pour f;) d’un point z, est I’ensemble
des points z extrémités des §-D chaines partant de 2z, (posi-
tives pour f;).

Remarques. —

1) Si z appartient 4 la §-D orbite de z,, z, et z sont en
général extrémités de plusieurs chaines [z,,..., zy].

2) La @D orbite d’un point z, n’est pas lorbite au sens
usuel i.e. ce n'est pas: {z/3f€ §; f(z)) =z} comme on peut
le voir en considérant un difféomorphisme du type fer & cheval :
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D

f(D)

Bien qu’il s’agisse d’un exercice tout 4 fait élémentaire, 1’idée
du résultat suivant sera fondamentale dans la suite; on se permettra
donc d’en donner la preuve :

LEMME 1. — Soient N\ et u deux nombres complexes, |N\| <1,
lul <1 et f et g lesdifféomorphismes linéaires du plan :

fzy=2\.z
g(z2)=p.z.

On suppose \ et p assez généraux pour que E = {N" u" (m,n) € 2%
soit dense dans C. Soit D = D(0, p) un disque centré a l'origine
et G le groupe engendré par f/D et g/D; si z, est un point de
D la &D orbite positive pour g de z, estdensedans D.

Preuve. — On commence par montrer que
E; = {\"u", mEZ, n€EN}
est dense dans C. Si ce n’était pas le cas puisque E est dense, il
existerait un disque D centré en un point \"0u ~"o ,my€Z, ngEN
tel que AN E+ G; NTOu™0 A= A" est un disque centré en
1 qui ne rencontre pas ’ensemble E o = A"y, meZ, n>n,}.
Nous disons que cela est impossible ; 11 y a en effet aussi prés que ’on
veut de 1 des éléments du type o = A" u™" avec n trés grand.

Mais l = A" u" est proche de 1 donc dans E;"°.

Pour terminer la démonstration du lemme on doit s’assurer du
fait suivant: si z, et N"u".z,, m€Z, n=>0 appartiennent a
D alors z, et AN"u".z, sont les extrémités d’'une §-D chaine
positive pour g.

Il y a deux cas suivant le signe de m; si m est négatif la

suite [z, uzy,..., 2o N Uz, ..., X" u"z] est visiblement
une §-D chaine positive pour g (alors que [z,,N7'z,,...,
N"zo,..., N"u"2z,] peut ne pas I'étre). Si m est positif on a le

choix par exemple [z,, uzq,..., W'zq; A"Zq,..., N" u"z,].
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Ceci étant dit, voici un lemme bien connu que l’on pourra
trouver dans les traités d’analyse un peu anciens (par ex. [4]).

LEMME 2. — Soit g(z) wune fonction holomorphe définie sur
un disque D = D(0, p) telle que

a) g(z) =uz +2z%(...), avec 0< |u|<1
b) g(D)CD.

On note g" I'itéré niém® n >0, de g (qui est parfaitement défini

sur le disque D). Le lemme dit que la suite converge uni-

m
formément dans le disque D vers une fonction holomorphe ¢(z)
(fonction de Koenigs) ¢(z) =z +... solution de I’équation de
linéarisation de Schroder : ¢(g(2)) = pnp(2).

Remarque. — En fait linégalité 0 < |u| <1 est automatique
d’aprés b).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme
de densité pour les §-D orbites.

THEOREME C. — Soit § un groupe de germes de difféomor-
phismes a une variable fixant O engendré par f,,...,f, et repré-
senté sur un disque D = D(0, p). On suppose qu’il existe dans §
deux éléments f et g représentables sur D :

fiz)=nz +...
gz =uz + ...

ou N et p satisfont les hypothéses du lemme 1. Il existe un voi-
sinage ouvert V de 0 ayant la propriété que tout élément z, de
V autre que 0 asa G-V orbite densedans V .

Démonstration. — Nous allons montrer en fait que la §,-D
orbite positive suivant §, est dense dans un petit disque, §, dési-
gnant simplement le groupe engendré par f et g; puisque A et u
sont en module plus petits que un, on pourra supposer quitte a
diminuer D et a effectuer un changement de coordonnée holo-
morphe que :

D fiz)y=az X<
2) g(D)CD
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3) la fonction de Koenig ¢ associée 4 g est définie sur D et
ne s’annule qu’en 0.

Soit z, # 0 un point de D; pour tout entier m € Z et tout
entier n €N Dexpression A"g"(z,) = f™(g"(z,)) a un sens dans
le plan complexe, ceci d’aprés 2). Nous allons montrer dans un premier
temps que l’ensemble F = {A"g"(z,), mE€Z, nEN} est dense
dans C. Soit z un point du plan complexe ; d’aprés le lemme 1 il

existe une suite (m;,n;) EZ x N telle que Ny tende vers
Ecrivons :

o(zy)

ml- "i _ mi ni gni(zo)
Y4 (Zo) =N ut. T
g'(z,)

nj

D’aprés le lemme 2 tend vers ¢(z,), et )\m'g"’(zo) tend

bien vers z. Il nous faut maintenant un résultat plus précis : si z,
est dans D et si A"g"(zy), mEZ, nEN est aussi dans D, alors
il existe une g,-D chaine positive pour g joignant z, a A"g"(z,).
Examinons ici encore deux cas suivant le signe de m .

1°" cas: m est positif ; d’aprés 2) chaque g'(z,), i =0, est
dans D de sorte que z,, g(2y),..., &8%(2o); Ag"(Zy),..., A" 8" (24)
est bien une g,-D chaine.

2° cas : n est négatif ; la chaine :
1
Zo,8(2¢),..., 8"(z); N 8"(zy),..., N"g"(z,)

reste évidemment dans D et plus précisément dans le disque
D(0, (A" g"(zy)). q.e.d.

3. Démonstration du théoréme A.

On procéde par éclatement. Soit
E: C? = C? — {0} UPC(1) — C?
l’éclatement de C?: E(x, t) = (x, tx) dansla carte (x, ¢) = (x , Z);

x
le feuilletage &, éclaté de &, est désingularisé au bout de un
éclatement : il possede v + 1 singularités réduites t,,...,t,,, sur

le diviseur PC(1) qui, privé de ces points, en est une feuille notée
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£2,. Les conditions A\, &R font que au voisinage de chaque point
L le feuilletage a la particularité suivante : pour un voisinage U,
défini par les inégalités :

Ix|<e

|t —¢| <€, e assez petit

toute feuille de § |U, autre que la séparatrice partant de # trans-
versalement & PC(1), t; coupe le cylindre |¢ —t,I—E [8]. Soient
U des voisinages de 4 tels que U, CUI’ si les U, sont assez
petits, pour un voisinage U de PC(1) convenable, le feuilletage
§w|ﬁ -V U,.’ est sans singularités et transverse a la fibration cano-
nique de C? sur PC(l). La feuille £, possede alors une holo-
nomie H, représentée sur un facteur transverse T=C,0 a £,
qui a plus de deux générateurs puisque » = 2; la propriété c) de
A, et A, fait que H contient deux éléments f et g comme
dans le théoréme C. De la construction des générateurs 4 d’holo-
nomie il résulte que pour un point x dans un petit voisinage D
de O dans T C, O les points x et h(x) appartiennent a la
méme feuille B de d' IU UU/

Du théoréme C, on déduit la densité de Ex dans U—U U/,

quitte a restreindre un peu U. On conclut en utilisant le fait que
chaque feuille de % ,|U,, hormis la séparatrice analytique, coupe

It —tl=e. q.e.d.

4. Démonstration du théoréme B.

L’équation de Pfaff w induit un feuilletage singulier §w de
’espace projectif PC(2) = C2UPC(1). Soit S(w) les singularités
de ce feuilletage sur PC(2). Parce que w, est non dicritique
Ihyperplan & l’infini H_, = PC(1) est une feuille de %, et les
singularités m; de %, sur H, sont celles de w, et I'on est dans
une situation analogue a la précédente :

Soient B, les séparatrices (autres que H.) de w aux points
m;, et £ une feuille différente des Bj passant prés de H. ; alors
£ est dense au voisinage de l’infini. Invoquons maintenant un ré-
sultat déduit de [6] (p. 245 proposition 6.1).
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PROPOSITION. — Soit w une équation de Pfaff algébrique sur
C? alors toute feuille de w va a l'infini.

Soit £ maintenant une feuille de w dans PC(2); si £ est
fermée dans PC(2) — S(w) il suit des théorémes de Chow et Remert
Stein que 2 est algébrique et sa restriction & C? reste algébrique.
Supposons donc £ non fermée et soit x un point de C? — S(w)
n’appartenant pas & £; soit £, la feuille de w passant par x.
Supposons d’abord que £ ne soit pas une séparatrice en un point
singulier. Puisque £, va a linfini £ adhére & £, a linfini et
donc adhére 4 £, toute entiére et donc & x. Considérons le cas
des séparatrices £; (il est possible que [ = £ pour i #j a priori:
c’est le cas des « connexions de selles»), et réindexons de la fagon
suivante les L‘?j de sorte que: £y,..., £, soient distinctes non

fermées, £,,1,..., £,4q41 soient distinctes algébriques, avec
£,.; = H, etlapossibilité p et g =0.

Soit ¥ un point de El — £ — S(w); si £, n’est pas dans
la liste des £;, £, est dense d’aprés ce qui précéde et donc £,
aussi. Le cas défavorable est donc celui ou £, —£; C 1L>Jl £ (fig. 1)

| H

Fig. 1 2,

Si p =0, iln’y arien a faire.

1" cas: p +q=2. El — £, ne peut étre un nombre fini de
points (des singularités) sinon £, serait fermée dans PC(2) — S(w).
£2, adhére donc soit 4 ’hyperplan H.. et I’on saura encore conclure,
ou bien adhére a4 une autre séparatrice £ # £, . Mais la topologie
locale du feuilletage au voisinage de la singularité £, N H, fait que
£, adhére encore a H,,. Restele :

2¢cas: p+q<1. Comme nous l'avons déja dit, si p =10
toutes les séparatrices sont fermées et il n’y a rien & démontrer.
Donc p=1 et g =0 i.e. une seule feuille £, reconnecte toutes
les séparatrices en my (autres que H., m;) (fig. 2)
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| /\
m, Um2 | mj
Fig. 2

On a El — £, CH,, et, ou bien El — £, est réduit aux points sin-
guliers et 2, est algébrique, ou bien on saura encore conclure : £
sera dense (fig. 3)

(—\ Hu
m, m2
Fig.3 U

Remarque. — De ce qui précéde on notera que si une équation de
Pfaff w, +... + w, sur C? avec w, générique posséde une sépa-
ratrice analytique (dans C2?) cette séparatrice est algébrique.

q.e.d.
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