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LIEU DISCRIMINANT
D’'UN GERME ANALYTIQUE
DE CORANG 1 DE C?, VERS C?,

par Philippe MAISONOBE '

0. INTRODUCTION

1. Plan.

On considére dans cet article des germes de fonctions analytiques de
C?, vers C2,, de corang 1, finis, 4 lieux critiques irréductibles.

Dans la premiére partie, on relie le type topologique du lieu
discriminant et celui du lieu critique de tels germes de fonctions
analytiques.

"Dans la deuxiéme partie, on donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’un germe de courbe plane irréductible soit le lieu
discriminant de tels germes de fonctions analytiques : ce sont des conditions
numériques portant sur les exposants de Puiseux (voir Théoréme IL.0.).

Dans la troisiéme partie, on classifie topologiquement ces germes de
fonctions analytiques, soit & partir du type topologique de leurs lieux
critiques, soit a partir du type topologique de leurs lieux discriminants.

2. Lien avec le probléme de la représentation
d’une variété lagrangienne singuliére
par une fonction. de phase.

Désignons par T*X le fibré cotangent 4 une variété X. Un résultat de
Horminder [3] est que toute varieté A holonome (= lagrangienne)
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conique, lisse de T*X peut étre représentée localement par une fonction de
phase. Dans le cas singulier aucun résultat de ce genre n’a été établi.

Proposons-nous d’étudier ce probléme dans le cas ou X est un germe
analytique complexe de dimension 2 et ou A est un germe irréductible
(non nécessairement lisse), que I'on cherchera a représenter par une
fonction de phase a 2 variables seulement.

A étant irréductible, nous savons (voir [7]) qu’il est équivalent de dire
que A est le fibré conormal a un germe de courbe plane irréductible A (A
est en fait la projection canonique de A sur X).

D’autre part, dire que A est représentable par une fonction de phase
P(x,u) de 2 variables signifie (voir [8]) que A est le lieu discriminant
d’une application de corang 1 de C?, vers C?,

(xu) — (x,P(x,u).

Le probléme devient : a quelles conditions un germe de courbe plane est-il
le lieu discriminant d’une application de corang 1 de C?, vers C%;?

Nous laisserons au lecteur le soin de traduire dans ce langage les
résultats obtenus.

Ce travail a été commence avec J. E. Rombaldi. Nous avions obtenu
ensemble les résultats signalés dans I’appendice de cet article et avions
examiné par d’autres méthodes certains cas particuliers.

I. EXPOSANTS DE PUISEUX DU LIEU DISCRIMINANT
D’UN GERME DE FONCTION ANALYTIQUE DE C?, VERS C?%;,
DE CORANG 1, FINI,

A LIEU CRITIQUE IRREDUCTIBLE

0. Notations.

Soit f un germe de fonction analytique de C2, vers C?,, de corang
1, fini, a lieu critique irréductible, f s’écrit:

(o) ¥ (uP(xw), ou  PL0,0) = 0.
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Désignons par N la valuation de la série P(0,u), (N=Val,(P(0,u))), N
s’appelle le degré (local) de f. C = {(x,u); P, (x,u)=0} est le lieu critique
de f. Il est irréductible, donc Pj(x,u) = (S(x,u))™, ou S est irréductible
dans I'anneau C{x,u}. m est la multiplicité en un point générique de C et
si n=Val,SOu): N=nm+ 1.

Soit (x=t",u=@(t)) une paramétrisation de C:
n—1

P,(t"u) = g(t"u) [] (u—o(en)™,
k=0

ou g =e?m et g(0,0)#£0.

Désignons par (n,B,,...,B,) les exposants caractéristiques de cette
paramétrisation. En conservant ’ordre des termes, la série @(t) s’écrit :

Q1) = 9o(t") + P19, (1) + ... + the, (1),
ou
n = nse; ei_1 = ne;; e,— 1 = nge,; e, =1

Bl = mlel; Bi = miel’; Bg = mgeg

)

n; et m; sont premiers entre eux et @;(0) # 0 pour i > 0. On a donc
B, <P, < ... <PB,. Convenons de poser e, = n.

f étant un morphisme fini, f(C) est un ensemble analytique. On appelle
lieu discriminant de f :f(C) muni de sa structure d’espace analytique
réduit. C étant irréductible, f(C) est irréductible. Et on remarque que
x =1t", y=P(@"¢(t) est une paramétrisation de f(C).

1. Calcul de la valuation de @(e"t)—o(1).

1.1. PROPOSITION. — Soit j un élément de {1,2,...,g}.¢("t) — @(t)
équivaut au voisinagede t = 0 a (skﬂf—l)(pj(O)t"f, si et seulement si, k est
multiple de nyn, ... n;_, et non multiple de nn, ...n;. Le nombre

dentiers k de {1,2,...,n—1} tels que Val(p(e't)—@(r)) = B; est
ej_l - ej.

Notation. — h;
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Preuve de la proposition. — 11 suffit d’utiliser la définition des
(ni’mi’ﬁi’ei)'

1.2. Remarque. — Pour k décrivant {1,2,...,n—1}, on obtient les
exposants caractéristiques de (x=t",u=q@(t)) en ordonnant les valuations

de @) — 9().

2. Calcul de la valuation de
P(t",0("1)) — P(t",0(1)).

n—1

2.0. Rappelons que P,(t"u) = g(t"u) [] (u—o( )™, ou
k=0

£(0,0) # 0. P(t"u) est analytique par rapport & u, on peut donc écrire :

s=nm ke s+1
M) PEoEt) - PEo@) = 3 )90

a°P,

e (000 + HO(@ED— o)™

ou h(t) appartient a C{t}. Posons:

n—1

Q("w) = [] (u—oE ).
k=0
S, SP’
2.1. Calcul de la valuation de Q o)) et de @P, " 0(1).

dv’ dv’

n—1
#Q 1 (e®—oED)"
@ 5 Ee@)=s! y 1=1

st uall | ECIORIGD)

Supposons  m(h,+ ... +hj ;) <s—m < m(hy+...+h); Ccest-d-dire
me; < s < me;_,, puisque h, + ... + hj=-¢e;_; — 1. Les termes de
valuation minimum de la somme (2) sont obtenus en prenant :

les mh,«k;», tels que Val (@(t)—o(e"it)) = B,

les mh;,, « k;», tels que Val (@(t)—@(E"t)) = B;4,
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s—m—mh,+...+h;,,) «k;» restant parmi ceux vérifiant

Val (o(1)— @(£"1) = B.

La valuation des termes correspondant a un tel choix des «k; » est donc
m(hBy+...+h;_B;—,) + (mej_;+1)B;. Le coefficient correspondant a
cette puissance de t, dans la somme (2) est AB,, ou:

A= I a—edym ...
k non multiple de n}
O<k<n "

. m .
(A== (0) ... e™i-1(0)
knonmult.den|.“nj_| 4

kmult.deny...nj o
O<k<n

O<k<n
M a9
k mult.deny .. mi_ )
k non mult.den) ...n;

Bs = S! Z s—me; (pj(O)mej_l_s'

. ]

O<ky<...<kg_ e .<nm kB

k; mult. de n|‘.4n/_| I_I (1 —¢& ‘ﬁl)
ki non mult. de ny . .n; i=1

O<k<n

LEMME. — I1 (1—€®) = (n,)7.

k mult. de n) cemp_)

k non mult.deny .. -np

Preuve du lemme. — Les entiers k multiples de n, ... n,_, et non
multiples de n; ... n,, tels que 0 <k < n, sont les entiers :
ny ...n,_Gn,+1), ...,ny ...n,_(n,+n,—1),

ou j décrit {0,1,...,e,—1}. Les racines de I'unité €’» décrivent alors
I'ensemble (eZi"l"f) Ae{l,...,n,—1} e, fois. D’ou
O<k<n n—1 ok
(4 2in=\e
T (1—e®) = ] (l—e "p)”.

kmull.den|...np_| k=1
k non mult. de nj .. -np

On en déduit facilement :

A, =n" ...njf"_‘il—l(p',"h' ©) ..M (0).
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D’autre part on remarque par les mémes arguments que

X =1\mg -
i) -, 01, oo

kmult.deny .. i

knonmult.deny ... n;

On constate alors I’égalité :

B

s! d’ " [ X—1\me me; |
= J—175
S5 — me;! dXPT™ (X—l > (Do, ©).

2.1.1. A;B, est donc non nul, ce qui établit que pour

me; < s < mej_,

J
a*Q
du’

\

(t"@(t)) équivaut au voisinage de t =0 a

AB tm(h|B|+'..+hj_|Bj_|)+(mej_|—s)B,-
§T°S .
Par la formule de dérivation de Leibnitz, on déduit :

ST/
2.1.2. PrOPOSITION. — Pour me; < s < me;_,, FT"
o . u
au voisinage de t =0 a »

(t" o(t)) équivaut

g(0,0) A B ibrt - +hj—1fy— 1)+ mej— 1 =y

On déduit de cette proposition un résultat étonnant :

2.1.3. COROLLAIRE. — Soit g(x,u) un élement de C{x,u} définissant un
germe de courbe plane, irréductible, transverse a l'axe des u; soit m la
multiplicité en un point générique de g = 0. La multiplicité d’intersection de
g avec ses dérivées successives par rapport ¢ u (d’ordre > m) ne dépend
que de m et des paires de Puiseux de g.

Remarque. — Avec sa dérivée premiére, si g(x,u) est réduit, ce résultat
est bien connu, c’est le sens facile du critére discriminant de Zariski.

2.2. Calcul de la valuation de P(t",@(*t)) — P(t",¢(1)).

k appartenant a {1,...,n—1}, appelons j l’entier appartenant a
{1,2,...,g} tel que Val (p(e*t)— (1)) = B;. Considérons alors I’égalité
(1) donnée en 2.0.
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2.2.1. LeMME. — Soit j lentier tel que Val ((e*t)—¢(t)) = B; alors

sp/

Val (@) — p(r))**!? W:(’"@(’)) est minimum pour me; < s < me;_,,

et cette valuation minimum est
mhiBy+ ... +h;_Bj—y) + (me;_+1)B;.

Preuve du lemme. — 1l suffit d’utiliser la proposition 2.1.2.

2.2.2. LEMME. — Soit j lentier tel que Val (¢(e*t)— (1)) = B;. Alors

Val h(t))(e(e*) —o())™*2 > m(h,B, + . .. +h;_1B;-1) + (me;_+1)B;.
Preuve du lemme.

m(hyBy+ ... +hj Bj—) + (me;_ +1)B;
<mhy+...+hi_ +e;_)B; + B;;

or ce dernier terme est égal 4 (mn+1) B;; d’ou le lemme.

2.2.3. PropPoSITION. — Soit j l'entier tel que

Val (o(e"t) — o(t)) = B;.
Alors P(t",@(gkt)) — P(t",@(t)) équivaut au voisinage de t =0 a:

me| mej_ | mh) mh;

1
m e (0) ... @09 (0) '[ (" —1)" du.
0

tm(h|ﬂ| +othi |I}/_|)+(mgi_| +DB; .

Preuve de la proposition. — D’aprés les lemmes précédents et la
proposition 2.1.2., le terme de plus petite valuation de
P(r"@(e“)) — P(t"¢(t)) est

C.S.["""'IBI +... +"j_|[3,-_|)+(mej& 1+ I)Bj ,
ou:

C=n™ ... ™-1™(0) ... ¢™-1(0)¢™~1*' (0)

s=mej_| 1 1 ds—mej X" — 1 ne \
= 1 ﬁ-_l s+1
S s=zmej S-—mej!s+ldX"'"‘j(x_l> 1) E™H-1)
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Déterminons S: Pour cela, posons:

s=m(ej_—¢) 1 1 d ([X%—1 me; 1
_ 2 ___ u+me;+
SX) = )y ulu+ me; + 1dX*\ X—1 () X1y

u=0

S(e") = S et on remarque que
SI(X) - <)—(XL:-‘11)"W}.(X_ l)mej — (X"j— 1),,,9]_‘
X

On a donc: S(X) = J (W'i—1)"idu. D’autre part

|
Val (@(e"1) — o(1)) = B;
d’ou (proposition 1.1): k est multiple de n, ... n;_,.
On en déduit S'(e"¥X) = §'(X) et donc:

1 " 1
ES(s“’.:X) - S(X) = <E"E— 1)5(0).

1
En prenant X =1, il vient: S = (sk"i—l)f W'i—1)"idu
0

S étant non nul, la proposition 2.2.3 est démontrée.

THEOREME. — Soit f @ (x,u) — (x,P(x,u)) un germe analytique de C?,
vers C2,, de corang 1, fini de degré N = nm + 1, a lieu critique C
irréductible. m désigne la multiplicité en un point générique de C. Soit
(x=t".u=q@(t)) une paramétrisation de C d’exposants caractéristiques
(n.By....,B,). Les exposants de Puiseux du lieu discriminant de f sont

(n.By.....B,), ou

By = (nm+1)B,,
B; = m((n—e)By + ... + (ej-2—€;-1)Bj—1) + (me;_, +1)B;.

Preuve du théoréeme. — (x=t", y=P(t",@(t)) est une paramétrisation du
lieu discriminant de f. D’aprés la remarque 1.2 et la proposition 2.2.3.,
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puisque B; < B, < ... < B, les exposants caractéristiques de cette
paramétrisation sont (n,B}, ...,B;). Or B; est strictement supérieur & n.
Ces exposants sont donc les exposants de Puiseux du lieu discriminant.

4. Conséquence topologique.
On déduit facilement du théoréme précédent :

4.1. COROLLAIRE. — Soit f un germe analytique de C?;, vers C?,, de
corang 1, fini, a lieu critique irréductible C.

a) Le type topologique du lieu discriminant de f ne dépend que du degré
de f, de la multiplicité en un point générique du lieu critique et du type
topologique de C.°

b) Le type topologique du lieu critique ne dépend que du degré de f et du
type topologique du lieu discriminant.

4.2. Contre-exemple au corollaire si le lieu critique est réductible.

Il suffit de considérer f; : (x,u) — (x,u’>—2u3x*+x%u) et
f2 i (xu) = (x,u®—5x%u). f, et f, sont bien de corang 1, finis de méme
degré; leurs lieux critiques sont topologiquement équivalents et ont méme
multiplicité en un point générique. Mais, on peut vérifier que leurs lieux
discriminants ne sont pas topologiquement équivalents.

4.3. Contre-exemple au corollaire si le germe est de C3, vers C3,.

Considérons f; : (x,y,u) — (x,y,z=u*+yu). Le lieu critique de f, est
3

3
C,:4u’ + y =0; f,(C,) apour équation: z> + Zgy“ = 0. L’ensemble
des points singuliers de f;(C;) est donc 'axe des x.

Considérons f, : (x,y,u) — (x,y,z=u*+xu*+yu). Le lieu critique de
f> est C,:4u® + 2xu + y = 0. On remarque que la courbe d’équation
y=0 e x*+4z=0, ainsi que la courbe d’équation
(x= —6u?,y=8u3z=23u*) sont formées de points singuliers de f,(C,). f;
et f, sont bien de corang 1, finis de méme degré; leurs lieux critiques
sont lisses.

Supposons que f;(C,) et f,(C,) soient topologiquement équivalents.
D’aprés une remarque de Lé Dung Trang ([4] 3.4. p. 178) et un théoréme de
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A’Campo ([2], § 1, Théoréme 3, p. 114), on en déduit que les lieux singuliers
de f,(C,) etdef,(C,) sont topologiquement équivalents. C’est impossible,
I’un est réductible, Pautre non.

4.4. Le type topologique du lieu critique ne dépend pas que du type
topologique du lieu discriminant.

On prendra f(x,y) = y*> — x°, puis on utilisera la remarque I11.4 et le
fait que 9 = (2x4)+1 =((2x1)+1).3.

1. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
SUR LES EXPOSANTS DE PUISEUX
D’UN GERME DE COURBE PLANE IRREDUCTIBLE
POUR ETRE LE LIEU DISCRIMINANT
D’UN GERME DE FONCTION ANALYTIQUE DE C?,
VERS C?,, DE CORANG 1, FINI,
A LIEU CRITIQUE IRREDUCTIBLE

0.

THEOREME. — Un germe de courbe plane irréductible A est le lieu
discriminant d’un germe analytique de C?, vers C2,, de corang 1, fini, a
lieu critique irréductible si, et seulement si, ses exposants de Puiseux
(B3, ....B,) vérifient : il existe un entier m, tel que

By soit multiple de nm + 1,
B; — Bj-, soit multiple de mej_, + 1

(les e étant définis a partir des PB:, comme en 1.0).

1. Preuve du théoréme : les conditions sont nécessaires.

Reprenons les notations du théoréme 1.3, e; = e; et on remarque que

B; — Bj-1 = (mej_ +1)(B;—Bj-1).
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2. Coefficients de la série P(t",0(1)).

2.1. Reprenons les notations de 1.0, mais supposons g(x,u) = 1.
Quitte a modifier 'ordre des termes de la série @(t), @(t) s’écrit de fagon
unique :

9 ® oo
o) = o) + Y. t"f‘(Z a,f:j_t"’f),
j=1 i=0

ou a” =0 si B;+ ie; est multiple de e;_,(e,=n).
"7

D’aprés le théoréme 1.3, P(t",¢(t)) s’écrit de fagon unique :

P(t" () = ho(t") + Zg: P (i Afzti’f),

Jj =0
ot A” =0 si PBj+ ie; est multiple de e;_,.
iej
On a donc I'égalité :

P (" 5-10) — P(o(0) ~ AQ(E -1~ 1)

(car t:"'"‘"i—'”i=a""“"i-'p}), on déduit alors de la proposition 1.2.2.3 :

1
Agli — (a(ol))nm+lj (un|_l)me| du
0

"1
A(Oj) — nrlmq o n;nj,-l_|(a(ol))mh| o (ag— 1))mhj_|(ag))mej_l+l '[ (unj_ l)mej du
’ 0

1
A = @) (e 1’>m"x-'(aag’>""’s-'“j (u'e— 1)"s du
0
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2 2. Détermination de la forme de A““f (pour B +ige

i, lon multiple de
/(, I)

i=g [ © . ; )
P(T",(p(ﬁ”' ...nio_lt)) _ P(t”,(P(t)) — Z tBj < Z A'(':)A(enl.,.l{i_|(ﬁi+l¢7)_ l)t'ﬁ) .
j=ig  \i=o
Le terme en t%*® dans ce développement est :

“ioy

Nous allons déterminer la forme de ce terme en fonction des (a”) en
J

« continuant » les calculs de 1.2.

2.2.1. LemME. — Pour s n'appartenant pas a {me,...,me; _},

coefficient du terme en %" de

(o "'y — )yt &P,
s+ 1! dv

d(1) = = (1" 0(1)

ne dépend que de l'ensemble
{a?;je{1,2 gl et 0<ie; <ige}.
iej’ gy ooy 0

Preuve du lemme. — d(t) est obtenu comme une somme de termes, tous
formés par le produit de mn + 1 termes de la forme ¢(e*t)—@(t). Sion
trouve dans le terme en %*% de d,(f) un a? ou ie; est supérieur ou

)

égal a ige; , C’est que ce terme est de valuation supérieure ou égale a
Val (d(1)) + ige;,. Cest impossible puisque Val (d,(t)) > B;.o (voir 1.2.1,
o Q=P,, car g(x,u)=1).

2.2.2. LeMME. — Soit s un entier n’appartenant pas a
{me;,....me _}. Soient (ky, ...,k ), s — m entiers vérifiant :

O0<k,<...<ki _,<nm,



LIEU DISCRIMINANT 103

k; non multiple de n et tel que la valuation de

n—1
(o -ty —g(oy*t L} €O~ 0ED)

1! som '
o TT (00 - 0(s"1)

n'est pas minimum. Le terme en t% "% de cette derniére expression ne
, W s . .
dépend que de {aiej,]e {1,2,...,8} et 0<ie; <ipe}.

Preuve du lemme. — Méme démonstration que pour le lemme 2.2.1.

2.2.3. LEMME. — Avec les mémes notations que dans le lemme précédent,
si 'on prend un choix des k; qui rend minimum la valuation de

1
. {ANY ]
(O ) — () L ,l:[l (e()—o(e'))

s+l T @O —e("n)

Le terme en t% " ne dépend que de

{ag)_,je {1,2,...,8} et 0<ie; <ioe}
/

et de {a” ;j < jo}.
0%

Preuve du lemme. — La démonstration est analogue a celle des deux
lemmes précédents, il suffit de remarquer en plus (voir 1.2.1.) que

Val ((2) —@("it)) > By,

De ces trois lemmes et en « continuant » les calculs de 1.2, on déduit que le
coefficient en thig*™io de P(t",@(e" 0~ 't))—P(t",¢(t)) est de la forme :

T*l’{‘:(’,m({ag:;je {1,...,8} et 0<ie; < ioejo}u{afg’%; 1 <j<jo))

+ (BP0 + M® g0

igejy igejy” ioejy :
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Et I'on a:
s=mej | ny.oong B ny.oong (B +igei )

E(m) zio s+ 1(8 b I"o—l)s(g : o= 1o ™ %% "]) s!

l(y l() 5= "l(f,'o

_ !
s+ 1! s — me;!

d‘ "o X’O_l mej,
dxs‘ me; ( X—1 ) (l)

nﬁluu, . n;:l;'i(,l_|(a(01 ))ml1| . (ago—l))mh’o_l( 00))

s= "ul()_l(8"1“‘"."0_&/'0__1)5*'1
s+ 1!

am n;r(l)(zol_|(a§)1 ))ml|| o (ago—l))

M(lnl s!

10¢50

s= I"(f,'()

mh me;

Yio— l( (lob) ~1Cs’

| . 7 in—1 G in—1+DBj +ige;
ou C, est le coefficient de (al0)"%0~'g® ¢"90=1+ Do 0% qang

'0%jo
i B
( ago)t 10)5 +1
O<k)<...<kg_pe. <nm
k,-mull.denl.urr —~1
k; non mult. de ny . '"io
0<k<n
I1 (1 —&®i0) g% 4 (1 — " Po* 0% g0 (Pio* ogym
0 loe]o
kmult.den .. Mio—1
k;non mult. de n .. Mo
s—mejo
. ; . k .
[T (1= n)an g (1 — ™) gt Py

aj,
i=1 0%

Calcul de E% : Dans E® | il y a donc en facteur :
IOEjo ’Oej()

mej ~1 —me;
i 1 d _ IOA X’°—l 10(1) (e ny-emig— 1By l)s_'"el'o,
smejy S = mejo! aX ™o \ X —

c’est-a-dire, d’aprés la formule de Taylor :

(XXIO—_I1 )"'ejo (" "o~y

Or cette expression est nulle, donc E‘(,g‘f. =0.
io
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2in

Calcul de MY : Posons g, = e .
10%jo o=

G0 _— ,mel Mio—1 ( 4(1)ymh Go—D\™jo—1,_Gio)yme;
MY =n" ... no (a@Py™ ... (@""") "o (a,”)" 0!
0%jo Jo
(,,,ejo),,jo (g:)"jo — l)s +1
(s)
s, (s+1)(s—mey ) oo mio-i0
. . (me; +1)m; +i,
ou C© est le coefficient de ¢ 0" 70" ° dans
"j()‘mej()'mj()"o
0<k<njo .
kg (M k(mjg +ig)y Mg+ ioyme;
s+ [T ((—g o)t + (1—g ™) ¢707 )"0
0<k k ( ) s me
<Ky <o <Ks—me; <(mejonj, kimjo _m; kimi +ighy (Mig +i0
Ky mon mul. & H (1 =€) ™0)t"0 4 (1 —g; ™0™ )"0
MY gécrit donc :
0¢jo
o) — ,mel n™io—1(gtymh Go—\™jg—1 ¢ Gioh™ejo—
M',oej0 AR (80 (@)™ ... (a°"") (a,%)
njo,nwjo,mjo,io'
2.2.4. LEMME AU « FRIGO ». — C,,j o miio €St MON nul pour m;, + iy non
. 0’0’ o’
multiple de n;
Preuve du lemme. — Le lemme sera démontré dans le paragraphe 5.

On a donc la formule :

Af:;‘f T("’)({a(”,]e{l 2,...,8} et 0<ie; <ige 0}u{a s 1<j<jo})
ioejo
(Co T IR G (gl Y (d;’) ot )

Mg mejo.mjo,no' 1 _ i0¢jo

3. Preuve du théoréme : les conditions sont suffisantes.

On reprend les notations du théoréme. Soient B,, ..., B, les entiers
tels que

By = (nm+ 1By, ..., B; - B}—x = (me}—l"'l)(Bj—Bj—l)a
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On a alors ¢; = ¢; pour tout i appartenanta {1,2,...,g}, ou ¢; estla
suite associée a (n,By,...,B,) (voir 1.0). A admet une paramétrisation
sous la forme

g , © N
x=t",y=y¥@) =Y tﬂj< Y A0),
j=1 i=0
ou kf:) =0 si Bj+ ie; est multiple de e;_,
]

En utilisant les calculs du paragraphe précédent, on montre qu’on peut
trouver une suite a '~ de nombres, nuls si ie; est multiple de e;_,, et tels
que

1
)\{)1) — (agl))nm+1j (u"'—l)'”‘" du
0
1
A = n&':'igl"(a‘ol))'""' e (a:f_‘))""'g—'(aff))'”"g—l“ f W=—1)"¢ du
0o

Ao T(’O)({a(”,Je{l 2,...,8} et 0<iej<ioej}u{af")>;1<j<j0})

'Ofio

+( —_— nrlmzl . n;ejo_l(aal))mh . (a(l() I)) hig— I(aIO) %jo— l)a(lo)

(Pour B‘_ + ioe;, non multiple de e, _,.m + i, est bien non multiple de
donc: C,, — io# 0).

Jo ’

On en dedult qu’il existe @(t) appartenant a C[[t]]:
g s - N
o) =Y t“f(z af:’_t‘ﬁ'),
j=1 i=0 /

(ou ag’_ = 0 si B;+ie; est multiple de e;_,), tel que si P(x,u) désigne une
]

n—1

primitive de [] (u—o(e*)™:
k=0

P("0(1) = Mt") + V(D).

Mais par choix d’une bonne primitive, on a:

P@e" (1) = V().
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On sait donc résoudre le probléme suivant :

Trouver P(x,u) élément de C[[x]][u] et S(x,u) élément irréductible
réduit de CI[[x]] [u] tel que, en notant Discr, (T(u)) le discriminant d’un
polynéme en u,

Discr, (P(x,u) —y) = cste (d,4(x,y))™

dp
| o () = (SCew)™,
ou

d(t") = n = V().

C’est un probléme algébrique par rapport aux coefficients a;(x) et
bj(x) définis par: P(xu) = ™" + a;(X)u™ + ... + Guuii(x) et
SGu) =u"+b,(x)u"" ! + ... + b,(x). D’aprés le théoréme de M.
Artin ([1] p. 277 a 291), on peut donc trouver des solutions convergentes
P(x,u) et S(x,u) (éléments de C{x}[u]) satisfaisant le méme probléme
algébrique et coincidant & un ordre donné, aussi grand que ’on veut, avec
les solutions formelles. On peut alors fixer cet ordre pour que S(x,u) soit
toujours irréductible réduit.

Le théoréme est démontré; il suffit en effet de considérer I’application
(x,u) — (x,P(x,u)) ainsi construite.

4. Remarques.

4.1. Remarques pour les germes de courbes planes quasi-homogénes
irréductibles.

Les conditions du théoréme 0 se traduisent pour y" — x* = 0, germe
de courbe plane quasihomogéne irréductible, par : il existe un entier m tel
que p soit multiple de nm + 1. Posons P [Ientier vérifiant alors:
p=(mm+1)B. La méthode décrite dans le paragraphe3 est
particuliérement simple pour déterminer I’application de corang 1, finie, a
lieu critique irréductible dont y" — x* = 0 est le lieu discriminant. En effet
la paramétrisation de y" — x* =0 ne comporte qu'un terme
(x=t", y=t"*m*LB)  On trouve:

(x,u) = (x,P(x,u)), ou P(xu) = J ’ "+ AxP)y™ dv
(4]
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pour

7»=(jl(s"—1)"'ds)‘ﬁ.
0

4.2. Un germe de courbe plane irréductible peut étre lieu discriminant
d’un germe de corang 1 fini a lieu critique réductible. En effet, on vérifie
aprés un simple calcul, que pour a?> — 58 = 0 et 9a® — 208 # 0 le lieu
discriminant de (x,u) — (x,u®+au3x*+Pux?) est irréductible, mais le
lieu critique est réductible.

4.3. D’aprés le théoréme 0, y® — x> n’est pas le lieu discriminant
d’un germe analytique de C?, vers C?,, de corang 1, fini, a lieu critique
irréductible. Dans [6] (appendices A.II), on montre que y* — x> n’est pas
le lieu discriminant d’un germe analytique de C?%, vers C?; de corang 1
fini.

5. Preuve du lemme 2.2.4. « au frigo ».

Soit n et B deux entiers premiers entre eux. Il existe alors un entier b
appartenant & {0,1,...,n—1} et un entier a, uniques, tels que:

na + (b—n)p = h.
Il est alors facile de constater que
P, (x,u) = (u"—na,xu®— xF)™
admet une paramétrisation sous la forme :
(x=t"u=0@)=tP(1+ayt"+...)).

Soit P(x,u) une primitive de P,(x,u). Déterminons le coefficient constant
du terme en g™+t VB*h de P(t"@(t)). On peut écrire :

B
t
P(t"o(t)) = J (" — na,t"v® —t"®)y™ dv
0
tﬂ+ahtﬂ+h+ ...
+ f (V" —na,t"v®—t"®)" dv .
t

Le deuxiéme terme de cette somme contient a? en facteur, donc n’apporte

pas de contribution au coefficient cherché. Par contre, on peut isoler les
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termes qui contiennent a,, et non a?, en facteur dans la premiére
intégrale :

P
— mnt™ J (" —t"*y""* dv, ou encore en posant v = tfs:
0

1
- mnt"‘"‘*”"“’J (s"—1)m 'sbds. Le coefficient du terme en
(1]
1
apt™m* VB+h est donc : —mnj "—Dm P ds.
0

On en déduit que:
1
Compn = mn(l —8"“')f (s"— 1™ 1sP ds.
4]

Donc pour B + h non multiple de n: C,,p5, # 0. D’ou le lemme.

III. CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE
DES GERMES ANALYTIQUES DE C2, VERS CZ,, FINIS,
DE CORANG 1, A LIEUX CRITIQUES IRREDUCTIBLES

0. Notations.

Etant donné f, et. f; deux tels germes :

fO : (x,u) — (X’Po(x,“))
f1:(u) = (x,Py(x,u).

On désigne par N, le degré de f,,m, la multiplicitt en un point
générique du lieu critique C, de f,, n, la multiplicité & I’origine de
fo(Co)(Nog=nemo+1) N, m,;, C,, n, sont définis de facon analogue
pour f;.

1. Conditions nécessaires a I’équivalence
topologique de f, et f,.

1.0. Supposons donc f, et f; topologiquement équivalents; c’est-a-
dire qu’il existe deux homéomorphismes locaux p et q tels que le
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diagramme suivant commute :

C,20 L‘ C.zo

lfo Jfl

q '
C,ZO . C’ZO

1.1. PrROPOSITION. — Pour que f, et f, soient topologiquement
équivalents, il est nécessaire que Ny = N,,mg =m; et que C, et C,
soient topologiquement équivalents.

Preuve de la proposition. — Dire que (x,u) n’appartient pas a C,
équivaut au fait que f, est un homéomorphisme local au voisinage de
(x,u). Or cette propriété se transporte bien par les homéomorphismes p
et g; on en déduit p(Cy) = C,. On montre de méme que
p~1(C) = C,, dou p(Cy) = C,. Un point générique de C, et de C,
ont méme degré local de ramification (2 la source). D’ou
my+1=m; +1, donc: my = m,;. Le diagramme de 1.0. commutant,
on déduit de I’égalité p(Cy) = C,, I'égalité q(fo(Co)) = f1(C,). Les lieux
discriminants de f, et f; ont donc méme multiplicit¢ a I’origine, donc
n, = n,. Comme on vient de montrer que my, = m,;, on déduit:
Ny = N,. La proposition est démontrée.

"1.2. Remarque. — 1l est également facile de voir qu’une condition
nécessaire est: p(fo ' (fo(Co)) = f1'(f1(Cp)-

2. Les conditions de la proposition 1.1. sont suffisantes
a Péquivalence topologique de f, et f;.

Supposons que f, et f;, définis en O, wvérifient les conditions
nécessaires de la proposition 1.1. On se propose de démontrer que ces
conditions sont nécessaires.

2.1. Construction d’une bonne déformation de f, sur f;.

Posons
N=N0=N1, m=mo=ml, n=n0=n1
fo et fi s’écrivent:

fO : (x’u) — (xaPO(x,u))’ fl : (xsu) — (x,Pl(x,u}),
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ou (Py), et (P,), sont de la forme:
n—1
(Po)u(s"u) = a(s",u) kl:lo (u— (e )"
n—1
(Py)iu(s"u) = b(s"u) k[lo (u—Y(E )"

et les deux séries Y(s) et @(s) ont les mémes exposants caractéristiques.
Donc, en reprenant les notations de I:

Q) = Po(s") + P19, (s1) + ... + sPe,(s%)
V(s) = Yo(s") + Py (s) + ... + sPef(s%).
a(x,u) et b(x,u) désignent deux unités de 'anneau C{x,u}.

Posons alors :

n—1
R(xaet) = (ObCoa)+ (1= 10)atea) TT (u— (W)
+ (1=y(O)@Exm)",

ou 7v(t) est un chemin analytique de [0,1] dans C tel que:
1) y(0) =0 et y(1) =1,

2) y()¥;(0) + (1—7v(t))9;(0) est non nul pour tout ¢t appartenant a
[0,1] et pour tout j appartenant a {1,2,...,g}.

3) y(®) b(0,0) + (1 —7(¢))a(0,0) est non nul pour tout ¢t appartenant a
[0.1].

Ces deux derniéres conditions se traduisent en disant que y doit éviter
g + 1 points.
En prenant

F,(x,u) = J “.R(x,v,t) dv + ()P, (x,0) + (1—7(£)Po(x,0),
0

on montre la proposition suivante.

2.1.1. ProposiTioN. — Il existe une déformation analytique a un
paramétre, f,: C%, - C3% (x,u) — (x,F(x,u)) de f, sur f, pour t
appartenant a un ouvert de C contenant [0,1]. Les germes analytiques f,
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sont de corang 1, tous finis de degré N, de méme multiplicité m en un
point générique de leurs lieux critiques C, et le type topologique des lieux
critiques C, est constant.

2.2. Idée de la démonstration.

Introduisons maintenant Iapplication H de C2?; x W vers
C%h x W:
(x,ut) — (x,F,(x,u),t). On désignera par C le lieu critique de H,
C = {(x,u,t) e C* x W; (x,u)eC,}, et par H(C) son lieu discriminant.

Pour montrer que f, et f; sont topologiquement équivalents nous
allons montrer en fait qu’il existe un homéomorphisme g de C%, x W
sur lui-méme de la forme

x,3,t) = (x,q,(x,), )

tel que q(fo(Co),t) = (S(C), D) et q(x,5,0) = (x.,0).

p
C% x W -~ C2y x W
(x,u,t) (x,u,t)
Jox 1 I I H
(x’FO(xau), t) (x,F,(x,u), t)
q
C% x W C2 x W
(x,3:0) ¢ (x,4:(x.), 1)

On remontera alors g par un homéomorphisme p vérifiant
p(x,u,0) = (x,u,0) et tel que le diagramme ci-dessus commute.

2.3. Construction de I’homéomorphisme q.

En utilisant le théoréme de préparation de Weierstrass, on obtient :

2.3.1. LemMe. — F,(x,u) — y = U(x,y,t,u) T(x,y,t,u) ou T est un
polynéme distingué en u de la forme

T pbu) = ™ 4 A eop)u™ + ... od  A(0,0,0) = 0

et il existe €, €;, €3 et W ouvert de C contenant [0,1] tels que
U(x,y,t.u) # 0 pour (x.y,t,u) appartenant & D, x D, x W xD,,.
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(Onanoté: D, = {xeC;|x|<g). Quitte & diminuer ¢, et W, ona
la propriété :

2.3.2. LemME. — La fibre de la restrictionde H a D, x D, x W en
un point de

H(C) - {(0909t); tEW} N DEI X Dﬂz X W
contient un point de C d'ordre m + 1 et m(n—1) points simples.

Preuve du lemme 2.3.2. — Dans la construction de F,, on a donné une
paramétrisation (x=s", u=q@(s,t)) en famille de C,. On en déduit (voir I)
que (x=s"y=P(s",p(e"s,t)) sont pour k appartenanta {0,1,...,n—1}
«les» n paramétrisations de f,(C,). Quitte a diminuer &, et W, ona
pour tout couple (k,k’) de {0,1,...,n—1}* formés d’entiers distincts :

P(s",p(*s,0)) # P(s",0(e¥s,t)) pour (s"1)

appartenant a D, x W. La restricionde H 4 Cn D, x D, x W est
donc injective. On en déduit alors facilement le lemme.

On sait d’apres les calculs de I que n est la multiplicité de f,(C,) avec
I'axe des y. D’aprés le corollaire I.4.1., vu les propriétés de f,, le type
topologique de f,(C,) est indépendant de ¢; c’est-a-dire que le lieu
discriminant de f, est équisingulier le long de I’axe des t au sens de
Zariski. En utilisant des résultats classiques établis dans [9], on démontre :

2.3.3. ProrosiTioN. — H(C) — {(0,0,t);te W} n D, x D, x W est
une variété lisse et un revétement a n feuillets de D, — {0} x W. Il existe
un homéomorphisme q de ]_'),;l X DEz x W sur lui-méme de la forme
q: (xp,t) - (x,q,(x,y),t), tel que

q(fO(CO)’t) = (./;(Cr)’t) et q(x,y,O) = (x,y,O)
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2.4. Construction de I’homéomorphisme p.

Posons X = {(x,y,t,u) € D, x D,, x [0,1] x D, ;; F,(x,u) = q,(x.y)}
Xo = {(x,y.t,y) e D, x D, x [0,1] x D,; Fo(x,u) = y}.

Soit m (resp.m,) la projection canonique de X (resp.X,) sur
D, x D, x [0,1].

Il est facile de voir que la construction de I’lhoméomorphisme local p
est équivalente a la construction d’un homéomorphisme p de X, sur X
tel que le diagramme suivant commute :

Xo ==X, o pxy0u) = (x,y,0,u)

o n

D, x D, x [0,1]

avec les notations du lemme 2.3.1., on a les égalités :

X = {(x,y,t,u)e;DEl X DEz x [0,1] x C; T(x,q,(x,y),t,u) =0}
Xo = {(eyt.u) e D, x D, x [0,1] x C; T(x,y,0,u)=0}.

2.4.1. LEMME. — Pour (x,y) appartenant a De, X l_)sz, les coefficients
M(6,y0)icq1,.. . .im+1y du polynome en u T(x,q,(x,y),t,u) appartiennent pour
t variant dans [0,1]1 a la méme strate de la stratification universelle des
polynémes de degré nm + 1.

Preuve du lemme. — {(x,y,t)e D, x D,, x [0,1]; (x,q:(x.y)) ¢ £(C)}
est I'ensemble des triplets (x,y,t) de D, x D, x [0,1] tels que le
polynéme T(x,q,(x,y),t,u) n’ait que des racines simples. Cet ensemble, vu
les propriétés de g, est: (D, xD,,—fo(Co)) x[0,1]. De méme I'ensemble
des triplets (x,,t) de D, x D,, x [0,1] tels que T(x,q,(x.y),t,u) ait au
moins une racine multiple est f,(C,) x [0,1]. Du lemme 2.3.2., on déduit
qu’il y a dans ce cas : 1 racine multiple appartenant 2 C, d’ordre m + 1
et m(n—1) racines simples.
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24.2. LemMe. — Soit K = D, x D, et (P, (#))uyekxpy une famille
de polynémes unitaires du méme degré N dépendant continiiment de t et de
a.

Posons

X = {(atu) ek x [0,1] x C; P, (u) = 0}
Xo = {(a,t.) €K x [0,1] x C; P, o(u) = 0}.

Supposons que pour tout a fixé, les coefficients (A(a,t));cq,.. N de
P,.(u) restent dans la méme strate de la stratification universelle des
polynémes pour t variant dans [0,1]. Alors il existe un unique
homéomorphisme p tel que le diagramme suivant commute :

X, X

(a,t,u) (a,t,u)

/ et ou p(a,0,u) = (a,0,u).

(a,t) (a,t)
K x [0,1]

La démonstration de ce lemme est basée sur le théoréme de continuité
des racines d’'un polynome. Le détail est laissé au lecteur (voir aussi{6]).

On a donc démontré le théoréme :

2.5. THEOREME. — Soient f, et f, deux germes analytiques de C?, vers
C?,, finis, de corang 1, a lieux critiques irréductibles. Pour que f, et f
soient topologiquement équivalents, il faut et il suffit que les trois conditions
suivantes soient réalisées :

— leurs lieux critiques sont topologiquement équivalents,
— leurs lieux critiques ont la méme multiplicité en un point générique,
— fo et f, sont finis de méme degre.

2.5.1. Remarque. — Rappelons (corollaire 1.4.1.) que ces trois
conditions précédentes peuvent étre remplacées par : f, et f, sont finis de
méme degré et leurs lieux discriminants sont topologiquement équivalents.
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3. Image réciproque du lieu discriminant
d’un germe analytique.

En utilisant la remarque 1.2 et le théoréme précédent, on obtient le
corollaire :

3.1. CoROLLAIRE. — Soit f un germe analytique de C?%, vers C2,, de
corang 1, fini, a lieu critique irréductible. Le type topologique de l'image
réciproque f~'(f(C) du lieu discriminant de f, ne dépend que du degré de
f, de la multiplicité en un point générique du lieu critique, et du type
topologique de C.

3.2. Résultats sans démonstration.

Reprenons les notations de 1.

3.2.1. ProposiTiON. — f~Y(f(C)) est formé de m(n—1) + 1 branches
irréductibles distinctes définies l'une par :
n—1

[T (u—o(e*x'™) = 0 (équation réduite de C)

k=0

et les m(n—1) autres, pour j élément de {1,2,...,g} et i élément de
n—1

{1,...,mh;} par [] (u—\; (') =0 ou les exposants caractéristi-
k=0

ques de (x=t"u=\;(t)) sont:

(nBy,...,Bj(me;+1)B;; — meB, ... ,m(hjs Bjsy+ ... +h,B,)
+ (me,+1)B,,y — meB;, ...,mh; By + ... + hy_yBy—y)
+ (me,_,+1)B,—me;B)).

La démonstration de cette proposition est basée sur des calculs
analogues a ceux de I (voir [6]).

3.2.2. Remarque. — Par ces calculs, on peut établir directement le
corollaire 3.1. On peut alors donner facilement une deuxiéme
démonstration du théoréme 2.5.1. par le deuxiéme lemme d’isotopie de
Thom (H est topologiquement trivial au-dessus de l_)gl x [0,1]), voir [5].
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APPENDICE

Conditions suffisantes pour qu’une courbe plane quasihomogéne
soit le lieu discriminant d’une application analytique,
finie, de corang 1, de C? vers C2.

Nous désignerons par f(x,y) = y" + A x" ' + ... + L, x™ un
polynome quasihomogéne (y ale poids o et x le poids 1, o appartient
a Q et A; =0 si ia nappartient pas a N). Soient f;,...,f, les
polyndmes quasihomogénes de méme poids que f apparaissant dans la
décomposition de f en facteurs irréductibles. Les f(x,y) s’écrivent donc :

filx,y) =y + px"t.
Pour que f(x,y) soit le lieu discriminant d’une application analytique,
fini, de corang 1, de C? vers C2, il suffit de trouver

P(x,u) = u"*! + a,()u" + ... + a,.1(x),

élément de C[x,u], tel que Discr, (P(x,u)—y) = 0 équivauta f(x,y) = 0.
Ce probléme est équivalent a I'existence de (ry,...,r,) entiers non nuls
tels que Discr, (P(x,u)—y) = cstef' ... f;". En développant ce

discriminant, on se raméne a un systéme d’équations dont les inconnues
sont les a;(x).

Signalons par cette méthode le résultat obtenu dans [6].

PROPOSITION. — Soit A une courbe plane quasihomogéne d’équation

P
réduite [] (y"i+Ax"®) = 0 (a appartient @ Q, no appartient @ N et est
i=1
premier avec n;). A est le lieu discriminant d’une application finie de corang
1 de C? vers C? si il existe p entiers non nuls ry, ...,r, tels que le

rationnel o soit multiple de nyry + ... + ny, + 1.

Ces conditions ne sont que suffisantes; on vérifie en effet que
Discr, (u* + 2\/§xu2 +x2—y) = cste (y—x?)(y+x?)%. Signalons pour finir

S
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(Appendice [6]) que y* — x> et y? — x? ne peuvent pas étre de tels lieux
discriminants.

Remarque. — Dans le cas A quasihomogeéne irréductible, on retrouve
la condition I1.4.1.
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