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LIEU DISCRIMINANT
D^UN GERME ANALYTIQUE

DE CORANG 1 DE C\ VERS C\

par Philippe MAISONOBE

0. INTRODUCTION

1. Plan.

On considère dans cet article des germes de fonctions analytiques de
C^o vers C^o, de corang 1, finis, à lieux critiques irréductibles.

Dans la première partie, on relie le type topologique du lieu
discriminant et celui du lieu critique de tels germes de fonctions
analytiques.

Dans la deuxième partie, on donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un germe de courbe plane irréductible soit le lieu
discriminjant de tels germes de fonctions analytiques : ce sont des conditions
numériques portant sur les exposants de Puiseux (voir Théorème 11.0.).

Dans la troisième partie, on classifie topologiquement ces germes de
fonctions analytiques, soit à partir du type topologique de leurs lieux
critiques, soit à partir du type topologique de leurs lieux discriminants.

2. Lien avec le problème de la représentation
d'une variété lagrangienne singulière

par une fonction de phase.

Désignons par T*X le fibre cotangent à une variété X. Un résultat de
Hormànder [3] est que toute variété A holonome (= lagrangienne)
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conique, lisse de T*X peut être représentée localement par une fonction de
phase. Dans le cas singulier aucun résultat de ce genre n'a été établi.

Proposons-nous d'étudier ce problème dans le cas où X est un germe
analytique complexe de dimension 2 et où A est un germe irréductible
(non nécessairement lisse), que l'on cherchera à représenter par une
fonction de phase à 2 variables seulement.

A étant irréductible, nous savons (voir [7]) qu'il est équivalent de dire
que A est le fibre conormal à un germe de courbe plane irréductible A (A
est en fait la projection canonique de A sur X).

D'autre part, dire que A est représentable par une fonction de phase
P(x,u) de 2 variables signifie (voir [8]) que A est le lieu discriminant
d'une application de corang 1 de C^o vers C^o

(x,u) ̂  (x,P(x,M)).

Le problème devient : à quelles conditions un germe de courbe plane est-il
le lieu discriminant d'une application de corang 1 de C^o vers C^ ?

Nous laisserons au lecteur le soin de traduire dans ce langage les
résultats obtenus.

Ce travail a été commencé avec J. E. Rombaldi. Nous avions obtenu
ensemble les résultats signalés dans l'appendice de cet article et avions
examiné par d'autres méthodes certains cas particuliers.

L EXPOSANTS DE PUISEUX DU LIEU DISCRIMINANT
D'UN GERME DE FONCTION ANALYTIQUE DE Cfo VERS C^o,

DE CORANG 1, FINI,
A LIEU CRITIQUE IRRÉDUCTIBLE

0. Notations.

Soit / un germe de fonction analytique de C^o vers C^o, de corang
1, fini, à lieu critique irréductible, / s'écrit :

(x,u) ̂  (x.PM), où P,(0,0) = 0.
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Désignons par N la valuation de la série P(0,u), (N=Val^(P(0,u))), N
s'appelle le degré (local) de /. C = {(x,M);P^(x,ii)=0} est le lieu critique
de /. Il est irréductible, donc P^(x,u) = (SÇx^u))9", où S est irréductible
dans l'anneau C{x,u} . m est la multiplicité en un point générique de C et
si n = Val^(S(0,M)) : N = nm -h 1.

Soit (x=t",u=(p(0) une paramétrisation de C:

P«(̂ ) = ̂ M/n (M-cp^or,
k=0

où e = é?2"01 et g(0,0) ^ 0.

Désignons par (n,Pi, . . . , P^) les exposants caractéristiques de cette
paramétrisation. En conservant l'ordre des termes, la série (p(r) s'écrit :

<P(0 = <Po(Q + îSi^) + ... + îS,(^),
où

n = n^i; ^_i = n ,̂; ^_i = n ;̂ ^ = 1
Pi = Wié?i; P, = m,̂ ,; P^ = m^g

rii et m, sont premiers entre eux et (pi(0) ^ 0 pour i > 0. On a donc
Pi < ?2 < • • • < P» • Convenons de poser CQ = n.

/ étant un morphisme fini, /(C) est un ensemble analytique. On appelle
lieu discriminant de / : /(C) muni de sa structure d'espace analytique
réduit. C étant irréductible, /(C) est irréductible. Et on remarque que
x = t " , y = P(r",(p(0) est une paramétrisation de /(C).

1. Calcul de la valuation de ((>(ek0—(p(0.

1.1. PROPOSITION. — Soit j un élément de {1,2, .. .^.q^t) — (p(Q
équivaut au voisinage de t = 0 à (£^—1)^(0)^, si et seulement si, k est
multiple de n^n^ . . . n^-i et non multiple de n^ . . . n^. Le nombre
d'entiers k de {1,2, .. . , n — l } tels que Val ((^(^t) — ̂ (t)) = P^ est
ej-,-e,.

Notation. — hj = ^--i — e^
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Preuve de la proposition. — II suffit d'utiliser la définition des
(n.,m,,(i,,é?f).

1.2. Remarque. — Pour fe décrivant { l , 2 , . . . , n — l } , on obtient les
exposants caractéristiques de (x = r",u = (p(Q) en ordonnant les valuations
de ^(e^r) - (p(0.

2. Calcul de la valuation de
PO^E^-P^CpO)).

n-1
2.0. Rappelons que P^,^) = g^.u) f] (M-cp^r))"', où

k=0
^(0,0) + 0. P(t",u) est analytique par rapport à u, on peut donc écrire :

(„ p(^))-p(.•^)-Twrt),<>(:))•"
s=w S -h 1 .

dV-^ (^(P^)) + ̂ ^((p^o-cp^r^
où /î(Q appartient à C{t}. Posons :

Q^^n1^-^))"-
k=0

^0 rf5?'2.1. Calcul de la valuation de ——(^,9(0) et de ——(^(pCO).au du

n1^^)-^^))'ASQ i l
(2) -^(^(O)^^ Z ^

l€l€ n<-ir. <r^ <-nni •T-T0<<ci...<<:,_^,<nw T-T (^(f\_fQ(^if\\
k, non mult. de n 1 1 ^v^ ^vo r//K| non mu

Supposons m(hg^-... +/ij+i) < s — m ^ m(hg-{-... -h/^); c'est-à-dire
w^ ^ 5 ^ w^.-i, puisque /i^ + . . . + hj = ^-i — 1. Les termes de
valuation minimum de la somme (2) sont obtenus en prenant :

les mhg«ki», tels que Val ((pO-q^'O) = Çg

les mhj+^«ki», tels que Val ((p(Q — (p^'O) = Pj+i
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s — m — m(hg+ ... +^/+i ) « ki » restant parmi ceux vérifiant

Va\(n>(t)-^t)=^.

La valuation des termes correspondant à un tel choix des « k, » est donc
^(^iPi + • • • +^j-iPj-i) + O^j-i-t- OPj- Le coefficient correspondant à
cette puissance de t , dans la somme (2) est A,B,, où :

A,= n o-^r...
k non multiple de n\

F! (l-e^-r^O)...^-'^)
fc non mult. de n\... n. ]

k mult. d é n i . . .i._2
0 < k < w

0<k<n

n (i-e^r
k mult. de ni .. .n^_i
k non mult. de H] ... n.

B, = s ! ^ ———^s-———————— (p,(0n- ' -s.
o<^„uU;<.e< .̂-.';J'<;'" n (1-^)

kj non mult. de n i . . . n. i = 1

0<k<n

LEMME. - n (l-e^P) = ("p)8".
k mult. déni .. • " n — i
k non mult. de n\ . . . rip

Preuve du lemme. — Les entiers k multiples de n^ . . . Up-i et non
multiples de n^ . . . rip, tels que 0 < k < n, sont les entiers :

HI . . . np_i(/n,,-l-l), .. . ,ni . . . Up-iOnp+np-l) ,

où 7 décrit {0,1, .. .,€p—\} . Les racines de l'unité e^ décrivent alors

l'ensemble ^ W À - € { 1 , . . . , rip-1} ëp fois. D'où

0<*<" Hp-1 / ^k\,n o-e^) = n 1 1 - ^ n p / -
kmul t . den i .. . np_ i k = = l
k non mult. de n\... riy

On en déduit facilement :

A, = n71 .. .n .̂-1 (P^1 (0) . . .(p^,-1 (0).
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D'autre part on remarque par les mêmes arguments que

fç-^ n (x-^r.
\ A ~ 1 / k mult. de »»j ... ̂ -_ i

k non mult. de n ] . . . n,

On constate alors l'égalité :

i j.s-niÉ, /Y"/ \\mflB = s ' d f ni)^-1'^).s 5 - me, ! rfX5-^ \ X -1 / v / ^ v /

2.1.1. A^B, est donc non nul, ce qui établit que pour

me, ^ s ^ mêj-i
d'Q—— (r",(p(r)) équivaut au voisinage de t = 0 à

A B ^' ( / I lPl+•••+ / IJ-lP/-l ) + ( w e /-l - s ) p /

Par la formule de dérivation de Leibnitz, on déduit :

dT'2.1.2. PROPOSITION. — Pour mêj ^ s < w^_i , ——(^^(t)) équivaut
au voisinage de t = 0 d

^(0,0) A^B^113^---4"^-1^-1^^'-1"^^.

On déduit de cette proposition un résultat étonnant :

2.1.3. COROLLAIRE. — Soit g(x,u) un élément de C[x,u} définissant un
germe de courbe plane, irréductible, transverse à l'axe des u; soit m la
multiplicité en un point générique de g = 0. La multiplicité d'intersection de
g avec ses dérivées successives par rapport à u (d'ordre ^ m) ne dépend
que de m et des paires de Puiseux de g .

Remarque. — Avec sa dérivée première, si g(x,u) est réduit, ce résultat
est bien connu, c'est le sens facile du critère discriminant de Zariski.

2.2. Calcul de la valuation de P^.q^)) - P(r",(p(0).

k appartenant à { l , . . . , n — 1}, appelons j l'entier appartenant à
[1,2, . . .,^} tel que Val ((p^O - (p(0) = P^. Considérons alors l'égalité
(1) donnée en 2.0.
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2.2.1. LEMME. — Soit j l'entier tel que Val ((p^O-cp^)) = P^ alors
fp'

Val (cp^O—q^O)54'1——'^",^)) ^sr minimum pour mej ^ s ^ m^._i,

et cette valuation minimum est

m ( ^ P i + . . . + / i , _ i P , _ i ) +(m^.-i+l)P, .

Preuve du lemme. — II suffit d'utiliser la proposition 2.1.2.

2.2.2. LEMME. — Soit j l'entier tel que Val (q^O—q^r)) = P.. Alors

Val /^(q^O-q^f))^2 > m(^P, + . . . +/î,_^._,) + (m^.-i +!)?,.

Preuve du lemme.

m(/i iPi+...+/i ,_iP,_0 +(m^.-i+l)P,
< m(^+ ... +/i,_i+^,_OP, -h p,;

or ce dernier terme est égal à (mn+1) P^; d'où le lemme.

2.2.3. PROPOSITION. — Soit j l'entier tel que

Val((p(A)-(p(r))= P,.

Alors P^q^A)) — P(r",(p(r)) équivaut au voisinage de t = 0 à :

nii'i nu'j_\ 1 y^.^ mh, \/^\ we. i+l ,,^^ \ , „ i \i»i^ in, ' ... ^^i '(pi (0) ... (p r̂ (0)<Py (0) (t^-ir/dM.
Jo

^M(/II Pi + ... +hj_ i P^_ i ) + (mej_ i + 1 )^.

Preuve de la proposition. — D'après les lemmes précédents et la
proposition 2.1.2., le terme de plus petite valuation de
P^cp^r)) - P^cpœ) est

ç g ^ >M(/II P) + ... + h j _ i Py_ i ) -Kw^_ i + 1 )Py

OÙ :

C = n î ... n^-im^im) ... (D^-i^q)^-1''1 (0)1 ;_ i '*i ^ f ^j-\ ^ ^j ^ >'

s=w^_i , , A3-^ /Y"/ 1\c _ v i 1 a_J (^ 'nnur^ iv-^1
s- ̂  .-m.,!s+ldXS-MA'X^^^ ^X8 7-1) •
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Déterminons S : Pour cela, posons :
.=m^_,-^) i ^ g» pO-lV,..

S(X)- ^ «7 « + me, + 1 rfX- (x^rj (0 (X-1)"-^'

S(8^/) == S et on remarque que

s'(X) = f^—^p^x-iy"'/ = (x"/-ir/.
\ X — 1 /

/• v

On a donc: S(X) = (u"i - l)^/ du. D'autre part

Val((p(A)-(p(r))= P,

d'où (proposition l . l ) : k est multiple de n^ . . . M y - i .

On en déduit S'(£^/X) = S'(X) et donc :

^S(^X)-S(X)=(^-l)s(0).

En prenant X = 1, il vient: S = (e^-l) ( (^/-1 f/rf«
Jo

S étant non nul, la proposition 2.2.3 est démontrée.

3.

THÉORÈME. — Soit f : (x,ù) i-̂  (x,P(x,«)) un germe analytique de C^
vers C^o, de corang 1, fini de degré N = nm + 1, d /I'̂ M critique C
irréductible, m désigne la multiplicité en un point générique de C. Soit
(x=r",M=(p(0) une paramétrisation de C d'exposants caractéristiques
(^,Pi, . . . ,P^). Les exposants de Puiseux du lieu discriminant de f sont
( M , P , , . . . , P , ) , où

Pi=(nm+l)Pi,
P;. = m((n-^)Pi -h ... + (^-2-^-i)Py-i) + (w^-i-hl)P,.

Preuve du théorème. - (x=t^,y=P(tn^(t)) est une paramétrisation du
lieu discriminant de /. D'après la remarque 1.2 et la proposition 2.2.3.,
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puisque Pi < p^ < . . . < p^, les exposants caractéristiques de cette
paramétrisation sont (^,Pi, . . . , P^). Or Pi est strictement supérieur à M .
Ces exposants sont donc les exposants de Puiseux du lieu discriminant.

4. Conséquence topologique.

On déduit facilement du théorème précédent :

4.1. COROLLAIRE. — Soit f un germe analytique de C2^ vers C^o, de
corcmg 1, fini, à lieu critique irréductible C.

a) Le type topologique du lieu discriminant de f ne dépend que du degré
de /, de la multiplicité en un point générique du lieu critique et du type
topologique de C.'

h) Le type topologique du lieu critique ne dépend que du degré de f et du
type topologique du lieu discriminant.

4.2. Contre-exemple au corollaire si le lieu critique est réductible.

Il suffit de considérer /i : (x,u) »-+ (x,u5—^x^x^u) et
/2 : (x^) h^ (x^—Sx^u). /i et /2 sont bien de corang 1, finis de même
degré; leurs lieux critiques sont topologiquement équivalents et ont même
multiplicité en un point générique. Mais, on peut vérifier que leurs lieux
discriminants ne sont pas topologiquement équivalents.

4.3. Contre-exemple au corollaire si le germe est de C^o vers C^o.

Considérons/i : (x,y,u) h-> (x,y,z = u4 + yu). Le lieu critique de /i est
33

Ci : 4u3 + y = 0; /i(Ci) a pour équation : z3 + -^ y4 = 0. L'ensemble

des points singuliers de /i(Ci) est donc l'axe des x .

Considérons f^ : (x,y,u) \-^(x,y,z=u^-\-xu2-{-yu). Le lieu critique de
/2 est C^ : 4M3 -h Ixu + y == 0. On remarque que la courbe d'équation
y = 0 et x2 -h 4z = 0, ainsi que la courbe d'équation
(.x"= —6u2,y=Su3,z=3u4) sont formées de points singuliers de f^(C^. /i
et /2 sont bien de corang 1, finis de même degré; leurs lieux critiques
sont lisses.

Supposons que /i(Ci) et/^C^) soient topologiquement équivalents.
D'après une remarque de Le Dung Trang ([4] 3.4. p. 178) et un théorème de
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A'Campo ([2], § 1, Théorème 3, p. 114), on en déduit que les lieux singuliers
de /i(Ci) et de/^C^) sont topologiquement équivalents. C'est impossible,
l'un est réductible, l'autre non.

4.4. Le type topologique du lieu critique ne dépend pas que du type
topologique du lieu discriminant.

On prendra f(x,y) = y2 — x9, puis on utilisera la remarque III.4 et le
fait que 9 = (2 x4)+ 1 = ((2 x l ) -hl ) .3 .

II. CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES
SUR LES EXPOSANTS DE PUISEUX

D'UN GERME DE COURBE PLANE IRRÉDUCTIBLE
POUR ÊTRE LE LIEU DISCRIMINANT

D'UN GERME DE FONCTION ANALYTIQUE DE C^
VERS C'o, DE CORANG 1, FINI,
A LIEU CRITIQUE IRRÉDUCTIBLE

0.

THÉORÈME. — Un germe de courbe plane irréductible A est le lieu
discriminant d'un germe analytique de C^o vers C^o, de corang 1 , fini, à
lieu critique irréductible si, et seulement si, ses exposants de Puiseux
(n,Pi, ..., Pg) vérifient: il existe un entier w, tel que

Pi soit multiple de nm + 1 ,
P} — P}-i soit multiple de mej-^ + 1

(les e\ étant définis à partir des p^, comme en 1.0).

1. Preuve du théorème : les conditions sont nécessaires.

Reprenons les notations du théorème 1.3, e\ = e^ et on remarque que

P;.-P}_, =(m^+l)(P,-P,_,).
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2. Coefficients de la série P(r",(p(0).

2.1. Reprenons les notations de 1.0, mais supposons g(x,ù) = 1.
Quitte à modifier l'ordre des termes de la série (p(0, (p(t) s'écrit de façon
unique :

<P(O = cpoOT + É ̂ {z^Y
j=i \i-o ^ /

où û"; = 0 si P^ + i^ est multiple de ^-i(^o=")-..\ ^
il'.i

D'après le théorème 1.3, P(t",(p(r)) s'écrit de façon unique :

P(r",(p(0) = hoOT + Ê ̂ fz A^V
j= i \»=o 7 /

où A^ = 0 si P} -h i^ est multiple de ^-i.

On a donc l'égalité :

P^.q)^'' "/-•O) - P^.q)^)) - Ai^r^-^-l)^
t=0

(car e"1 " / - l p /=£" '" / - l p / ) , on déduit alors de la proposition 1.2.2.3 :

A^ = (a^y1^1 f (^'-iridM
Jo

A^ = n;"' ... n^Wr'1 ... (^-l))^-l(a(J))^-»+l | (^-1)^^
/ Jo

A^ = n;"... n^wr''... (ar'T^w^-^1 [1 (^-in^
Jo
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2.2. Détermination de la forme de A0^ (pour B +i'o^ ^^ multiple de
Wyo ^ °

^O-^

P(r",(p(£"r "/o-'r)) - P(r",(p(0) = ̂  t^f; A^e"'---"/-»^^^-!)^/).
j=yo v^o 'É7

Le terme en ^/o'^o dans ce développement est :

^^(^"••••^-•^/o^^.l)^,^^.
'^/o

Nous allons déterminer la forme de ce terme en fonction des (a^) env 'Y
« continuant » les calculs de 1.2.

2.2.1. LEMME. — Pour s n'appartenant pas à {w^ , . . .,w^ _ ,} , le

coefficient du terme en r^o^'^o de

w-^" '̂ v '̂g '̂»
ne dépend que de l'ensemble

{^.; je { 1 , 2 , . . . , ̂ } et 0<ie,<ioe,J .

Preuve du lemme. — ds(t) est obtenu comme une somme de termes, tous
formés par le produit de mn -h 1 termes de la forme (p(£*r)—(p(r). Si on

trouve dans le terme en t^'^'o de d^(t} un a^ où iej est supérieur ou

égal à /o^, c'est que ce terme est de valuation supérieure ou égale à

Val (d,(t)) + ï'o^o- cest impossible puisque Val (d,(t))> P'. (voir 1.2.1,

où Q=PL, car g(x,u)=\).

2.2.2. LEMME. — Soit s un entier n'appartenant pas à
[me^ .. . ,w^_i}. Soient (k^ .. . , fe ,_^) , s — m entiers vérifiant :

0 < k^ < ... < k^-m < nm,
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ki non multiple de n et tel que la valuation de

(^••«-'o-.pMr' ,nwo-^'»-
. p s • s-mn (<P(O-<P(^))1=1

n'est pas minimum. Le terme en t^^o de cette dernière expression ne
dépend que de {a^Je {1,2, .. .,g} et 0 ^ iej < fo^J.

Preuve du lemme. — Même démonstration que pour le lemme 2.2.1.

2.2.3. LEMME. — Avec les mêmes notations que dans le lemme précédente
si Von prend un choix des k^ qui rend minimum la valuation de

(^ ^-o-<p(or^..^(^)-<p(e't))m

s + l!
n ((p^-q^-t))
> = 1

Le terme en t11 '̂0''® ne dépend que de

{a^, j e { 1 ,2 , . . . . g] et 0 < ie, < i^}

et de {<,^7o}.

Preuve du lemme. — La démonstration est analogue à celle des deux
lemmes précédents, il suffit de remarquer en plus (voir 1.2.1.) que

Val((p(t)-(p(£^))^^.

De ces trois lemmes et en « continuant » les calculs de 1.2, on déduit que le
coefficient en ^o-^o de P^.q^e11 ^"'O-P^.q)^)) est de la forme :

T^<;;^l-•^ et °^<^}u{^; l^<7o})

+ Œ^ -h M0'^ ̂  .
'o^o 'o^o '0%
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Et l'on a :

gw ^' '= '^o - ls+ 1(£"' ••"'o-l%-l).(e"l•-"'o-l(^+'«%)-l) „,
'0"'" .-">,„ ^ T n ^ m ^

^^/X^Y^
^-'"HX-I^ (1)

n"""i ... «""''(•-'(a*1')'"''! rûoo-V'''o-lrflooh'"<';o-l• ,/o-i '• v / * * ' ^ o / v^o /

^.^-•(e"^^^

""" •'-, s + l !

<"' • • • ̂ -wr-... (^-"^-'(^ro-'c,,
où C, est le coefficient de (a^po-'aW t('w^-l+l)l)^+•o^^ dans

"̂ o
(aW^oy+i ^

0<<;,<...<^_ <„„
t, mult. de BI ... n.°_ )

fcj non mult. de n i . ' . n,JQ
0<t<n

]"[ ((1 -e'Sû^^0 + (1 -e^o^oVo) ^o^^m
t m u l t . d e n ] . , . n y _ i 'O^o

fc.non mult. de n i . . .n,___ /0
s - m e ^ ^ — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — .

n ((l-tkfljo)awt^+(l-Kk^+ioe^)aW t^+•^o'^
-l ''wyo /

Calcul de E^ : Dans E^, il y a donc en facteur:

'"^-1 j ^-^ /x"'o-i\««.

,4^^^^W) -O)^-0-^-!)^.

c'est-à-dire, d'après la formule de Taylor :

(̂ •"v-S.
Or cette expression est nulle, donc E0^ = 0

'0%
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2m

Calcul de M0^ : Posons Eo = €%.'o^o

M^ = n- ... n^Wr. ... (^o-'))^o-'(^o)po->

<'"̂ % (C0-!)^
y ______ c^
,̂  (s+l)(s-w^!) "A.^o.^o.'o

où C*51 . est le coefficient de /'"V '̂o dans"w^io^w'o

y ^^ rT0 (d-e^t^ + (i-e^o"^) ̂ "•''ro
o<t' ̂ 0:1̂ °̂ ^((l-eo^^+d-^o-o))^^

M0^ s'écrit donc :
'o^o

M^o) ^ ̂ i ^ ^ ^ n^o-i^1))^! (^o-'h^o-i^po-i
'O^o 1 70-1 v 0 / ' ' ' v 0 / ^0 '

^^.m^.to-

2.2.4. LEMME AU « FRIGO ». - C^. ^. ^. ,̂  est non nul pour m^ + fo n^
multiple de n^ . ;0 70 jo

Preuve du lemme. — Le lemme sera démontré dans le paragraphe 5.

On a donc la formule :

^o^K'760'2'---^ et ^^«o^^^l^^o})
+ <S,̂ ,.̂ -o-"r1 • • • çi-wr-... (^Y^-^o-. ,̂ .

3. Preuve du théorème : les conditions sont suffisantes.

On reprend les notations du théorème. Soient Pi, . . . , P^ les entiers
tels que

p, = (nm+l)P,,...,?}- P;._i = (w^_i+l)(p,-p,._0, ...



106 PHILIPPE MAISONOBE

On a alors e\ = ̂  pour tout i appartenant à {1 ,2 , .. .,g}, où ^ est la
suite associée à (n,Pi, .. .,P^) (voir 1.0). A admet une paramétrisation
sous la forme

x==t\ y=^)= i ̂ fi^),
j=l \i=0 J

où ^) = 0 si pj + i^ est multiple de ^._i.

En utilisant les calculs du paragraphe précédent, on montre qu'on peut
trouver une suite a^ de nombres, nuls si iêj est multiple de ^ _ i , et tels
que j

^ =(a(ol))nm+l | (u^-ir^du
Jo

^) = n^ ... n^-^a^r111 ... (â^-^-i(û^-i^ f 1 (u^-ir^du
Jo

^=TSo ( {aSJ^ l î 25••• î^ et °^^<^}u{^;l^<;o})
+ ^o'^o.o^1 • • • c0"1^1^1 • • • (<0-1))"^-1(<0^^-1)^.

(Pour P^ + lo^o "on multiple de ^_p m^ + l'o est bien i1^1! multiple de
n,^donc:C^^,,^0).

On en déduit qu'il existe (p(r) appartenant à C[[t]] :

<P(O= É ^{£ ̂ V
J = l \»=0 y /

(où a^ = 0 si ^j-^iêj est multiple de ^-i), tel que si P(x,u) désigne une
n-i

primitive de ]~[ (u—^^t))"1:
k=0

P^.cp^^OT+vKO.

Mais par choix d'une bonne primitive, on a :

P(r",(p(0)=vKO.



LIEU DISCRIMINANT 107

On sait donc résoudre le problème suivant :

Trouver P(x,u) élément de C[[x]] [u] et S(x,ù) élément irréductible
réduit de C[[x\] [u] tel que, en notant Discr^ (T(u)) le discriminant d'un
polynôme en u,

Discr^(P(x,u)-y) = este (d^x^y))"1

dP
-^(x,u)=(S(x,u)r,

ou

^u^-ri^-w))-
k==0

C'est un problème algébrique par rapport aux coefficients a^x) et
S/x) définis par : P(x,u) = u"^1 -+- a^x)^" + ... + û^+i(x) et
S(x,u) = u" + Si(x)i/'~1 + . . . -h SnOO- D'après le théorème de M.
Artin ([1] p. 277 à 291), on peut donc trouver des solutions convergentes
P(x,ù) et S(x,u) {éléments de C{x}[u]) satisfaisant le même problème
algébrique et coïncidant à un ordre donné, aussi grand que l'on veut, avec
les solutions formelles. On peut alors fixer cet ordre pour que S(x,u) soit
toujours irréductible réduit.

Le théorème est démontré; il suffit en effet de considérer l'application
(x,M) i—^ (x,P(x,u)) ainsi construite.

4. Remarques.

4.1. Remarques pour les germes de courbes planes quasi-homogènes
irréductibles.

Les conditions du théorème 0 se traduisent pour y" — xp = 0, germe
de courbe plane quasihomogène irréductible, par : il existe un entier m tel
que p soit multiple de nm + 1. Posons P l'entier vérifiant alors :
p = ( n w + l ) P . La méthode décrite dans le paragraphes est
particulièrement simple pour déterminer l'application de corang 1, finie, à
lieu critique irréductible dont y" — xp = 0 est le lieu discriminant. En effet
la paramétrisation de y" — ^p = 0 ne comporte qu'un terme
^^t\y=t(n+m+l^). On trouve:

(x,u) ̂  (x,P(x,M)), où P(x,u) = | (v^Kx^dv
Jo
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pour

<Jo
'k = ( (^-lyAO'^+l.

Jo

4.2. Un germe de courbe plane irréductible peut être lieu discriminant
d'un germe de corang 1 fini à lieu critique réductible. En effet, on vérifie
après un simple calcul, que pour a2 — 5p = 0 et 9a2 — 20? + 0 le lieu
discriminant de (x,ù) »—»• (x,u5-^aiu3xs^-^ux2s) est irréductible, mais le
lieu critique est réductible.

4.3. D'après le théorème 0, y3 — x5 n'est pas le lieu discriminant
d'un germe analytique de C^o vers C^o, de corang 1, fini, à lieu critique
irréductible. Dans [6] (appendices A.II), on montre que y3 — x5 n'est pas
le lieu discriminant d'un germe analytique de C^o vers C^o de corang 1
fini.

5. Preuve du lemme 2.2.4. « au frigo ».

Soit n et (i deux entiers premiers entre eux. Il existe alors un entier b
appartenant à {0 ,1 , .. . , n — l } et un entier a, uniques, tels que:

na + (fc-n)P = h.

Il est alors facile de constater que

P^(x,u) = (i^-na^x^-x^

admet une paramétrisation sous la forme :

(x=^=(p(0=^(l+a^+...)).

Soit P(x,u) une primitive de Pu(x,u). Déterminons le coefficient constant
du terme en aht("m+l^+h de P^.q)^)). On peut écrire :

prP
P(r",(p(0) = ^"-na^-t^dv

Jo
Ct^+a^+h+ .../•(P+

Jt
+ ^-na^^-t^dv.

Le deuxième terme de cette somme contient a^ en facteur, donc n'apporte
pas de contribution au coefficient cherché. Par contre, on peut isoler les
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termes qui contiennent a/,, et non a^, en facteur dans la première
intégrale :

çft

— mnt"" (v^—t^Y1 lvbdv, ou encore en posant v = t^s :
Jo

r1
— mnt(nm+l)^+h \ (s"—^ l s b ds . Le coefficient du terme en

Jo
^(nm+Dp+h est donc: - mn \ (s"-!)^^ ds.

J o
On en déduit que :

C .̂M = mn(l-e^) f 1 (s"-!)"-1^.
Jo

Donc pour P + h non multiple de n : Cn^,h + 0 • D'où le lemme.

III. CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE
DES GERMES ANALYTIQUES DE C^o VERS C^, FINIS,

DE CORANG 1, A LIEUX CRITIQUES IRRÉDUCTIBLES

0. Notations.

Étant donné fo et- /i deux tels germes :

fo : (x,u) ̂  (x,Po(x,u))
/i : (x,u) ^ (x,Pi(x,u)).

On désigne par No le degré de fo, WQ la multiplicité en un point
générique du lieu critique Co de /o» ^o ^a multiplicité à l'origine de
/o(co)(No=nomo+l) Nl' m!» c!» n! sont dé{mis de ĉ11 analogue
pour /i.

1. Conditions nécessaires à l'équivalence
topologique de fo et /i.

1.0. Supposons donc fo et /i topologiquement équivalents; c'est-à-
dire qu'il existe deux homéomorphismes locaux p et q tels que le
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diagramme suivant commute :

L/ o ——^ C o1. 1.
C^o-^-C^'

1.1. PROPOSITION. — Pour que fo et /i 50ï^nî topologiquement
équivalents, il est nécessaire que No = Ni , mo = m^ et que Co et Ci
sof^nî topologiquement équivalents.

Preuve de la proposition. — Dire que (x,u) n'appartient pas à Co
équivaut au fait que /o est un homéomorphisme local au voisinage de
(x,u). Or cette propriété se transporte bien par les homéomorphismes p
et q, on en déduit p(Co) <=. Ci. On montre de même que
p'^Ci) c Co, d'où p(Co) = Ci. Un point générique de Co et de Ci
ont même degré local de ramification (à la source). D'où
WQ -h 1 = Wi -h 1, donc : mo = W i . Le diagramme de 1.0. commutant,
on déduit de l'égalité p(Co) = Ci, l'égalité q(fo(Co)) =/i(Ci). Les lieux
discriminants de /o et /i ont donc même multiplicité à l'origine, donc
HQ = ni . Comme on vient de montrer que WQ = mi, on déduit :
No = Ni . La proposition est démontrée.

'1.2. Remarque. — II est également facile de voir qu'une condition
nécessaire est: pC/'oWCo)) ^r'C/iCCi)).

2. Les conditions de la proposition 1.1. sont suffisantes
à l'équivalence topologique de /o et /i.

Supposons que /o et /i, définis en 0, vérifient les conditions
nécessaires de la proposition 1.1. On se propose de démontrer que ces
conditions sont nécessaires.

2.1. Construction d'une bonne déformation de /o sur fi '
Posons

N = No = Ni, m = mo = Wi , n = HQ = n^

/o et /i s'écrivent :

fo : (x,M) i-̂  (x,Po(x,u)), /i : (x,ù) ̂  (x,Pi(x,u)),
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où (Po)u et (Pi);, sont de la forme :

(PO^M) = a(s\u) n (M-cpO^))"
k=0

(PW,U) = fc^/n (M-VKW
k=0

et les deux séries \|/(s) et (p(5) ont les mêmes exposants caractéristiques.
Donc, en reprenant les notations de 1 :

(p(s) = (poOQ + s^cpi^') + ... + sS,(̂ )
V|,(5) = V|/o(<) + S^W + . . . + 5^(5^).

û(x,u) et b(x,u) désignent deux unités de Panneau C[x,u].

Posons alors :

R(x,u,0 = (y(Ofr(x,M)+(l-y(0)a(x,u))n (u-Wt^x1')
k=0

+(i-Y(OM^)r,
où y(0 est un chemin analytique de [0,1] dans C tel que :

1) y(0) = 0 et y(l) = 1,

2) y (0^/0) + (l—y(0)(p/0) est non nul pour tout t appartenant à
[0,1] et pour tout j appartenant à { 1 , 2 , . . . , g}.

3) y(Qb(0,0) 4- (l—y(Q)a(0,0) est non nul pour tout t appartenante
[0,1].

Ces deux dernières conditions se traduisent en disant que y doit éviter
g + 1 points.

En prenant

F,(X,M) = ['RÇx^dv + y(QPi(x,0) + (l-y(())Po(x,0),
Jo

on montre la proposition suivante.

2.1.1. PROPOSITION. — II existe une déformation analytique à un
paramètre, /, : C^o -* C^o (x,u) ̂  (x,F((x,u)) de fo sur /i pour t
appartenant à un ouvert de C contenant [0,1]. Les germes analytiques f^
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sont de corang 1, tous finis de degré N, de même multiplicité m en un
point générique de leurs lieux critiques C, et le type topologique des lieux
critiques Q est constant.

2.2. Idée de la démonstration.

Introduisons maintenant l'application H de C^ x W vers
C^o x W :

(x,u,t) »-> (x,F,(x,u),t). On désignera par C le lieu critique de H,
C = {(x^OeC^o x W; (x,M)eCJ, et par H(C) son lieu discriminant.

Pour montrer que fo et /i sont topologiquement équivalents nous
allons montrer en fait qu'il existe un homéomorphisme q de C2o x W
sur lui-même de la forme

(x,y,t) ̂  (x,q,(x,y),t)

tel que <?(/o(Co),0 = a(C,),Q et q(x,y,Q) = (x,^0).

P

fo x L

C^o x W
(X,M,Q

1
C^o x W

(x,Fo(x,M),Q

(X,M,Q

1
(X,F((X,M),O

H

C^ x W
Oc^,0 i-

Cfo x W
.(x,q,(x,y),t)

On remontera alors ^ par un homéomorphisme p vérifiant
p(x,u,0) = (x,M,0) et tel que le diagramme ci-dessus commute.

2.3. Construction de l'homéomorphisme q.
En utilisant le théorème de préparation de Weierstrass, on obtient :

2.3.1. LEMME. - F((X,M) - y = U(^,r,M)T(x,j^,M) où T est un
polynôme distingué en u de la forme

T(x,y^u) =unm+l -}- ^(x^Ot/"" + ... où ^(0,0,0 = 0

et il existe e^ , e^, 83 et W ouvert de C contenant [0,1] tels que
V(x,y,t,u) + 0 pour (x,y,t,ù) appartenant à D^ x D^ x W xD, .
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(On a noté : D, = {x e C; |x| <e). Quitte à diminuer £1 et W, on a
la propriété :

2.3.2. LEMME. - La fibre de la restriction de H à Dg x Dg x W en
un point de

H(C) - {(0,0,0; îeW} n D^ x D^ x W

contient un point de C d'ordre m + 1 et w(n-l) points sfmpfcs.

Pr^uué? du lemme 2.3.2. - Dans la construction de F^, on a donné une
paramétrisation (x=5", u=(p(s,0) en famille de Q. On en déduit (voir I)
que (x^s^y^PÇs"^^)) sont pour k appartenant à {0,1, .. .,n-l}
«les» n paramétrisations de /((Q). Quitte à diminuer e^ et W, on a
pour tout couple (fe,fe') de { 0 , 1 , . . .,n-l}2 formés d'entiers distincts :

P(5^(p(£<c5,0) ^ P^.cp^'s.O) pour (5",0

appartenant à D^ x W. La restriction de H à C n D^ x D^ x W est
donc injective. On en déduit alors facilement le lemme.

On sait d'après les calculs de 1 que n est la multiplicité de /,(Q) avec
l'axe des y . D'après le corollaire 1.4.1., vu les propriétés de /,, le type
topologique de /,(Q) est indépendant de t; c'est-à-dire que le lieu
discriminant de f^ est équisingulier le long de l'axe des t au sens de
Zariski. En utilisant des résultats classiques établis dans [9], on démontre :

2.3.3. PROPOSITION. - H(C) - {(0,0,0; î eW} n D^ x D^ x W est
une variété lisse et un revêtement à n feuillets de Dg - {0} x W. // existe
un homéomorphisme q de D^ x D^ x W sur lui-même de la forme
q:(x,y,t) ̂  (x^(x,y),t), tel que

^Oo(Co), 0 = (/t(Q), 0 et q(x,y,0) = (x,y,0)
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2.4. Construction de l'homéomorphisme p .

Posons X = {(x,y^u)eD^ x D^ x [0,1] x D^; F,(x,M) = q,(x,y)}

Xo = {(x,^,r,M)6D^ x D^ x [0,1] x D^; Fo(x,M) = ^}.

Soit n (resp. Ko) la projection canonique de X (resp. Xo) sur
D^ x D ^ x [ 0 , l ] .

Il est facile de voir que la construction de l'homéomorphisme local p
est équivalente à la construction d'un homéomorphisme p de Xo sur X
tel que le diagramme suivant commute :

Xo -p— X, où p(x,y,0,u) = (x,y,Q,ù)

no v n
D^ x D^ x [0,1]

avec les notations du lemme 2.3.1., on a les égalités:

X = {(jc,^r,u)(=D^ x D^ x [0,1] x C;J(x,q,(x,y)^u)==0}
Xo = {(x,^,î,M)eD^ x D^ x [0,1] x C; T(JC^,O,M)=O} .

2.4.1. LEMME. — Pour (x,y) appartenant à Dg x D , les coefficients
(^(x,^,0)^i, ...,^1} du polynôme en u T(x,^(x,^),î,M) appartiennent pour
t variant dans [0,1] d /a wéw^ stra^ rf^ fû stratification universelle des
polynômes de degré nm + 1.

Pr^M^ du lemme. - {(x,y,t)çT>^ x D^ x [0,1]; (x,q,(x,y)) if,{Ç,)}
est l'ensemble des triplets (x,y,t) de D x D x [0,1] tels que le
polynôme T(jc,^(x,^),r,u) n'ait que des racines simples. Cet ensemble, vu
les propriétés de q, est : (D x D —/o(Co)) x [0,1]. De même l'ensemble
des triplets (x,y,t) de D x D x [0,1] tels que T(x,<^(x,^),î,M) ait au
moins une racine multiple est fo(Co) x [0,1]. Du lemme 2.3.2., on déduit
qu'il y a dans ce cas : 1 racine multiple appartenant à Co d'ordre m + 1
et m(n—l) racines simples.
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2.4.2. LEMME. - Soit K = D^ x D^ et (P^(M)UeKx[o,i] une famille
de polynômes unitaires du même degré N dépendant continûment de t et de
a.

Posons

X = {(a,t,u)eK x [0,1] x C; P,» = 0}
Xo = {(a,t,u)çK x [0,1] x C; P,,o(M) = 0}.

Supposons que pour tout a fixé, les coefficients (^(a,0),e{i, . . . ,N} de
Pfl,t(^) restent dans la même strate de la stratification universelle des
polynômes pour t variant dans [0,1]. A lors il existe un unique
homéomorphisme p tel que le diagramme suivant commute :

(a.t.ù) \ / (a.t.u)

et où p(afl,u) = (û,0,u).

K x [0,1]

La démonstration de ce lemme est basée sur le théorème de continuité
des racines d'un polynôme. Le détail est laissé au lecteur (voir aussi[6]).

On a donc démontré le théorème :

2.5. THÉORÈME. — Soient fo et /i deux germes analytiques de C^o vers
C^o 9 finis, de corang 1, à lieux critiques irréductibles. Pour que fo et f^
soient topologiquement équivalents, il faut et il suffit que les trois conditions
suivantes soient réalisées :

— leurs lieux critiques sont topologiquement équivalents,
— leurs lieux critiques ont la même multiplicité en un point générique,
~ fo et fi sont fi^8 de même degré.

2.5.1. Remarque. — Rappelons (corollaire 1.4.1.) que ces trois
conditions précédentes peuvent être remplacées par : fo et/i sont finis de
même degré et leurs lieux discriminants sont topologiquement équivalents.
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3. Image réciproque du lieu discriminant
d'un germe analytique.

En utilisant la remarque 1.2 et le théorème précédent, on obtient le
corollaire :

3.1. COROLLAIRE. — Soit f un germe analytique de C^o vers C2o^ de
corang \, fini, à lieu critique irréductible. Le type topologique de l'image
réciproque /^(/(C) du lieu discriminant de /, ne dépend que du degré de
f, de la multiplicité en un point générique du lieu critique, et du type
topologique de C.

3.2. Résultats sans démonstration.

Reprenons les notations de I.

3.2.1. PROPOSITION. -/^(/(C)) est formé de m(n-l) + 1 branches
irréductibles distinctes définies l'une par :

Y[ (u—^^x11")) = 0 (équation réduite de C)
k=0

et les m(n-\) autres, pour j élément de {1,2, . . . ,^} et i élément de
n-l

{1, .. .,mhj} par Y[ (u-^^x11")) = 0 où les exposants caractérisa-
k=0

ques de (x=tn,u=^^(t)) sont :

(n,Pi,...,P,,(m^,+l)P,+i - w^,P,,...,m(^-nP,+i+ ... +/ipPp)
+ (w^+l)P^i - m .̂P,, ...,m(/i,+iP,+i + ... +^_ip^_i)
+(m^_i+l)P,-m<?,P,).

La démonstration de cette proposition est basée sur des calculs
analogues à ceux de I (voir [6]).

3.2.2. Remarque. - Par ces calculs, on peut établir directement le
corollaire 3.1. On peut alors donner facilement une deuxième
démonstration du théorème 2.5.1. par le deuxième lemme d'isotopie de
Thom (H est topologiquement trivial au-dessus de Dg x [0,1]), voir [5].
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APPENDICE

Conditions suffisantes pour qu'une courbe plane quasihomogène
soit le lieu discriminant d'une application analytique,

finie, de corang 1, de C2 vers C2.

Nous désignerons par f(x,y) = y" + À^xy1 + . . . + À^x"" un
polynôme quasihomogène (y a le poids a et x le poids 1, a appartient
à Q et À-,; = 0 si fa n'appartient pas à N). Soient /i, . . . , /p les
polynômes quasihomogènes de même poids que / apparaissant dans la
décomposition de / en facteurs irréductibles. Les fi(x,y) s'écrivent donc :
y;(x,}0=/'+^i^'a.

Pour que f(x,y) soit le lieu discriminant d'une application analytique,
fini, de corang 1, de C2 vers C2, il suffit de trouver

P(x,u) = u^1 + ai(x)M" -h ... 4- û^+iM,

élément de C[x,u], tel que Discr^ (P(x,u)-y) = 0 équivaut à f(x,y) = 0.

Ce problème est équivalent à l'existence de ( r ^ , . . . , r p ) entiers non nuls

tels que Discr^ (P(x,u)-y) = cste/^ .. ./^. En développant ce

discriminant, on se ramène à un système d'équations dont les inconnues
sont les a,(x).

Signalons par cette méthode le résultat obtenu dans [6].

PROPOSITION. — Soit A une courbe plane quasihomogène d'équation
p

réduite Y[ (/' + ̂ x^) = 0 (a appartient à Q, n^a appartient à N et est
1=1

premier avec n^. A est le lieu discriminant d'une application finie de corang
1 de C2 vers C2 si il existe p entiers non nuls r ^ , . . . , Yp tels que le
rationnel a soit multiple de n^r^ -h ... + HpTp + 1.

Ces conditions ne sont que suffisantes; on vérifie en effet que
Discr^ (u4 + 2^/2 xu2 + x2 - y) = este (y - x2)^ + x2)2. Signalons pour finir

5
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(Appendice [6]) que y3 — x5 et y2 — x2 ne peuvent pas être de tels lieux
discriminants.

Remarque. — Dans le cas A quasihomogène irréductible, on retrouve
la condition 11.4.1.
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