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FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS
MINIMALESE DE L'’EQUATION
u= f
DANS LA BOULE ET DANS LE POLYDISQUE DE C"

par Philippe CHARPENTIER

0. Introduction.

En théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, 1a résolution de
léquation ou = f, f étant une (0, 1)-forme O-fermée, joue un rdle
fondamental. Plusieurs méthodes ont ét€ mises en ceuvre pour résoudre cette
équation avec les meilleures estimations possibles. Parmi toutes les solutions
de cette équation dans un domaine donné, il en est une qui peut étre
considérée comme canonique, c’est la solution qui est orthogonale aux
fonctions holomorphes dans L?, ou, autrement dit, celle qui a la plus petite
norme dans L2. Dans ce travail, nous nous proposons de donner des
formules explicites pour les solutions minimales de I'équation du = f dans
la boule et dans le polydisque de C".

Plus précisément, dans la premiére partie nous considérons le cas de la
boule unit¢é B de C". Pour tout k€]0, + oco[ on considére la mesure sur
Bdo,_,(z) = (1—|z/*} ' d\z), d\ désignant la mesure de Lebesgue. Si f
est une (0,1)-forme O-fermée et de classe C! dans B, soit u, la solution
minimale de du = f dans L?(do,_,) (i.e. u, est orthogonale aux fonctions
holomorphes dans L?(do,_,)). On construit alors explicitement un noyau
donnant u, enfonctionde f. Cenoyau ressemble a celui qui résoud le méme
probléme dans le cas du disque unité D du plan complexe : rappelons que si.
u est une fonction de classe C' dans D et k > 0, pourtout ze D onala
formule suivante :

—IglPr!
(1 -Czp*!
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1) u(@) = — J (C) dg A
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k (L=[g2Ft = . -
Le noyau — ———-74dC A d{ étant le noyau de la projection orthogo-
2in (1-Cz)f
nale de L?(do,_,) sur le sous-espace des fonctions holomorphes, on déduit
aussitdt de (1) que si f € C!(D), la fonction

A -2y

——— dl AdC,
i-tFep="%

1
w(z) = = L 1@

est la solution minimale dans L?(do,_,) de ’équation du = f. Dans cette
premiére partie on construit donc dans la boule ’'analogue du noyau

1 — g2\ d
@ (%)%
Pour cela on remarque que le noyau (2) sécrit ,(§,2)C(,z) ou
V. (,2) = <11—_|§|ZZ )k est une fonction holomorphe en z qui est nulle pour
€l =1 et qui vaut 1 en { =z, et C( z) le noyau de Cauchy, et on

cherche le noyau de la boule sous cette méme forme.

On est donc amené dans le premier paragraphe a définir le noyau de
Cauchy de la boule, c’est-a-dire un noyau C({,z) qui donne la formule de
Cauchy, a savoir : si ue C'(B), pour tout z€B,

3 u(z) = j u(§)S(5,2) dA(C) + J ou A C(G2),
B B

ou S((,z) est le noyau de Szegb de la boule.

Puis au deuxiéme paragraphe on définit les fonctions V, telles que les
noyaux

G(G2) = W(G2)CE2)

donnent les solutions minimales dans L?(do,_,), Clest-a-dire,si u € C!(B),
pour z€B,

(4) u(z) = Pp_qu(z) + j ou A G (G2),

ou P,_, estleprojecteur orthogonalde L*(do,_,) sur L%(do,_,) n H(B),
H(B) étant I'espace des fonctions holomorphes.
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On peut remarquer de plus que, comme dans le cas de la formule (1), si on
fait tendre k vers zéro dans la formule (4), on obtient naturellement la
formule de Cauchy (3).

Dans le paragraphe 3 de la premiére partie, on donne d’une part des
estimations des solutions minimales dans B (qui ne sont d’ailleurs pas
nouvelles, cf. remarque de la fin du paragraphe 3) et d’autre part des
estimations des valeurs au bord sur 0B de ces solutions minimales.

Dans la deuxiéme partie de cet article on traite le cas du polydisque. Pour
simplifier les notations, on ne considére que le cas du bidisque D? de C?. Si
k, et k, sont deux réels strictement positifs, on note

doy,_y(z1,2;) = (1 —|z,? 1 _1(1 —l|z,? 2! d\(zy,z,),

d\ étant la mesure de Lebesgue. On écrit alors une formule explicite donnant
les solutions minimales de du = f dans L?*(do,_,). Entre autres estima-
tions, on montre que si k, et k, sont supérieurs ou égaux a 1, on a
estimation LP(D?)(p € [1,+ c0]) pour la solution minimale.

On remarque de plus que si on fait tendre k, et k, verszéro,on obtientla
aussi une formule de Cauchy qui est d’ailleurs celle qu’avait utilis¢ G. M.
Henkin [5] pour obtenir une estimation L*®.

I. FORMULE DE CAUCHY ET SOLUTIONS MINIMALES
DE L’EQUATION du = f
DANS LA BOULE DE C"

1. Le noyau de Cauchy.

Précisons tout d’abord une notation que nous utiliserons constamment
par la suite : pour tous § et m dans C", nous notons

En = Z Em;
i=1

de sorte que la boule unit¢ B de C" est 'ensemble des ze C" tels que
zz < 1.

Nous allons définir le noyau de Cauchy de B en utilisant les formes de
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Cauchy-Fantapié. Nous reprenons les notations et la terminologie utilisée
par H. Skoda dans [10]; soit p la forme de Cauchy-Leray,

n=[EEC-2]™" Z (=17 ‘é(/\ dé) A d(Gi—z).
i=1 i=1
Pour toute section s du fibré de Cauchy-Leray, on a donc
s*h = [sGAC-21"" X (—1)""8"(@,2)</\ dsj(CJ)) A d(Gi—z).
i=1 j#1 i=1

Soit alors s,((,z) I'application de C* x C" dans C" définie vectoriellement
par

so(6,2) = L1 -C2)—z(1 - [¢]*).

Un calcul immédiat montre que

062 —2)= D(@2) = 1-Cz* — (1-[g*)(1 —zP),

et que

D@2 = A-[P)E—2* + RE—2)* = A=z — 21 + 2§~ 2).

Par conséquent s4((,z) est une section du fibré de Cauchy-Leray (i.e.
50((2)¢—2z) ne sannule quen (=2, ({2 eBxB) et de plus si
on a soit |{|<r<1 soit |z] <r <1, alors

1.1 D(,2) = (1-r?)g—2zI*.
Nous définissons alors le noyau de Cauchy K,({,z) de B en posant

12 Ko(52) = sgu(G2).

Pour tousentiers p et g, 0 < p < n, 1 < q < n, nousnotons K5 la
composante de degré (n—p,n—q) en ( (et par conséquent de degré
(p,q—1) en z) du noyau K,.

Les propriétés fondamentales des noyaux K§¢ sont résumées dans la
proposition suivante.

PropositioN L1. — 1. 3,(K5'((,2)) = 0; pour q > 2,

0,(K8(G2) = — 0,(KB*™1(C2).
2. Pour q > 2, ona K§%(z) =0 lorsque zeB et (| =1.
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3. Pour ({,z)eB x B, ona

1_ \n—1 n . _ n
k869 = S| § cyie-n | A

De plus lorsque ((,z) € @B x B si on identifie le noyau K3'((,z) d une
Jonction de { et z que multiplie la mesure de Lebesgue dA(() sur éB, ona

an-1) (2im)"

K§'G) = (-0 2 S6a 00,
ou S(C,z) = (n;ni) i 1=t est le noyau de Szego de la boule.

4. Pour tout zeB et pour toute forme de degré (pg—1)u,
de classe C' dans un voisinage de z, on a

e—0

limj u® A K§(G2) = ¢, p0u(2),
Bg(2)

ou B,(z) désigne la boule de centre z etderayon €, et c est une constante

numérique.

n,p.q

Le 1. exprime le fait que les formes de Cauchy-Fantapié sont fermées.

Le 2. se voit par un calcul direct :si || = 1, on a,

s6(62) A 0(5(52) = Ti(1 —C2) A [(1-82) dC;+2,0(I1%) —C,;0.(C2)] -
J#i j#i

Le résultat cherché est donc évident si ¢ > 3. Pour g = 2, il suffit de
remarquer que la composante de degré (0,1) en z de

(=17 'so A 3(sh(G2)

J#i
est égale a :

i-1
a —z;a{ Y (— YL 3, A [(1-0D) dG+ 7 B(LP)]
j=1 k#ij
+ 3 (- DTGB A [0-0) ot 3 200,
j=i+1 #ij

d’ou ’annulation aprés sommation sur i.
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Compte tenu du fait que s4((,2)({—2z) = D((,z), pour voir le 3., il faut
calculer le numérateur de K9, cest-d-dire T(—1)"'sh A s :
j#i

A Bgs{) = A [(1-82) dEj+E]5|C|2]

j#i j#i

=(1=8""" A df; +(1—C5)"‘2{

i
J#i j=

-1
2 (=1Y7'Z 07 A dT,
1 C#ij

51 p -
so A Osh = [L(1 =L@ ~z(1 KM -Gz * A dF;

+ (1—C5)"_2{i (=Y 'Ciz,(1 -G —zz;,(1 - [C*) l”* A dT,
j=1

j= ¢ #ij

+ Y (=1YCz,(1 =L —zz,(1 - [5?) O A dC;}-

j=i+1 C#L)

Par suite :

™M=

(=17t A O

1 Jj#i

1]

=1 —CE)""{ Y (=)' G- -z(1-PYA dT;
i=1

j#i

+ Z (- 1)i+j(§j5i—gizj) Al A dgt}'

i<j £#ij

On obtient alors la formule cherchée en remarquant que

(L3) Z (‘1)i_l@i“zi) N dE,-

= 2 (=)' G- —z(1-[5) A 4,
i=1 J#i
+ L (UMCE-TEIP A L

La valeur de K$'(¢,z) lorsque [(| = 1 se déduit aisément de la formule
explicite donnant K{'!.

La démonstration de la quatriéme partic de la proposition est
classique : elle se fait en utilisant une homotopie entre s, et la section de
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Martinelli-Bochner s,(§,2) = T — z : soit F({,z,t) = ts, + (1—1)s,, etappli-
quons la formule de Stokes & u(f) A F*u sur 0B, x [0,1] :

f u(®) A sip — J
0B, B

0
En remarquant que les composantes de F({,z,t) ainsi que celles de % F(,zt)

u@) A sfu = j ou A F*pu.

. 3B x[0,1]

sont majorées par C|C—z|, on conclut que les coefficients du numérateur de
F*u sont majorés par C|;—z|> et, en utilisant (I.1), on en déduit que

limJ Oou A F*u = 0.
B, x[0,1]

=0

La conclusion résulte donc de la formule classique (cf. [9]) :

=0

limj u©) A spp = ¢, u(2).
0B,

€.

THEOREME I.1. — 1. Soit q unentier > 2. Pour toute forme y({) de degré
(p,g—1) et de classe C' dans B, on a, pour ze B :

Coph(2) = — j u@) A KBz2) + (—1)"*45,@ u®@ A KS"’“(C,Z))-

2. Pour toute forme de degré (pO)u() de classe C' dans B, on
a, pour zeB:

Cnpath(2) = J u(@) A K&'(Cz) - f ou®) A K&'(G2),
B B

et la forme z - j u(@) A K21((,z) est a coefficients
oB
holomorphes dans B. En particulier, si u est une fonction :

3. FormuLE DE CAuUcHY. — Soit u une fonction de classe
C! dans B. Pour tout zeB, on a

nn—1) (n—l)!
(14) u(z) = LB u(@)SEz) drE) — (—1) 2 iny B??u(C)
—_roy-1
A ),

D"(G,2)
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n=-1)! 1
2" (1-C2"
mesure de Lebesqgue sur 0B, et

ou S(,z) = est le noyau de Szego de la boule, dL() la

oz = [Z (=171 E-2) A de] A d,.
i=1 J#i

i=1

Supposons tout d’abord g = 2. Soit v(z) une forme de degré
(n—p,n—q+1), declasse C! etasupport compact dans B. Appliquons la
formule de Stokes a

u(€) A Ko(6,2) A v(2) sur B x B\U,

ou U, = {((z)eB x B;|{—z| < €}, € > 0 :comptetenudu l.etdu2.dela
proposition 1.1, il vient,

- J u®) A K§I(G2) A v(2) = J ou©) A K§(G2) A v(2)
au,

A BxB\U,

+ (—-l)""“‘[ u@) A K517 1((2) A 0v(2).

BxB\U,

Puisque v(z) est & support compact dans B, dans les deux intégrales du

membre de droite, on peut majorer les noyaux K57 et K54~! lorsque { est

au voisinage z (en utilisant (I.1)) par E—F’_—l - Par suite, en utilisant le 4
-z

de la proposition 1.1, il vient, en faisant tendre € vers zéro,

~ Cnpa J u(z) A v(2) = J ou(©) A K§*(G2) A v(2)
B BxB

+ (—D”*“J u@ A K§*71(G2) A dv(2),
BxB

ce qui donne la formule cherchée.

Supposons maintenant ¢ = 1. On applique alors la formule de Stokes a
u) A K&'(,z) sur B\B,(z) ou B,(z) est une boule centrée en z et de
rayon ¢ > 0. En utilisant le 1 de la proposition 1.1, il vient

j u@ A K&'(2) - f u@ A K§'(C2) = J ou@) A K&'(G2).
B B, B\B,

Comme précédemment, on obtient la formule cherchée en faisant tendre
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€ vers zéro. Le fait que la forme z — J u(@) A K&1((,2) est a coefficients
JB

holomorphes dans B est une conséquence du 3 de la proposition I.1. Enfin la
formule de Cauchy résulte du 3 de la proposition L.1.

Remarque. — La section s, du fibré de Cauchy-Leray que nous
considérons ici est étroitement liée a la section s, construite par H. Skoda
dans [10]. En effet, pour tout ({,z)e B x 0B, on a

so(6,2) = (1 -C2su(C2),

et, par suite, lorsque z € 0B, les composantes de degré (n,n—1)en { de sgp
et syp sont les mémes. Notons toutefois que s¥p n’est pas le noyau que
construit finalement H. Skoda, car il retire & sfp une forme dont les
coefficients sont holomorphes en z. Ceci sera précisé au § 3 [formule (I1.12)].

2. Formules explicites pour les solutions minimales
de P’équation Ju = f.

d\(z) désignant la mesure de Lebesgue dans C" normalisée de sorte que
d\(B) = 1, pour tout réel k > 0, nous désignerons par do,_,(z) la
mesure sur B (1—|z]2f ! dA(z).

H(B) désignant 'espace des fonctions holomorphes dans B, soit P,_,
le projecteur orthogonal de L?(do,_,) sur H(B) n L*(do,_,).

Soit 9,,1,(B) I'espace des formes différentielles f de degré (0,1) a
coefficients de classe C! dans B ettellesque df = 0. Soit H unopérateur
linéaire de 9, ,,(B) dans C'(B) tel que pour toute fe P, (B) on a
O(H(f)) = f (cf. [4]), et posons

Tk—l = H - Pk—l OH.

T, -, estdonc I'opérateur qui a toute forme f € 9, ,,(B) fait correspon-
dre la solution de I'équation du = f qui est orthogonale aux fonctions
holomorphes dans L?(do, _,), ou encore celle qui a la plus petite norme dans
L*(do_,).

Dans ce paragraphe, nous allons écrire explicitement les noyaux des
opérateurs T,_,. Comme nous ’avons dit dans I'introduction ces noyaux
s’écrivent de maniére analogue a ceux du cas n = 1 : on va multiplier le
noyau de Cauchy défini dans le paragraphe précédent par une fonction
convenable V,({,z) qui vérifiera entre autres VY, (z,z) =1 et Y ((z2) =0
pour ((,z)e 0B x B.
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Posons tout d’abord

L _(_L(n 1!
(L5) CoG2) = — (-1 iy

Pour tout nombre complexe k # 0, telque Re k > 0, nous définissons
la fonction V,({,z) par

(Y, (1P (KPP
10w =g () [Z el hoge ) )

— o Ko (Ga).

—-1)!
ou CZ_, estlecoefficient binomial L—, et, B(n, k) lafonction de
pl(n—p—1)!
I'(n) T'(k)
Bessel B(n, k) = ——
I'(n + k)

Nous définissons alors le noyau C,({,z) par

@7 Gi(G2) = Wi (62)Co(G2).
On peut remarquer que, compte-tenu de la formule classique
(1.8) B(nk) = Z (0/4 l)p
. n, p_
! k +p’

la limite, lorsque k tend vers zérode C,((,z) ‘est égale a C,((,2).
On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 1.2. — Soit f une forme différentielle de degré (0, 1), O-fermée

et de classe C' dans B.

1) Pour tout nombre complexe k, Rek > 0, la fonction w/(z), z€B,
définie par -

u(2) = j @) A G52,

ou C,((,2) est le noyau défini par (L5), (1.6) et (1.7) est une solution de
Péquation ou = f.

ii) De plus, si k est un réel strictement positif, on a, pour tout z€ B,

T,— 1)) = w(2).
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Lorsque k = 0, le fait que du, = f résulte de la formule de Cauchy du
théoréme I.1.

Pour faire la démonstration, nous allons tout d’abord supposer
Rek > 0.

LEMME. — Pour Rek >0 et { #z, ona

-1 (n—1)! 1 — G
@9) 3CGa) = (-1 2 @mrsmmu —La*

A A A

i=1

nn-1) 1
Pour simplifier Iécriture, posons c,;, = (—1) (=D .
(2im)" B(nk)

D’aprés le 1 de la proposition 1.1 et la définition de C,((,z), on a

0. Ci(62) = 0(G,2) A Co(G,2).
o= g .t S () (2
et par suite,
a<l-'z'2>
() () e

Comme, en vertu du 3 de la proposition 1.1, on a

Or,

n

Y [6(1=C2)—z(1 —[g]*)] dT;

1-g* _ =1
@&T5>A%@”’_ (1322
(1 Czn 1 n
) (o ag; A d
D) i;( (@ 2.)/\ il/\ G
=gyt -

— — d dc,,
Uﬂ#D"%Jf;QQC'

la formule du lemme en découle aussitot.

Démontrons maintenant le théoréme 1.1 pour Re k > 0 : soit u({) une
fonction de classe C! dans B et soit B,(z) une boule centrée en z et de
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rayon & > 0. Appliquons la formule de Stokes a u({)C,((, z) sur B\B,:

puisque Rek > 0, ona C,({,z) = 0 lorsque (| = 1, et, compte tenu du
lemme, il vient :

A-fg!
(1 _gz)rﬂ-k

A dG A dg; — j u(@)Ci(G2).

dB

(1.10) J u@) A GG 2= - C..J;J u(®)
B\B, B\B,

€

Remarquons maintenant que, d’apreés (I.8), lorsque £ — 0 la fonction
V. (C,z) converge vers 1 uniformément par rapporta { € 0B, etle4.dela
proposition 1.1 entraine que

lim f u©)C(G2) = — u(2).
e—0 oB,

En utilisant (I.1) en faisant tendre € vers zéro, on déduit donc de (1.10) que

—IFI12¥k—1 n
L11) f WO A CuGa) = u() — f wo L A A dE.
. =% i

Ceci montre la premiére partie du théoréme 1 pour Re k > 0 ainsi que la
deuxiéme partie en tenant compte de la formule (cf. [6]).

A=1gP !
(1 _'Cz)n+k
Remarque. — Cette derniére formule est d’ailleurs une conséquence

immédiate de la formule (I.11). En effet, si h({) est une fonction holomorphe
de classe C! dans B, d’aprés (L11) on a

1
P12 = Bk J u() dr(@).

1— 2%—1
J mo L= 0 = he.

nB(n,k) (1=Cz)**
Par suite
1 (1—jgPy!
nB(n,k) anu(C) (1—Czy ™ h(z) dA(Q) do,_, (2)

~ I [ A=EPF
= Lu(o{nB(n,k) gy e sz)} do,_,(0)

= J u(©h(C) do,_,(©),
B

et la conclusion en découle aussitot.
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Il nous reste maintenant 3 démontrer la premiére partie du théoréme 1.1
lorsque Re k = 0. Posons k = if etsoit o > 0. La premiére partie de la
démonstration montre que u,. ;4 estunesolutionde du = f. Pour voir que
u;p estaussiunesolutionde du = f il suffit de voir que, lorsque o tend vers
zéro, la fonction wu,,;; converge vers u;; uniformément par rapport a
z€B, = {|z|]<r}, r < 1. Or si on remarque que pour tous {,ze B, tout

a>0ettout p=>0,
l_mz a+p+ip
(%)

C étant une constante absolue, et que, pour tout r, < 1, la fonction

<C,

1-[g2\* . e
¢ converge vers 1 lorsque o tend vers zéro, uniformément par
—Cz

rapport & { et z dans B,,, en écrivant

u;p(2) - “u+ip(z) = f u(C)[C,-a(C,Z)—Cmp(C,Z)]

B’O

+ J u(®) [C,-p(C, 2)—Cyy ,-p(C,Z)] s
B\B

ro

a laide de majorations évidentes des noyaux [résultant de (I.1)], on conclut
immeédiatement a la convergence uniforme de u, ;5 vers u;;, ce qui achéve
de démontrer le théoréme 1.2.

Dans le paragraphe suivant nous donnerons, outre des estimations des
noyaux C,({,z), des estimations des valeurs au bord des solutions u, du
théoréme 1.2.

Rappelons tout d’abord la terminologie utilisée par H. Skoda dans [10] :
étant donné une (0,1)-forme f, O-fermée, dont les coefficients sont des
mesures bornées dans B, nous dirons quune fonction u € L!(0B) est une
solution de I’équation d,u = f, sipour toute forme ¢ dedegré (n,n—1), de
classe C! dans B, O-fermée on a

J u@e@©) = -[ J© A 0.
B B

Des estimations faciles des noyaux C,((,z) (voir § suivant) montrent
quesi f € 9,o,,,(B) alors la fonction u(z) du théoréme 1.2 est définie pour
tout ze€ B, et de plus u, est continue dans B. Il en résulte alors aussitot
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que, si on note bu,(z) la restriction de u,(z) ¢ z € dB, J,bu, = f au sens
défini ci-dessus.

Dans le paragraphe 3, nous noterons bC,((,z) la restriction de C,((,z) a
(¢,z2) e B x 0B, de sorte que

bu(z) = J J© A bG(E2),

et nous donnerons des estimations des noyaux bC,.

3. Estimations des solutions minimales.

Commengons tout d’abord par les noyaux bC,((,z).

Dela formule du 3 de la proposition L1, et des formules (I.3), (16) et (I.7),
on déduit que les noyaux bC,((,z) s’écrivent :

wn (n=1)! 1 (1-[gP Y

PGL2) = (=D Qin)* kB(nk) (1-&)
to(=1) Tz (1— 153

{.-; 1—Cr(i—-0)

(-1)*QCz—Tiz)

.-g, (1-C2r1-C2)

_(_1)_(___1_(n D o1 X (=)

bid

5ICI2 N\ dﬁ:} A dg;
t#ij i

i=1

@iny kB@k) & (=Lt [ dij i:\l =

wmn (n=1)! 1 [(1=[g}
== Qiny" kB(nk) [(1-& )H(C’z)

(G- ]
1.12 A dC. dac. |-
12 .Zl T2 AR

Dans cette derniére expression, le noyau H({,z) est exactement celui
construit par H. Skoda.

Des calculs aisés montrent qu’il existe une constante C ne dépendant pas
de { e B telle que

d\(z) C 1€ —2| C
Lanl—zzl"+‘<1—|c|2 e‘ LBII—CZI"“MZ)<(1 Lk

d\(z) désignant la mesure de Lebesgue sur 0B.
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De plus, pour Re k > 0 il existe une constante C, ne dépendant que de
k telle que

[P | _ o, (=l

1.13 < = s
(-13) =Tz % = TF 1 =Tzjrerek

et par suite il existe une constante C, ne dépendant pas de { € B telle que

I

On en conclut I'existence d’une autre constante C, ne dépendant pas de
f €92,,,,(B) telle que (avec les notations de la fin du paragraphe précédent)

l
Li(p)

) est le maximum des normes dans L*(B)
Li)

1) A 6|c;|2>.
N

Par un procédé de régularisation (cf. [10]) on en déduit le théoréme
suivant.

(-l

W d)\.(Z) < Ck'

f©) ~ 3
V1=

”b“k(z)“U(aB) < Ck{"f"]_l(m + i

oi I (resp_{f(C) X

des coefficients de f (resp. de

THEOREME I.3. — Soit f une (0,1)-forme O-fermée dont les coefficients ainsi

f©) AP
V1 -1Ie?

tout nombre complexe k, Re k > 0, la fonction bu,(z) définie pour presque
tout z € 0B par

que ceux de la forme sont des mesures bornées dans B. Alors pour

(L.14) buy(z) = j J©ObCE,2),

est une solution de Péquation Oyu = f qui est dans L'(6B).

Remarques. — 1. En lisant le travail de E. Amar et A. Bonami [1], on
s’apergoit aisément que les estimations en norme L?(0B), et Lipschitz que ces
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auteurs obtiennent pour la solution de I’équation J,u = f donnée par le

noyau construit par H. Skoda, sont valables pour les solutions buy,,
Rek > 0:

a) Pour pe]l, + o[, soit W?(B) I'’espace des mesures bornées p sur
B quis’écrivent p = hv, ouv est une mesure de Carleson dans B (cf. [1])

f©) A ak?
N

W?(B), il en résulte que la solution by, de I'équation du = f donnée par
(I.14) est dans L?(0B).

et heLP(v). Alors si les coefficients de f et de sont dans

b) L’estimation obtenue par N. Varopoulos dans [11] est aussi vraie pour

. . 1) A B
les by, : si les coefficients de f({) et de \/__— sont des mesures de
1 — gl
Carleson alors by, e BMO.
, A2
¢) Siles coefficientsde f etde M sont des mesures de Carleson

V1 -2
d’ordre o > 1, alors la fonction bu, est dans I'espace de Lipschitz I'?(0B)
avec B = 2n(a—1) (voir [1] pour les notations et la terminologie).

2. La formule (I.12) pour k = 0 donne

an-1) (n—1)! _(_)_(n 1)! 1
by = (T T M -V e
Z (—l)i—lii A dﬁj A dg;.
i=1 Jj#i i=1

1
Comme m est le noyau de Szegé de la boule, il en résulte que le noyau
—Cz

bC, vérifie lui aussi les estimations a), b) et c) de ci-dessus (voir [1].

Nous allons maintenant donner des estimations des noyaux C,(,z),
keC, Rek > 0.

En utilisant la formule du 3. de la proposition 1.1 ainsi que les formules

(1.3), (I.5) et (1.7), on peut écrire explicitement les noyaux C,({,z) souslaforme
suivante :

(1'14) Ck(gaz) = CI} (Q,Z) + C,‘Z(C,Z),
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ou les noyaux C; et C? sont donnés par les formules suivantes :

L15) Ci =Wt Z)w[i (=1 ' C(1 =L -z (1 - [E]%)
. k nYk\o» D"(C,Z) = i i
A d?:,-] A dG,
j#i i=1
1=zt o o
C? = ¢,y (62) (—D’TC(Z?T) [Ej (= 1)'*ICz~Tiz)alg?
pelis
. nn—1) (n—l)' ,
ou ¢, = —(—1) Z —— et V,((,z) est donnée par (1.6).
(2im)"
LeMME I.1. — 1. Pour tout 1 <i<n, tous 1 <i<j<n, ettout

réel a, 0 < a < Re k, il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de
n, o et k telle que:

[ o B2 e 50—l -ty ane < -,
B (C,Z)
et,
1-Cz"" 2ya—1 2ya—1/2
[ fwea] ot -ty ane < ca -y,

ou d\ désigne la mesure de Lebesgue dans B.

2. Ilexiste une constante C > 0 ne dépendant que de n telle que,si L((,z)
est un coefficient quelconque du noyau de Cauchy C,((,z), alors,

f IL&2)| dME) < C,  pourtout zeB,
B

J IL&z) dA(z) < C,  pour tout {eB.
B

Pour simplifier I’écriture, nous ne faisons les calculs que dans C2.

Démontrons tout d’abord le 1). Dans tout ce qui suit, C désignera
toujours une constante qui ne dépend quede n, a et k. Puisque la fonction

-5 =z

& = igp
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est bornée dans B x B, de la formule explicite (I.6) donnant V,, on déduit
(comme pour (1.13)),

1 [gf2\rek
(L.16) Iw(c,z)|<C( ) :

11-Cz
On est donc ramené a montrer les deux majorations suivantes :
j (1 =1EP)Rek(1 = |22~ €, (1 = E2) —z, (1 = [5P)]
p 11=Czlre* 1L =Tz — (1= |51~ |z[*)]?
(1= [EP)Re* (1 =122 16125 — Lozl
p [l =CzF [ =Cz> — (1 - |2)(1 — |z")]?
En effectuant le changement de variables
S = Cizy + 0y2,
' q
S = €12, — G2y
? q
on se raméne aussitot aux deux intégrales suivantes :
(= [G12)R 1 =2 LGl = 24| +(1 = [§*)|z,(]
B 1=z, R LG = 24> + 212 (1 = [G1)]?
J (1= [52)Re (1 —|z1%)* |z,
p 11— [Clz, [F*7'LICI = 20| + 2,2 (1 = G

Il faut donc établir la majoration suivante :

f (1= (Gt~ — [z
o 1= [GJz, P4 2, + 21 = P17

dMz) < C(1- [Py,

dh(z) < C(L— [Py 12,

dM(2) < C(L=[g?y,

dhz) < C(L—[gP* 12,

d\(z) < C.

En intégrant tout d’abord par rapport & z, on se raméne aux deux
majorations suivantes :

[Pty
B [1—[Clzy [Rek-t 0

(1—p~" pdp ]
06—zl + o - P —gare | VS
(L.17) .
(1—|C|2) € —a(l_lzllz)a
d\(z,) < C.
J; Il_lqzl'Rek_l['”C”—lez-i-(]_|zl|2)(1 _qu)ls/z (z)<C



FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS MINIMALES 139

En intégrant par rapporta p, la premiére majoration de (I.17) se raméne
a la suivante :

(1.18)
f (1= [GP)Rek—(1 — |z, )
p 1= [Clzy R 11Kl =z, IDIICI — 2,1 + (1 — |z, ») (A — [51)]

d\(z,) < C.

Comme de plus cette derniére majoration entraine la seconde inégalité de
(I.17) on est ramené a montrer simplement (I.18).

Pour cela posons v = 1 — [{|?. En intégrant en polaires, (1.18) devient :

dg < C.

vRek—aua
J 0,1 Re k-1 2 du
:i[oh]] (u+v+0) (lu—v|+0)[(lu —v]| +6)* + uv]

En posant u = vx et 8 = vy, on obtient :

xﬂ
dxdy < C.
_[[0,+oo]2 (e+1+y)Rer=t(x =1+ y)[(Ix — 1| +y)* +x]

La seule singularité apparaissant dans cette intégrale est au point x = 1,
y = 0. Comme la fonction a intégrer est, au voisinage de ce point, majorée

pa , 1l suffit d’étudier la convergence de I'intégrale lorsque I'on

r —_—
x—=1] +y
restreint le domaine d’intégration a 'ensemble Max(x, y) = A, ou A estun
réel fixé assez grand. Or sur ce domaine, la fonction a intégrer est majorée par
x'a
C ( +y)Rek+2 ’
que o < Rek.

par conséquent la convergence de I'intégrale résulte du fait

Montrons maintenant la deuxiéme partie du Lemme I.1 : puisque les
coefficients de C,({,z) sont, en module, symétriques en { et z, il suffit de
voir que

=By — 2]
.19 — d\(z) < C2.
¢19) L[Il—CZIZ—(I—ICIZ)(I—IZP)]Z (€) <

On fait alors le méme changement de variables que précédemment, et on est
ramené & montrer la finitude des deux intégrales suivantes :

[ 11— [Clz 411161 =24
s LG =24 )* + (1 = [g)Iz,]*]?

d\(z) < C,
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et

1 —{Clzylz,]
d\(z) < C.
L [C= 2P+ kPP @ <

Comme dans le calcul précédent, on inteégre tout d’abord par rapport a la
variable z,, puis on intégre en polaires dans la variable z,. Une fois le
deuxiéme changement de variables effectué, on se raméne a voir que :

(x+14+y)x
1.20
1.20) ”LW, (x— 1|+ )= 1[+y)2+x]

Jr| o 41+ y)xm{

[0,1/2)

dxdy < C,

et
1

p? dp
o [(x=1]+y)*+xp*]?

}dxdySC,

o v=1-[¢2e]0,1].

Considérons tout d’abord la premiére intégrale de (I.20) : comme pour les
intégrales de (I.17) la singularité x = 1, y = 0 est intégrable, et il suffit de

1
considérer le domaine d’intégration (x,y)e{AsMax(x,y)s—}- Sur ce
v

domaine, la fonction a intégrer est majorée par

X
(x+y)?*’

et on est ainsi ramené & voir que

x dx dy
v ——<C,
{AsMax(x,y)s%} (x +y)
ce qui est un calcul immédiat.
Pour la seconde intégrale de (1.20) on remarque tout d’abord que

J‘l pz dp < C
o [x=1+y2 +xp?1? ~ (x—1|+y)[(Ix — 1] +y)* +x]**’

et pour les mémes raisons que précédemment, on se raméne a voir que

x32 dx dy
\/; J‘{AsMax{x,y)si} (x +,V)3 ¢

ce qui est aussi immédiat.



FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS MINIMALES 141

De ce lemme on déduit aisément des estimations en norme L! pour les
solutions minimales de I'’équation du = f : soit & > 0, etsoit f une(0,1)-
forme O-fermée telle que les coefficients des formes

A-EPfQ et A=EP*V2(EQ) A P

soient des mesures bornées dans B. Il résulte alors du lemme I.1 et des
formules (I.14) et (I.15) que, si Re k > a, la fonction

(2) = I F@ A GG,
B

est telle que (1 —|z%)*" ! u,(z) € L'(B), et, par un procédé de régularisation,
on déduit aisément du Théoréme 1.2 que oy, = f.

De plus, se rappelant que do,(£) est la mesure sur B, (1—[E|%) dA(E),
r> — 1, d\() la mesure de Lebesgue, il résulte aussitot du lemme 1.1 et
de I'inégalité de Holder que si les coefficients de f({) sont dans L?(dc,(8))
et ceux de f() A 0|¢|* dans LP(do,_,,((), alors u(z) e L?(do,_,(2))
pour Rek>a, et 1 <p < 0.

THEOREME 1.4. — Soit ke C tel que Re k > 0, et soit o un réel tel que
0 < a < Rek, etsoit f une (0,1)-forme O-fermée définie dans B.

1. Si les coefficients des formes

A-LPFfQ et A=P2Q) A L)

sont des mesures bornées dans B, alors lafonction u, définie pour presque tout
z€B par

U(2) = J 1@ A GG,
B

est une solution de Péquation Ou = f qui est dans L'(do,_,(2)).

2. De plus, si les coefficients de f sont des fonctions mesurables, pour
1<p< o, ona

< 2
ol i,y < CU Mgy + IS A B, o)

ou C est une constante qui ne dépend que de k, o et n.
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Remarques. — 1. Les estimations du théoréme 1.4 ne sont pas nouvelles :
dans [3], S. V. Dautov et G. M. Henkin ont obtenu une solution de ou = f
dans les domaines strictement pseudo-convexes qui vérifie la méme estima-
tion. On en déduit aisément que les solutions minimales dans la boule vérifient
les estimations du théoréme 1.4 car le projecteur P,_, envoie LP(do,_,)
pour 1 <p< oo et 0 <a <k sur lui-méme.

11 est d’ailleurs aisé d’obtenir les estimations du théoréme 1.4 pour les
solutions de du = f dans les domaines strictement pseudo-convexes en
utilisant simplement la résolution de équation J,u = f donnée par H.
Skoda [10]; on procéde de la maniére suivante : soit 2 = {ze C"/p(z) < 0}
un domaine strictement pseudo-convexe borné, p étant strictement
plurisousharmonique de classe C?; pour tout entier k > 1, on considére
dans C"** le domaine strictement pseudoconvexe borné

k
D = {(C,&)eC"xC“; PO+ X |§.-I2<0}'

i=1

Soit f une (p,q)-forme O-fermée de classe C! dans 2, etsoit H((E,z,w)
le noyau de Skoda pour le domaine 2,. Si on considére f({) comme une
forme de classe C! dans 2, qui ne dépend pas de & = (§,,...,5,), alors
pour tout (z,w)e 0%,, la fonction

f’k(Z,W) = j f(t_,) A H(C,&,Z,W)
Dy

est une solution de J,u = f. Or, on sait (cf. [10]) que cette fonction se
prolonge dans 2, en une solution de du = f. Par conséquent, #,(z,w) est
holomorphe en w dansla boule |w|> < — p(2), et, pour z€ 2, §,(z,0) est
une solution de du = f. Ainsi, si on pose

H,(C2) = CJ

{1 < —p @)}

dME){ - p(2)} “““”{J

(W= —p(@)}

H(GEzw) dG(W)},

ou do(w) est la mesure euclidienne sur la sphére {|w|*>= —p(2)} et dA(E) la
mesure de Lebesgue dans C*, alors la fonction

v(2) = J @ A HG2), ze92,
D

est une solution de Ju = f.
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On peut alors montrer que v,(z) vérifie les estimations du théoréme 1.4
pour a < k + 1. Plus précisément, pour 0 < a <k + 1, ona

(=P @)~ 5@l 1) < CUI= PO Ol 1
+ =@ 2@ A POl

Pour a = k cette inégalité n’est autre que celle de Skoda pour le noyau

H(E,zw).

2. En faisant intervenir des espaces de mesures bien adaptés, on peut,
comme pour les noyaux bC,, améliorer les estimations L? du théoréme 1.4
et obtenir des conditions Lipschitz pour les u,.

3. Lesnoyaux bC, ont été considérés indépendamment par Bo Berndson
dans [2].

Il. SOLUTIONS MINIMALES DE L’EQUATION ou = f
DANS LE POLYDISQUE

Pour simplifier I’écriture et les calculs, nous nous contentons de considérer
le cas du bidisque de C2,

D? = {(z,,2,) € C%|zy| < 1 et |z, < 1}.

Pour tout k = (k;,k,)eR?, k, et k, étant strictement positifs, nous
notons do,_, la mesure sur D? (1—|z,H 7 1—|z,) 2 dM(z,,2,),
ou dA(z,,z,) est la mesure de Lebesgue.

Soit P,_, la projection orthogonale de L?*(do,_,) sur
H(D?) n L%*(do,_,), H(D?) étant I’espace des fonctions holomorphes dans
D?. 1l est évident que le noyau de P,_, est le produit des noyaux des
projecteurs a une variable correspondanta k, — leta k, — 1, c’est-a-dire :

kil e k2t
P el U0 M Ul 1 .

ky+ 1(1 _azzz)kz‘f' 1

=Tz

Pour toute (0,1)-forme d-fermée f declasse C' dans D?, soit T,_,(f)’
la solution de I’équation Ju = f dans D? qui est orthogonale, dans
L?*(do,_,), auxfonctions holomorphes. Autrement dit,si u € L?>(do,_,) est
une solution de Ju = f, on pose

Te-1(f) = u = Py ().
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Comme dans le cas de la boule, nous allons donner une formule explicite
pour les solutions T,_,(f) :

TutoreME IL1. — Soit f(§) = £, dC, + f,(§) dC, une (0,1)-forme de
classe C* dans D? , D-fermée. Pour tout k = (k,,k,) € C%, k, et k, étantde
parties réelles strictement positives, considérons la fonction u(z,,z,) définie
dans D? par:

1 (-1,
1Z2) = —/— » d d
u(21,22) 2in J;) £1€1,22) R _LZI),,l z—C0) i A dGy
1 (1= 15,
e 1551 d d
¥ 2in J;)fZ(Z - )(1 _Ezzz)kz(zz_Q) e s

1 1—|c1|2>"‘-(1 —|c2|2>"2 € — z)) dE, — €2, dF,
* WJ‘sz(C) " <1"cle 1‘&222 |C—Z|4
A dGy A dG,

1 A=A A—1GP2 K— 2z,
+— k
4n? sz © A { P (1=Tuz) (2, —Cy) 1 —Toz,)2 " =2

A=R? =Pl =zl } nd
> 1 1 C, A d,.
TGPt (-G e=ap ) "5

dt,

Alors :

a) u, est une solution de du = f dans D?;

b) De plus, si k, et k, sont des réels strictement positifs, on a

u =T, ().

La démonstration de ce théoréme se fait naturellement par applications
successives de la formule de Stokes. Soit u(;,{,) une fonction de classe C?

dans ﬁ, et considérons tout d’abord la forme différentielle

(IL1)

1 1— 2yk1 1 1— 2yk2
Eu(cl,cz)( Gl (-l

(1 =Tyz)) ! (1=Ty2p) (2, =)

dC, A dg, A dg,.
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Soit Uy(z;) = D x D,(z5) = {((1,82) € D?; [G1] < 1 et [(;—z,]<e}, et ap-
pliquons la formule de Stokes a la forme (I1.1) sur le domaine D?*\U,(z,) :
puisque d’une part cette forme est nulle pour |(,| = 1 et, d’autre part, est
de degré (1,1) en {,, il vient:

(IL.2)

~ j R T o ie
pad K2 (1=Tyz)" " (1 -T2 (2, 2)

ky—1

dCy A dGy A dC,

(1 =[5,

(a —Elzl)klﬂ {a —gzzz)kz(zz_Cﬂ
AdGy A dly A dG,

[ 1 0u -, 12
= k ag (CI,CZ) !
JDH\Ug(zg) ™2 2

2

( L N e 1
+ u(8y,62) ! E3 : o1 dﬁz A dGy A dGy A dG,.
JDAU(zy) (1-C,z,) (1—C325)
1- a7\ I ‘
Comme 7.z tend vers 1 uniformément par rapport 3 {, € dD,(z)
— 5242

lorsque € tend vers zéro, en passant a la limite pour € — 0 dans (IL.2), il
vient :

2in A=,
(IL.3) EJ‘ “(szz)(l_z:Tdcl A dg,
1 ¥ o C)u—lcll”*“ (=15,
Tk ozaiz =) (1) -

AdGy A dGy A dG,

dCy A dGy A dGy A dL,.

T L B
+ K
'[ u(Cl Cz)(l t_._l lth (l_czzz)kzﬂ

Les formules donnant les solutions minimales dans le disque unité du plan
complexe permettent de transformer le premier membre de (I1.3) de la
maniére suivante.

2in —fc ! (2in)?
k2 J' (8,2 2)_:‘&1_171‘}.—1‘1&1 A dg, =kle2‘“(zpzz)

2in J Ou (1=, )"

— | =, d dc,.
kik, Jo 0, oz 2)(1‘5121) (zl ) b o
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11 vient donc :

ST R T
15 > +1 + d
u(z,,2,) — i )zj u(C,,8,) (l—zlzl)kl (1-T,z,) oy + 1 G
A dGy A dGy A dG,
1 a-igp*r
1.4 , dC, A dg,
(I1.4) = 5in 5 6C1 (Cl Z5) R _5121);‘1(21 —0) Gy A d

. A=, a-gp2

’ ko +1 = d

(bﬂ’ﬁﬂaé(ac”(r—&zo‘ (1=8y2) (2, — L) >
AdT, AdE, AdE,.

Pour démontrer le théoréme IL1, il suffit donc de voir que le second

0 0
membre de (I1.4) est égal & u,(z,,2,) <avec fi = % et f, = 5%)
1 2

Pour cela considérons la forme différentielle

1— 2yk1 1 12\k2 B
M) Gk — Y %
2 (1=C42,) (21 —81) (1 —C32,) “(2, —C)
Soit U,(z;) = D,(z;) x D = {€1,6) € D?; [§;—zyl<e et [G,)<1}, et
appliquons la formule de Stokes a la forme (IL5) sur le domaine
D?\(U,(z,) WU,(z,)) : puisque cette forme est d’'une part nulle lorsque
€y =1 ou |§,] =1, et, d’autre part, de degré (1,1) en ,, il vient :

Ky —1

(=[5, (1— g2

( —Elzl)kl i ( —szz)kz(zz -G,
A dTy A dGy A dG,

k, J
- 2
(2im) D*\(Ug(z,) UUg(z9)) 552

C Gk

R u (116"
(M) Jop, ) xD1Dy(eg) 062 e (1=Ty2)) (2, = Cy)
A=l o a nd
(1-8,2,)%(2,—Ly)
1 0u (1=, 2"
+ — ;
(21'75)2 D2\(U,(z,) UU¢(z)) at, oC, T, o, Cz)(1 _Clzl)kl(zl =&y
(1 =[5,

dCy A dCy A dGy A dL,.

(1-8,25)2(2,—8p)
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En faisant tendre € vers zéro, on obtient donc :

k, J ou A N e 1
1.6 — (oo T % d
L8 iy J o, &5 (1=Tuz)* ™ (1=Tp2)2(2,—C)) ;
AdC, A dC, A dE,
1 [ =P
= 2in L T, (2152) (1-0,2,)%(2,~C,) der A diy

1 0% 1—|c1|2>“1<1 —|c2|2>"2
+ (2im)? J;,: ag, at, (CI’C2)<1 =82,/ \1-0,2z,

Gy A dGy A dGy A dc,
(z, =8z, —C2)

Nous allons encore transformer la derniére intégrale de (IL6),

1 o*u. 1—|C1‘2>k1 <_1___Iﬁ>k2
{7 1= (2im)? J;’ at; T, <1-C121 -8z,

dCy A dBy A dGy A dCz'
(zy—=C1) (z2—0C,)

En utilisant 'identité

1 _ 21 - El + 22 - §2
(2 =C)(z,—Cp) (zz—Cz)IC—212 (21—C1)|C“Z|2 ’

on peut écrire,
I=1 +1,, avec,
o*u

o 1-|c1|2>"‘(1—|§212>"2
(IL8) I, = (2im)? _[Dz at, aC, (CI,C2)<1 -Gz, 1-L:z,

7, — Gy
mdg AdC, A dGy A dG,,

-1 Pu 1—|z;1|2>"* <1—|c2)2>"2
L= (2im)? JDZ g, oC, G g2)(1—z121 1-Cz,

E2 - zz _
-G —ap 12 N o
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La formule de Stokes appliquée a la forme

ou 1—1c,|2>"*(1—|c2|2)‘2 -G i A d
7o) (T6) ol o n e o

sur le domaine D?\U,(z,), donne, en faisant tendre & vers zéro :

-1 1- m’)“ (1 - |c2|’)"’
I, ,
(2"‘)2 .[)2 65: Cula a&l [(1 "Clzl 1 —szz

(———jgl—_zli:l Ty A dT, A dly A dG,

1 (1=,

IL9) = 162) d

L) (2im)? f C(C G, A { (1-T,25)2(z, - L)
(-5,

kg~ 1
! |C1"‘21|2

(1=yz)*"" K-z

dﬁl} A a8, A dt,

1
+ (217{)2 j acz (CI!CZ) dCz

LV (1T
A (1"&121> (1 —E222> |C_ |4 dﬁl AN dcl A dcz

La méme transformation pour I, donne :

-1
I, = (2i1t)2 j agl ©€1.82) dﬁl
{ R 91 I ¢ B Y
k2 k ko +1
(1 —E121) l(21 -6 (1 —Ezzz) 2
(11.10) 162 — 22I
(e

A

dCz} A dgy A db,

1
- (211':)2 J 3ﬁ (CI’CZ) dzl

~luf? "‘( |cz|2)*zz, 2
n () () St e o n

Le fait que le second membre de (I1.4) est égal & u,(z,,z,) s’obtient en
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regroupant (I1.6), (I1.7), (IL.8), (IL.9) et (II.10). Ceci achéve de démontrer le
théoréme II.1.

Nous allons maintenant donner des estimations sur les solutions

U (z4,25)-

LemME IL1.
(i) Pour Rek, > 0 et Rek, > O(resp.Rek, > 0 et Rek, > 0), ona

J| A= A=) g, -z,
p?

k F d)L X C
0Tz e 0 0T =2 | O S
| A=16A2 A= K=z )
resp. j - @ <c)
( o2 (1 =8, 2,)2(2,— ) 1 =Tzt [g—2P2

(ii) Pour Rek, > 0 et Rek, > 1(resp.Rek, > 0 et Rek, > 1), ona
j S L e 21 Kl PN
p2I(1=Cyz,) (2 =80 (1 —Tp2,) 27 [~
_ 2\ _ k1—1 _
(resp. J' (1 ‘Ell )2 ICIIZ),‘:l IC4 21212
D2 (1 =8;2,) 2(z,—G2) (1 =Gyzy) " 16—l

(iii) Pour Rek, >0 e O<Rek,<1 (resp. Rek, 20 et
O0<Rek, <1) ona

j (=162 (A =16A2 7" 6 —z,)
p2(1 =820z, =C,) (1 =Tp2p)*" -2

(resp. J | =GP 2 AP -z,
p? l(l —szz)kz(zz _gz) (1 _Elzl)kl +1 IC —Z|2 '

d\z) < C

di(z) < C)'

dhlz] < C(1—[g,7)" !

d\(2)
< C(L—[G,P)*ekY-

Dans cet énoncé, C désigne toujours une constante qui ne dépend que de
ky et k.

Notons tout d’abord que, puisque Rek, > 0, ona

Kl-lcm)"‘
1 —C121

<C,
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et par conséquent, I'intégrale du (i) du lemme est majorée par l'intégrale
suivante :

11=cf (- Gal)™ 5, — 2o U dn(Gy) ]dl(C)
Il <1} [1=C,z,) 2! <) |2y =Gy 1IE— 2 >

Un calcul immédiat montre que I'intégrale entre crochets de I, est majorée
par

C
. b
IC2 =z,
et par suite pour voir le (i) on est amené a voir que :

J (1—|C2|2)Rek2_lmz—22|
{lEal<1}

1=Cyz,["la*!

dr(,) < C.

Enposant u, = 1 — |z,|> et v, = 1 — |(,|* eten intégrant en polaires,
on rameéne cette derniére intégrale a

Reky—1
J 1’2e 2 (Jvy —uy|+6,)
[

0112 (vy+u, +0,)F k2!

dv, df, < C,

et en posant v, = x,u,, 0, = y,u,, il vient :
Reky—1
" J x2 © (Ixa—1]4y,)
2 = )
[0 Gt Lyl

et, cette derniére majoration se voit aussitot en intégrant en polaires.

Pour voir les majorations du (ii) et du (iii) du lemme, en intégrant tout
d’abord par rapport a z, , il suffit de voir que d’une part, lorsque Re k, > 1,
on a

f L e
{

i<ty |1 —z222|2

et d’autre part que, lorsque 0 < Rek, <1, ona

J _Bemzl ph<c
{

lzal <1} Il _izzzlkek2+l

Ces deux derniéres majorations étant évidentes, le lemme I1.1 est démontré.
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Les noyaux apparaissant dans les trois premicres intégrales donnant u,
1 1 ¢ 1
=Gl Gl K=z
aussitot du Lemme IL.1 que,si Rek; > 1 et Rek, > 1, pour pe[l,+ 0],
il existe une constante C qui ne dépend que de p, Rek, et de

Re k, telle que

étant majorés respectivement par

on déduit

oz, < Clllfill s, + 1 ol oa -

Par un procédé de régularisation, on déduit donc du théoréme II.1 quesi f; et
f, sont dans L'(D?) alors u, est une solution de du = f qui vérifie
I’estimation de ci-dessus.

Danslecasou Re k; et Re k, nesont pas tous deux supérieursa 1 ona
une estimation plus faible en utilisant le (iii) du Lemme IL.1 :

TueorEME I1.2. — 1. Supposons Min (Rek,,Rek,) > 1. Soit
f=f,d¢, + f,dC, wune (0,1)-forme J-fermée dont les coefficients
sont dans L'(D?). Alors la fonction u(z,,z,) du théoréme IL1 est une
solution de Oou = f qui est dans L'(D?). De plus, si pe[l,+x], il
existe une constante C qui ne dépend que de p, Re k, et Rek, telle que

”ukHLp(DZ) < C{”fIHLp(DZ) + ”fZHI}’(Dz)}.

2. Supposons Rek, >1 et 0 <Rek, <1 (resp. 0 <Rek; <1 et
Rek, > 1). Soit f = f,dC, + f,dl, une (0,1)-forme O-fermée
telle que A=1G%27 [i€6) et (480 (resp. f1(64.8)
et (1—=[¢, )%k £,((,,8,)  soient dans L'(D?). Alors la
fonction w,(z,,z,) du théoréme IL1 est une solution de Ou = f qui est

dans LY(D?). De plus, si pe[l,+ o], il existe une constante C qui
ne dépend que de p, Rek, et Rek, telle que

el p 2y < C{“leLp(“_KZIZ) Reky—1 gy T “fz”,_p(Dz)}
(resp. ”uk“Lp(DZ) < C{“fIHLP(DZ) + “szLp«l_|§1|2)Rek1—1d,\(§»})-

3. Supposons 0 < Rek; <1 et 0 <Rek, <1. Soit
f=fdG +f,dG,

une (0,1)-forme O-fermée telle que

(=152 £ €180) et (1—6, 1) 27 £,(C4,62)

soient dans L'(D?). Alors la fonction w(z,,z,) du théoréme IL1 est une
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solution de Ou = f qui est dans L'(D?). De plus si p e [1,+ 0], il existe
une constante C qui ne dépend que de p, Rek, et Rek, telle que

lletd iy < ClIl; 1"LP«1—|c2|2)R°"z-‘duc» + “f2”LP«1-fan)“E"l“mt»}'

Remarques. — 1. Dans [5] G. M. Henkin avait obtenu une estimation
L® pour une solution de ou = f dans le polydisque. En utilisant cette
solution M. Landucci a montré dans [7] que la solution minimale (ie.
k, = k, = 1 avecnosnotations)dans L? vérifie aussi ’estimation L*. En
fait le théoréme II.2 ci-dessus montre en particulier que cette solution
minimale vérifie les estimations L? pour 1 < p < oo. Dans [8] le méme
auteur a donné une estimation sur les dérivées de la solution minimale dans
L?(D?).

2. Comme nous I’avons vu dans I'introduction et dans la premiére partie
de ce travail, si 'on fait tendre k vers zéro dans la formule de représentation
donnant la solution minimale dans L?(do,_,), on trouve la formule de
Cauchy. Il est raisonnable de se demander ce qui se passe dans le cas du
bidisque lorsque l'on fait tendre k, et k, vers zéro dans la formule (qui
résulte de (IL.4), (IL6), (I1.7), (IL.8), (IL.9) et (IL.10)) :

&, O e (B

u(Z1,zz) (2”‘)2[ (Cl’QZ)(l—Elzl)kl+l(1 gz 2)2+1 zll\dC1/\d§2 Ad§2
1 (1—[g, 2
, G, A d
T 2 La& T o"‘<z1—cl) b
1 (-1t

9 d d
2in Daiz( ‘C’)(l—czzz)“(zz—cz) 2 1 b

1 — 6P\ (1=16,17\2
* ZFJ oulCua) A (1—clz,> (1-zzzz)

(Cl _El) dtz - (Cz_zz) dﬁ;
I —z*
A dGy A dE,
1 =16 A=16P27 1G, —2,P
X d
e J 3, S R T gy P .
AdG, AdGy A dL,
O N R ( B ) Rl PN
- ! d
J 652 i)y a "’szz)kz(zz_Cz) (1-8,z, 1t —zf? >
AdC, A dG A dE,.
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On se convainc aisément que, en faisant tendre k, et k, vers zéro, cette
formule donne :

e _ Ky ndby
u(zy,2;) = w Lzu(CI’CZ) C1—2))C—22)
1 dlil A d, L dE’ s
i (’C —z,)dC; — (€,—2,) dC
" mwzm,,@z) NIRRT A
1 [ & 4T, A dl, Ad
-ZP,Mat, G G g e e o 0
1 [ E dt dg ag
- WUTxDaEZ (cl,QZ)——_a—')W Cz " l ’ .

Il est raisonnable d’appeler formule de Cauchy du bidisque cette derniére
formule puisque la seule intégrale ol apparait u est I'intégrale de Cauchy de
u(C,,8,). On notera d’ailleurs que c’est cette formule qu’avait utilisé Henkin
pour obtenir une estimation L® sur les solutions de du = f dans D? [5].
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