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FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS
MINIMALES DE L'ÉQUATION

' ë u = f
DANS LA BOULE ET DANS LE POLYDISQUE DE C"

par Philippe CHARPENTIER

0. Introduction.

En théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, la résolution de
l'équation ~êu = /, / étant une (0, l)-forme 3-fermée, joue un rôle
fondamental. Plusieurs méthodes ont été mises en œuvre pour résoudre cette
équation avec les meilleures estimations possibles. Parmi toutes les solutions
de cette équation dans un domaine donné, il en est une qui peut être
considérée comme canonique, c'est la solution qui est orthogonale aux
fonctions holomorphes dans L2, ou, autrement dit, celle qui a la plus petite
norme dans L2. Dans ce travail, nous nous proposons de donner des
formules explicites pour les solutions minimales de l'équation ~ôu = / dans
la boule et dans le polydisque de C".

Plus précisément, dans la première partie nous considérons le cas de la
boule unité B de C". Pour tout ke]0, -h oo[ on considère la mesure sur
Bd0k-i(z) = (l-lzl2^"1^:), dk désignant la mesure deLebesgue. Si /
est une (0,l)-forme 3-fermée et de classe C1 dans B, soit i^ la solution
minimale de îu = / dans L2(da^,.^) (i.e. u,, est orthogonale aux fonctions
holomorphes dans L^a^-i)). On construit alors explicitement un noyau
donnant Uj, en fonction de /. Ce noyau ressemble à celui qui résoud le même
problème dans le cas du disque unité D du plan complexe : rappelons que si
u est une fonction de classe C1 dans D et fc > 0, pour tout z e D on a la
formule suivante :

(1) ^-M"*0'^^'^
^^"(r'fe-'î^-
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k ( i—in 2^- 1

Le noyau — ——_ . , , d^ A rfÇ étant le noyau de la projection orthogo-
2in (l-Çzf1

nale de L^a^.i) sur le sous-espace des fonctions holomorphes, on déduit
aussitôt de (1) que si / e C^D), la fonction

^ 1 f ^ (i-ia2)" ^ .^^L^d-^z-o^^^
est la solution minimale dans L2(da^_^) de l'équation 3u =/. Dans cette
première partie on construit donc dans la boule l'analogue du noyau

f\ - lî Y dÇ
(2) U-^z - ç
Pour cela on remarque que le noyau (2) s'écrit v)/^(Ç,z)C(Ç,z) où

/i-ia'Yv)/^(Ç,z) = ( ——=— j est une fonction holomorphe en z qui est nulle pour

|Ç| = 1 et qui vaut 1 en Ç = z, et C(Ç, z) le noyau de Cauchy, et on
cherche le noyau de la boule sous cette même forme.

On est donc amené dans le premier paragraphe à définir le noyau de
Cauchy de la boule, c'est-à-dire un noyau C(Ç,z) qui donne la formule de
Cauchy, à savoir : si u e C^B), pour tout z e B,

(3) u(z) = [ u(QS^z)dUQ + [ -Su A CK,z),
JëB JB

où S(Ç,z) est le noyau de Szegô de la boule.

Puis au deuxième paragraphe on définit les fonctions v|̂  telles que les
noyaux

QK,z) = vM^)CK,z)

donnent les solutions minimales dans L^ric^.i), c'est-à-dire, si ueC^B),
pour z e B,

f
(4) u(z) = P,-^(z) + \ îu A C,(Ç,z),

JB

où Pfc_i est le projecteur orthogonal de L2(dak-l) sur L^c^.i) n H(B),
H(B) étant l'espace des fonctions holomorphes.
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On peut remarquer de plus que, comme dans le cas de la formule (1), si on
fait tendre k vers zéro dans la formule (4), on obtient naturellement la
formule de Cauchy (3).

Dans le paragraphe 3 de la première partie, on donne d'une part des
estimations des solutions minimales dans B (qui ne sont d'ailleurs pas
nouvelles, cf. remarque de la fin du paragraphe 3) et d'autre part des
estimations des valeurs au bord sur <9B de ces solutions minimales.

Dans la deuxième partie de cet article on traite le cas du polydisque. Pour
simplifier les notations, on ne considère que le cas du bidisque D2 de C2. Si
k^ et k^ sont deux réels strictement positifs, on note

^-1(^2) = (l-lzil2)'1"1^-^!2)'2"1 dK{z^),

(ïk étant la mesure de Lebesgue. On écrit alors une formule explicite donnant
les solutions minimales de îu = / dans L^rfo^i). Entre autres estima-
tions, on montre que si k^ et k^ sont supérieurs ou égaux à 1, on a
l'estimation L^D2)^ e [l,+oo]) pour la solution minimale.

On remarque de plus que si on fait tendre k^ et k^ vers zéro, on obtient là
aussi une formule de Cauchy qui est d'ailleurs celle qu'avait utilisé G. M.
Henkin [5] pour obtenir une estimation L°°.

I. FORMULE DE CAUCHY ET SOLUTIONS MINIMALES
DE L'ÉQUATION îu = f
DANS LA BOULE DE C"

1. Le noyau de Cauchy.

Précisons tout d'abord une notation que nous utiliserons constamment
par la suite : pour tous !, et T| dans C", nous notons

n

Çn = Z ̂1=1
de sorte que la boule unité B de C" est l'ensemble des z e C " tels que
zz < 1.

Nous allons définir le noyau de Cauchy de B en utilisant les formes de
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Cauchy-Fantapié. Nous reprenons les notations et la terminologie utilisée
par H. Skoda dans [10] ; soit n la forme de Cauchy-Leray,

^ = KK-^r" É (-ir^/A ^) A d(^-z,).
*=i \^' / » = i

Pour toute section s du ûbré de Cauchy-Leray, on a donc

5*p = [sMK-z)]- f: (-ir^z/ A '̂(i;,z)) A d(^-z,).
1=1 V^i / 1=1

Soit alors 5o(Ç,z) l'application de C" x C" dans C" déûnie vectoriellement
par

5o(Ç,z)=Ç(l-Çz)-z(l-|Ç|2).

Un calcul immédiat montre que

5o(Ç,z)(Ç-z)= D(Ç,z) = |l-Çz|2 - (l-|Ç|2)(l^|z|2),
et que

D(Ç,z) = (l-|Ç|2)|^z|2 + |Ç(Ç~z)|2 = (l-lzl^-zl^lzK-z)!2.

Par conséquent So(Ç,z) est une section du ûbré de Cauchy-Leray (i.e.
So(Ç,z)(Ç—z) ne s'annule qu'en Ç == z, (Ç^)eBxB) et de plus si
on a soit |Ç| ^ r < 1 soit |z| ^ r < 1, alors

(1.1) D^z^O-r^-zl2.

Nous définissons alors le noyau de Cauchy Ko(Ç,z) de B en posant

(1.2) Ko(Ç,z) = 5$H(Ç,z).

Pour tous entiers p e t ^ , 0 < p ^ n , l ^ ^ ^ n , nous notons Kg'4 la
composante de degré (n—p,n—q) en Ç (et par conséquent de degré
(p,q—l) en z) du noyau Ko.

Les propriétés fondamentales des noyaux Kg*4 sont résumées dans la
proposition suivante.

PROPOSITION 1.1. - 1. ^(Kg^z)) = 0; pour q ^ 2 ,

3ç(Kg^,z)) = -^(K^-^z)).

2. Pour q ^ 2, on a Kg'^z) = 0 tors^uc z e B <?r |Ç| = 1.
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3. Pour (Ç,z)eB x B, on a

( i—ûv~1 r n ~i n
Kg'l(("z) = D"̂  ^ (-D-1^.) A ^- A dÇ,.AJ ^S»2/ Li=l /îéi J i=l

De plus lorsque (Ç,z)e3B x B 51 on identifie le noyau Kg^z) à une
fonction de Ç et z que multiplie la mesure de Lebesgue d'k(Q sur 3B, on a

K^)=(-lf^^S(^dUQ,

où S(Ç,z) = ' est le noyau de Szegô de la boule.

4. Pour tout z e B et pour toute forme de degré (p,q-l)u,
de classe C1 dans un voisinage de z , on a

lim f u(Q A Kg ,̂z) = c^u(z),
^° JôB^(z)

où Bç(z) désigne la boule de centre z et de rayon e, et c ^ p y est une constante
numérique.

Le 1. exprime le fait que les formes de Cauchy-Fantapié sont fermées.

Le 2. se voit par un calcul direct : si |Ç| = 1, on a,

S;)(^)A WÇ,z))=Ç,(l-i;i) A [(l-^X^^dÇI2)-^^)]-
î^i j ^ i

Le résultat cherché est donc évident si q ^ 3. Pour q = 2, il suffit de
remarquer que la composante de degré (0,1) en z de

(-ir^o A w;,-o)
J^i

est égale à :

(i-^fzc-ir7'1^^® A [(i-(;z)^+z,w)]
lj=l ^«j

+ £ (- ir^^z) A [(i-^)^+z,W)],
j=i+l fc^»V

d'où l'annulation après sommation sur i.
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Compte tenu du fait que 5oK,z)(Ç-z) = D(Ç,z), pour voir le 3, il faut
calculer le numérateur de Kg'1, c'est-à-dire ^(-ly-^o A ̂  :

J^i

A 3^o = A [(l-^X.+z^lÇI2]
J ^ 1 j ^ i

=(i-çzr1 A <,•+(l-^)'-2{lZ(-lrl2^|ç|2 A </-"" ^•=i /,t«-^
1 (-iyi,3|Ç|2 A ^}-

J = > + 1 ti-ij )

So A ^o = [^(l-Ç^-z.-d-I^Kl-Çz)"-1 A ^•
•"" j ^ i

+(l-Çz)"-2{^(-ly-l(Ç,i,(l-Çz)-z.z,(l-|Ç|2))3|Ç|2 A <.
^•=1 ^v

+ Z (-iH^d-^-z.z.d-ia2))^2 A dû.
j = « + i /»ty J

Par suite :

i (-i)-1^- A ̂
1 = 1 J^l

=(l-Çz)'- l{^ (-D-^Ç.-d-^-z.d-IÇI^A <,
^i=l ;îti

+E(-ir^i.-^)W A dû.
l<./ /^l'J J

On obtient alors la formule cherchée en remarquant que

(i.3) K-ir^-^A <,
i = l y'^i

= E (-irw-^-z.d-içi2)) A <•
1 = 1 ;^i

+ Z(-ir^-^)3ia2 A <..
Kj ^ij

La valeur de Kg^^z) lorsque |Ç| = 1 se déduit aisément de la formule
explicite donnant K^4.

La démonstration de la quatrième partie de la proposition est
classique : elle se fait en utilisant une homotopie entre 5o et la section de
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Martinelli-Bochners^,z) = Ç - z : soit F(Ç,z,r) = tSo + (l-t)s^, et appli-
quons la formule de Stokes à u(Q A F*n sur ôBg x [0,1] :

M(O A 5$H - u(Q A S?H = SM A F*n.
•^Bç JaBg JôBgXCO,!]

En remarquant que les composantes de F(Ç,z,î) ainsi que celles de —F(Ç,z,r)
ôî

sont majorées par C [Ç - z|, on conclut que les coefficients du numérateur de
F*n sont majorés par C|Ç-z|2 et, en utilisant (1.1), on en déduit que

lim 'Su A F*n = 0.
e-'0 JaBgx[o,i]

La conclusion résulte donc de la formule classique (cf. [9]) :

lim u(Q A 5?n = c^u(z).
e^0 J^Bg

THÉORÈME 1.1. — l.Soit q un entier ^ 2. Pour toute forme u(Q de degré
(p,q—l) et de classe C1 dans B, on a, pour z e B :

c^(z) = - [ îu(Q A K^(Ç,z) + (-l)^^/f uK) A K^-^z))-
*/B \JB /

2. Pour toute forme de degré (pfi)u(Q de classe C1 dans B, on
a, pour z e B :

Cn,p,lU(z) = [ U(Q A Kg^z) - f gu(0 A Kg'^z),
J^B JB

^î ;a forme z -> u (Ç) A Kg4 (i;,z) ^r û coefficients
JôB

holomorphes dans B. £n particulier, si u est une fonction :

3. FORMULE DE CAUCHY. - Soit u une fonction de classe
C1 dans B. Pour tout z e B , on a

(1.4) u(z) = f u(OS(Ç,z)d?i(Ç) - (-l)n^(n--^ f (̂(;)
JOB (2nt) JB

(l-^-1 ^ ,
^-D^^9
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où S(Ç,z) = ——————_— est le noyau de Szegô de la boule, dÀ-(Ç) la
2n" (l'-Çzy

mesure de Lebesgue sur 8B, et

œ(î;,z) = ff (-ir^-z,) A C/| A d^.
Li=l ^i J i= l

Supposons tout d'abord q ^ 2. Soit u(z) une forme de degré
( n — p , n — ^ + l ) , déclasse C1 et à support compact dans B. Appliquons la
formule de Stokes à

u(Q A KoK,z) A v(z) sur B x B\U,

où Ue = {(Ç,z)eB x B;|Ç—z| < e}, e > 0 : compte tenu du 1. et du 2. de la
proposition 1.1, il vient,

- f u(Q A Kg^(Ç,z) A v(z) = f ^(Q A Kg^(Ç,z) A i;(z)
J^Ug JBxB\Ug

+ (-1)^ f U(0 A K^-^.Z) A 3î;(z).
JBxB\Ug

Puisque v(z) est à support compact dans B, dans les deux intégrales du
membre de droite, on peut majorer les noyaux Kg^ et Kg'4"1 lorsque Ç est

C
au voisinage z (en utilisant (1.1)) par ————— • Par suite, en utilisant le 4

\^-A
de la proposition 1.1, il vient, en faisant tendre e vers zéro,

- C^ \ U(Z) A V(Z) = f MQ A Kg^(Ç,z) A V(Z)
JB J B x B

+ (-1)^ f M(Q A Kg^-1^) A 3r(z),
J B X B

ce qui donne la formule cherchée.

Supposons maintenant q = 1. On applique alors la formule de Stokes à
u(Ç) A Kg'^z) sur B\Bç(z) où Bç(z) est une boule centrée en z et de
rayon e > 0. En utilisant le 1 de la proposition 1.1, il vient

f u(Q A Kg^z) - f u(Q A Kg^z) = f 3u(0 A Kg^z).
J^B J^Bg Ja\Bg

Comme précédemment, on obtient la formule cherchée en faisant tendre
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e vers zéro. Le fait que la forme z -> u(Ç) A Kg'^z) est à coefficients
JôB

holomorphes dans B est une conséquence du 3 de la proposition 1.1. Enûn la
formule de Cauchy résulte du 3 de la proposition 1.1.

Remarque. — La section SQ du fibre de Cauchy-Leray que nous
considérons ici est étroitement liée à la section s^ construite par H. Skoda
dans [10]. En effet, pour tout (Ç,z) € B x 3B, on a

5o(i;,z)=(l-Çz)5,(Ç,z),

et, par suite, lorsque z e SB, les composantes de degré (n,n — 1) en Ç de S$H
et s^p, sont les mêmes. Notons toutefois que s^p, n'est pas le noyau que
construit finalement H. Skoda, car il retire à sfyi une forme dont les
coefficients sont holomorphes en z. Ceci sera précisé au § 3 [formule (1.12)].

2. Formules explicites pour les solutions minimales
de l'équation ou = /.

dX(z) désignant la mesure de Lebesgue dans C" normalisée de sorte que
d'k(B) = 1, pour tout réel k > 0, nous désignerons par da^.^z) la
mesure sur B (l-lz]2^"1 ̂ (z).

H(B) désignant l'espace des fonctions holomorphes dans B, soit P^-i
le projecteur orthogonal de L^do^i) sur H(B) nL^c^.i).

Soit Q(Q ,I)(B) l'espace des formes différentielles / de degré (0,1) à
coefficients de classe C1 dans B et telles que îf = 0. Soit H un opérateur
linéaire de ^(O.I)(B) dans C^B) tel que pour toute /e^o^(B) on a
3(HC/)) = / (cf. [4]), et posons

T , _ , = H - P , . , o H .

Tfc_ i est donc l'opérateur qui à toute forme / e @(O,I)(B) ^alt correspon-
dre la solution de l'équation îu = / qui est orthogonale aux fonctions
holomorphes dans L2 (daj, _ i), ou encore celle qui a la plus petite norme dans
L^-i).

Dans ce paragraphe, nous allons écrire explicitement les noyaux des
opérateurs T\_i . Comme nous l'avons dit dans l'introduction ces noyaux
s'écrivent de manière analogue à ceux du cas n = 1 : on va multiplier le
noyau de Cauchy défini dans le paragraphe précédent par une fonction
convenable v|̂ (Ç,z) qui vérifiera entre autres v|/^(z,z) = 1 et v|/^(Ç,z) = 0
pour (Ç,z) e 3B x B.
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Posons tout d'abord

(1.5) Co(Ç,z)=-(-l)^^K-(^).

Pour tout nombre complexe k ^ 0, tel que Rek ^ 0, nous définissons
la fonction ^(^z) par

(i.6) ^^^^Yptcg^l^Ai-i^i-MW
B(n,fe) \ 1 -^ / Lp-o fe + P \ |1 -Çz|2 / J'

où C?_i est le coefficient binomial ( n ~ l ) ! . et, B(n, k) la fonction de
p ' {n—p—l) !

Bessel B(̂ ) = Iw^.
r ( n + k )

Nous déûnissons alors le noyau C^(Ç,z) par

(L7) Q(Ç,z)=v|/,(Ç,z)Co(Ç,z).

On peut remarquer que, compte-tenu de la formule classique

(1.8) B(n,k)=n^C^,(——ir,
p=o k + p

la limite, lorsque k tend vers zéro'-de Q«;,z) -est égale à Co(Ç,z).
On a alors le théorème suivant.

THÉORÈME 1.2. - 5ofr / une forme différentielle de degré (0,1), 'S-fermée
et de classe C1 ^ans B.

i) Pour tout nombre complexe k, R e f e ^ O , la fonction ^(z), z e B ,
définie par '

^(^) = | /(O A C,(Ç,z),
JB

où Q(Ç,z) ^sî fc noyau défini par (1.5), (1.6) et (1.7) ^sî M^ so^tfon de
ï équation ïu = /.

ii) De plus, si k est un réel strictement positif, on a, pour tout z e B,

Tfc-iCO(^) == u,(z).
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Lorsque k = 0, le fait que 'Suo = / résulte de la formule de Cauchy du
théorème 1.1.

Pour faire la démonstration, nous allons tout d'abord supposer
R e f e > 0 .

LEMME. — Pour Re k > 0 et Ç + z, on a

(...^>-<-»—<^^y^^._^,.
Pour simplifier l'écriture, posons c,,; = (—l)""2 v——————•

(2i7t)" B(n,fe)
D'après le 1 de la proposition 1.1 et la définition de C^z), on a

3çC,K,z) = 3ç^(Ç,z) A Co(Ç,z).
Or, i '•- (-i^/i-i^Y^/i-i^y

'̂z) = W)^cpn-1 Wp tj-Tçz- ) [-T^) '
et par suite,

p-1 /i—kipy'^'vi-izpvi
^Q(Ç.z) = - c,J 1; Cî_,(-l)"(-^) ( 1 M )

Lp=o \1 -^ / \ l -Çz /J

^(^'Iz')"^^
, ^-I^Y-1 D"-1^) ^1-1^ , , ,= - ^^ [~T^) iî^zi^ ̂ (.T^J A c°^ •

Comme, en vertu du 3 de la proposition 1.1, on a

/. ,,,2x Ê K,(i-çz)-z,(i-ia2)]^
^ / 1~1(:>1 \ r^ (r \ i=l

\-i^) A co(^ = - ———(î^ÇzF———
(l-CzY~1 n _ _ _ nA ^r\ ^ (-ir1^-^) A <, A ^

1̂  ^z^ 1=1 j^i f = l

(l-Çz)"-1 n _ "
'-(l-^D-K.z)^^1^/^

la formule du lemme en découle aussitôt.

Démontrons maintenant le théorème 1.1 pour Re k > 0 : soit u(Q une
fonction de classe C1 dans B et soit Bg(z) une boule centrée en z et de
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rayon e > 0. Appliquons la formule de Stokes à M(Ç)Q(Ç, z) sur B\Be :
puisque Refe > 0, on a C^,z) = 0 lorsque |Ç| = 1, et, compte tenu du
lemme, il vient :

r r a-ici2^"1
(1.10) ïu(Q A Q(Ç, z) = - c,, u(Q\ lsu

JB\Be jB\Bg H""^

À <% À dÇ, - f u(Ç)C»(Ç,z).
1 1 JôBg

Remarquons maintenant que, d'après (1.8), lorsque e -^ 0 la fonction
v|/fc(Ç,z) converge vers 1 uniformément par rapport à ÇeôBg, et le 4. de la
proposition 1.1 entraîne que

lim f u(QC^z) = - u(z).£^0 Jas,
En utilisant (1.1) en faisant tendre £ vers zéro, on déduit donc de (1.10) que

r r n-in2^-1 n _ n

(1.11) 3u(OA Q(Ç,z) = u(z) - c^ M(O————T A <• A ^,.
JB JB \L~^Z) 1=1 » = i

Ceci montre la première partie du théorème 1 pour Re k > 0 ainsi que la
deuxième partie en tenant compte de la formule (cf. [6]).

^•^-^J."®'^^0-
Remarque. — Cette dernière formule est d'ailleurs une conséquence

immédiate de la formule (1.11). En effet, si h(Q est une fonction holomorphe
déclasse C1 dans B, d'après (LU) on a

i r (i-iy2^-1

"BMj.^-d^^0-^-
Par suite
i y f i—ICI 2^" 1_

nB^J./^Tl^-^^^^-1^

-jB^nB^Il^^^^}^-^9

= f «(i;M)<fo,_i(0,
JB

et la conclusion en découle aussitôt.



FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS MINIMALES 133

II nous reste maintenant à démontrer la première partie du théorème 1.1
lorsque Re k = 0. Posons fe = i? et soit a > 0. La première partie de la
démonstration montre que u^^ est une solution de Su = /. Pour voir que
M,p est aussi une solution de îu = / il suffit de voir que, lorsque a tend vers
zéro, la fonction Ma+ip converge vers u^ uniformément par rapport à
z € B,. = {|z| <r}, r < 1. Or si on remarque que pour tous Ç,z e B, tout
a > 0 et tout p ^ 0,

/i-i^Y^p
\^z)

^ C,

C étant une constante absolue, et que, pour tout rç < 1, la fonction/i-i^Y
[ ——— j converge vers 1 lorsque a tend vers zéro, uniformément par

rapport à Ç et z dans B , en écrivant

u^(z)-u^(z)== f M(Q[C,p(Ç,z)-C^,p(Ç,z)]
\

+ f ^0[C,p(Ç,z)~C.^pK,z)],
JB\B^

à Paide de majorations évidentes des noyaux [résultant de (1.1)], on conclut
immédiatement à la convergence uniforme de Uy+^ vers u^, ce qui achève
de démontrer le théorème 1.2.

Dans le paragraphe suivant nous donnerons, outre des estimations des
noyaux C^(Ç,z), des estimations des valeurs au bord des solutions u^ du
théorème 1.2.

Rappelons tout d'abord la terminologie utilisée par H. Skoda dans [10] :
étant donné une (0,l)-forme /, 3-fermée, dont les coefficients sont des
mesures bornées dans B, nous dirons qu'une fonction ueL^ôB) est une
solution de Féquation î^u = f, si pour toute forme (p de degré (n,n—l), de
classe C1 dans B, 3-fermée on a

f n(0(p(0= f/(0 A (p(Q.
JôB JB

Des estimations faciles des noyaux Q(Ç,z) (voir § suivant) montrent
que si /e^(o^(B) alors la fonction u^(z) du théorème 1.2 est définie pour
tout z e B, et de plus i^ est continue dans B. Il en résulte alors aussitôt
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que, si on note bu^z) la restriction de u^z) à z e <9B, ô^^ = / au sens
défini ci-dessus.

Dans le paragraphe 3, nous noterons fcQ(Ç.z) la restriction de Q(Ç,z) à
(Ç,z) e B x 8B, de sorte que

bu,(z) = | /(Q A fcQ(Ç,z),
JB

et nous donnerons des estimations des noyaux bC,,.

3. Estimations des solutions minimales.

Commençons tout d'abord par les noyaux fcQ(Ç,z).

Delà formule du 3 de la proposition 1.1, et des formules (1.3), (1.6) et (1.7),
on déduit que les noyaux bC^z) s'écrivent :

bC^ = (_^(^_L_fldÇ12Y
W kB(n,k)\l-^)

^ (-D-^.d-ia2) .-
lÀ (l-^)"(l-Çz) ^d^

^(-ir^z.-^,) , 7 } " ,
-£ (1-^(1-Çz) ^ A^}.^^

-(-n'-^f^^-1)' 1 ^(-ir^.d-i^y ,,. " ,,
(lin)" kQ(nk) L, (l-^r" ^ ^ ̂ <Kvi

_ "^(n-i)! i r/i-ia'Y^,
-(-1) -(2^^FfcB(^LlT^JHK)z)

(ii2) ^(-ir^d-i^ .- " .,-]v ' - ^ ——., 7.y+k—— A ^ A d^ •
'=1 ^"S^ ^i 1=1 J

Dans cette dernière expression, le noyau H(Ç,z) est exactement celui
construit par H. Skoda.

Des calculs aisés montrent qu'il existe une constante C ne dépendant pas
de Ç € B telle que

F dUz) ^ Ç, r |Ç_^) c
L^r1 ' rrio2 et iBiï^r^^ < (îqw--

ri^(z) désignant la mesure de Lebesgue sur 8B.
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De plus, pour Re k > 0 il existe une constante Q ne dépendant que de
k telle que

(i-W(l-KI^
(1.13) |(i -Çzy'^1 ̂ ^ii-çzr1^'

et par suite il existe une constante C^ ne dépendant pas de Ç 6 B telle que

r KI-ici2)" d^z) < Q.ki-^)'1
On en conclut l'existence d'une autre constante C^ ne dépendant pas de

/ e ^(Q 4)(B) telle que (avec les notations de la fin du paragraphe précédent)

|/(0 A 3|Ç|2

IÎ ÎÎ B) ̂  c» IÎ IL'(B) + /! - ia2 HL^B).
>12 \r(0 A 31Ç12
^ 1 est le maximum des normes dans L1 (B)où 11/11,1,» ^P' 2 liWL'tB) \

/K) A ^la2^des coefficients de / ( resp. de —, ) •' \ yr^i1/
Par un procédé de régularisation (cf. [10]) on en déduit le théorème

suivant.

THÉORÈME 1.3. — Soit f une (0,l)-forme ^-fermée dont les coefficients ainsi
f(Q A 3|Ç|2 sont des mesures bornées dans B. Alors pourque ceux de la forme /! - ia2

tout nombre complexe fe, R e f e > 0 , la fonction bu^z) définie pour presque
tout z e 8B par

(1.14) bu,(z) = /(OfcC^,z),

est une solution de t équation ï^u = / qui est dans L^ôB).

Remarques. — 1. En lisant le travail de E. Amar et A. Bonami [l], on
s'aperçoit aisément que les estimations en norme LP(SB), et Lipschitz que ces
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auteurs obtiennent pour la solution de l'équation î^u = / donnée par le
noyau construit par H. Skoda, sont valables pour les solutions bu^,
Rek > 0:

a) Pour p€ ] l , -h oo [, soit W^B) l'espace des mesures bornées [i sur
B qui s'écrivent n = /iv, oùv est une mesure de Carleson dans B (cf. [1])

et h e L^v). Alors si les coefficients de f et de —. sont dans^/î-:-la2
W^B), il en résulte que la solution bu^ de l'équation îu = / donnée par
(1.14) est dans L^B).

b) L'estimation obtenue par N. Varopoulos dans [11] est aussi vraie pour

les buj, : si les coefficients de f(Q et de —, sont des mesures de^i - ia2
Carleson alors buy e BMO.

c) Si les coefficients de / et de —. sont des mesures de Carleson^/^=^w
d'ordre a > 1, alors la fonction bu,, est dans l'espace de Lipschitz r^B)
avec ? = 2n(a—l) (voir [1] pour les notations et la terminologie).

2. La formule (1.12) pour k = 0 donne

hr ( ^ni^(nZlll^(r.\ ( n5^^11-^-1)1 1
fcco=(~ l ) "(^"^"^ (2^ (l-Çz)»

Z(-ir^ A ^ A ^ .
i= l J^ » = 1

Comme ——-—^ est le noyau de Szegô de la boule, il en résulte que le noyau

bCo vériûe lui aussi les estimations a), b) et c) de ci-dessus (voir [1].

Nous allons maintenant donner des estimations des noyaux C^(Ç,z),
f e e C , Refe > 0.

En utilisant la formule du 3. de la proposition 1.1 ainsi que les formules
(1.3), (1.5) et (1.7), on peut écrire explicitement les noyaux C^(Ç,z) sous la forme
suivante :

(1.14) Q(Ç,z) = C^Ç.z) + C^z),
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où les noyaux Q1 et C^ sont donnés par les formules suivantes :

fi—ciy"1 r n
(1.15) Q1 =cA(^)--p,^^E(-l)i-l(Ç.(l-Çi)-z,(l-|Ç|2))

A ^-1 A dÇ..,
i^ Ji=i

c*2 = ̂ (^^^^[z (-ir^-ç^ia2

A rfd A dç.,
<''»",»' J > = 1

11(11-1} (H — 1) !
ou < '»=-( - ! ) 2 -/^"'V" et <l/t^ est donnée P" (L6)-

LEMME 1.1. — 1. Pour tout 1 ̂  (' < n, tous 1 ̂  i <j < n, et tout
ree/ a, 0 < a < Re k, il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de
n, a et k telle que :

ll-^l"-1
Ç,(l -Çz)-2.(l -|Ç|2) (1 -|z|2)0-1 dX(z) ^ C(l -JÇI2)2,<MÇ,z) D"(Ç,z)

11-Çzl"-1

et,

Ç,z,-Ç..d(l-|z|2)a-l ̂ (z) < C(l-|a2)a-l/2,N^2) D"(Ç,z)

ou dX désigne la mesure de Lebesgue dans B.

2. I l existe une constante C > 0 ne dépendant que de n telle que, si L(Ç,z)
est un coefficient quelconque du noyau de Cauchy Co(Ç,z), a/ors,

|L(Ç,z)| dÂ(0 < C, pour tout z e B,
et

|L(Ç,z)| riX(z) < C, pour tout Ç 6 B.

Pour simplifier l'écriture, nous ne faisons les calculs que dans C2.

Démontrons tout d'abord le 1). Dans tout ce qui suit, C désignera
toujours une constante qui ne dépend que de n, a et k. Puisque la fonction

(^)
(l-lM-lzl2)

ll-^l2
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est bornée dans B x B, de la formule explicite (1.6) donnant v)^, on déduit
(comme pour (1.13)),

/ l - i rpVefe
(1.16) |vM^)l ^ ̂ i^) •

On est donc ramené à montrer les deux majorations suivantes :

r (i-iay^(i-iz^-^i^(i-^)-z,(i-i^)i
Je ii-^-.r|i_ç,|2_(i_i^(i_^2 d^< c( l-^) '
r M — ICI2'»11'1^'! —H2'!01"1 If 7 f •7 1u l-'l •) (1 H- ' l^^-^il ^r . ) <cn_i':i^-'^
jB|l-Çz|'<'^-'[|l-^|^-(l-|z|^(l-|z|2)]2 "À(z) < c(l ^ ) •

En effectuant le changement de variables

, _ ÇiZi + ̂ z-,
z l - ———Ç———
, _ Ç l Z 2 - Ç 2 Z i

22 ~—n—
on se ramène aussitôt aux deux intégrales suivantes :

rd-iqy^d-izi^-'Eiia-zj+d-i^M ,
Je ii-i^i-^-Diçi-zj^i^d-ia2)]2 ( ) ^ ( lçl ) '
r (i-içi^^i-izi2)''-1^!
J.^-ter-a-îTFTÏ^BW^ s ̂ •-B''-"-
II faut donc établir la majoration suivante :

r (i-ia^-d-izi2)'-1

jBllHazil^-TO-ziP+lz^i-ii;!2)]3/2 "M2/ " c-

En intégrant tout d'abord par rapport à z^ on se ramène aux deux
majorations suivantes :

r (i-ia^-^i-izj2)' r r1/2

JB ll-Klzil11^-1 LJo

(l-p2)'-1?^ -I
[||Ç|-Zl|2+p2(l-|zJ2)(l-|Ç|2)]3/2J"Mzl^c'

(1.17) r (i-ii;!2)1^-0^-^2)0-
JB n - içizi I^-M -zj2 +(i - izj^i - ia2)!3/2 aw ^ c-
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En intégrant par rapport à p, la première majoration de (1.17) se ramène
à la suivante :

(1.18)
f____(i-ia^-d-izii2)8____
jBii-i^i^^-^ia-^iDia-^i'+d-i^Dd-ia2)]dMzl j^'

Comme de plus cette dernière majoration entraîne la seconde inégalité de
(1.17) on est ramené à montrer simplement (1.18).

Pour cela posons v = 1 - |(;[2. En intégrant en polaires, (1.18) de vient :

r _____t;Refc-a^_____
Jre[[Sll]](M+u+9)Refe~l(lM-ul+9)[(lM-^l+9)2+^]^de ^ c'

En posant u = vx et 6 = vy, on obtient :

r ______x»______
!^^^^^y)Rek-l(\x-l\^y)[.(\x-l\+y)2^x^dxdy ^ c

La seule singularité apparaissant dans cette intégrale est au point x = 1,
y = 0. Comme la fonction à intégrer est, au voisinage de ce point, majorée

C
par -——-——, il suffit d'étudier la convergence de l'intégrale lorsque l'on|x-l| + y & & -i
restreint le domaine d'intégration à l'ensemble Max (x, y) ^ A, où A est un
réel fixé assez grand. Or sur ce domaine, la fonction à intégrer est majorée par

x01

i——\Rek+29 P^ conse(luent la convergence de l'intégrale résulte du fait

que a < Re k .

Montrons maintenant la deuxième partie du Lemme 1.1 : puisque les
coefficients de CoK,z) sont, en module, symétriques en Ç et z, il suffit de
voir que

(119) f l1-^-^! ^ < c2
( ) JB [H-^-d-iœXl-lzl2)]2 "(z) ̂  c •

On fait alors le même changement de variables que précédemment, et on est
ramené à montrer la finitude des deux intégrales suivantes :

f H-Mll̂ il ^ , < /,
Lm-^+d-m^2 {z) ̂  c'
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et
r ii-içizii^i
SM-^^-^W^^^

Comme dans le calcul précédent, on intègre tout d'abord par rapport à la
variable z^, puis on intègre en polaires dans la variable z^ . Une fois le
deuxième changement de variables effectué, on se ramène à voir que :

(L20> I^-.î X^]^^-
et

M (^1^4 r P2dp j^c^c,
J[0.1/r]2 Uo [(l^-ll+^+^P2]2!

où v= 1 -IÇl'eJO,!].

Considérons tout d'abord la première intégrale de (1.20) : comme pour les
intégrales de (1.17) la singularité x = 1, y = 0 est intégrable, et il suffit de

considérer le domaine d'intégration {x,y)e \A^Max(x,y)^-[' Sur ce
l v )

domaine, la fonction à intégrer est majorée par

c(^^y^2'

et on est ainsi ramené à voir que

f x dx dy
J^Max(x,^l(^+}02 ^

ce qui est un calcul immédiat.

Pour la seconde intégrale de (1.20) on remarque tout d'abord que

f1 P^P ^________C________
Jo Kl^-ll+^+xp2]2 "(Ix-ll+^Edx-ll+^+x]3/2 5

et pour les mêmes raisons que précédemment, on se ramène à voir que

r-[ x^dxdy
'JJA.Max^} (X+y)3 < c 5

ce qui est aussi immédiat.
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De ce lemme on déduit aisément des estimations en norme L1 pour les
solutions minimales de l'équation 'eu = / : soit a > 0, et soit / une (0,1)-
forme 3-fermée telle que les coefficients des formes

(i - \m(Q et (i - la2)01- ̂ CAO A m
soient des mesures bornées dans B. Il résulte alors du lemme 1.1 et des
formules (1.14) et (1.15) que, si Re k > a, la fonction

-l^)= /(O'AQK.Z).
JB

est telle que (1 -Iz]2)01"1 u^{z) e L^B), et, par un procédé de régularisation,
on déduit aisément du Théorème 1.2 que ~êu^ = /.

De plus, se rappelant que rfa^(Ç) est la mesure sur B, (1 —IÇI 2 ^ d'k(Q,
r > — 1, d'k(Q la mesure de Lebesgue, il résulte aussitôt du lemme 1.1 et
de l'inégalité de Hôlder que si les coefficients de f(Ç) sont dans L^CT^Ç))
et ceux de f(Q A ~S\Q2 dans L^da^^Q), alors u,(z)e V{da^,(z)}
pour Re k > a, et 1 < p < oo.

THÉORÈME 1.4. - Soit keC tel que Refc > 0, et soit a un réel tel que
0 < a < Re fc, et soit f une (0,l)-forme î-fermée définie dans B.

1. 5i les coefficients des formes

(i - \W(Q ci (i - ici2)01- ̂ (/(o A m
sont des mesures bornées dans B, alors la fonction u^ définie pour presque tout
z e B par

u^) = f m A C,K,Z),

est une solution de V équation îu = / qui est dans L^da,.̂ )).

2. De plus, si les coefficients de f sont des fonctions mesurables, pour
1 < p < oo, on a

IÎ IL )̂ ̂  w\\w +11^)A w\^.^
où C est une constante qui ne dépend que de k, a et n.
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Remarques. — 1. Les estimations du théorème 1.4 ne sont pas nouvelles :
dans [3], S. V. Dautov et G. M. Henkin ont obtenu une solution de 8u = /
dans les domaines strictement pseudo-convexes qui vériûe la même estima-
tion. On en déduit aisément que les solutions minimales dans la boule vériûent
les estimations du théorème 1.4 car le projecteur P^_i envoie LP(d<J^_^)
pour 1 < p < oo et 0 < a < fe sur lui-même.

Il est d'ailleurs aisé d'obtenir les estimations du théorème 1.4 pour les
solutions de ïu = f dans les domaines strictement pseudo-convexes en
utilisant simplement la résolution de l'équation ï^u = / donnée par H.
Skoda [tO] ; on procède de la manière suivante : soit Q) = {z e C7p(z) < 0}
un domaine strictement pseudo-convexe borné, p étant strictement
plurisousharmonique de classe C2 ; pour tout entier k ^ 1, on considère
dans C*"^ le domaine strictement pseudoconvexe borné

^ = fc,y e e x <?; p(Q+ i: |̂ |2 <ol-
l 1=1 J

Soit/une (p,q)-forme 3-fermée de classe C1 dans ^, et soit H(Ç,Ç,z,w)
le noyau de Skoda pour le domaine ^. Si on considère f(Q comme une
forme de classe C1 dans ^ qui ne dépend pas de Ç = (^,.. .,Ç^), alors
pour tout (z,w) e 3^, la fonction

Vk(^) = f m A H(Ç,Ç,z,w)
J^

est une solution de ï^u = /. Or, on sait (cf. [10]) que cette fonction se
prolonge dans ^ en une solution de îu = /. Par conséquent, t^(z,w) est
holomorpheen w dans la boule |w|2 < - p(z), et, pour ze^ , v^(zfS) est
une solution de îu = /. Ainsi, si on pose

H,(i;,z) = C [ ^(i;){-p(z)}-^4 f HK,Ç,z,w) da(w)l,
•W<-P(O} Udwi^-p^)} J

où d<7(w) est la mesure euclidienne sur la sphère { |w|2=—p(z)} et d'k(!y) la
mesure de Lebesg-ue dans C*, alors la fonction

^)= f /(OAH,(Ç,Z), ze^,
J^

est une solution de îu = /.
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On peut alors montrer que v^(z) vérifie les estimations du théorème 1.4
pour a < k -h 1. Plus précisément, pour 0 < a < ^ + 1, on a

\\(-pW~\(z)\\^ ^ c^K-p^/CT^
+ IK-pK)""1^) ABp(0)||^}-

Pour a = k cette inégalité n'est autre que celle de Skoda pour le noyau
HK,i;,z,w).

2. En faisant intervenir des espaces de mesures bien adaptés, on peut,
comme pour les noyaux bC^, améliorer les estimations L^ du théorème 1.4
et obtenir des conditions Lipschitz pour les u^.

3. Les noyaux fcQ ont été considérés indépendamment par Bo Berndson
dans [2].

II. SOLUTIONS MINIMALES DE L'ÉQUATION 8u = f
DANS LE POLYDISQUE

Pour simplifier l'écriture et les calculs, nous nous contentons de considérer
le cas du bidisque de C2,

D2 ={(z^)eC2;\z,\< 1 et \z,\ < 1}.

Pour tout k = (k^k^)eR2, k^ et k^ étant strictement positifs, nous
notons rfo^i la mesure sur D2, (l-\z^2)^~l(l-\Z2\2)k2~~ld^z^\
où d'k(z^z^) est la mesure de Lebesgue.

Soit Pfc_i la projection orthogonale de L2(d0k-^) sur
H(D2) nL^c^-i), H(D2) étant l'espace des fonctions holomorphes dans
D2. Il est évident que le noyau de P^_i est le produit des noyaux des
projecteurs à une variable correspondant à fei — letà k^ — 1, c'est-à-dire :

k,k,
l^l"1/! _\r |2\k2-l

(1-IÇll1) 1 (1-K212)

(l-W^d^z^1

Pour toute (0,l)-forme 3-fermée / déclasse C1 dans D2 , soit Tfc_i(/)
la solution de l'équation ïu = / dans D2 qui est orthogonale, dans
L2 (d<Jfc _ i), aux fonctions holomorphes. Autrement dit, si u e L2 (rfcr^ _ i) est
une solution de îu = /, on pose

Tk-i(/)=M-Pfc-i(u).
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Comme dans le cas de la boule, nous allons donner une formule explicite
pour les solutions T»_i(/) :

THÉORÈME IU_- Soit /(Ç) = /i(Ç)<i + fî(Qd^ une (0,l}-forme de
classe C°° dans D2 , î-fermée. Pour tout k = (fe^eC2, k^et k^ étant de
parties réelles strictement positives, considérons la fonction u^z^Zj) définie
dans D2 par :

1 F (l—\f Pt11

"t(Zl̂ ) = ,- Ml,^)——————Ï———————^1 A ̂
2"UD (l-ÇiZi)'11^-^)

+ 1 f fi ^ O-l^l2)*2 .,^L^^^^,^.^^-^2

+ _L f y(n ^ ̂ -l^lT/l-I^V2^ -ii)^ -(^-^^
4^2 J^7^ ^Î3^; Vî^A/ ——————^zJ4——————

A dÇi A dÇ;

+ 1 f nnJk ^-l^il2)*1 (l-l^l2)'2"1^-^2..^m rd-ç^^-^d-w-K-i2^
_ ̂  d-l^l2)12 (1-1^- |Ç,-zJ2 ) , ^
^-w^-^a-^- i^zr^} çl ç2-

Ators ;

a) Mk ^st une solution de ïu = f dans D2 ;

b) De plus, si k^ et k^ sont des réels strictement positifs, on a

^=Tfc-i(/).

La démonstration de ce théorème se fait naturellement par applications
successives de la formule de Stokes. Soit u(C,^) une fonction de classe C2

dans D2 , et considérons tout d'abord la forme différentielle

(11.1)
1 u(r r ^-^il2)'1"1 (l-l^l2)'2 „ ,, .,
^-^1^2) .^ , — — — — — < 1 A d^ A d^.
K2 (1 -Çl^l) (1 -^2) (^2 -^2)
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Soit U^) = D x D^) = {{^)eD2; |ÇJ < 1 et |^-^l<e}, et ap-
pliquons la formule de Stokes à la forme (11.1) sur le domaine D^U^) :
puisque d'une part cette forme est nulle pour IÇJ = 1 et, d'autre part, est
de degré (1,1) en ^, il vient :

(11.2)

f ^i^Kl-li;!!2)'1"1 (l-l^l2)'2 .. ,, ,,
— ——;——————————.—rT———————1———————fl^l A dÇ, A ÛL-»

JD.W ^ (1-W1 '(l-^)2^-^)

- f l-^rr r J1-^!2)'1"1 OH^I2)'2 ^"" ^ /y v-)1^2//1 7 ^i4-1^!—v—^'^i^—77 L>2
JD^\U^) ^2 ^2 (1 -ÇiZi) 1 (1 -^Z^) ^22 -^)

A dÇi A dÇi A d^

, f „ , .(l-l^l2)'1"^!-^!2)'2"1^ ,. ., ,,
L ^1^2) .^ ^1^2 A ̂  A d^ A d^.

JD2\U^) (1 -ÇiZi) 1 (1 -i;2^2)

(l_ i r i2^2

Comme -j—-2— j tend vers 1 uniformément par rapport à i^ e ̂ I^2)

lorsque Ê tend vers zéro, en passant à la limite pour e -> 0 dans (11.2), il
vient :

(H.3) 1-J »( î̂̂ 4 ,̂ . <.
^2 JD (l-Çi2i)1

=lf -^M^r r^1-^1"1 ^-l^l2)*2 ^
= ̂  Jo. ̂ (sl^2) (l -^z,)^ +1 (i -^(^) ̂

A dÇi A dÇi A d^

, f „ ^(l-l^l2)'1"1^-^!2)'2"1^ ,, ,, ,,
L ^^M 7 ^l^n 7 ^l^2 A dçl A ^1 A ̂ •JD2 (1-ÇiZi)1 (1-^2)

Les formules donnant les solutions minimales dans le disque unité du plan
complexe permettent de transformer le premier membre de (11.3) de la
manière suivante.

2"t f .(l-l^l2)*1"1- ., (2m)2

lUo l̂-̂ ^1 A ̂  ̂ ^^

2in ! ôu <r . O-l^l2)*1 ^ ,,,- ,-,- ^-Ki,Z2)———————.———————dÇi A <fÇi.
^I^JD^I (l-Çi^^Zi-^)
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II vient donc :

«k z ) ''•t' f «rc r >('-Kll')'l"(l-K.ft'2'<,
"(^••^2) -(^L"^,-;...)-.^,.;^^-

A riÇi A d^ A fK,2

(11.4) ^fl^z, ̂  ,̂
2"rjD^i (l-Ç^)^-^)

j c ^ r 8u_ (i-W1-1 (i-u2)112

W L ̂ (w (i .-^ -. (i-^^) ̂
A ̂ i A <fÇi A d^.

Pour démontrer le théorème il.l, il suffit donc de voir que le second

membre de (11.4) est égal à 1^1,̂ 2) (avec ^ = -"- et /, = 4"-)-
\ ^1 ^2/

Pour cela considérons la forme différentielle

dl5) ^ f r o (1-^!2)'1 O-l^l2)'2 ,. ,, .,
(ll•:>) ,F~(^1»S2)———=———1——————————————.———————<K,r A dL. A dÇî •

^2 (l-Ç^l^^-Ç^d-^)2^-^)

Soit U,(zi) = D,(zi) x D = {(t,^)eD2; |Çi-zJ<e et |Ç2|<1}, et
appliquons la formule de Stokes à la forme (11.5) sur le domaine
D^U^Zi) uV^z^) : puisque cette forme est d'une part nulle lorsque
Kil = 1 ou ^\ =1 , et, d'autre part, de degré (1,1) en ^, il vient :

fc! f ^ ...d-l^l2)'11"1 d-1^12)'12 ^

(2^)2 Jo (̂,).U,̂  ̂ 2 ————— (1 -Ç,Z,)^ + 1 (1 -Ç^)^ -Ç2)

A dÇi A dt,^ A rî

^J^f 8U^ O-l^l)2'11

(2w)2 JaD^,)x(D\D^»^2 1 ' 2 (l-ÇiZi^^Zi-Çi)

n —ic |2''2
v 1^2' JT -ir jf

,, T. ^.—————— ̂ 2 A î A ^2
(1-^2) (^2-^2)

+J_[ g2" (r n (1-^^1

(2"I)2 JD (̂,).U )̂̂  ^2 (l-^Z^^^Z,-^)

(1 —— IÇ2l ) ,-p ,y ,„
———..——— dÇi A ^2 A dÇi A ^2.
(1-^2) ^2-^2)



FORMULES EXPLICITES POUR LES SOLUTIONS MINIMALES 147

En faisant tendre e vers zéro, on obtient donc :

ma tl f •% ,.»-K.12)'''' (1-K.I2)" ,
w W? L % K"" (Ï^W^ (l-Î^^U î2

A rfÇi A dÇi A d^

1 f 8U^ r ) ( ï ^ 2 t 2 _^ AT
^L^^d-^^^-^)^-^

. J_ f g2t< rr r /id^VYld^V2
+ (2m)2 J^ôÇi ÔÇ, ̂ 1'\\-^^J \l-^zJ

d^ A ^2 A d^ A rf^

(^-Çl)(^-Ç2)

Nous allons encore transformer la dernière intégrale de (11.6),

ni 7^ i = -1- f a2M fid^V1 fIrL^V2
v • / (2in)2 ̂  8^ 8^ \1 ̂ zj \1 -^J

rfÇl A d^ A d^ A d^

(^-Çl)(^-Ç2)

En utilisant l'identité

1 ^ ^i - ^i ^2 -^2
(^-Çl)(^2-Ç2) (Z2-^-^2 (^-^-Z\29

on peut écrire,

1 = Ii + LZ, avec,

,„,, ,,._f ^^(^••(^Y2
(2i7i)2 Joi 8{,i 8^ \l-ÇiZi/ Vl-Çi^/

z ———^——^ A ̂  A ̂  A ̂ ,
(22-^2)1^-^1

l _^_L f a2t< . r^-^f1-^2
12 ~ (2in)2 L^ôÇ/^^l-^zJ 11-ÇA/

——"———^———d^ A <i A rfÇi A d^.(zi-Çi)|Ç-z|2
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La formule de Stokes appliquée à la forme

ôu (r r /IrJ^VYld^T ^-^i ^ ^r Ar^^[•ru-J [^-J (z,-^-zi^1 A ̂ A ̂ '
sur le domaine D^U,^), donne, en faisant tendre e vers zéro :

i - -1 f ôu ^ D 3 iïld^VYld^Y2
11 - w Jo2 ̂  ̂  ̂  Lir̂ iî  vr̂ ;̂

^^]^.^.^.^

(11.9) ^———f^^^k (1-^2

(2171)^02% t (l-W(^2-i;2)

(l-l^l2)*1'1^-^!2 }

(1-W1-1 K-l2 ^ A çl A ç2

^L^^^
, /l-l^lT ̂ l-l^lT ̂ -^2 .. ,, .,

'lî̂ .) Ir̂ J içr^-^-^-^-
La même transformation pour I^ donne :

-1 r ou
Î2=7w\ ^Kr^Xi(2lît) J^ 5Çi

A ik (l~^[2fl ^-W2'1

^(l-^z^-Ud-^z^1

("•10) i^iLrl ^ ^|r-z|2 ^j' A çl A ^2

i r ou"wL^1'^1

^-i^iT/i-i^V2 ̂ -^i .. ., ,„
'IT^-J l'î ^^ ,^<C2A^^.

Le fait que le second membre de (11.4) est égal à u^z^) s'obtient en
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regroupant (11.6), (11.7), (11.8), (11.9) et (11.10). Ceci achève de démontrer le
théorème 11.1.

Nous allons maintenant donner des estimations sur les solutions
^1^2)-

LEMME IL1.

(i) Pour Re ki ^ 0 et Re k^ > 0(resp. Re k^ > 0 et Re fci > 0), on a

(l-Kll2)'1 (l-l^l)'2'1 \^-Z^2

(1-W1^-^) (l-^z)'2^ K-^12

^(0 < c ^cV
^1(1-^)^2-^) (l-W1^ IÇ-^I2

(ii) Pour Re fei ^ 0 et Re k^ > 1 (resp. Re k; > 0 et Re ki > 1), on a
lvt1 a-lc,l2^2-ll^-zJ2l(1-I^IT (i-l^l2)*2-1^-^!2

kl-Ç^^Zi-Çi) (l-^)*2"1 |Ç-z|2
<

/ f 1 (l-l^l2)*2 (l-l^1"1^-^2,^^( r̂ sp. —————.————— ——————— ———z- dMZ) ^ C j •
\ J^ld-^z^z^^d-ç^1'1 li;̂ !2 ^

(iii) Pour Re fci ^ 0 et 0 <Rek^ < 1 (resp. Rek^^ 0 et
0 < Re ki < 1) on a

f (1-IW (l-l^l2^-1 1^ ̂  ̂  c(l-|Ç,|2)——
JD^O-^ZI)^!-^) (i-W^1 l^-^

,,t,-l(1-|^|2)*2 (l-IÇil2)*1"1 |Çi-zJ2/ f |_d-Iresp. ——_—
\ JD2|(1-^:D^ld-Ç^^-^d-^l)*1'1 K-^

^CO-IÇJ2)11^!-1)-

Dans cet énoncé, C désigne toujours une constante qui ne dépend que de
ki et k^.

Notons tout d'abord que, puisque Re fci ^ 0, on a

fId^lT < c
ll-ÇiJ ^ '
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et par conséquent, l'intégrale du (i) du lemme est majorée par l'intégrale
suivante :

f (i-feD'-'-ifa-^rc _w_\
J«,K.I H-ÇAI-'" L.L.m^-çjK-zl'.n"

Un calcul immédiat montre que l'intégrale entre crochets de Ii est majorée
par

C

1^2 -^r
et par suite pour voir le (i) on est amené à voir que :

r (i-î -î i
Jtiyo) jl-î l" '̂

En posant « 2 = 1 — [z^l2 et i^ = 1 — IÇzl2 et en intégrant en polaires,
on ramène cette dernière intégrale à

f v^2'1 (\v,-u,\+Q,)
L. o^+e,)^ ^^e^c,

et en posant u^ = X2«2, 82 = 3;2y2 ' 1! vient :

^ r ^^^ji+^^çU2][^ (^+l+^)Ret^' " '
et, cette dernière majoration se voit aussitôt en intégrant en polaires.

Pour voir les majorations du (ii) et du (iii) du lemme, en intégrant tout
d'abord par rapport à z^ , il suffit de voir que d'une part, lorsque Re k^ ^ 1,
on a

f -^Ç^^z^C,
J{|z,|<l} 11-^21

et d'autre part que, lorsque 0 < Re k^ < 1, on a

1^2 "-^l ^ / x . ^
———————————dMZf) ^ C.

J{|z,|<l}|l-(;^|^2+l

Ces deux dernières majorations étant évidentes, le lemme 11.1 est démontré.
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Les noyaux apparaissant dans les trois premières intégrales donnant Uj,

étant majorés respectivement par ————, ———— et ———„ on déduit
1^1-Çll 1^2-^1 K-^l

aussitôt du Lemme 11.1 que, si Re k^ ^ 1 et Re k^ ^ 1, pour pe[l,+oo],
il existe une constante C qui ne dépend que de p , Re k^ et de
Re k^ telle que

II^II^D^^II^HL^+I^II^.

Par un procédé de régularisation, on déduit donc du théorème II. 1 que si /i et
/2 sont dans L^D2) alors u^ est une solution de ou = f qui vérifie
l'estimation de ci-dessus.

Dans le cas où Re k^ et Re k^ ne sont pas tous deux supérieurs à 1 on a
une estimation plus faible en utilisant le (iii) du Lemme 11.1 :

THÉORÈME IL2. - 1. Supposons Min (Re k^Re k^) ^ 1. Soit
f = f^ d^^ 4- f^ d^ une (0,l)-forme ^-fermée dont les coefficients
sont dans L^D2). Alors la fonction u^(z^z^) du théorème 11.1 est une
solution de 8u = f qui est dans L^D2). De plus, si pe[l ,+oo], il
existe une constante C qui ne dépend que de p, Re k^ et Re k^ telle que

ll̂ llLP(D2) < ̂ ^"?2) + 11^11^}.

2. Supposons Re fei ^ 1 et 0 < Re k^ < 1 (resp. 0 < Re k^ < 1 et
Re ^^1 ) . Soit / = /i d^ + f^ d^ une (0,l)-forme 8-fermée
telle que (1 -\W^ f^^z) et ^(^2) (resp. f^^)
et (l-IÇilY^1"1^^!,^)) soient dans L^D2). Alors la
fonction u^(z^z^ du théorème 11.1 est une solution de 8u = f qui est
dans L^D2). De plus, si pe[l,+oo], il existe une constante C qui
ne dépend que de p, Re k^ et Re k^ telle que

II^HLPP^ ^l^lIL^lHy2) ̂ 2-1^0 + II^HL^J

{resp. \\U,\\^ ̂  C[\\f,\\^ + ll^ll^i-^|2)Re^-l^})-

3. Supposons 0 < Re k^ < 1 et 0 < Re k^ < 1. Soit

/= /1<2+/2^2

une (0,l)-forme 8-fermée telle que

(l-l^lT^Mi^) et (l^W2-^^)
soient dans L^D2). Alors la fonction u^(z^z^) du théorème 11.1 est une
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solution de ~êu = / qui est dans L^D2). De plus si pe[l,+oo], «^15^
une constante C qui ne dépend que de p, Re fe^ et Re ̂  telle que

11^ ^ C{||/J|^_^,^_,^ + ll/2ll^.^^E^l^}.

Remarques. - 1. Dans [5] G. M. Henkin avait obtenu une estimation
L°° pour une solution de îu = f dans le polydisque. En utilisant cette
solution M. Landucci a montré dans [7] que la solution minimale (i.e.
k! = ^2 = 1 avec nos notations) dans L2 vérifie aussi l'estimation L°°. En
fait le théorème 11.2 ci-dessus montre en particulier que cette solution
minimale vérifie les estimations U pour 1 < p ^ oo. Dans [8] le même
auteur a donné une estimation sur les dérivées de la solution minimale dans
L^D2).

2. Comme nous l'avons vu dans l'introduction et dans la première partie
de ce travail, si l'on fait tendre k vers zéro dans la formule de représentation
donnant la solution minimale dans L2^^), on trouve la formule de
Cauchy. Il est raisonnable de se demander ce qui se passe dans le cas du
bidisque lorsque l'on fait tendre k^ et ^ vers zéro dans la formule (qui
résulte de (11.4), (11.6), (11.7), (11.8), (11.9) et (II.10)) :

-•--^-••"^g-^?^-^^-.+ -̂.̂ -̂.
1 f ou (1-IU2)*2

+ ̂  ^(z^)——————Ï———————^2 A d^
2"tjD^2 (l-Ç^)*2^-^)

^-{^).(^}kl(lZ^}k2

4^ M-ÇizJ U-W

^-^^-(^-^Xi
IÇ-zl4

A rfÇi A d^

i f ou n-ic.P)*! ci-ic i2^*2"1 ir ï i 2
-L ___ 1 ___ tf r \l, ' l^ll ' V1 h2\ ) h2 — Z2\ iv

^ L^ ̂ '^(l-^^^z.-Ç^l-Ç^- |Ç-z|2 ^

A d^ A d^ A d^

-_Lf -^(r r)k d-l^l2)*2 (l-l^l2)*1-1^-^!2^
4.2Jo2 ̂  ̂ -^(l-^^^.^d.^^- |Ç-,|2 ̂

A dÇi A dÇi A d^.
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On se convainc aisément que, en faisant tendre k^ et k^ vers zéro, cette
formule donne :

I f d^ A d^
u(z^) = —-2 u(^^-——————-

(2m)2 Jr2 (Çi^i)(i;2-^2)

1 ? OU < ,A^ 1 pu ^A^

+ 2nr L ̂ (S15Z2) -zT^T" 2nr J ̂  (Z1ÎS2) -z^ç7

, 1 f .,. ., , (^1)^2-(^2)^1
+ 4^ L^^ A —————l^zT————— çl ç2

- À f ^-(ÇI^T-^——^CI A d^ A ̂
4ït2JDxT3Çl (^l-^l)IÇ-^l

1 f 5M ir r \ î - ^1 ^ r̂ ,,̂
"' A~Ï W^^i——T^r——^dç2 A rfçl A ^2-47r JT x D ̂ 2 (̂  - ̂ 2) IÇ - z)

II est raisonnable d'appeler formule de Cauchy du bidisque cette dernière
formule puisque la seule intégrale où apparaît u est l'intégrale de Cauchy de
M ((31,^2) • On notera d'ailleurs que c'est cette formule qu'avait utilisé Henkin
pour obtenir une estimation L°° sur les solutions de îu = f dans D2 [5].
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