MARCOS SEBASTIANI
Sur la dualité locale

Annales de l'institut Fourier, tome 30, n°1 (1980), p. 65-90
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1980__30_1_65_0>

© Annales de I’institut Fourier, 1980, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique ’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1980__30_1_65_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
30, 1 (1980), 65-90

SUR LA DUALITE LOCALE

par Marcos SEBASTIANI

Dans cet article on donne une construction explicite et élé-
mentaire de I'homomorphisme de dualité pour des applications
analytiques locales de type fini f:(X,0)—> (Y, 0) et on obtient
un théoréme de dualité pour X et Y normaux. La situation est
illustrée par des exemples et des applications.

Je suis trés reconnaissant a M. R. Thom de m’avoir posé la ques-
tion qui m’a conduit a développer ce travail.

La réalisation de ce travail a été possible grice aux séjours dont
I’auteur a pu profiter 4 'IHES de Bures-sur-Yvette et a 'UER de
Mathématiques de I’Université de Lille I. Je suis heureux de pouvoir
exprimer ici ma reconnaissance & M.N.H. Kuiper et a M. Daniel
Lehmann pour m’avoir donné les moyens de réaliser ces séjours.

Soit F:(X,0)—> (Y,0) une application analytique locale,
ou X et Y sont des ensembles analytiques normaux de dimension
n au voisinage de 0 dans CN. On suppose F de type fini; c’est-
a-dire, F~1(0) = {0}.

Soient A=0y, et B=0y, les respectifs anneaux locaux
et soient K et L les corps de fractions de A et B respectivement.
Par composition avec F on peut supposer BC A et LCK. On
a que K/L est une extension algébrique de degré fini u égal au degré
localde F en 0 (1.9).

Dans certains cas p = dimg A/QA, ou M est I'idéal maximal
de B (1.11). Dans le cas général, ce n’est pas vrai, comme le montre
I’exemple (1.12).
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Si X et Y sont non-singuliers et J € A est le jacobien de F,
le théoréme classique de dualité locale affirme que :

a) TrK/L(a/J)EB pour tout a € A

b) Le A-module Homg(A,B) est libre de rang un engendré
par a —> Trg, (a/J).

Dans le cas général on définit un idéal & (début du § 3). Si
X et Y sont non-singuliers, &# est I'idéal engendré par J. Le ré-
sultat principal (3.6) est que Homg(A, B) est canoniquement iso-
morphe, comme A-module, au A-module :

(A:F)={a€K: aFCA}.
(Comparer, sous d’autres hypothéses, avec [4] (4.6)).

La démonstration est directe et n’utilise que des résultats ba-
siques d’ensembles analytiques et I’approximation de fonctions ana-
lytiques par des polyndmes.

On déduit de ce résultat que si & est principal le théoréme
de dualité locale reste valable en prenant pour J un générateur de
. Si & n’est pas principal on obtient une forme faible de ce théo-
réme (voir (3.5)). L’idéal & est principal si A est un anneau de
factorisation unique ou si B est régulier et A un anneau de Macauley
(3.8). (Voir [4] en rapport au deuxiéme cas).

En général, Homg(A, B) n’est pas un A-module libre de rang
un, comme le montre ’exemple (3.9).

Soit maintenant G:(CN,0)— (CN,0) une application ana-
lytique locale de type fini. Dans le cas particulier o G est la pro-
jection canonique de passage au quotient par I'action d’un groupe
fini # d’automorphismes analytiques, on a la propriété suivante :

“Soit Z CCN un sous-ensemble analytique de dimension n
en 0. Soit S une composante de dimension n de G~ 1(Z) et
soit T 1la réunion des autres composantes de dimension »n de
G™1(Z). Alors,si T n’est pasvide, dimy(SNT)=n —1.”

En effet, moyennant une équivalence analytique, on peut sup-
poser 7 linéaire et, puisque I’espace quotient est non-singulier, =«
est engendré par des pseudo-reflexions. Si T n’est pas vide, il existe
une pseudo-reflexion 7E€w telle que 7S#S. Alors 7SCT et
dimy7SNS =n — 1, puisque 'ensemble des points fixes de 7 est
un hyperplan.
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Comme application du théoréme de dualité généralisé on montre
que cette propriété reste vraie, dans une certaine mesure, pour une
application G quelconque (4.2).

On remarque qu’il n’est pas vrai que lintersection de deux
composantes quelconques de dimension n de G~ Y(Z) soit de di-
mension n — 1, comme le montre ’exemple (4.3).

Le théoréme de dualité locale (3.5) et la proposition (3.8a) ad-
mettent des analogues algébriques pour des extensions d’anneaux
noethériens intégralement clos (5.1).

1. Applications analytiques de type fini.

Soient U,V des voisinages ouverts de 0 dans CN. Soient
XCU et YCV des ensembles analytiques contenant O et dont
les germes en O sont irréductibles et de la méme dimension n = 1.

Soit G: U— V une application analytique telle que G(0) = 0
et GXX)CY. Soit F=G|X: X—Y.

(1.1) DEFINITION. — On dit que F est de type fini en 0 si 0 est
un point isolé dans I'ensemble F~1(0).

Nous supposerons dans ce qui suit que F est de type fini en
0. On peut alors choisir U et V pour que

(1.2) F~1(0) = {0}.

(On s’intéresse a I’étude locale de F au voisinage de 0). En choi-
sissant U, V convenablement on peut supposer que F est propre.
En particulier, F~!(w) est fini pour tout w €Y.

Soient S(X), S(Y) les ensembles des points singuliers de X,Y
et Xo =X —S(X), Y, =Y — S(Y). On peut supposer que X,, Y,
sont des variétés analytiques de dimension n et que Y, est connexe.
On sait qu’une seule composante connexe de X, contient O
dans son adhérence. Chaque composante en O de S(X) et de S(Y)
est de dimension au plus » —1. Comme F est propre, F(S(X))
est un sous-ensemble analytique de Y dont chaque composante
en 0 est de dimension au plus » — 1. Soient

Y =Y, - FSX)) et X'=F1Y)CX,.
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Alors X' et Y' sont des variétés analytiques non-vides de
dimension n, X — X' et Y —Y' sont des ensembles analytiques
de dimension <n —1 et F:X —> Y’ est analytique et propre.
En plus, Y' est connexe. Soit Z une composante connexe de X'
telle que O¢Z. Alors F|Z:Z—>Y' est propre. Donc, F(Z)
est fermé dans Y'. Comme F~!(w) est fini pour tout w€Y',
F(Z) est ouvert dans Y'. Alors F(Z)=Y'. Comme 0EY' ceci
contredit sz, a cause de (1.2). Donc, X' est aussi connexe.
Comme F:X'— Y’ est une application continue et propre entre
des variétés connexes orientées de la méme dimension, le degré en
est bien défini.

(1.3) DEFINITION. — Le degré u de F:X'—>Y' est appelé le
degrélocalde F en 0. Ilest noté u = deg,F.

Il est clair que u ne dépend que dugermede F en O.

Soit z€ X' un point ol le rang de dF est maximum. Comme
F~!(w) est fini pour tout w €Y, le théoréme des fonctions im-
plicites nous dit que rang dF(z) = n.

Soit $ C 0cN,o I'idéal du germe de X en 0. Soit f;,..., f;
un systéme de fonctions analytiques sur U qui représentent une
base de P (en prenant éventuellement U plus petit ; dans ce qui
suit cette phrase sera souvent sous-entendue). Soit CC X le sous-
ensemble analytique défini par :

A0z, e , 0f, [0z
0f [0z, oin... , 0f;/0zy
<N
T\ 8Gfaz ... , 3G, [0z
0GyN/0zZy 4. vnnn. .. , 0Gy/ 0z

ot G=(Gy,...,Gy). Alors CNX' est 'ensemble des points
critiques de F: X' Y' ([2] Corcllaire IV.D.5). D’aprés ce qu’on
vient de voir la dimensionde C en O estauplus n — 1.

(1.4) dim Ci =n — 1 pour toute composante irréductible Cj de
C en 0 telleque C; N X' soit non-vide.
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En effet, CNX' est donné localement par I'annulation du
jacobien de F. On a aussi que D = F(C) est un sous-ensemble
analytique de Y de dimension au plus n — 1. D’autre part, on
peut supposer F(X) =Y. Alors,

(1.5) FIX' —-F'D): X' —-F!'O)— Y —-D
est un revétement (non-ramifié¢) d’ordre u > 1.

C’est-a-dire, en dehors de sous-ensembles analytiques propres
F est un revétement non ramifié entre des variétés analytiques
connexes.

Dans tout ce qui suit on supposera X,Y irréductibles en tout
point.

Dans ces conditions, pour chaque z€ X et w = F(z), lap-
plication locale F:(X,z) —> (Y,w) est dans les mémes condi-
tions que F:(X,0)— (Y,0). Comme le complémentaire d’un
sous-ensemble analytique propre est partout dense, ona :

k
(1.6) Pour tout w€Y, 2 degziF =u ot Fl(w)= {z,,..., 2}

En particulier £ < u. =1

Comme corollaire on obtient :
(1.7) F est ouverte.

Observons que (1.6) n’est pas vrai si Y n’est pasirréductible
en tout point. En effet, soit Y CC* I’ensemble analytique défini
par :

22 4+z,2,2, +2] =0 et z,=0.

Y est irréductible en 0. Soit X C C* I’ensemble défini par :
2122 + 2(2224 + 23) = 0 et Zi — 4(22 + Zi) =0.

Soit F: X —> Y définie par: F(z,,z,,z;5,2,) = (z,,2,, 25, 0).
X est non-singulier et F est de type finien 0.

Soit T C X TI'ensemble des deux droites : z, =tz,, z, =z, =0.
Alors, F|(X—-T):X—-T — Y - S(Y) est un difféomorphisme
analytique. Les deux droites qui forment T s’appliquent sur S(Y).
Donc, F~1(w) se réduit 4 un point si w€Y —S(Y) ousi w=0,
et contient deux points dans le cas contraire. Alors, u =1 et, pour-
tant, il y a des points avec deux préimages (proches a 0).
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On supposera dorénavant que 0 est un point normal de Y.
On peut alors supposer Y normal ([3] 45.28).

Soit f une fonction analytique dans U. Par une construction
standard associée au revétement (1.5) on définit un polyndme

P(w,T)=T" + a(w)T* 1+ ...+ a,(w)
dont les racines, pour chaque w €Y' — D, sont :
f(z),...,f(z,) oo Fl(w)={z,,...,2,}.

Les a; sont des fonctions analytiques dans Y, a cause de la
normalité. En particulier, P,(F(z), f(z)) =0 dans X.

Soient A =0y, et B=0y, les anneaux locaux et soient
K, L leurs respectifs corps de fractions. Par composition avec F
on obtient des inclusions BC A et L CK. Ce qui précéde montre
que chaque élément de A satisfait une équation de degré u sur
L et que chaque élément de A est entier sur B. Donc, [K:L]<pu
et:

(1.8) B est intégralement clos et A est contenu dans la cloture
intégrale de B dans K. En particulier, A est un B-module de
type fini.

Supposons que [K:L]<pu. Soit {w,} une suite de points
de Y — D telle que limw, = 0. Par le théoréme de Baire, il
existe g: CN — C linéaire telle que g prend des valeurs toutes
différentes sur les p points de F"(wk) pour tout k=1,2,...
Par (1.8) le polyndme minimal sur L du germe g de g en 0 a
tous ses coefficients dans B. Alors, ce polynome ne peut pas avoir
degré inférieur a u, ce qui est une contradiction. Donc,

(1.9) [K:L]=u.
D’autre part, observons que :

(1.10) P.(T) = T +a, T¢ '+ .+ a, est le polynome carac-
téristique de f sur L (Si g est une fonction, on note g son germe
en 0). ”

En effet, si Po(w,T)=Q;(w,T).Q,(w,T) et Q,,Q, sont
premiers entre eux considérés comme polyndmes a coefficients dans
B, alors Q; et Q, n’auraient pas de racine commune en dehors d’un
sous-ensemble analytique propre. Mais si, par exemple, Q,(w, f) =0,
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alors tous les f(z,),..., f(z“) (oo Fl'(w)= {zy,..., zﬂ}) sont
des racines de Q,(w,T) =0. Alors Q,(w,T) =0 (et, donc, aussi
Pr(w, T) = 0) aurait des racines différentes de f(z,),..., f(z“) ,
ce qui est absurde, a moins que son degré soit nul.

(1.11) PrROPOSITION. — Supposons que le germe de X en 0 soit
une intersection compléte et que O soit non-singulier dans Y.
Alors p = dimg A/MRA ou WM est 'idéal maximalde B.

Démonstration. — En effet, dans ce cas A est un anneau de
Macauley et B est un anneau régulier. Alors ([1] Théoréme 25.16)
A est un B-module libre de rang u.

(1.12) L’hypothése que X soit une intersection compléte est im-
portante pour la validité de (1.11). Par exemple, considérons les
équations :

(2zy — z,)* — zg =0 1))

z,2, + (223 — 2,)z3; = 0. 2)

Elles définissent un ensemble analytique Z dans C*. Il est évi-
dent que Z n’est pas contenu dans z, =0 au voisinage de O.
En plus, comme (1) est irréductible en O et (2) n’est pas mul-
tiple de (1), chaque composante de Z en 0O est de dimension 2.
Soit X une composante de Z en 0 qui ne soit pas contenue dans
z, =0. De (1) et (2) on déduit 2z2z2 = z3z2. Donc, tout point
de X satisfait :

2,22 - 22 =0. 3)

On en déduit que les classes z,,z, de z,,z, dans A=0y,
constituent un systéme de paramétresde A.
De (1) et (2) on déduit

22,2, —_12+73 + 2z,z, =0.
C’est-a-dire,

@z, - )7, = = + 25,7,
dans A. Pour prouver que A n’est pas un anneau de Macauley
il suffit de prouver que z, ne divise pas 2z, —z, dans A. Sup-
posons que 2z, —z; =az, avec € A. Alors, par (1): z, = o?
puisque A est intégre. Donc, a € 4, idéal maximal de A. En
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particulier, z, €42 Par (2): z, = — az,. Donc, z, E#?. Comme
2z, —z, = az, &#* on aurait que z, engendre # modulo A *
sur C = A/#. Alors # serait principal, par le lemme de Nakayama,
ce qui est absurde puisque dim A = 2. Alors A n’est pas de
Macauley.

On en déduit ([1] Théoréeme 25.16) que A n’est pas un
module libre sur B = (0(:2’0 (A contient B a travers la projection
F(z,,2,,2;3,2,) =(2,,2,)). Si on avait u = dimg AJMA, par
le lemme de Nakayama, A serait engendré par u éléments comme
B-module. Mais alors ces u éléments seraient indépendants, ce qui
entrainerait A libre comme B-module.

2. Le lemme auxiliaire.

Soit F: X —Y une application analytique entre les en-
sembles analytiques X,Y. Soit a€ X, b =F@€Y. Soit
G:(C",0) — (C", 0) une application ar:alytique locale.

(2.1) DEFINITION. — On dit que G est un modéle local de F en a
s’il existe des voisinages U, ,V, de 0 dans C" et U,,V, de aet
b dans X et Y respectivement et des isomorphismes o : U, — U,
B:V,—>V, de telle facon que «(a) =0,B(®) =0, G(U,) CV,,
F(U,)CV, et que le diagramme :

Ua —F‘——> Vb
o l 6
Uy ——> Vo

soit commutatif.

(2.2) LEMME. — Supposons que X et Y soient des variétés ana-
lytiques connexes de la méme dimension n. Soit a€X, bEY
et F:X—>Y une application analytique avec F(a) = b et de
type finien a.

Soient S, T des sous-variétés analytiques de dimension n —1
de X,Y respectivement telles que a€S et bET. Supposons :
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i) F(SYCT et F:S — T est injective, ii) F est réguliére en tout
point de X —S. Alors F admet comme modéle local en a
I’application

G:(C",0)~> (C",0), G(z,,...,2,)=(2%,23,...,2,), q = deg,F.

Démonstration. — De dim S = dim T et de (i) on déduit que
F[S:S — T est un isomorphisme local en a. Soit w,,...,w,
un systéme de coordonnées de Y en b tel que T est donné, au
voisinage de b par I’équation w, = 0. Alors on peut compléter

2z, =w,oF, z; =w;0F,..... 4 un systéme de coordonnées
Zy,..., 2, de X en a tel que z, =0 est I’équation locale de
S en a. Dans ces systémes de coordonnées les équations locales
de F sont: w, =f(z,,...,2,), wy, =2,,...,w, =2,. Obser-

vons que f(0,z,,...,2,)=0. Alors f=2zlg ol g=>1 et g
est analytique au voisinage de O et n’est pas divisible par z,.
D’aprés la condition (ii), 9f/0z, #0 si z, # 0, au voisinage de
0. Observons que :
df/dz, = qzi7'g + z%0g/0z, = 297" (qg + z,0g/dz,).

Supposons que g(0) =0. Alors I’ensemble des zéros de qg + z,0g/0z,
au voisinage de 0 est non-vide et contenu dans I’hyperplan z, = 0.
Donc, cet ensemble coincide avec z;, = 0 au voisinage de 0, ce

qui est absurde parce que z, ne divise pas g. Ceci nous dit que
g(0) # 0. On change de coordonnées au voisinage de a :

G =2, V8, 6 =2,,...,¢, = 2,

et les équations de F deviennent :

w, =8, w,=¢,,...,w, =¢,.

Il est évident que g = deg,F.

(2.3) LEMME AUXILIAIRE. — Soient X,Y des ensembles analytiques
normaux. de la méme dimension n en chaque point. Supposons que
0€EX, 0€EY et soit F: X—Y une application analytique avec
F(0) = 0 et de type fini en 0. Alors il existe des voisinages U,V
de 0 dans X,Y respectivement et un ensemble analytique Z dans
V tels que :

i) FU) CV;

i) dimzZ<n-2;
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iii) F admet en tout point de U — F~Y(Z) une application
du type : (z,,...,2,) — ((2,)%,2,,..., z,) comme modéle local.

Démonstration. — D’aprés la normalité on a pour les ensembles
singuliers : dimSX)<n -2 et dimS(Y)<n — 2.

On a vu qu’au voisinage de 0 il existe des ensembles analytiques
X, CX, Y, CY dedimension < n — 1 telsque

FIX-X):X-X,— Y -Y,

est un revétement d’ordre u entre des variétés analytiques. Dans
chaque point de X — X, , F admet l'identité comme modéle local.

Soit T une composante de dimension n —1 de Y,. Soit S
une composante de dimension n — 1 de F~(T). Alors, par (1.5)
appliqué a F:(S,0)— (T,0), il existe un sous-ensemble ana-
lytique Tg de T telque dim Tg <n — 2 etque

F:S—F ! (Tg) — T - Ty

est un revétement entre des variétés analytiques. On peut supposer
aussi que Tg contient lintersection de T avec les autres compo-
santes de Y,, l'image par F de Pintersection de S avec les autres
composantes de X, et I'image par F de la réunion des compo-
santes de dimension <n —2 de F~!(T). Alors F admet, au voi-
sinage de chaque point de S — (F~'(Tg U S(Y))U S(X)) une ap-
plication du type voulu comme modéle local, d’aprés (2.2).

Pour compléter la démonstration on prend Z égal a la réunion

de tous les ensembles Tg, plus S(Y), plus F(S(X)), plus la réu-
nion des composantes de Y, de dimension <n —2.

3. La dualité locale.

Dans ce paragraphe on donnera une construction du mor-
phisme de dualité f,f': O®x —> 0y . Nous reprenons la situa-
tion du début du § 1. Nous supposerons, en plus, dans tout ce pa-
ragraphe que :

B3.1)i) dimSX)<n -2 et ii) Y est normal.

Soient X' et Y' les ensembles introduits au § 1. Par les hypo-
théses (3.1) on a: dim X —-X")<n-2 et dim(Y -Y)<n-2.
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Le jacobien de F|X':X' —> Y' définit un diviseur & dans
la variété analytique X'. Soit & C‘Dx,o = A [lidéal des germes
de fonctions analytiques f dans X au voisinage de 0 telles que
le diviseur de f|X' soit (au voisinage de 0) un multiple de & .
Comme au § 1 on considére B =0 y,0 comme sous-anneau de A.

(3.2) PROPOSITION. — [l existe h€B et J € F tels que :

a) L’intersection de l'ensemble des zéros de h|Y' avec len-
semble des valeurs critiques de F|X' est contenue, au voisinage de
0, dans un sous-ensemble analytique de Y de dimension <n — 2.

b) Soit X, le sous-ensemble ouvert de X' définipar ho F#0.
Alors, au voisinage de 0, le diviseur de ] IXﬁ, coincide avec la res-
trictionde & a X, .

Dans ces conditions, si X est lui aussi normal, alors &, est
principal dans Ay avec générateur J, ou M est le sous-ensemble
multiplicatif de B engendré par 4. En plus, si A est un anneau
de factorisation unique, alors il existe IE F tel que & est le divi-
seur de J|X', au voisinage de 0 ; et & est principal engendré par I

Démonstration. — Soit C le sous-ensemble de X introduit
au § 1. Comme dans (1.4) on a que CNX' est le support de & .
Soit :
(3.3) D = F(C)

le lieu discriminant de F. Soit E = F~!(D). Alors E est un sous-
ensemble analytique propre de X qui contient C. Soient E,,..., E,
les composantes de E en 0 qui ne sont pas contenues dans X — X'.
D’aprés (1.4) toute composante de C en 0 qui ne soit pas contenue
dans X — X' est une des E,-. On peut donc supposer que E,,..., E,
(s < k) est ’ensemble des composantes de C qui ne sont pas conte-
nues dans X — X'.

On voit facilement que dimE, =n -1 pour 1<j<k.

Choisissons pour chaque j=1,...,k un point zI.EE,.ﬂX'
qui soit point non-singulier de E. On peut les choisir de telle
facon que l'ensemble {z,,...,z,} soit saturé par F (c’est-a-dire,
F“(F(z,.))C{zl,...,zk} pour tout j). Par un changement li-
néaire de coordonnées, on peut supposer que les espaces tangents

\

a X' dans z,,...,2, et a Y dans F(z,),...,F(z;) se projec
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tent tous bijectivement sur 'espace des n premieres coordonnées.
Cela implique que si (z!,...,2zN) sont les coordonnées dans CN
alors (z',...,z") forment un systéme de coordonnées de X' au
voisinage de chaque z; et de Y' au voisinage de chaque F(zj).
Dans ces conditions, on définit J comme étant la restriction a
X du jacobien :

9(G,,...,G,)

o(z!,..., z")

ou G,,..., Gy sontles composantesde G.

Observons que J est le jacobien de F au voisinage de chaque
point z,,..., z, . En particulier, J # 0.

Vérifions que JEF. Soit 2 le diviseur de J|X'. Si & ne
divise pas 2 alors & |(X' — S(E)) ne divise pas 2 |(X' — S(E)),
puisque dim S(E)<n —2. Mais le support de & |(X' — S(E))
est la réunion des E; =E; — S(E) (j=1,...,5), qui sont des va-
riétés connexes disjointes. Comme z; € E,’ , le coefficient de Ej
dans l'expression (additive) de & est le méme que dans celle de 2,
ce qui implique que £ (X' — S(E)) divise 2|(X' — S(E)).

Le méme raisonnement prouve que J ne s’annule pas sur
E;+1,..., B (puisque le jacobien de F en z,,,...,z;, n’est pas
nul) et que si 569’ alors E'l,...,E;c ne sont pas de podle de
(g/MIX' — SE).

Soit f une fonction analytique sur X nulle sur X — X' et
nulle aussi sur toutes les composantes du sous-ensemble J =0 de
X différentes de E,,...,E; et telle que f(z,) #0,..., f(z,) #0.
(Rappelons que, d’aprés la définition de J, au voisinage de chaque
z; la fonction J ne s’annule que sur E;). Soit & = Ny, (f) ou
K et L sont les corps de fractions de A et B respectivement

(voir § 1). Alors, h €B etd’aprés (1.10) ona :
h(w) = T f(u)’
j=1

si F7'(w) = {u,,...,u,} et deg“iF =5;. On en déduit que hoF
s’annule sur tout point z tel que:

z€X' —(E,U...UE)) et J(z) =0.
En plus, A(F(z,)) #0,..., h(F(z,)) #0 puisque {z,,..., 2z}
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est saturé par F. Alors A ne s’annule sur aucune composante de
D de dimension n — 1. Ceci démontre (a).

Par la définition de A, le support du diviseur de J|X} est:
X;, N, U....UE)); cet ensemble est aussi le support de & 1X, .
Donc, dans 'ouvert X;, — S(E) 1la restriction de & et du diviseur
de J ont le méme support: Iensemble X; N(E;U...UE)).
Mais E; a le méme coefficient dans le diviseur de J que dans &,
puisque z; €E;. Donc, le diviseur de J|(X;, — S(E)) coincide
avec & (X}, — S(E)). Comme dim S(E) <n — 2, on obtient (b).

Supposons maintenant que X est normal. Soit geﬁ, Alors
g/J est analytique sur X;, d’aprés (3.2b). On en déduit que A™g/J
est analytique sur X' pour m assez grand, au voisinage de O.
Comme X est normal on obtient que g’ = h™g/] est analytique
au voisinage de 0 ([3] 45.22iv). Alors, puisque g =(g'/h™J] on
a prouvé (3.2¢). ~

Supposons maintenant que A est un anneau de factorisation
unique. L’idéal de chaque E; dans A est alors principal : soit g;

un générateur de cet idéal. Ecrivons : J = u;(g;)" pour j=1,... k,
ou m; > 0 et y; n’appartient pas a I'idéal de E;. Soit

T m

J=1(g)" ... (&)~

Comme J est équivalent au jacobien de F:X'—> Y' au voisi-
nage de chaque z;, on aquele coefficient de E;N X' G=1,...,5)
dans Pexpression additive de & est le méme que dans celle du di-
viseur de J|X'. Comme tous les deux ont support E; U...UE_,
on obtient la premiére assertion de (3.2d). La deuxiéme se prouve
comme (3.2c¢).

(3.4) On supposera dorénavant, en plus des hypothéses du début
de ce paragraphe, que X est normal.

La proposition 3.2 avec le théoréme suivant constituent le
Théoréme de dualité locale.

(3.5) THEOREME. — Soit h€B (h #0) tel que F\y soit un idéal
principal dans Ay, ou M est lensemble multiplicatif engendré
par h (voir (3.2). Soit J € & un générateur de & ;. Alors,

a) TrgL (f/:[) € By pour tout fE€ Ay
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b) Homgy (Ay, By) est un Ay-module libre de rang un ayant
comme générateur .

f— T (FID), FE Ay -
Soit A* = {0 €K: Trg,L(af )€ B pourtout f€ A},
Alors ACA*CK et A* est un A-module. Puisque K/L

est séparable, A* = Homg(A,B) comme A-modules, canonique-
ment. Ceci étant, le Théoréme 3.5 se déduit de la suivante :

(3.6) PROPOSITION. — A* = {a €K : « FC A}.

Démonstration de (3.5) d partir de (3.6). — On définit (A,)*
de facon analogue & A* et on vérifie que (A*)y = (Ap)* (1.8).
On déduit de cela et de (3.6) que :
(Ay)* = (A%)y = {0 EK : afFy C Ay}

puisque I'idéal # a une base finie. Il en résulte que (Apy)* est un
Ap-module libre de rang un engendré par 1 /;[ . 11 suffit alors d’ap-
pliquer 'isomorphisme canonique de Apy-modules :

(Ay)* = Homg, (Ay, By).

(3.7) COROLLAIRE. — Si & est principal, alors A est isomorphe
a Homg(A, B) comme A-module.

(3.8) PROPOSITION. — Dans chacun des deux cas suivants % est
principal :

a) A est un anneau de factorisation unique ou

b) Y est non-singulier et X est une intersection compléte.

Démonstration. — Le cas (a) découle de (3.2).

Pour prouver (b) considérons les équations de X :
fl = Oa'--afN_n = O,

ou fy,...,fn_n engendrent I'idéal de X en OECN. Si z€X'
alors z est non-singulier dans X. Il en résulte qu’il existe un sys-
téme local (§,,...,¢y) de coordonnées en z dans CN tel que
$ner =f1s-os N = fuon- Alors- §&,..., ¢, est un systéme local
de coordonnées en z dans X'. Comme Y est non-singulier, on
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peut supposer Y = C". Soit F = (w,,..., w,). Alors, le jacobien
de F|X': X' — C" auvoisinage de z est :

a(w15~"3wn) — a(wla"'awn’fla“':fN_n)

9§y, .-5 ) 0,5 )

=a(wl,...,wn,fl,,..,fN_,,)'
o(zy,..., 2y)

Soit : J

Alors, J est, au voisinage de z dans X', le jacobien de F. Comme
ceci est valable pour tout z€&€ X' on déduit que J engendre & .

(3.9) Exemple. -~ Soit X €C* défini par: z,z; +2z,z, = 0. Alors
X est une hypersurface ayant une singularité isolée a I’origine. En
particulier, X est normal ([3] 45.16-3v).

Soit Y C C5 défini par :
wiyw, — w3 =0 ww, +wyws =0 wyw, + wywy; =0.
Soit F: (X, 0) — (Y, 0) définie par :

— 52
wl—z

2w, =z wy, =2z, w, =23 ws =2,

3

Alors F est de type fini et surjective. Il en résulte que Y est irré-
ductible en chaque point et que dimY = 3. On vérifie que Y est
le quotient de X par I'involution :

(21722923,24) (—Zl,-—zz,23,z4).

Alors, tout élément de B est invariant par cette involution. Réci-
proquement, soit f€ A invariant. Si f(z,, z,, Z;,2z,) est une
série de Taylor qui représente f, on voit que :

(310) f(—Zl,——Zz,Zs,Z“)=f(Zl,Z2,23,Z4)
+8(zy,...,24) (2,25 2,2,)

(3.11) f(z1,2,,25,2,) =uz, +vz, +w

ol u,v et w sont des séries invariantes par l'involution de plus
haut. En remplagant (3.11) dans (3.10) on obtient que uz, + vz,
est nulle sur X. Alors, on peut aussi représenter f par w. Mais

il est évident que w s’écrit comme fonctionde w,, w,, w;, w,, w; .
Alors, fEB.
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Du fait que B est le sous-anneau des invariants de A et que
A est intégralement clos, il résulte que B est intégralement clos.
Alors, Y est normal au voisinage de 0.

Nous allons prouver que Hompg(A,B) n’est pas isomorphe
a A comme A-module. Pour cela, il suffit de prouver que A*
n’est pas engendré par un seul élément. Supposons, par I’absurde,
que A* = Aa. Comme 1 € A*, a =1/f avec fEA.

Soit f(0)# 0. Alors A* = A. Observons que z,/z, € A¥.

En effet, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, 1, z,, z, engendrent A
comme B-module. Il faut donc seulement vérifier que :

Trg (z4/2,) €EB, Trg, ((23/2,)2,) €B, TrK/L((z3/z2)zz) E€B.

Mais K/L est de degré deux et son groupe de Galois est engendré
par: (z,,2,,z,, z4) —(-2z,,—2,,23,2,). Alors:

TrKlL(zs/z2) =0, TrK/L((z3/zz)zl) =2z, et Trg, (z;) = 2z;.

Si A* = A, alors z,/z, €EA, ce qui est impossible, comme on le
voit immédiatement.

Soit f(0) = 0. Comme I/Z”EA* ona:
Ty, (1) = 1f + 1f = Trg, () Ng(f) EB.

De I’équation :
I = T DL+ N () = 0

il résulte que Ny, (f) divise [2_. Clest-a-dire, f divise f. Comme
1/f€ A* ona (enécrivant [ = u[) :

1/(uf) + V/fEB, z,/(uf) — 2,/fEB, z,/(uf) — 2,/f €B.

De la premiére on tire que u + 1 n’est pas inversible, puisque f
ne l'est pas. Alors, ¥ — 1 est inversible. De la deuxiéme et la troi-
sitme on déduit alors que f divise z, et z, dans A. Il est facile
de voir que cela est impossible.

Le lieu discriminant D de F est w, = w, = w; = 0. Soit

=w, . Alors & ne sannule pas sur D. Mais si on localise par

rapport a ’ensemble multiplicatif M engendré par %, on vérifie que
Apy est engendré par 1/z, comme Aj-module.

Nous allons maintenant démontrer (3.6). Pour faire cela, on
prouvera d’abord plusieurs lemmes.
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(3.12) LEMME. — Soient U un ouvert de CN, E un sous-ensemble
analytique normal et connexe de U et S un sous-ensemble ana-
Iytique propre de E. Soit ¢, une suite de fonctions analytiques
sur E qui converge uniformément sur chaque compact de E — S
vers une fonction méromorphe . Alors ¢ se prolonge en une
fonction analytique sur E.

Démonstration. — Comme E — (SU S(E)) est une variété,
¢ est analytique sur E— (SUS(E)). Si a€S est non-singulier
dans S et dans E et si dim,S<n—1, ¢ est analytique au voi-
sinage de a par la normalité de E. Si dim,S=n-1 et a est
non-singulier dans E et dans S, on prouve par application de la for-
mule de Cauchy que les ¢, sont uniforméments bornées au voisi-
nage de a. Donc, ¢ est bornée au voisinage de a et, alors, ¢ est
analytique au voisinage de a par la normalité de E. On a ainsi
prouvé que ¢ est analytique en dehors d’un sous-ensemble ana-
lytique de E de codimension = 2. A nouveau par la normalité,
¢ est analytique.

(3.13) LeMME. — La proposition 3.6 est vraie dans le cas particu-
lier ou X=C", Y=C" et F(z,...,2,)=(2%,2z,,...,2,).

Démonstration. — C’est un calcul direct en observant que, dans
ce cas, & est principal engendré par zf“' .

Soit z€ X. Si on considére F: (X, z) — (Y, w) (w = F(2)),
on peut définir A,,B,,K,,L, ,%,, A, etc. comme on a défini
A,B,K,L,%, A*, etc.

Dans ce qui suit, si g est une fonction dans X, alors g dénote

son germe en 0 et (~g)z son germe en z .

(3.15) LEMME. — Soit g une fonction méromorphe sur X. Sup-
posons que g € A*. Alors, (g), € A¥ pour tout z €X au voisinage
de 0.
Démonstration. — Soit w = F(z). Soit
Fl(w)=1{z, =2,2,,...,2}.

Nous allons prouver que toute fonction analytique ¢ au voisinage
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de z, dans X est limite uniforme, dans un voisinage de z,, d’une
suite {p,} de fonctions analytiques sur X telle que ¢, converge

uniformément vers O sur un voisinage de chaque point z,,..., z,.

Admettons cela pour le moment et observons que, en se ré-
duisant a des voisinages assez petits de 0, toute fonction méro-
morphe sur Y qui soit analytique en 0 et analytique en dehors
de I'image T de I’ensemble des poles de g, est analytique sur Y.

D’aprés (1.10), TTK/L(§‘£,,) est le germe en 0 de la fonction :

V)= 2L (deg,F) g(v)p,(v), uEY ~T,
vEF ()
Alors, puisque §€A*, Y, est analytique sur Y—-T et en O.
Donc, ¢, est analytique sur Y.

Dans un voisinage de w, Y, converge uniformément sur tout
compact du complémentaire de T (puisque F est propre) vers une
fonction qui représente Ter /L, (g @)zl, d’aprés le choix de la

1 1 T~

suite {g,}. Alors, Ter /L, (ggp)z1 €B,, par (3.12), ce qui im-
1 1 ~
plique (g)z1 € A;"1 .

Il reste a prouver l'assertion de plus haut. Par un changement
linéaire de coordonnées on peut supposer que les premiéres coor-
données a,,...,a, des points z,,...,z, sont toutes différentes.
Soient D;, 1 <j <k, des disques dek centres a; dans C d’adhé-

rences disjointes deux a deux. Alors U D; est un domaine poly-
. . =1
nomialement convexe de C. Considérons :

— . c k D — ( k ) N-1
W=1(z,,...,2y): 2, jt}l ig— jgl D;) xC .
Alors, W est polynomialement convexe dans CN .

On peut supposer que le voisinage U de 0 duquel X est un
sous-ensemble analytique, est un polydisque de CN. Alors U est
polynomialement convexe. Donc, U = UNW Iest aussi. Notons
que: U' =U,U...UU, ou U;=(D;xC""')NU et que les
U,. sont disjoints deux & deux.

Soit a une fonction analytique au voisinage de z, dans cN
qui étend ¢. Soit K; un polydisque compact de centre z, contenu
dans ce voisinage et dans U, . Il est évident que « peut étre approchée
uniformément sur K, par des fonctions analytiques sur U, . Toute
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fonction analytique sur U; s’étend a une fonction analytique sur
U’ nulle sur U,,...,U,. Comme U’ est polynomialement convexe,
cette fonction peut étre approchée uniformément par un polyndme
de CY sur le compact K, UK, U...UK,, od K;CU; est un
polydisque compact de centre z; (G =2,...,k). Tout polyndome
de CN est une fonction analytique sur U dont la restriction 4 X
est analytique sur X. Ceci complete la démonstration.

Démonstration de (3.6). — Soit T D F(X — X') un sousensemble
analytique de Y tel que dimT<n -2 et que F admette une
application du type: (z,,...,2,) — (z‘l’ »Z,,...,2,) comme
modéle local en tout point de X' =X -F XT) (lemme 2.3).
Notons que X" CX' et que dim(X - X")<n-2. On reprend
I’ensemble analytique CC X introduit au § 1. Soient C,,...,C,
les composantes de C qui ne sont pas contenues dans X — X'. On
avu (1.4)que dimC; =n—1. D’aprés ce quonavuau § 1, CNX'
est 'ensemble des zéros du jacobien de F:X'—> Y'. Par la pro-
priété du modele local, il en résulte que CN X' est non-singulier.

Soit a« méromorphe telle que gg’C A . En travaillant dans
des voisinages assez petits de 0, on peut supposer que si f est ana-
lytique sur X et «f est analytique en 0, alors af est analytique
sur X. Soit u€C;NX". Puisque CNX" est non-singulier,
u¢EC, si k#j. On a vu au cours de la démonstration de (3.2)
qu’il existe une fonction analytique # sur X telle que 4 est équi-
valente au jacobien de F au voisinage de u. Soit g analytique
sur X telle que g soit nulle sur kgi C, mais g(u)# 0. Alors
hg™ € F pour m assez grand. Donc, ahg™ €A. Alors, (xhg™), € A*
pour tout z€ X. En particulier, pour z = u. Alors, d’aprés (3.13),
ay, S A: .

Le méme raisonnement prouve que &, €A, = A¥ si u¢C.
Donc, «, € A} pour tout z€ X"

Soit f analytique sur X. Soit w €Y — T et soit
Fl(w) ={z,,..., z;}.
Alors, d’apres (1.10), TrK/L( Ig) est représenté par une fonction dont

le germe en w représente : z Ter L (fcv.)z’,. Comme gziEA;"i
i i

nous avons que: Ter]/Lw(fg)zi €B, . Donc, Trg,;(fa) est
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représenté par une fonction analytique sur Y — T. Puisque Y est
normal, TrK/L(fgt) € B. Ceciimplique que a € A*.

Supposons maintenant que géA*. Alors, par le lemme 3.15,
o, €A} pour tout z€X". D’aprés le lemme 3.13, il en résulte
que o, F, CA, pour tout zE€X". Soit f analytique sur X
telle aue FEF . Alors, d’apres les définitions de & et F, on a
que f, €%, pour tout zE€X". Cela implique «f, €A, pour
tout z€X'. Alors af est analytique sur X" . Donc, puisque X
est normal, af€ A. On en déduit que aFCA.

4. Applications.

Dans la proposition qui suit on se place dans la situation du
début du §1eton suppose que X et Y sont normaux.

(4.1) PROPOSITION. — Supposons ¥  principal, engendré par J.
Alors, JEMA, ou M est 'idéal maximal de B.

Démonstration. — Supposons J EMA . Alors,

J= Zaiﬁi, o €A, B,EM.

1
Donc,

= Trg (1) = Tr (31 = Tryy (T, B,/3) = 6, Tr . (/7).

Mais, d’aprés le théoreme 3.5, TrK/L(oz,./J)EB pour tout i. Alors,
M EM, ce quiest absurde.

(4.2) THEOREME. — Soit G :(CN,0) — (CN,0) une application
analytique locale de type fini. Soit Y un sous-ensemble analytique
normal d’un voisinage de 0 dans CN. On suppose 0EY et
dim,Y = n. On suppose, en plus, que Y n’est pas contenu, au voi-
sinage de O, dans le lieu discriminant de G. Soit Z = G~Y(Y) et
soit X une composante irréductible de dimension n de Z en 0.
Soit T la réunion des autres composantes de Z de dimension n en
0. Alors, si l'anneau local de X en 0 est un anneau de factorisa-
tion unique et si T n’est pas vide on a: dimy(TNX)=n—1.
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Démonstration. — Soit V un voisinage ouvert de 0 tel que
Y soit un ensemble analytique de V et soit U= G (V). Soit
F=G|X, F:X— Y. Alors F est de type fini et on est dans
la situation du début du § 1. Considérons le diagramme commutatif :

—_——
B — = A
ou les fléches horizontales sont des inclusions induites par compo-

sition avec G et F et les fleches verticales ont pour noyaux 2
(idéal de Y dans B) et P (idéal de X dans A) respectivement.

Puisque 0@ uo ©st un 0y ,module libre ([1] theor. 25.16),
tout B-homomorphisme A— B se reléve a un 0y o-homomorphisme
Oy~ 0Oy,. Etudions quels sont les O, , homomorphismes
Oyo 0y, qui passent au quotient et induisent un B-homo-
morphisme A — B. Tout @ , homomorphisme ¢:0y,— 0y,
est de la forme : g Trg u/Ey (fg/J) g€ 0y, pour un fE 0U0
convenable, o J est le jacoblen de G et Ey,Ey sont les corps
de fractions de Oy, et Oy, respectivement (3.5). Pour que ¢
passe au quotient il faut et il suffit que :

TrEU/EV(fg/D € Z pour tout gEP.

Soit X, une composante de T. Comme dim G(X,) =dim X, s
G(X,) n’est pas contenu dans DNY (D = lieu discriminant de
G). Alors, X, — XUG (D) # 9. Soit : z€X, — X UG (D).
Supposons f(z) # 0. Soit g analytique sur U, nulle sur X et
sur tous les points de G !'(G(z)) sauf z. Alors g € P mais
TrEU/EV(~f§/£)$ 2 puisque c’est le germe d’une fonction non nulle

en F(z)€Y (J # 0 en tout point de F~'(F(z))).

Donc, pour que ¢ passe au quotient il faut que f s’annule
sur X, - (XU G (D)), ce qui implique que f s’annule sur X, .
On montre que, réciproquement, si f s’annule sur T alors ¢ passe
au quotient de fagon analogue.

uU,0

Soit o l'idéal de T en 0U0 Alors, on a prouvé que ¢
passe au quotient si et seulement si f€-$z" D’aprés ce qu’on a vu
plus haut, il en résulte un eplmorphlsme o —> Homg(A, B)

7
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compatible avec Oy, —> A pour les respectives structures de
module. Le noyau de cet homomorphisme est & NPB. Donc,
A/ NP = Homy(A,B) comme A-module. D’aprés les hypo-
théses et par (3.7) et (3.8), Homgz(A, B) est isomorphe & A comme
A-module. Alors, & /NP C A est un idéal principal. Comme
A/ANP est 'idéal en A de TNX etque TNX # @ (puisqu’il
contient 0) et que TNX#X, on a: dimy(TNX)=n—1.

(4.3) Remarque et exemple. — Dans ce qui précéde on a montré
que chaque composante de TN X est de dimension n — 1. Pour-
tant, cela ne veut pas dire que lintersection de chaque composante
de T avec X soit de dimension n — 1, comme le montre ’exemple
suivant.

Considérons G: (C®, 0) — (C®, 0) donnée par :
wy = (2, —25) (23 —2¢) wy, =2z, wy=2z,2z,+2z3+ 2
w, =2z, wg=2z +z; wg=2z2+z2.
Elle est de type finien O. Soit Y défini par:

2

w, Tw,w, =0 w, —wyw; =0 wj

—wg = 0.
Si on considére la projection Y —> C3:
(wy,...,wg) — (w,, wy, wy,)

et si on tient compte que O est un point singulier isolé de Y, on voit
que Y est irréductible de dimension 3 en 0.

G~ !(Y) contient les ensembles de dimension 3 suivants :
X, définipar: z,z3 +2,2,=0 2z3=0 2z, =0
X, définipar: zgzg +2,2,=0 z, =0 z3=0.

Pourtant, X, N X, est de dimension 1.

5. Etude algébrique.

Si K est une extension algébrique séparable et finie du corps
commutatif L, on sait que Hom;(K,L) est un K-espace vectoriel
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de dimension 1 engendré par la trace K —> L. Ceci n’est pas vrai,
en général, quand L et K sont des anneaux. Nous allons étudier
ici ce probléme pour des extensions d’anneaux commutatifs, noethé-
riens, intégralement clos.

Soit B un anneau commutatif, noethérien, sans diviseurs de
0 et intégralement clos. Soit L le corps de fractions de B et soit
K une extension algébrique, séparable et finie de L. Soit A la
cloture intégrale de B dans K. Alors A posséde les mémes pro-
priétés que B et il est un B-module de type fini.

Soit A* = {x€K:Tr(xa) €EB pour tout a€ A} ou Tr est
la trace de K sur L ; A* est unsous-A-module de K.

Si M est un sous-ensemble multiplicatif (0¢ M) de B on
définit :
(Am)* = {x€K: Tr(xa) € By, pourtout a€ Ay}
etona: (Ay)* =AY = {x/y:xEA*, yEM}.

En effet, il est évident que Ay C (Ay)*. Soit x €(Ay)*. Soient
a,,...,a, des générateurs de A comme B-module. Alors, il existe
m; EM telque m; Tr(xa;) €B. Donc, (m,...m,) x € A*.

(5.1) THEOREME. — Soient P1,...,8, des idéaux premiers mini-
maux de B. Alors, il existe h€B — U, tel que Ay est un Ay-
module libre de rang 1, ou M est Iensemble multiplicatif engendré
par h.

Si A est un anneau de factorisation unique, alors A* est un
A-module librede rang 1.

(5.2) COROLLAIRE. — Dans les hypothéses du théoréme précédent,
HomBM(AM,BM) est un Ay-module libre de rang 1. Si A est
anneau de factorisation unique, Homg(A,B) est un A-module
librederang 1.

Démonstration. — En effet, Homg (Ay, By) = (Ay)* cano-
niquement.

Démonstration du théoréme. — Soit 0 € A un élément pri-
mitif de K/L et soit DEB le discriminant du polyndéme minimal
de 0 sur L.
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(5.3) Soit x€A, x#0, tel que x '€ A*. Alors, N(x) divise
D dans B (ou N estla norme de K/L).

En effet, dans le B-module libre B[f#] on a la forme bili-
néaire : (a, b) — Tr(ab/x) a valeurs dans B. Donc, le discrimi-
nant de la forme trace est le produit du discriminant de celle-la
par le déterminant de @ — ax, qui est la norme de x.

Nous supposerons dorénavant que I’ensemble $,,...,%, con-
tient tous les idéaux premiers minimaux qui contiennent D.

Soit S=B — U?B Alors Bg C A sont des anneaux de
Dedekind avec un nombre fini d’ 1deaux premiers ; donc, des anneaux
a idéaux principaux. Ag est la cloture intégrale de Bg dans K.
Soient 2 |,...,#, les idéaux premiers de A dont lintersection
avec B est I'un des $,,...,B,. Comme A est noethérien, il existe
hE€S tel que les #/ =(#;)y sont principaux dans A' = Ay,
ou M est l'ensemble multiplicatif engendré par k. Soit oz,-E.”/’j
qui engendre 9’; (j=1,...,5). Si A est un anneau de factorisa-
tion unique, chaque 2 est principal. Dans ce cas, on prend %z =1
et o; générateurde ;.

. ' _ —q4 -q '
(5.4) Si x €A™ alors x = yo, ... a *avec yEA et q; =0.

En effet, soient ¢, = 0,...,9, >0 telsque y =xoc‘:‘ 0::‘

soit de la forme y=c/d, c,dEA’, dQEUQ" Alors, Y€ Ap
pour tout idéal 2 minimal de A’ de la forme # = Z;. Soit 2
un idéal minimal de A’ tel que 2 # g’,’ a1<j < s). Soit
P=2NB (ou B =By). Soit T=B —P. Alors BTCA'T
sont des anneaux a idéaux principaux. Comme x € A'™* ona y € AT*.
Soit y = e/f avec e,f€ Ar premiers entre eux. Soit u € Ay tel
que u=0modf et u=1mode. Posons, pour tout a€ Ay :

Tr(a/f) = Tr(ua/f) + Tr((1 — w)a/f).

On voit que Tr(a/f) € By pour tout aEA}. Comme D est in-
vertible dans By, on a par (5.3) que f est invertible dans Af .
Donc, yEA' CAjp. Alors y €A’y pour tout idéal premier mi-
nimal 2 de A'. Donc, yEA'.

(5.5) Soit x€ A'* de la forme x =ya 9 avec ¢q=0, yEA’,
yEP; . Alors ozj“"GA'*.
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En effet, soit a€ A'. Soit $ un idéal premier minimal de
B'. Soit T=B'—%. Alors By CA; sont des anneaux & idéaux
principaux. Soit # =1 mod cx;' et u=0mody dans Ap. Alors,
de Tr(aozj"q) = Tr((1 — u)aaj”q) + Tr(uaa].‘q) il s’ensuit que
Tr(ao; ?) € Bl = B;B , pour tout idéal premier minimal . Donc,
Tr(ac; ?) €B'. Alors, al€ A'*.

(5.6) Pour chaque j =1,...,s soit 7; le plus grand entier r=>0
telque of " € A'*, qui existe par (5.3). Alors J"'! € A’* ou:

J=aot o
R
Pour le prouver, on prouve par récurrence en k que

-1 . "1 —rg I
ﬁk L A EA™*,

Si k=1, cest par définition. Pour passer de k¥ a k+ 1 consi-

dérons un idéal premier minimal arbitraire  de B’ et soit
T = B' — . Comme plus haut, il existe u € A} tel que :

u=0mod B, et u=1mod(a,,)*".
Soit a € A'. Alors, de

Tr(aB}) = Tr(uafyl)) + Tr((1 — w)aBy.,)

il résulte que Tr(aB;ﬁl)EBT =B?B' Comme ceci est vrai pour
tout B, ona Tr(aB;} )EB. Alors, ! €A™,

Maintenant, pour prouver le théoréme, on va prouver que
A =A’.J7'. DLinclusion A'.J7'CA'* découle de (5.6).
Soit x€A™. Dlaprés (5.4) x =ya;9 ... o% avec y€EA’
et ¢;=>0. On peut supposer aussi que y&fg’j (1<j<y).
Comme yaj—quA'*, on a ozl.—q"EA'* par (5.5). Donc, q; <.
Alors, x €EA'.J7!.
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