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SUR LE THEOREME DE POINCARE-BENDIXSON

par R. MOUSSU et F. PELLETIER

Introduction.

Une des premiéres questions qui se pose lorsque I’on cherche a
classifier qualitativement les feuilletages F' de codimension 1, d’une
variété compacte M” est : quelle est ’adhérence d’une feuille L de F.
Pour y répondre on est amené a étudier les sous-ensembles minimaux
I de F. Ils sont de I'un des types suivants :

i) I est une feuille compacte de F.
ii) T est la variété M” (toute feuille de F est dense dans M).

iii) O est un ensemble minimal exceptionnel s’il n’est pas de
I'un des types précédents.

Comme le montre les exemples classiques de A. Denjoy et R.
Sacksteder, il semble difficile de classifier les feuilletages de M qui
possédent des ensembles minimaux exceptionnels. Il est donc intéres-
sant de connaitre des conditions suffisantes de non existence de tel
ensemble. Rappelons le résultat fondamental suivant :

THEOREME DE SACKSTEDER [16]. — Un feuilletage F de classe
r = 2 d’une variété compacte posséde un ensemble minimal excep-
tionnel seulement s’il a une holonomie linéaire non nulle.

B. Raymond [12] a construit un feuilletage F, de D? x S' qui
posséde un ensemble minimal exceptionnel. Ainsi,tout feuilletage F
d’une variété M> fermée peut étre modifié par tourbillonnement en
un feuilletage F' qui posséde un ensemble minimal exceptionnel. Par
construction F' posséde au moins un cycle évanouissant [8]. Ainsi,
dans la recherche de conditions suffisantes de non existence d’ensemble
minimal exceptionnel pour les feuilletages d’une variété M, il est
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naturel de supposer que ces feuilletages n’ont pas de cycle évanouissant.
Dans [6], il est montré que cette condition est suffisante lorsque
m, (M) est abélien. Un des buts de cet article est d’améliorer ce résultat
avec le suivant.

THEOREME. — Un feuilletage F de classe r > 2, sans cycle éva-
nouissant d’une variété compacte M posséde un ensemble minimal
exceptionnel seulement si w,(M) a une croissance exponentielle
(Définition 1).

En fait, les théorémes 1 et 2 que nous démontrerons sont plus
précis. Le premier répond a une conjecture de Plante [11]. Ils sont
respectivement démontrés dans les paragraphes 2 et 3. Dans le para-
graphe 4 nous appliquons ces résultats a des problémes de classifi-
cation. Enfin,dans un appendice nous démontrons une proposition
sur la croissance de boules dans une variété qui est énoncée dans le
paragraphe 1.

1. Préliminaires sur les fonctions croissances.

Soient f et g deux applications croissantes de R* dans R*. On
dit que f domine g s’il existe des constantes o, § > 0 et 7y telles que

gx)<af(fx +7) pour x€ER'.

Si f domine g et g domine f nous dirons que f et g ont le méme type
de croissance.

DEFINITION 1. — Une application f croissante de R dans R" a
une croissance

i) polynomiale si f est dominée par une fonction polynome.
ii) exponentielle si f domine l'application x — e*.

iii) non-exponentielle si lim inf(f(x))"/* < 1.
X —>00

Croissance des groupes : Soit S = (g,,8,,...,8) un systéme
de générateurs d’un groupe G de type fini. On appelle fonction crois-
sance de G (associée a S) toute application croissante f : R* - R”
telle que :
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“f(n) est le nombre d’éléments de G représentables par des mots
de S de longueur inférieure ou égale a n”.

Il est montré dans [3] que I = lim (f(x))'/* existe toujours
G x —> o0

et que toutes les fonctions croissances de G ont le méme type de
croissance. Ainsi on dit d’un groupe qu’il a une croissance polyno-
miale, . ..

Croissances des boules dans une variété : Soient VP une variété
de classe r > 2 munie d’une métrique riemannienne g compléte et
Vol, , la mesure définie a partir de g sur les sous-variétés de dimension
k de VP. Un sous-ensemble A de V? est de k-mesure nulle s’il existe
une sous-variété W* de V? qui contient A telle Vol, (A) = 0.

DEFINITION 2. — [18] Un domaine ‘standard” D de VP est un
compact qui posséde les propriétés suivantes :

i) lintérieur D de D est une sous-variété de VP de dimension .

ii) la frontiére 0D est la réunion de 2 sous-ensembles 0D, et
oD, tels que :

— 0D, est un compact de (p — 1)-mesure nulle.

— en tout point x € 9D, il existe une carte h : U > R" telle
que h(dD, NU) = R? ™! x{0} et H(UND) = R?~! x (—e0,0].

Dans la suite,on note Vol D et Vol aD respectivement la p-mesure
de D et la (p — 1)-mesure de 0D, . Dans [18] Whitney montre que le
théoréme de Stokes s’applique aux domaines ‘“‘standard”.

Soient a un point de VP, d la distance sur VP définie par g et
B,(R) ={xE€VP/d(a, x) < R}, la boule de centre a et de rayon R
dans V°?.

PrOPOSITION 1. — La boule B,(R) est un domaine standard de
VP pour RER" — A ot A est un sous-ensemble dénombrable de R*
et lapplication

Vol B, : R - R" définie par VolB, : R > Vol B,(R)

a une croissance exponentielle si
lim inf Vol 0B(R)
m in —
K== VolB(R)

ReRT—A



134 R. MOUSSU ET F. PELLETIER

Supposons maintenant que p : V2 - WP est un revétement
galoisien de la variété compacte WP et que la métrique g de VP est
I'image réciproque par p d’une métrique riemannienne g de W?.

PROPOSITION 2. — L’application Vol B, : R* = R" a le méme
type de croissance que le groupe G = w, (WP, p(a))/p(m (V?, a)).

La démonstration de la proposition 1 étant longue et sans
intérét pour la suite, sera traitée dans I'appendice.

La démonstration de la proposition 2 est bien connue lorsque
V? est simplement connexe [4]. Nous allons seulement montrer
comment elle peut-étre généralisée.

Démonstration de la proposition 2. — Soit K C VP un compact
fondamental du revétement contenant a. Identifions G au groupe des
automorphismes du revétement. Alors S, = {heG/hXK)NK # ¢}est
un systéme de générateurs de G et le sous-ensemble

C= (0] h(K)
heG — Sy

est un fermé de V? disjoint de K. Soient » leur distance et & le dia-
métre de K. Alors, kK €N étant fixé si d(a, h(K)) < vk + 8§, h peut
s’écrire comme un mot de longueur k sur Sy. Ainsi une fonction
croissance fx de G construite sur Sy domine Vol B, . Réciproquement,
si € et u sont deux constantes telles que

B,(e)CK et u=>sup{d(a, h(a)), h €Sy}
alors,on a quel que soit # € G de longueur k :

d@,h@) <wk et h(B,(e)TB,(uk + ¢)
On en déduit que Vol B, domine fy puisque :

fx(k)- Vol B,(e) < Vol B,(uk + ¢€) .

2. Conjecture de Plante.

Avant d’énoncer le résultat, précisons quelques hypothéses. Dans
toute la suite nous désignons



SUR LE THEOREME DE POINCARE-BENDIXSON 135

— par M” une variété compacte, de dimension n, orientée, munie
d’une métrique riemannienne g et par 2 la forme volume sur M cor-
respondant a g et a lorientation de M.

— par F un feuilletage de codimension 1, de classe r > 2, de M
qui est transversalement orienté par un champ de vecteurs unitaires X,
normal aux feuilles de F.

— par i, : L<> M Timmersion d’une feuille L de F dans M et
par d; la distance dans L correspondant a la métrique g, induite sur
L par g.

La (n — 1) forme £, sur L définie par :
X

Q =if(xQ) avec ixQX,,...,X,_)=2X,,...,X,-1,X)

3

est une forme volume sur L qui correspond a g . Finalement, a étant
un point fixé de L nous notons

B,(R) ={x€L/d (x, a) <R}

la boule de centre a et de rayon R dans L.

DEFINITION 3. — [9] L’application Vol B, ; R* — R" définie par
Vol B,(R) = f §2, s’appelle la fonction croissance de L en a.
B, (R)
Le type de croissance de Vol B, étant indépendant de a €L
et de g nous dirons dans la suite qu’une feuille a une croissance
polynomiale, ou. ..

THEOREME 1. — Dans un feuilletage F (de classe > 2) qui posséde
un ensemble minimal exceptionnel, il existe au moins une feuille F
qui a une croissance de type exponentiel(}).

Ce théoréeme répond a la conjecture de [11] Il peut essentiellement
étre appliqué aux feuilletages F définis par une action localement libre
¢ : M x G — M d’un groupe de Lie G sur M (voir [10] et [11]) de la
fagon suivante. Soit g; une métrique riemannienne sur G, invariante a
gauche. On peut choisir sur M une métrique riemannienne g telle que
pour toute feuille L de F (orbite de ¢), g5 soit 'image réciproque par
¢/G x{a} (@€ L) de g,. L’application

() En fait, il suffit que F soit de classe = 2 et que pour toute feuille L de F
Pimmersion i; : L <> M" soit de classe C>.
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¢, : G =~ L définie par ¢, (x) = ¢(x, a)

est un revétement et localement une isométrie. Soit B,(R) la boule
dans G de centre e et de rayon R. Alors I'application Vol B, : R" - R'
domine I'application Vol B,. Si Vol B, a une croissance non expo-
nentielle, nous dirons que G n’est pas exponentiel.

Le théoréme précédent permet d’affirmer qu’un feuilletage F
défini par une action localement libre d’un groupe de Lie non expo-
nentiel n’a pas d’ensemble minimal exceptionnel.

COROLLAIRE 1. — Un feuilletage (de classe > 2), sans feuille
compacte est sans holonomie si chacune de ses feuilles a une croissance
non exponentielle. Réciproquement les feuilles d’un feuilletage sans
holonomie ont une croissance polynomiale.

De la remarque précédente et du théoréme de Tischler [17] et
[5] on déduit la généralisation suivante d’un résultat bien connu sur
les actions localement libres de R" ™',

COROLLAIRE 2. — Soit ¢ : G x M* - M" une action localement
libre d’un groupe de Lie non exponentiel (dim G =n — 1). Alors si
¢ n’a pas d’orbite compacte la variété M est un fibré sur S! et G est
un revétement de la fibre type de cette fibration.

La démonstration de ces résultats reposent sur un théoréme de
[10] que ’'on peut énoncer de la fagon suivante.

LEMME 1. — Soit L une feuille de F appartenant a un ensemble
minimal qui posséde la propriété (1) suivante : il existe une suite
{D,} k€N de domaines “standard” qui sont des boules dans L de
centre a € L dont le rayon tend vers linfini avec k telle que

i Vol oD,
k>yw VolD,

Alors, toute courbe transverse a F qui coupe L représente un élément
non nul de H; (M).

En fait, dans [10] le résultat est démontré pour des domaines
“standard” D, qui sont des sous-variétés a bord de M". Mais le théo-
réme de Stokes pouvant s’appliquer sur des domaines ‘‘standard”, il
est facile de voir que la démonstration de Plante est encore valable
dans ce cas.
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Désignons par ¢ : M x R = M, le groupe 4 un paramétre engendré
par le champ de vecteurs X normal 4 F. Soit « un lacet dans une
feuille L, en un point a. L’image réciproque de F par I'application

a:S'xR > M définie par «(0,t) = ¢(x(0), 1)

est un feuilletage F, de S! x R. Nous dirons que I’holonomie qui
correspond a4 a est contractante du coté positif (resp. négatif) s’il
existe € > 0, tel que S' x {0} est la seule feuille compacte de F qui
coupe S' x [0, €) (resp. S' x (—e, 0]).

LEMME 2. — Soit o un lacet en a dans une feuille L.

i) Si B est une courbe transverse a F qui représente un élément
de w1, (M, a), il existe une courbe v, transverse d F, homotope a o - f.

ii) Si L n’est pas propre et si o a une holonomie contractante
d’un coté au moins, il existe une courbe 7y transverse a F qui coupe
L et qui est homologue a zéro dans M.

Démonstration. — La premiére partie de ce lemme est démontrée
dans [5] page 26. Supposons maintenant que « a une holonomie con-
tractante du coté positif et que a(8y) = ¢(6,, 0) = a. Une feuille de
F qui coupe {6,} x (0,€) vient s’enrouler en spiralant autour de
S' x {0}. Ainsi, par tout point b = ¢(a, t) avec 0 <t < e il passe
une courbe § transverse a F qui est homologue a «. Puisque L n’est
pas une feuille propre on peut supposer que b est un point de L.

Soit ¢ un chemin dans L qui joint a et b. Le laceta’ = ¢ - a - ¢!
représente un élément de 7, (M, b) et il est homologue a la courbe
transverse 8. D’aprés la premiére partie du lemme il existe une courbe
~v transverse 2 F homotope 4 o . B~". Cette courbe est donc homologue
a zéro et elle coupe L en b.

Démonstration du théoréme 1. — Supposons que F posséde un
ensemble minimal exceptionnel J1T. Le théoréme de Sacksteder implique
qu’il existe un lacet o dans une feuille L de 9T qui a une holonomie
linéaire non nulle. Puisque L n’est pas propre et que I’holonomie cor-
respondant a « est contractante, il existe d’aprés le lemme 2 une courbe
transverse a F qui coupe L et qui est homologue a zéro.

Le lemme | implique que L ne posséde pas la propriété (1). On
peut en particulier affirmer que
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Vol 3B, (R)

lim inf ———

R >0 Vol B, (R)
ReRT -A .

La feuille L a une croissance exponentielle d’apres la proposition 1.

Démonstration du corollaire 1. — Puisque F ne posséde pas de
feuille compacte, ni d’ensemble minimal exceptionnel chacune de ses
feuilles appartient 4 un ensemble minimal (voir 'introduction).

Supposons que F ait une holonomie non nulle. Il existe au moins
un lacet o dans une feuille L de F qui a une holonomie contractante
du coté positif ou du coté négatif. Le raisonnement de la démonstration
du théoréeme 1 implique que L a une croissance exponentielle.

La réciproque est une conséquence immédiate de la proposition 3
du paragraphe suivant.

Remarque 1. — Dans les exemples classiques de feuilletages F
ayant un invariant de Godbillon-Vey non nul, les feuilles de F ont
une croissance exponentielle. Il serait intéressant de savoir si la non
nullité de Vinvariant G.V. pour un feuilletage F est liée a I’existence
dans F d’une feuille qui a une croissance exponentielle.

3. La m, -croissance des feuilles.

Dans tout ce paragraphe nous ne considérons que des feuilletages
sans cycle évanouissant. Rappelons un résultat de [8]. Un feuilletage
F de M (compacte) n’a pas de cycle évanouissant si et seulement si :
quelle que soit la feuille L de F et a € L, le morphisme :

ip m(L,a)=> m,(M,a)

est injectif. Nous considérons alors que m (L, a) est un sous groupe
de m, (M, a).

DEFINITION 4. — Soit L une feuille de F et a un point de L. Nous
dirons que L a une m -croissance non exponentielle (resp. polynomiale),
si w, (L, a) posséde un sous groupe H distingué dans m, (M , a), tel que
7, (M, a)/H ait une croissance non exponentielle (resp. polynomiale).
Dans le cas contraire nous dirons que L a une w,-croissance expo-
nentielle.
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Le type de m -croissance d’une feuille L est indépendant du
point a € L choisi pour le définir. Il est bien connu qu’un feuilletage
sans holonomie n’a pas de cycle évanouissant et que,pour chacune de
ses feuilles L, 7, (M)/m, (L) est un groupe abélien. Tout groupe abélien
ayant une croissance polynomiale, toutes les feuilles d’un feuilletage
sans holonomie ont une 7, -croissance polynomiale.

THEOREME 2. — Dans un feuilletage F (sans cycle évanouissant)
qui posséde un ensemble minimal exceptionnel, il existe au moins une
feuille qui a une w,-croissance exponentielle.

COROLLAIRE 3. — Un feuilletage F (sans cycle évanouissant) sans
feuille compacte est sans holonomie si et seulement si ses feuilles ont
une w,-croissance non exponentielle (ou polynomiale).

Ces deux résultats sont des conséquences immédiates de ceux du
paragraphe précédent et de la proposition suivante qui lie la croissance
et la m,-croissance d’une feuille.

PRroPOSITION 3. — Soit L une feuille d’un feuilletage F (sans cycle
évanouissant) et a un point de L, alors la mw -croissance de L domine
la croissance de L (de Vol B,). Plus précisément, si H est un sous-
groupe de w, (L, a) distingué dans n, (M , a) toute fonction croissance
du groupe quotient n, (M , a)/H domine la fonction croissance Vol B,
de L.

La réciproque du corollaire 1 est une conséquence évidente de
cette proposition et du fait que toutes les feuilles d’un feuilletage
sans holonomie ont une m,-croissance polynomiale.

Plante a démontré la proposition 3 dans le cas particulier H ={e}.
Dans le cas général la démonstration se faisant de la méme fagon nous
n’en indiquerons que les grandes lignes.

Démonstration de la proposition 3. — Soit p : M —> M le revé-
tement galoisien de M associé a H. Désignons par l:", 5(, ?, Q, g les
images réciproques par p de F, X, ¢, §2, g (voir paragraphe 1). Soit L
une feuille de F et a un point de L.

La restriction de p a la feuille LdeF passant par a € p~1(a) est
un revétement qui est localement une isométrie pour les métriques



140 R. MOUSSU ET F. PELLETIER

g, et gi (induites par g et g sur L et L respectivement). Soient B, (R)
et D;(R) les boules de centre & et de rayon R dans L et M respecti-
vement. Nous avons quel que soit RER"

B,(R)C p(B;(R)) et VolB,(R)< Vol B,(R)

D’autre part, il résulte de la proposition 2 que toute fonction crois-
sance de m; (M, a)/H domine I'application, Vol D; : R = Vol D,;(R).

Ainsi, pour achever la démonstration, il suffit de montrer I’exis-
tence d’une constance o > 0 telle que

o -VolB,(R) < VolD;(R + 1) (2)

Un raisonnement de Plante [9] permet de montrer cette inégalité si
Paffirmation suivante est vraie :

A) La restriction de ¢ a B,(R) x [- 1, 1] est un plongement
dans D;(R + 1). En effet on a alors :

1 -
VoI Dy(R + 1) > Vol g(By(R) x [~ 1,1 = [ [ iy aar

-

Ainsi il existe une application g : M - telle que

R*
1 oA _
‘/"3&(“) ‘/:1 lxﬂdt _~/|; (R)

La compacité de M implique que pour x € M :
gx)=Z2a>0 e VolD;(R + 1)=aVolB,;(R)

Pour démontrer I’affirmation A, démontrons tout d’abord que ¢/£ x R
est un plongement de L x R dans M. II suffit pour cela de montrer que
toute trajectoire ¢x de ¢, passant par un point x € L ne recoupe pas
L en un point x, distinct de x. Supposons le contraire et soit ¢ un
chemin dans L qui joint x, et x et qui passe par le point de base a.
En lissant le lacet ¢ -d3x/[0,tl], ou ¢(x, t;) = Xx,, on obtient une
courbe § passant par a qui est transverse au feuilletage F.

La projection § =p o B est une courbe transverse 3 F qui re-
présente un élément de p (7w, (M ,a) =HCx (L,a). Soit alors a un
lacet en @ homotope a §. D’aprés le lemme 2, il existe une courbe vy
transverse & F, homotope 4 o' - f ~0 € n, (M, a). S’il en était ainsi
le feuilletage posséderait au moins un cycle évanouissant. Il nous
suffit maintenant de montrer que
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¢(B,(R) x [-1,1DCD,R + 1)

Soient d et d; les distances dans M et L. Le champ de vecteurs X
tangent a ¢ étant unitaire on a pour (x, )€ B,;(R) x [-1,1]

d@,¢(x,n)<d@,x)+t<dp@ x)+t<R+1

4. Applications.

a) Feuilletages des variétés fibrées sur S* de fibre T" ~*

Soient f un difféomorphisme de T"' et T} le fibré sur S' de
fibore T™ ' obtenu en identifiant T" ' x {0} et T" ! x {1} dans
T ! x [0, 1] par f. Le difféomorphisme f est homotope au difféo-
morphisme “linéaire” f défini de la fagon suivante :

Soit ?# 'endomorphisme de R”™! qui prolonge I’homorphisme
fu: T, (T = 7, (T =2""" et p: R""' > T" !Tapplication
de revétement canonique. Alors f est déterminé par la relation
p o ]—"# = 7 o p. Avec ces notations nous avons le lemme suivant[3]:

LEMME 3. — Le groupe fondamental de T a une croissance poly-
nomiale si toutes les valeurs propres de f# ont un module égal a 1.
Réciproquement, si une valeur propre de f, a un module distinct de 1,
7, (T;) a une croissance exponentielle.

COROLLAIRE 4. — Soit f un difféomorphisme de T"™! tel que les
valeurs propres de f# sont toutes de module égal a 1. Un feuilletage F
sans cycle évanouissant de T, n’a pas d’ensemble minimal exceptionnel ;
de plus, s’il ne posséde pas de feuilles compactes c’est un feuilletage
sans holonomie.

Soient f un difféomorphisme “linéaire” de T? et F, un feuilletage
linéaire de T? (défini par adx + dy = 0) invariant par f. On appelle
suspension de F_ par f le feuilletage de T obtenu en identifiant par f
les feuilletages 1ndu1ts par F, x [0, 1] sur T2 x{0} et T? x {1}. Si
maintenant F est un feullletage de T? x [0, 1], C” tangent au bord
nous notons F, le feuilletage de T3 obtenu en identifiant par f les
feuilles T? x {0} et T? x {1} de F.
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THEOREME 3. — Soient M> un fibré sur S' de fibre T* dont le
groupe fondamental a une croissance polynomiale et F un feuilletage
sans composante de Reeb de M>. Alors il existe un difféomorphisme
linéaire f de T? tel que M> est difféomorphe a Tf3 et tel que

i) F est topologiquement conjugué a une suspension d’un feuil-
letage linéaire de T? s’il n’a pas de feuille compacte.

ii) Si F posséde au moins une feuille compacte, il est topologi-
quement conjugué a un feuilletage Ff'oit F' désigne un feuilletage de
T? x [0, 1] sans composante de Reeb.

Ce théoréme classifie complétement les feuilletages F de M? sans
composante de Reeb puisque les feuilletages de T x [0, 1] sans com-
posante de Reeb sont classifiés par le théoréme 2.II1 de [7].

Démonstration. — D’aprés le théoréme de Novikov [8], F n’a
pas de cycle évanouissant et nous pouvons appliquer le corollaire 4.

i) Si F n’a pas de feuilles compactes, c’est un feuilletage sans
holonomie et toutes ses feuilles sont difféomorphes. Deux cas sont
possibles (voir [5]).

— les feuilles de F sont homéomorphes & R%. Alors M est le
tore T2 et F est conjugué a un feuilletage linéaire a T (voir [14]).

— les feuilles de F sont des cylindres S' x R. Désignons par
TZ une fibre de la fibration de M> sur S'. D’aprés [15] il existe une
C™-isotopie qui rend Tf, transverse 4 F. Le feuilletage induit par F
sur Tf, étant sans holonomie, il est topologiquement conjugué a un
feuilletage linéaire. Ceci entraine le résultat de i).

ii) Soit L une feuille compacte de F. Montrons que L est homéo-
morphe & T?. m, (L) est un sous-groupe du groupe polycyclique 7, M?)
qui posséde un sous-groupe nilpotent H d’indice fini (voir [3] et [19]).
Ainsi w (L) a une croissance polynomiale puisque c’est aussi un
groupe polycyclique dont HNw, (L) est un sous-groupe nilpotent
d’indice fini [19]. Or T? est la seule surface fermée non simplement
connexe dont le groupe fondamental a une croissance polynomiale.

Un raisonnement de [5] page 86 permet alors de montrer I’exis-
tence d’une fibration p : M> = S! telle que le plongement ip:L~— M3
est isotope a celui d’une fibre de p, ce qui implique ii).
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b) Feuilletages des variétés fibrées en cercles et sous-groupes de
Diff"s'.

Soit V”~! une variété compacte. Il ‘est bien connu qu’a toute
représentation ¢ : 7, (V) = Diff” S' correspond une variété M fibrée
en cercle sur V et un C’-feuilletage F de M: transverse aux fibres de
la fibration p : M o = V. Si L est une feuille de F la restriction
pL:L = V.de p alL est un revétement de V.

La construction de F sur M, implique I'existence d’'une métrique
riemannienne g sur M, et gy sur V telle que pour toute feuille L de
F, P'application p/L soit localement une isométrie de L munie de la
métrique g, sur V munie de g. On en déduit que le type de croissance
de L est majoré par celui de w, (V) (voir paragraphe 3).

Réciproquement, soit F un C’-feuilletage d’une variété M fibrée
en cercle sur une variété V qui est transverse a la fibration. Alors F
est C"-conjugué au feuilletage construit par la méthode précédente a
partir de 'homomorphisme d’holonomie globale ¢ : 7, (V) = Dift” s!
associé a F. On en déduit le théoréme suivant qui généralise un ré-
sultat de [11].

THEOREME 4. — Soit F un feuilletage (de classe > 2) d’une variété
M (compacte) fibrée en cercle sur une variété V. Si w, (V) a une crois-
sance non exponentielle ¥ n’a pas d’ensemble minimal exceptionnel ;
de plus,si F n'a pas de feuille compacte, c’est un feuilletage sans
holonomie.

COROLLAIRE 5. — Soit G un sous-groupe de type fini de Diff" S',
r > 2, qui a une croissance non exponentielle et ¢ :

S' x G ~> S'(¢(x, g) = g(x))
laction de G sur S' correspondante. Deux cas sont possibles :

i) Tous les éléments de G ont au moins un point périodique
commun,

ii) G est topologiquement conjugué a un sous-groupe de 0(2).

Démonstration. — Soient V une variété compacte dont le groupe
fondamental est G. Appliquons le théoréme précédent au feuilletage
F, de la variété M; correspondant a linclusion i : G <> Diff”. S' .
Identifions la fibre S; de M, en a avec St.
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La trace d’une feuille L de F est 'orbite (par ¢) d’un point de
LN S;. Ainsi deux cas sont possibles :

i) F a au moins une feuille compacte L. Les points de la trace
de L sur S; sont des points périodiques de tous les éléments de G.

ii) Toutes les feuilles de F sont denses dans M. Alors, un élément
8, €G est un difféomorphisme de S', de classe > 2 sans point pé-
riodique. D’aprés [1] il existe un homéomorphisme # de S' qui
conjugue g, 4 une rotation.

De plus F est sans holonomie. Si L est une de ces feuilles,
7, (M)/m, (L) = G est un groupe abélien. Un raisonnement de Nancy
Kopell [2] permet alors d’affirmer que /# conjugue chaque élément de
G i une rotation.

5. Appendice.

(démonstration de la proposition 1).

Nous utiliserons dans la suite les notations du paragraphe 1
et celles de Kobayashi dans Foundations of Differential geometry
volume 2 — page 96 a 100, c’est-a-dire que nous désignons :

— par C(a) et C(a) respectivement le cut-Locus de @ dans V7 et
T,6V.

a
— par exp lapplication exponentielle de T,V = R” sur VP (de
classe C! au moins).
— par S(R) la sphére de rayon R dans R? et par M S(1) - R*
Papplication définie par : u(X)- X est le point de C(a) sur la 1/2
droite correspondant a X.

— par E la composante connexe de RP — C(a) qui contient
0ER?.

Rappelons que exp/E est un difféomorphisme sur VZ — C(a) et
que C(a) est 'image par exp de C(a).

LEMME 5. — La boule B(R) de centre a et de rayon R dans
VP est un domaine standard de VP sauf pour R € A un sous-ensemble
dénombrable de R".
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Démonstration. — Décomposons dB(R) en les sous-ensembles
0By (R) = 0B(R)Nexp(E) et 8B,(R) = dB(R) N C(a)

Alors, dB(R), 0B, (R), 9B, (R) sont respectivement les images par
exp de

dB(R) = S(R)N E, 9B,(R) = S(R)NE, 3B,(R) = S(R) N C(a)

Puisque 0B (R) est I'image d’une sous-variété de dimension p — 1
par un difféomorphisme, il suffit de prouver que 0B, (R) est un sous-
ensemble de (p — 1) mesure nulle de R? pour R € A.

or 3B 1 (R) est 'image par I’homothétie X - RX du sous-ensemble
u~1(R) de S(1). Un raisonnement élémentaire permet de montrer
que u~1(R) est un sous-ensemble de mesure nulle de S(1) sauf pour
R appartenant 4 un sous-ensemble dénombrable A de R*.

LEMME 6. — Soient RER" — A et Vol dB(R) = Vol,_, 3B, (R)
la (p — 1) mesure de 0B(R). Alors dés que h est suffisamment petit

h
Vol B(R) — VolB(R — k) = 2 Vol 0B(R) 4))
Vol B(R) — Vol B(R — h) < 2k Vol 30B(R) (ID)

Démonstration. — Soient o« > 0 et U un voisinage ouvert de
u~1(R) dont la (p — 1)-mesure est inférieure a €. Désignons par fJ,\
I'image de U par I’homothétiec X = AX de R?. Un raisonnement
simple par I’absurde permet de montrer I’existence de 2, > 0 tel que
pour h < kg,

CR,h) = v 0,0 . v aB, ()
R-h<A<R R-h<A<R
Désignons par C(R, 4) et U, , les images respectives de C(R ,h) et
ﬁx par exp. Il existe des constantes o, § indépendantes de € et 4 tel
que :
VolC(R,h)<a-e-h et Vol, U, <f-€ (nH

Soit maintenant 90B,(R, /) le complémentaire de C(R,h4) dans
B(R) — B(R — &). Son volume se calcule de la fagon suivante

R
Vol 3B, (R , h) = fR_hvmp_l(aBoo\) ~U,)d\ (2)
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Vol (0B, (A) — U,) étant une fonction continue sur [R — #, R], on
peut supposer que pour i < h,

| Vol (@B, (A) — U,) — Vol (@B, (R) — Ug)I <e 3)
De (1), (2) et (3) nous déduisons :
Vol B(R) — Vol B(R — &) = Vol 0B, (R, #) = h - Vol 0B, (R) —
—€h(l1 +P)
ce qui implique (I). De la méme facon nous obtenons II avec :
Vol B(R) — VoIB(R — #) < VolaB,(R,s) + a-e-h <
< hVoloBy(R) + en(l + a +f)

Démonstration de la proposition 1. — Supposons que

.. Vol 0B(R)
lim inf ——— =
R—>> Vol B(R)
ReR* - A

a>0

L’inégalité I implique I’existence d’une suite {R,} telle que pourn €N
«
VOIB(R,) — Vol B(R,_,) >~ (R, — R,_,) VoI B(R,)
avec O<R,-R,_;<hy et Ilim R, =0
n—>o

Cette suite d’inégalités implique

Vol B(R,) — Vol B(R,y) =

R

R
f " Vol B(R) dR

Ro
. R 1
L’application F définie par F(R) = f Vol B(¢) dt est de classe C
Ro

et on a pour R = R

o [R-hg
Vol B(R) — Vol B(R,) = By ‘/;o Vol B(¢) dt

(64
F'(R) > = F(R — ho) + Vol B(R,)
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On en déduit que

aR
Ainsi F(R) domine e? et F'(R) = Vol B(R) a une croissance expo-
nentielle.
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