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Introduction.

Le faisceau des fonctions hyperharmoniques dans R”(n = 2)
vérifie le principe du minimum usuel qui est le suivant :

Pour tout ouvert relativement compact w et toute fonction v
hyperharmonique au voisinage de w, on a :

{v=20 sur WP =2v=>0 sur w)}

On trouve dans Ahlfors [1] p. 237, la définition suivante des
fonctions sousharmoniques(®).

“A continuous real-valued function v(z), defined in a region 2,
is said to be subharmonic in £ if for any harmonic function #(z) in
a region ' C Q the difference v — u satisfies the maximum principle
in Q.7

Ahlfors obtient ainsi trés simplement toutes les propriétés clas-
siques des fonctions sousharmoniques, en particulier le fait qu’elles
forment un faisceau de coOnes convexes vérifiant le principe du
maximum.

Cette définition signifie implicitement que ce faisceau est maximal
parmi les faisceaux (et méme les préfaisceaux, voir plus loin) de cones
convexes de fonctions continues vérifiant le principe du maximum ;
elle signifie en outre que le faisceau des fonctions sousharmoniques
est 'unique faisceau maximal de cones convexes de fonctions continues
vérifiant le principe du maximum et contenant le faisceau des fonctions
harmoniques.

En réalité, Ahlfors utilise le principe du maximum spécial au cas
classique, mais on pourrait voir facilement que 'on aboutirait aux
mémes conclusions avec le principe du maximum correspondant au
principe du minimum cité au premier paragraphe.

(*) 0w désigne la frontiére topologique de w.

(®) Sousharmoniques et principe du maximum au lieu de surharmoniques et
principe du minimum.
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Nous étudierons ainsi des préfaisceaux(*) de cones convexes de
fonctions s.c.i. > — o0, maximaux parmi ceux qui vérifient le principe
du minimum énoncé au premier paragraphe. Nous verrons que le cri-

tére d’appartenance a un préfaisceau maximal en ce sens est formel-
lement identique au critére de surharmonicité de la définition d’Ahlfors.

Considérons maintenant le faisceau de la théorie axiomatique de
Brelot des fonctions hyperharmoniques sur R, associé a I’équation
différentielle : »" + y = 0. Ce faisceau vérifie le principe du minimum
suivant :

Pour tout intervalle Ja, b[ (a <b) de longueur b —a <, et
toute fonction v hyperharmonique au voisinage de [a, b], on a :

{(v=20 sur {a}U{b}=0v=>0 sur [a,b]}

Cette propriété est fausse si b — a > .

On obtient ainsi un exemple simple de faisceau qui ne vérifie pas
le principe du minimum sur tout ouvert relativement compact, mais
seulement sur les ouverts d’une base.

On peut songer a généraliser la notion de principe du minimum
dans une autre direction : en effet, sur I’espace R? x R? le faisceau
des fonctions s.c.i. hyperharmoniques en chaque variable vérifie le
principe du minimum suivant :

si w = a x f est un polydisque, et si v est une fonction sépa-
rément hyperharmonique au voisinage de &, on a :

(v=0 sur daxdp=0v=0 sur @w=ax B}

On est ainsi amené & étudier la donnée d’un faisceau vérifiant le
principe du minimum relativement 4 une base @ formée d’ouverts
relativement compacts w pour chacun desquels on s’est donné. une
partie fermée non vide w* de la frontiére topologique de w.

Par abus de notation, nous écrirons B = {(w , w*)}.

(*) Sur un espace topologique §2, un préfaisceau d’ensembles de fonctions numé-

riques & valeurs dans R =[—eo, + oo] est la donnée, pour chaque ouvert U
d’une partie F(U) de RY, 1a condition de restriction suivante étant réalisée :

fes)

e gV
V ouvert CU >=' fivestv)
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Les trois faisceaux ci-dessus ont la propriété commune suivante :
chacun d’entre eux est maximal dans I’ensemble des préfaisceaux
(3) de cones convexes de fonctions s.c.i. > — oo, vérifiant le méme
principe du minimum relativement a la base donnée.

Dans toute cette étude, la notion de préfaisceau est beaucoup
plus maniable que la notion de faisceau, c’est pourquoi nous I'utilisons ;
cependant, nous verrons que des conditions simples trés souvent réa-
lisées entrainent que la plupart des préfaisceaux maximaux sont des
faisceaux.

Nous avons vu que la notion de préfaisceau maximal se trouvait
déja implicitement dans Ahlfors. Par contre, I'idée de maximalité
appliquée non pas aux préfaisceaux, mais aux cones convexes de fonc-
tions sur un méme ouvert, a déja été explicitée (Helms [14]) puis
étudiée en détail (Mokobodzki-Sibony [20]) : a partir d’un cdne
convexe maximal S de fonctions s.c.i. bornées, sur un espace loca-
lement compact €2, vérifiant le principe du minimum usuel (i.e. sur
tous les ouverts relativement compacts avec leur frontiére topologique),
Mokobodzki et Sibony construisent un faisceau & de cdnes convexes
de fonctions s.c.i. bornées, tel que $(£2) = S, et tel que chaque cone
convexe $(U) (U ouvert) soit un cone convexe maximal de fonctions
s.c.i. bornées sur U, et vérifiant le principe du minimum usuel sur les
ouverts relativement compacts de U.

Les préfaisceaux maximaux que nous étudions ici ne sont en
général pas formés de cOnes convexes maximaux. Nous donnons en
effet ’exemple d’un préfaisceau maximal % de cones convexes de
fonctions s.c.i. > — o0 vérifiant le principe du minimum usuel, qui est
tel que pour une infinité d’ouverts U, le cone convexe % (U) ne soit
pas maximal parmi les cones convexes de fonctions s.c.i. > — oo sur
U, vérifiant le principe du minimum sur U.

L’intérét de I’étude présente vient tout d’abord de sa grande
généralité, et aussi de sa simplicité. La facilité avec laquelle on recon-
nait qu’une fonction appartient 4 un préfaisceau maximal, permet de
donner des démonstrations trés simplifiées des propriétés fondamen-
tales de la théorie locale du potentiel.

Dans le chapitre I, nous énongons d’abord les définitions et pro-
priétés fondamentales d’un usage constant pour la suite, puis nous
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établissons une liste des applications qui nous paraissent les plus im-
portantes (cas classique, théories axiomatiques locales, etc.).

Dans le chapitre II, nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’un préfaisceau maximal soit un faisceau ; 'une de
ces conditions s’exprime a l'aide des compacts de Silov de certains
cones de fonctions. Ceci nous permet de faire une étude locale fine
des frontiéres de Silov de ces cones. On peut alors caractériser des
préfaisceaux qui sont maximaux relativement a deux principes distincts,
et on rend compte de la théorie locale de J. Kohn [16] en la généra-
lisant.

Dans le chapitre III, nous nous posons la question de savoir si
un préfaisceau maximal & relativement a une base ®B* = (w , w*)
munie de frontiéres distinguées w* # dw est ou non l'intersection des
préfaisceaux maximaux relativement 4 la méme base B = {(w , dw)}
munie de ses frontiéres topologiques, et contenant %. Nous répondons
a la question pour des préfaisceaux plus généraux qui sont appelés
saturés par rapport a la base @3.

Nous introduisons enfin une notion de réduite, et nous montrons
qu’un certain nombre de conditions (entre autres ’additivité de la
réduite) permet de caractériser les préfaisceaux qui sont maximaux
relativement & une base B = {(w,dw)} (munie de ses frontiéres
topologiques).

Il est alors clair que la résolution du probléme de Dirichlet,
méme sous une forme affaiblie (i.e. avec une donnée sur une partie
seulement de la frontiére) ne constitue pas un préliminaire obligatoire
en théorie locale du potentiel.

Dans le chapitre IV, nous résolvons un certain nombre de ques-
tions non classiques soulevées par les chapitres précédents.

Dans le cas ou & est un préfaisceau maximal relativement a
® ={(w, dw)} nous montrons que ’existence d’une base d’ouverts
relativement compacts du type w = {v > 0 | v €F(U)}, U ouvert conte-
nant w, qui est une hypothése essentielle a notre étude, est équiva-
lente a la donnée d’une base constituée d’ouverts relativement compacts,
que nous appelons trés réguliers, correspondant aux ouverts réguliers

d’adhérence “stable”(%) au sens de la théorie classique.

(®) Un compact K contenu dans R" est dit stable si CK n’est effilé en aucun
point frontiére de K.
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Nous étudions I’additivité de la réduite dans un produit de pré-
faisceaux maximaux (notion introduite au chapitre I) : elle est additive
quand elle est prise sur la frontiére distinguée d’ouverts d’une certaine
base. ‘

Nous montrons également comment des fonctions du préfaisceau
peuvent étre prolongées a des ensembles petits qui sont les analogues
des ensembles polaires de la théorie classique. (application aux fonc-
tions séparément hyperharmoniques).

Enfin, en théorie axiomatique de Brelot, on caractérise les ouverts
de Green (ceux sur lesquels il existe un potentiel > 0) par une pro-
priété de maximalité.

Dans le chapitre V, selon les idées de Mokobozki et Sibony, nous
exprimons l’axiome de convergence a I’aide d’une propriété portant
sur ¥ (et non sur % N —% ), dans le cas ou % est maximal relativement
4 une base B = {(w , dw)} (frontiéres topologiques, cas de la théorie
locale du potentiel).

Les paragraphes IV, V, VI, du chapitre I, a ’exception de la dé-
finition du numéro 25 sont a passer en premiére lecture. On arrive
ainsi tout de suite aux résultats fondamentaux du chapitre II.
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CHAPITRE 0

Nous rappelons les quelques notions fondamentales concernant le
balayage dans les cOnes convexes de fonctions s.c.i. sur un espace
compact que nous utiliserons constamment dans les chapitres suivants.

Nous donnons les démonstrations qui sont difficiles a trouver
dans la littérature ([3], [18,a], [6] [21,a]).

Soit S un cone convexe de fonctions s.c.i. a valeurs dans |—oe, + o],
sur un espace compact K.

a) DEFINITION. — On dit que la mesure de Radon pn sur K, est
une balayée de €, (masse de Dirac en x €K) par rapport au cone S,
si l'on a :
S <
pour tout f € S.
Cette relation se note :

M= E,

b) DEFINITION. — Soit A CK, on dit que A est un ensemble de
Silov de S, si l'on a :

fe€S, f=20 sur A=f=20 sur K.
S’il existe un plus petit compact vérifiant cette propriété, on

lappelle frontiére de Silov de S.

¢) DEFINITION. — Soit H un compact de Silov de S, et soit ¢ une
fonction continue sur H. On appelle “réduite de ¢ sur H par rapport
a S" et l'on note RE (elle est habituellement notée ¢y cf. P.A. Meyer
[18,a]) la fonction définie sur K :

R} =Inf{fE€S/f>¢ sur H}

d) THEOREME. — On suppose que S vérifie la condition suivante :

Vx€K, FJueS, u>0 sur K, u(x) <+ o
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Alors, pour tout compact de Silov H, et toute ¢ continue sur H,
la fonction R;’ est a valeurs finies et vérifie la relation :

RY(x) = Sup f pdu/u < €, , Supp uC H%

De plus, I'ensemble des mesures balayées de €, est un ensemble
compact de mesures positives.

Démonstration. — 11 est clair que Rg(x) est < + oo pour tout x.

D’autre part, la convexité de S montre que 'application
¢ > RJ()
est sous-linéaire. On a donc pour toute ¢ :
0=RlI< R;‘ + R*_’¢ (0 = R{! car H est un compact de Silov)

soit : RIG) > —RE (x) > —

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, on a :
Rg(x) = Sup { u(p)/u = forme linéaire sur @(H) majorée par

¢ v RJ(X)} .

Enfin, on vérifie que ces formes linéaires u sont positives (pour
¢<0, on a Rg < 0). Ce sont donc des mesures sur H. Il reste a voir
que I'ensemble de ces mesures est exactement I’ensemble des balayées
de €, portées par H et qu’il est compact.

Soit f €S, et soit ¢ continue ¢ < f sur H, on a :
n(@) < RJ(x) < f(x)

si u est une mesure sur H majorée par ¢ v—> Rg(x), ce qui montre
qu’elle est balayée de €,. Réciproquement, si u est une balayée de
€, portée par H, on a :

) < p(f)<rfix) .
ce qui montre qu’elle est majorée par ¢ v— Rf:(x).
La compacité résulte de I'inégalité :
p() <R (x) <+

pour u balayée de €, , et de la semi-continuité inférieure de I’application
u ~> u(f) pour fES,
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e) DEFINITION. — On dit que x €K est un point frontiére de
Choquet de S, si €, est la seule mesure balayée de €,.. L’ensemble des
points frontiére de Choquet (s’il en existe) s’appelle la frontiére de
Choquet de S.

f) DEFINITION. — On dit que S est linéairement séparant si, pour
tout couple de points x et y, (x ¥ y) il existe u et v €S, vérifiant :

ux)-v(y) Fovx)-u(y) (0-0=0)

g) THEOREME. — On suppose que S vérifie la condition suivante,
que l'on dira “du balayage”(®)

pour tout x €K, il existe u et v€E S, telles que :

u>0, u(x) <+ o
v(x) <0

Alors, si S est linéairement séparant, la frontiére de Choquet est
non vide, est un ensemble de Silov, et son adhérence est la frontiére
de Silov de S(7).

Démonstration(®). — Notons S' le cone convexe obtenu en sa-
turant S par passages a la borne supérieure de familles filtrantes crois-
santes d’éléments de S.

Considérons la relation suivante sur K :

fes
x>>y  si fZ0sur K = f(y)=0
fx)=20

il est immédiat que c’est une relation de préordre sur K. Montrons
que K est alors inductif : si{x;} est une famille totalement ordonnée
décroissante dans K, soit x une valeur d’adhérence de cette famille ;
on voit facilement, grace a la semi-continuité inférieure des fonctions
de S’ que x est un minorant commun & tous les x;. On en déduit
Pexistence d’éléments minimaux (Zorn) : on va montrer que ce sont
des points frontiéere de Choquet de S.

(%) Nous adoptons cette condition qui est suffisante pour I’existence de la frontiére
de Choquet.

(7) Ce dernier résultat est do a Bauer (cf. [3]).
(8) Cette démonstration inédite a I’avantage de ne pas utiliser la notion de “face”.
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Soit x, minimal et soit F I’ensemble des y tels que y << x,
(donc aussi y >> x,). On a :

F=n{f"0)feSs, f=0 sur K, f(x,) = 0}

L’ensemble des f € S’ intervenant dans la définition de F est filtrant
croissant (prendre la somme de deux éléments) : sa borne supérieure
Xp est donc dans S', et vérifie :

0 si x€F

Xp(x) = + o si x¢F

On va montrer que toutes les fonctions de S’ sont proportionnelles
sur F.

Soient a EF,vE S, v(@) <0,etu€S’, u>0surF,u@) <+ oo.
Il existe A > 0O tel que la fonction v + Au soit = O sur F, et s’annule
sur F (Dini). La fonction v + Au + x est 2 0 sur K et s’annule sur
F : elle est donc identiquement nulle sur F, on a ainsi v = — Au sur
F. Si maintenant w est quelconque dans S’, on se raméne au cas pré-
cédent si elle est finie en un point de F, en lui ajoutant une fonction
convenable strictement négative en ce point.

L’hypothése de séparation linéaire entraine alors que F est réduit
a un seul point.

Les points minimaux sont des points frontiére de Choquet : ceci
résulte de ce que la fonction qui vaut O en un tel point et + oo ailleurs
appartient a S'.

Montrons maintenant que les points minimaux forment un en-
semble de Silov. Soit v une fonction de S' prenant des valeurs < O :
I’ensemble {v < 0} contient des points minimaux : en effet, si u € §’,
u > 0, u finie en un point de {v < 0}, il existe A > 0 tel que v + Au
soit = 0 et nulle en un point : elle s’annule donc en un point minimal,
et v est donc strictement négative en ce point. On en déduit immé-
diatement le résultat.

Montrons enfin que I’adhérence de I’ensemble des points minimaux
est la frontiére de Silov de S : L’adhérence est évidemment un compact
de Silov. Si a est un point minimal, et si H est un compact de Silov, la
fonction qui vaut — 1 en a et + o ailleurs appartient a S', elle ne peut
étre = 0 sur H, (sinon elle serait = 0 partout), donc a appartient a H.
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Pour terminer, si a est un point frontiére de Choquet de S, il
existe une mesure u balayée de €, et portée par la frontiére de Silov
(théoréme d), elle ne peut étre que €, donc a appartient a la frontiere
de Silov.

c.q.f.d.

Remarque. — Si I'on avait considéré le cOne S (ensemble des
fonctions s.c.i. > — oo vérifiant f(x) =2 u(f) pour tout x et toute u
balayée de €, par rapport a S) au lieu de S, les points minimaux cor-
respondants auraient été exactement les points de la frontiére de
Choquet de S.
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CHAPITRE 1

. I. Définitions générales

L’espace de base §2 est localement compact.

Dans toute la suite, ¢3 désignera une base de £2, formée d’ouverts
w relativement compacts, pour chacun desquels on s’est donné une
partie fermée non vide w* de la frontiére topologique 0w, de w. On
la note B = {(w, w*)} .

1. DEFINITION. — Soit U un ouvert de §2, on dit qu’une fonction
f: U — R vérifie le principe du minimum relativement a la base @3
si 'on a pour tout w € @, tel que w CU :

fZ0 sur w*=f=20 sur

2. PROPRIETES IMMEDIATES. — Soit U un ouvert, on a :

a) si des f, vérifient le principe du minimum dans U relativement
a @, alors la fonction f = Inf f, le vérifie aussi.

b) soit ¢ une fonction a valeurs dans 0O, + oo[ si f vérifie le prin-
cipe du minimum a @, il en est de méme de ¢f.

3. DEFINITIONS.

a) On rappelle qu’un préfaisceau d’ensembles de fonctions a
valeurs dans R = [~ + ], sur lespace S est la donnée, pour
chaque ouvert U de S2, d’'un ensemble 3(U) inclus dans ﬁU, la condi-
tion de restriction suivante étant vérifiée :

si U CU, et si f€FU,) alors flUl egU,) (f|Ul est la res-
triction de fa U)).

Les fonctions f €% (U) seront dites “de classe % dans U. La
condition de restriction peut s’énoncer :

toute fonction de classe & dans U, est encore de classe & dans
tout ouvert U, C U, .

b) On dit que le préfaisceau 5 vérifie le principe du minimum
relativement a la base @B, si pour toute f €% (U), f satisfait au prin-
cipe du minimum dans U, relativement a la base (3.
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c) On dira que & est un préfaisceau de cOnes convexes de fonc-
tions numériques s.c.i. > — o, si chaque F(U) (U ouvert C §2) est un
cone convexe de fonctions numériques s.c.i. > — oo sur U. Si f € 5 (U)
on dira que f est de classe & dans.U.

d) On dira de méme que & est un préfaisceau d’espaces vectoriels
de fonctions numériques continues si chaque % (U) (U ouvert C Q)
est un espace vectoriel de fonctions continues sur U.

On s’intéressera surtout aux préfaisceaux de cOnes convexes de
fonctions numériques s.c.i. > —oo. On les appellera plus briévement
“préfaisceau de cones convexes’.

4. PROPOSITIONS. — Soit §2 un espace localement compact muni
d’une base B ={(w , w*)}. L’ensemble des ‘préfaisceaux de cones
convexes” sur S vérifiant le principe du minimum relativement a @3
est ordonné par la relation :

& C g si §(U) est une partie de §(U), pour tout ouvert U de Q.

De plus, cet ensemble est inductif et posséde des éléments
maximaux.

Démonstration. — 11 est évident que & C § est une relation
d’ordre. Soit (¥,);.; une famille totalement ordonnée de préfaisceaux
de cones convexes : en posant &(U) = U &, (U) pour chaque ouvert

1

U, on obtient bien un “préfaisceau de cones convexes” sur §2, vérifiant
le principe du minimum relativement a @, et majorant tous les &, .

L’existence d’éléments maximaux provient alors de ce que
I’ensemble de ces préfaisceaux est non vide (théoréme de Zorn).
c.q.f.d.

Remarque. — On obtient le méme énoncé pour les préfaisceaux
d’espaces vectoriels de fonctions continues.

Nous noterons % (E) I’ensemble des fonctions f définies sur E
qui sont restriction d’une fonction f' €& (U), U étant un ouvert
contenant E (dépendant de f).

f est donc la restriction 4 E d’une fonction f' qui est de classe
& au voisinage de E.
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5. PROPRIETES FONDAMENTALES. — Soit & un “préfaisceau de cones

convexes” sur £2, vérifiant le principe du minimum relativement a une
base B = {(w , w*)}.

1) Condition d’appartenance.
a) On suppose que & est maximal (cf. proposition 4).

Soient U ouvert C 2 et fs.c.i. > —oo sur U. Alors f € %(U) si et
seulement si :

VweE®B, wCU _
= f+0v=20 sur w

VvEF(w), f+v=0 sur w*

b) Réciproquement, si & est tel que les fonctions f € % (U) sont
celles qui vérifient la propriété de a), alors & est maximal.

Démonstration. — Pour tout ouvert V C §2, posons :

(V) si Vq@U

V:
s(v) 3@(V)+R+f si. VCU(®)

Il est clair que & est un “préfaisceau de cOnes convexes”. Il reste
a voir qu’il vérifie le principe du minimum relativement a 3. Soient
donc V un ouvert de £2, et v € (V).

1¢" cas : V@ U : on a alors v € (V), et il n’y a rien 8 démontrer
(% vérifie le principe du minimum).

2¢me cas - VC U : v est alors de la forme u + A f avec u €F (V).
Soit wWE @B, w CV tel que v =0 sur w*, on a d’aprés I’hypothése
u
sur f : —): + f 2 0 sur w*, donc sur @, et par suite v = 0 sur .
& étant maximal, et comme on a évidlemment FC G, ona d = §:
ceci prouve que f € &(U).

Inversement, si f € J(U), il est clair que f vérifie la condition du a).

(°) Si C est un cone convexe de fonctions et f une fonction, C + R* f désigne le

cone convexe engendré par C et f (i.e. ’ensemble des éléments de la forme
v+ Af vEC, \ERY).
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b) Soit § un “‘préfaisceau de cones convexes’ vérifiant le principe
du minimum relativement a @3, et plus grand que & (& D &). Pour tout
ouvert U, et toute f € §(U), f vérifie la condition du a) donc est un
élément de &(U). On a ainsi § = &, ce qui prouve que & est maximal.

2) Si ¥ est maximal, chaque %(U) (U ouvert) est stable par en-
veloppe inférieure finie.

3) Soit (f,)yea un ensemble ordonné filtrant croissant de fonc-
tions f, € (U). Si & est maximal et si pour tout x € U et pour tout
WERB, xEWCwWCU, il existe WE F(w), u >0 sur w*)
u(x) <+ o=, alors f = sup f, appartient a & (U).

[«3

Démonstration. — En effet, d’aprés la propriété 1) ci-dessus, on
doit montrer que pour tout w €M, w C U, toute v €EF(w), on a :

f+v=20 sur w* entraine f+v=20 sur w.

Soit x € w : il existe u EF(w), u > 0 sur w, u(x) < oo,

Pour tout e >0, on a : f+ v+ eu >0 sur w* Il yadoncun
a tel que f, + v+ eu>0 sur w* (lemme de Dini), et par suite
f, +v+eu=>0 sur @. On en déduit f+ v + eu >0 sur w puis
f(x) + v(x) = 0 (e arbitraire et u(x) < + o).

Remarque. — On pourrait aussi considérer des f, dont les ouverts
de définition vont en croissant.

4) Soit ¢ € C(§2), ¢ > 0. Si § est maximal par rapport & @, le
préfaisceau ¢ & des fonctions de la forme ¢(x) f(x) avec f € F(U),
est aussi maximal par rapport a @3.

5) Principe de localisation. — On suppose que & est un “‘préfais-
ceau de cones convexes” vérifiant le principe du minimum relati-
vement 4 @ ={(w , w*)} et que & est un faisceau.

Si la restriction &|; de & 4 un ouvert U est un “préfaisceau de
cones convexes” maximal sur U, relativement a @3, pour tous les
ouverts U d’un recouvrement de 2, alors % est lui-méme maximal
relativement a (3.

Démonstration. — Soit § un ‘“‘préfaisceau de cOnes convexes”
sur § vérifiant le principe du minimum relativement a @3, et plus
grand que F (§D&).
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Il est clair que chaque G|y est un “préfaisceau de cones convexes”
sur U, vérifiant le principe du minimum relativement a @3. Par maxi-
malité, on a alors : §|y = F|y.

Si maintenant f est une fonction f € &V), pour V ouvert on a
fE€8&(VNU) pour chaque ouvert U du recouvrement, et f € (V)
car & est un faisceau. On a donc §= 9.

6) Si & est un ‘“‘préfaisceau de cOnes convexes’” maximal relati-
vement a @3, alors pour tout ouvert U, la restriction de & 4 U (notée
G IU) est un préfaisceau de cones convexes maximal sur U, relativement
ag.

7) L’ensemble des cOnes convexes de fonctions s.c.i. > — oo sur
un ouvert U et vérifiant le principe du minimum relativement a une
base @3, est ordonné par inclusion, est inductif(*°) et a donc des
éléments maximaux.

Si & est un “préfaisceau de cones convexes’ sur £ vérifiant le
principe du minimum relativement a @3, et si pour chaque U ouvert
C 2, % (U) est un cone convexe maximal au sens ci-dessus, alors  est
un préfaisceau maximal.

Il est important de noter que la réciproque est fausse : c’est
lobjet du contre exemple qui suit le théoréme 9.

Les propriétés 8) et 9) suivantes sont moins importantes.

8) Si ¥ est un préfaisceau maximal de cones convexes relativement
a @3, et si pour tout w € @, il existe une fonction 4, de classe & et
positive (> 0) au voisinage de w, alors on a la propriété suivante :

pour que u s.c.i. > —o0 sur U soit dans &(U), il faut et il suffit que
Pon ait :
Vw€ERB, wCU, VA>0, VvEF(w), v>0

u+tv>Ah, sur w*=u+tov=Ah, sur w.

9) Si % est un préfaisceau maximal relativement a @, et si pour
tout w €@, il existe une fonction v, v, de classe &, strictement
> 0 et bornée au voisinage de w, alors pour que u s.c.i. soit dans
F(U), il faut et il suffit que 'on ait :

ut+tv=20 sur w*r=u+tv=20 sur w

(1) cf. [20].
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pour tout w € B, w C U et toute v de classe F et bornée au voisinage
de w.

En d’autres termes, & est entiérement déterminé par ses éléments
localement bornés.

Démonstration. — Soient w € @, w C U et w de classe F au voi-
sinage de w et vérifiant ¥ + w = 0 sur w*.

Pour tout €¢>0 on a u+w +e€v,>0 sur w* La suite
u + Inf(w, nv) + €v,, tend en croissant vers u + w + €ev,, . Il existe
donc n, tel que 'on ait pour n = n, :

u+ Inf(w,nv,) +ev,>0 sur w*

La fonction Inf(w, nv ) + ev, vérifie les hypothéses (bornée au
voisinage de w). On en déduit que u + Inf(w, nv,) + ev,, est posi-
tive ou nulle sur w, et ceci pour tout € > 0 et tout n = n, . En faisant
tendre n vers + oo puis € vers 0, on obtient :

utw=20 sur w

On applique alors la condition d’appartenance du 5-1).

6. PROPOSITION. — L’ensemble des faisceaux a principe du mini-
mum par rapport a @3, ordonné par inclusion est inductif.

Démonstration. — Soit (&;);.; un ensemble totalement ordonné

de faisceaux, et soit & = U &,.
l

Soit §(U) I’ensemble des fonctions s.c.i. > — o sur U telles que
chaque x € U posséde un voisinage VC U tel que fE€F(V) (i.e. «f
est localement dans ).

On voit que § est un faisceau contenant les &; et vérifiant le
principe du minimum par rapport a 63 .

En effet, si w € @, w C U, on recouvre w par un nombre fini
de tels V, soient V,, V,,...,V,, il y a un indice i; tel que f soit
dans chaque 97,.0 v, : Qiio est un faisceau, donc f € E’Tfio (w), par suite
=20 sur w* = 20 sur w.

C.Q.F.D.

On peut se demander dans quelles conditions un faisceau maximal
est un préfaisceau maximal, et réciproquement. Nous répondrons a la
question au paragraphe 37-3).
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7. THEOREME. — Soit & un préfaisceau de cOnes convexes de
fonctions s.c.i. > — oo vérifiant le principe du minimum relativement
d une base @3 et satisfaisant a la condition du balayage.

Alors, pour tout x € w(w € @), il existe une mesure de Radon
u = 0(*) portée par w* telle que :

ffdu < f(x) pour toute [fEF(W)

—si1€F(w) alors Jull <1
—silegFw)N(—F(w)) alors |lull=1

La démonstration est classique et nous ne la reproduisons pas
(cf. [5] ou, [20] p. 407 ou chapitre 0 § d).

Remarque. — Nous avons le méme théoréme pour un préfaisceau
& d’espaces vectoriels de fonctions continues, en remplagant les iné-
galités par des égalités.

Si @ est un compact inclus dans @, on notera M: (w)(e)l’ensemble
(éventuellement vide) des mesures positives portées par € et vérifiant

f fdu<f(x) pour toute fE (@)

Une mesure u vérifiant une telle inégalité est dite une balayée
de €, relativement a ¥(w). Cette relation se note :

U = €
s(@

_Le théoréme 7 affirme simplement que pour x € w I’ensemble
M’f:") (w*) des mesures balayées de €, et portées par w* est non vide.

Nous voulons d’une part éviter les préfaisceaux triviaux (exemple
le préfaisceau de toutes les fonctions s.c.i. positives) et d’autre part
pouvoir utiliser la théorie du balayage.

Nous considérerons donc surtout des préfaisceaux & de cone
convexes vérifiant la “‘condition de balayage” suivante : pour tout
wEMB, et tout x € w, il existe u et v EF(w) telles que :

>0, v(x) <+ et ux)<oO0

(') Non unique en général.
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Remarques. — 1) Si les constantes sont dans J(£2), cette condi-
tion est évidemment vérifiée.

2) Cette condition permettrait de ne pas expliciter dés le début
que les frontiéres distinguées w*(w € @) sont non vides.

8. DEFINITION. — Dans toute la suite I'expression “J est un pré-
faisceau relatif a @B signifiera que & est un préfaisceau de cones
convexes de fonctions s.c.i. > — o, vérifiant le principe du minimum
relativement a la base (3, et satisfaisant a la condition du balayage.

Si & est de plus maximal, on dira que & est un ‘‘préfaisceau
maximal relatif a B,

9. THEOREME. — Soit % un préfaisceau maximal relatif a @3 .
Alors f € &(U) (U ouvert) si et seulement si f est s.c.i. et si pour tout
wE @ et tout x € w C U, il existe au moins une mesure u € Mf(a’)(w*)
vérifiant :

ffd# < f(x)

Démonstration. — Soient U ouvert et f s.c.i. définie dans U
vérifiant les conditions du théoreme, le préfaisceau § défini pour V
ouvert par

F(V i Vqu
‘ 9(V)=§d() si ¢

g(V)+R'f si VCU

contient & et est relatif a 3. On conclut que § = & par maximalité
et f € &(U).
C.Q.F.D.

On a le méme théoréme pour les préfaisceaux maximaux d’espaces
vectoriels relatifs a @3.

Avant d’aborder des exemples de préfaisceaux maximaux clas-
siques, nous donnons un contre-exemple montrant que pour un
“préfaisceau ¥ maximal de cOnes convexes’ vérifiant le principe du
minimum relativement & une base @ = {(w, w*)}, les cones F(U),
pour U ouvert ne sont pas forcément des cones maximaux vérifiant
sur U le principe du minimum relativement a 3.

Prenons £ = R, B = la base constituée des intervalles ouverts
w=la,b[, avec w* ={a}VU{b} = 0w.
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Soit & le préfaisceau défini de la maniére suivante pour chaque
ouvert U :

3i(U) est I’ensemble des fonctions f s.c.i. > — oo telles que dans
chaque composante connexe Ja, [ de U,

f est croissante si « = 0
f est décroissante si § <0
f est constante sur Ja, 0]

f est croissante sur [0, 8] i «<O <s6

Il est clair que & est un “préfaisceau de cones convexes’ relati-
vement a @3, satisfaisant & la condition du balayage (les constantes
sont dans % (R)).

D’aprés le théoréme 7, pour tout intervalle w = Ja, b[ ER, et
tout x, € [a, b], il existe une mesure u

peMI“*Da, b)) .
Cette mesure est de la forme u=te, + (1 —)e, (¢ €[0,1]) car

les constantes sont dans % (R).

1" cas : 0 < a <b la fonction

0 si x<x,
fo(x) = ] appartient a % (]0O, + oo[)
1 si x>x,

On a donc :

0=foxg)=tfo@+ (1 —t)fob)=1—1¢
soit t 2 1, donc ¢t = 1.

La seule mesure u € M;’;["'b])({a , b}) est donc €, .

2°™ cas - a < b < 0 .le méme raisonnement montre que cette
fois u est nécessairement €, .
Soit @ un préfaisceau maximal relatif a @3, tel que §D&. D’apres
le théoreme 7, M$12-2D ({4} {b}) est non vide : de plus, il est inclus
b1
dans M;’;[" D(ay, {b}).

Dans le cas 0 <a <b, €, est donc la seule mesure balayée de
€,, par rapport 2 8([a, b)) et portée par{a,b}.



PRINCIPE DU MINIMUM ET PREFAISCEAUX MAXIMAUX 23

Dans le cas a < b <0, C’est €, .

I1 s’ensuit que toute fonction f € §(U), U ouvert, est croissante
sur toute composante connexe de UN ]JO, + oo, et décroissante sur
UNJ]—o, 0].

Soit maintenant f € §([a, b]) avec a < 0 < b : la fonction

- 0 si x<O ) \ F®R)

g,(x) = appartient a

0 +o si x>0

la fonction f + g, appartient donc a §(Ja, B[) : elle atteint donc son
minimum en a, sur [a, b], elle est donc constante sur [a, O[, et méme
sur [a, 0] par semi-continuité inférieure.

Or,onaf = f+g,sur[a,0]. DoncfE€F(]a, b[). En remplagant
[a, b] par un intervalle [a', b'] tel que ]a’', b'[ D[a, b], on montre
que fE€F([a, b]). Finalement § =&, et & est maximal relatif a @.

Pour tout Ja, b[ 20, il est clair que le cone & (]Ja, b[) n’est pas
maximal relativement a @3 puisqu’il est strictement contenu dans le
cone C des fonctions croissantes sur Ja, b[, et que ce cone C vérifie
le principe du minimum relativement a 3.

II. Exemples de préfaisceaux maximaux classiques.

Cas des fonctions hyperharmoniques classiques.

10. PROPOSITION. — Soit & le faisceau des fonctions hyperharmo-
niques dans les ouverts de R (n>1)

3 est un préfaisceau maximal relatif d la base B = (w , w*)
constituée par les boules euclidiennes w munies de leur frontiére topo-
logique w* = dw.

Démonstration. — & vérifie évidlemment le principe du minimum
sur la base (3, et est relatif 4 la base @3 car il contient les fonctions
localement constantes. Il reste a voir que & est maximal : soit § un
préfaisceau relatif & ® et contenant &, et soit s € §(U), U ouvert.

Pour toute boule wE€®B, w C U, et toute fonction continue ¢
sur dw, ¢ <s, la fonction s — Hg“’(”) appartient 4 §(w) et est

1?) H:,“’ désigne le prolongement harmonique de ¢ dans w.
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positive au voisinage de 0w : elle est donc = 0 partout dans w. Ainsi
s est hyperharmonique dans U, et 'on a § = &.

c.q.f.d.

11. PROPOSITION. — Soit & le faisceau des fonctions s.c.i. dans
R? x R? (p,q = 1) qui sont hyperharmoniques séparément en chaque
variable.

Alors & est maximal relatif a la base B = (w , w*) constituée
par les produits de boules w = o x B, munies de leur frontiére dis-
tinguée w* = da x 0 (0 est la frontiére topologique de o).

Démonstration. — F est relatif a la base @3 (il contient les fonc-
tions localement constantes).

Soit @ un préfaisceau relatif a 63, contenant &, et soit s € §(U),
U ouvert de R? x RY.

Pour tout w = a x fE M@, w CU, et toute fonction ¢ continue
sur w* = da x 9B, ¢ <s, la fonction s(x, y) — f f‘gp dp® dpf,(”)

appartient a §(w) et est positive au voisinage de w*. En approchant
w = a x B par des produits de boules «, x B, intérieures et concen-
triques, on voit que cette fonction est 2 0 dans w, donc au centre de
w. Ainsi la fonction s a la propriété de surmoyenne, et est séparément
hyperharmonique :

on a e=g

12. PROPOSITION. — Soit & le faisceau des fonctions plurihyper-
harmoniques dans C".

& est maximal relatif a la base B = {(w , w*)} formée par les
polydisques w et leurs transformés par le groupe des isomorphismes
C-affines de C", munis de leur frontiére distinguée w*.

Démonstration. — Soit & relatif a @3 et contenant & : on va
montrer que les fonctions de § sont séparément hyperharmoniques
en chaque variable complexe et qu’elles le restent par les compositions
avec les éléments de groupe affine, ceci prouvera que les fonctions de
G sont plurihyperharmoniques [cf. 18].

(13) p% et pg sont les mesures de Poisson dans R? et RY.
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Soit s € §(U), U ouvert. Fixons le point (29, 23 ,...,z9) € cr!

et soit U’ la coupe de U suivant (29,23 ,...,29).

Soit D, un disque d’adhérence D, C U’, et soit f(z,) une fonction
hyperharmonique au voisinage de D, , vérifiant

s(zy,2%,...,20) +f(z,)=0 pour z, €3D,.

La fonction E(z1 ,Z35...,2,) = f(z,) est plurihyperharmonique au
voisinage de D, x (z3,...,29) et I'on a ainsi :

et+ts+F=20 (>0

sur un polydisque voisinage de ]31 x (29 ,...,22) puis :

€e+s(z,,2%,...,2)+f(z))=20 pour z,ED,

soit s(zy,2%,...,29) + f(z,)=0 pour z, €ED

1 1

(e arbitraire).

Ceci prouve que s est séparément hyperharmonique en z,, en
vertu du critére d’appartenance 5.1) et de la proposition 10.

On montre de méme qu’elle I’est en chaque variable.

L’hypothése sur la base montre que s est encore séparément
hyperharmonique quand elle est composée avec un élément du groupe
affine. s est donc plurihyperharmonique dans U, et § = &.

13. PROPOSITION. — i est le faisceau des fonctions qui sont loca-
lement concaves dans les ouverts de R", ou qui sont localement la
constante + oo,

Alors & est maximal relatif a la base @3 = {(w , w*)} constituée
des ouverts w qui sont des simplexes, munis de la frontiére distinguée
w* formée de leurs sommets.

Démonstration. — Soit § contenant &, et soit U un ouvert con-
nexe. Si s € §(U) et s n’est pas la constante + o, soit wEG@B, w C U ;
pour tout x € w, il existe une seule mesure yu, balayée de €, par rap-
port i (w), et portée par les sommets du simplexe. On a donc

s(x) = f sdu,
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Ceci prouve que s est localement concave s.c.i. dans U, elle est
donc localement concave continue dans U (d’aprés les propriétés bien
connues des fonctions concaves, U étant connexe).

On a donc §=g.

14. PROPOSITION. — Soit & le faisceau des fonctions s.c.i. > — o
sur les ouverts de R" qui sont localement croissantes en chaque variable.

Alors F est maximal relatif a la base B3 = {(w , w*)} constituée
par les pavés w muni chacun d’entre eux de la frontiére distinguée
w* réduite a son sommet de coordonnées minimales.

Démonstration. — Soit § un préfaisceau relatif a @ et contenant
% : pour tout w € B, et tout x € @, il existe u € M) (w*). w* étant
réduite a un point a, u est proportionnelle a4 €,. On a u = €,, car les
fonctions localement constantes sont dans § N (— &). Si s € §(w),
on a alors pour tout x Ew :

s(x) = f sdu = s(a)
Donc &= 8.

III. Théories axiomatiques locales.

15. PROPOSITION. — Soit 3€ un faisceau d’axiomatique de Brelot,
c’est-a-dire vérifiant les axiomes 1, 11, Il sur un espace localement
compact S2(1%).

Soit F le préfaisceau des fonctions hyperharmoniques corres-
pondant.

Alors F est maximal relatif a la base B constituée de tous les
ouverts relativement compacts w, munis de leur frontiére topologique
w* = 0w, qui ont la propriété suivante : pour tout w €@, il existe
hed(w), h > 0 sur w.

Il est clair que cette base est héréditaire (elle contient tout sous
ouvert d’un ouvert qu’elle contient).

Démonstration. — L’existence des fonctions harmoniques positives
au voisinage de chaque w (w €03) entraine que F est relatif a @B
(condition du balayage).

() Voir [8]. On suppose donc que £ est non compact, connexe et localement
connexe.
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Soit § contenant & et relatif a 3. Si s € §(U), U ouvert, et si
wEM, w CU etsiw est régulier, la fonction s — Hf,“’ pour ¢ €C(dw),
¢ <s est 2 0 au voisinage de dw dans w. Il existe donc un ouvert
aERB, o Cw tel que s — HZ“ soit positive (= 0) sur w\« : elle Pest
donc sur w tout entier.

On en déduit que s est localement hyperharmonique dans U
c’est-a-dire hyperharmonique dans U, et § = &.

Remarque. — Le choix de la base ci-dessus n’est pas le seul
possible. N’importe quelle autre base héréditaire et contenue dans G2
aurait fait 1’affaire. (raisonner comme dans 37.3).

16. DEFINITION. — On dit qu’un préfaisceau & est séparant, si
pour tout compact K, F(K) sépare linéairement les points de K,
c’est-a-dire si pour tout x,y €K, il existe u, v € &(K) vérifiant :

uX)v(y) Fu(@)vx) (O +oo=0).

Plus généralement, si @ est une base d’ouverts relativement
compacts, on dira que F est §3-séparant, si la propriété précédente
a lieu seulement pour les K = w, w € @B.

Nous désirons maintenant établir un résultat analogue pour
I’axiomatique de Bauer. Nous commencerons par démontrer la pro-
position suivante :

17. PROPOSITION. — Soit € un préfaisceau d’espaces vectoriels de
fonctions continues sur un espace localement compact S.

On suppose que 3 posséde une base B d’ouverts réguliers(*S),
et que pour tout w €M, il existe h€I (W), h > 0 sur w.

Soit  le préfaisceau des fonctions -hyperharmoniques, c’est-a-
dire vérifiant :
€ %), U ouvert,

Si fest s.c.i. sur U, f>—o0
VWERB, wCU, pERCOW), p <f sur 0w, on a

f= Hg“’ dans w(1®)
(%) Voir [8].
(%) Dans [8], H:“’ est noté Hy' .
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On suppose que Fi est B -séparant.

Alors & est un préfaisceau maximal relatif a 3 = {(w , dw)}, de
plus G est un faisceau.

Démonstration. — & est relatif a B. Soit § relatif a-03 et contenant
%, la @3 -séparation entraine que § est relatif a la base B’ constituée
de @3 et des ouverts d’adhérence incluse dans un ouvert de G3.

En effet, soit U un ouvert relativement compact U€E®’' : il
suffit de montrer que la frontiére de Choquet du cone §(U)('7)
est contenue dans oU. Si x € U, il existe w € ® vérifiant :

x€EwCwCU

I1 existe une mesure i portée par dw, et qui est balayée de €, par
rapport a §(U). Donc x n’est pas dans la frontiere de Choquet de
g).

Soient W ER, s € (W), p €EC(0wW), ¢ < 5 sur dw.

La fonction s — Hg“’ est positive au voisinage de 0w dans w.

Il résulte de ce qui précéde qu’elle est positive (= 0) sur w
(g est relatif ag).

Ceci prouve que § = . Donc % est maximal. Il reste & prouver
que % est un faisceau : ceci va résulter de la B-séparation. Soit f une
fonction sur un ouvert U, qui est “localement dans &, c’est-a-dire
telle que chaque point x € U posséde un voisinage V, C U tel que
fE&(V,). Soit w € @, & C U. Considérons le cone C = R'f + F(w).
La frontiére de Choquet de C est incluse dans dw. En effet, pour
X € w, il existe xERB, a TV, N w. Soit u € Mf(&)(aa) : cette mesure
u est une balayée de €, par rapport a C, elle est distincte de €, car
portée par do : il s’ensuit que x n’est pas dans la frontiére de Choquet
de C. On a donc pour tout vEF (W), weE B, w CU :

f+v=20 sur dw =f+v=20 sur w

Donc f€ % U) (prop. 4,0).

Remarque. — Ce genre de raisonnement sera systématisé au
chapitre II, out 'on étudie la propriété de faisceau.

(*7) Qui existe grace & I'hypothése de séparation.
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17bis. COROLLAIRE. — Si Y€ est une axiomatique de Bauer [4]
munie des axiomes 1, 11 et IV, le faisceau 3€* des fonctions hyper-
harmoniques est un préfaisceau maximal relatif a la base 63 des ouverts
réguliers.

En effet € vérifie alors des hypothéses plus fortes que celles de
la proposition 17. A noter que 'axiome de convergence III n’a pas
été utilisé, et que, contrairement a I’axiomatique de Brelot, J est
maximal relatif & une base constituée uniquement d’ouverts réguliers.
(séparation).

18. PROPOSITION. — Soit € un faisceau d’espaces vectoriels de
fonctions continues sur un espace localement compact S, et vérifiant
les axiomes Hy , H, , H, de Boboc N. Constantinescu. C. Cornea A.(*®

Soit & le faisceau des fonctions hyperharmoniques de cette
axiomatique.

Soit G la base constituée des ouverts relativement compacts w,
de type MP pour lesquels il existe une fonction h € 3(w), h > 0 sur
w, munis de leur frontiére topologique w* = dw.

(@3 est héréditaire d’aprés (5] corollaire 1,2).

Alors & est un préfaisceau maximal relatif a 6.

Démonstration. — Le préfaisceau F est relatif a la base 3. (exis-
tence de fonctions harmoniques positives). Soit § un préfaisceau
relatif a @3, contenant % .

Si s€g{U), et si wEMB, w régulier et w C U, on a pour toute
fonction ¢ EC(0w) ¢ < s sur dw, § — Hg“’ > 0 sur 0w. Comme tous
les ouverts inclus dans w sont de type MP, on a donc s — sz =20
sur .

On voit ainsi que s est hyperharmonique. Par suite, on a § = i,
Nous rappelons maintenant les axiomes de I’axiomatique de
Constantinescu C. et Cornea A.

On suppose que £ est localement compact, muni d’un faisceau
de cones convexes de fonctions s.c.i. > —oo U, vérifiant les axiomes
suivants (axiomes 1), 2), 4)) : (cf. [9]).

('*) Voir [5].
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1) £ posséde un recouvrement par des ouverts U; sur chacun
desquels il existe une fonction harmonique (i.e. € UW(U,) N (— WU(U,)))
strictement positive.

2) 11 existe une base d’ouverts relativement compacts et réso-
lutifs (w est dit résolutif, si w est compact, et si pour toute fonction
¥ € C(dw), les deux enveloppes de Perron relatives a w et ¢ coincident
dans w. La valeur commune est notée Hi“’(x) et l'application
Q Hg“’(x) est une mesure positive notée pZ.

4) Pour chaque ouvert U de £2, une fonctionu : U > ]—o0, + 0]
est hyperharmonique (i.e. € U(U)) si elle est s.c.i., et si pour chaque
ouvert résolutif w C w CU et pour chaque x € w, on a :

ulx) = f udpy

19. PROPOSITION. — Soit U le faisceau de cones de l'axiomatique
de Constantinescu C. et Cornea A.

Alors U est un préfaisceau maximal relatif a la base ® constituée
par les ouverts relativement compacts w, d’adhérence w, contenue
dans un ouvert résolutif, et tels qu’il existe une fonction harmonique
strictement positive au voisinage de .

Démonstration. — On va d’abord montrer que la restriction de
U a chaque ouvert résolutif w ol il existe une fonction harmonique 4
strictement positive, vérifie le principe du minimum. Si « est ouvert
tel que @« Cw et si sEU(a), s= 0. sur da, s + eh est > 0 sur d«
(h est harmonique strictement positive sur w), donc > 0 au voisinage
de 0« ; il s’ensuit que s' = (s + €h) A 0 est dans WU (). Si on remplace
s’ par O en dehors de @, on voit que la fonction s"' obtenue est loca-
lement dans U(§2), donc dans U(R) (faisceau). Comme s’ vaut 0
sur dw, elle est = 0 dans w, donc a fortiori dans « : s + €4 =2 0 sur
«. € étant arbitraire, on a s = 0 sur «.

On va maintenant montrer que la restriction de U a um ouvert
résolutif V du type considéré est un préfaisceau maximal relatif au
principe du minimum usuel. En effet, soit & un préfaisceau maximal
contenant U. Comparons les enveloppes de Perron

ITI?‘T{L = Inflv € U(w)| lim v(y) = f(x), pour tout x € dw
’ y—=>x

yew
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et ﬁ?f",= Inf{u€%(w)| lim u(y)= f(x), pour tout x € dw}
—>x

e
relatives a un ouvert w résolutif d’adhérence w C V et a une donnée
frontiére continue f.

On a évidemment :
ITII?"‘; < }—I?"‘jl dans w

et de méme :

H;“’, > I;lé}’.u dans w

Comme on a évidemment H;“; = I;I;“’y (principe du minimum,
et existence d’une fonction harmonique strictement positive au voisi-
nage de w) et comme w est résolutif, les quatre enveloppes sont égales.

Soit maintenant une fonction v € % (U), U ouvert C V. Soit w
un ouvert résolutif tel que w C U et soit f€ C(0w), f<wv. On a :

v(x) > HY% () . VYx€w
On a donc : v(x)>fvdp;" , Vx€w

L’axiome 4) montre que v est hyperharmonique dans U. La res-
triction Uy de U a V est donc un préfaisceau maximal.

Finalement, on voit en utilisant le principe de localisation (pro-
priété 4 n° 7) que le faisceau U lui-méme est un préfaisceau maximal
relatif a la base M.

IV. Produits de préfaisceaux maximaux.

Nous allons maintenant nous occuper de certains faisceaux
produits. Il est avantageux de donner tout de suite une définition
et un théoréme généraux.

20. DEFINITION. — Soient §), et S2, deux espaces localement
compacts. On considére deux préfaisceaux %, (resp. &,) sur £,
(resp. Q,) relatifs ¢ deux bases @3, = {(a,a*)} et B, ={(B,B*)}.

On appelle préfaisceau produit de &, et &, le préfaisceau J dé-
fini sur Q, x S0, de la maniére suivante : pour tout ouvert U C Q, x §,
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F€ &) si et seulement si

1) f est s.ci. > —o0

2) pour tout y €pr,(U), la fonction x ~> foe, appar-
tient a 971(Uy), Uy désignant la coupe de U suivant y.

3) pour tout x € pr,(U), la fonction y «~ f(x,y) appartient a
F, (U*), U* désignant la coupe de U suivant x.

I1 est clair que chaque % (U) est un coOne convexe.

21. THEOREME. — On suppose que J, et iy sont maximaux. Alors,
le préfaisceau & de la définition précédente est relatif a la base
@B, x B, ={(a x f,a* x f*)}.

De plus & est maximal si pour tout (x,, y,) €82, x Q,, il existe
deux ouverts vy et 8, x, €7, y, €6 et quatre fonctions u,, u,, v,,
v, vérifiant :

u, €9, (y) u;(xg) >0 u, continue sur y
u, € (y) uy(xy) <0 u, continue sur y
v, €F,(8) v,(¥9) >0 v, continue sur &
v, €F,(8) v,(¥0) <O v, continue sur &

Démonstration. — Montrons d’abord que & vérifie le principe du
minimum sur la base B, x @3, .

Soit f € &(U) et soient « €0, , PEG, tels que a X B CU et
=0 sur o* x B*.

Pour tout y, € f* la fonction
x v f(x,y0)

appartient a @I(Uyo) et est = 0 sur a* : elle est donc = 0 sur a.
On a donc fx,»)=20 si x,y)E€Eaxf*
Soit x4, € «, la fonction

y v~ f(x,y)

appartient a ,(U”) et est = 0 sur $* : elle est donc = 0 sur f.

(*°) pr, et pr, désignent les projections.



PRINCIPE DU MINIMUM ET PREFAISCEAUX MAXIMAUX

33

Finalement, on a :

f(x,y)=20 pour (x,y)E€Eax ﬁ

Montrons que & est relatif 8 B, x @, .

Soient

Il existe

tels que :

axfeE B xB,l(x,, y,) € @ x B

UEF (@) , vEF,(B)
u>0 sur « Ulxy) < +oo
v>0 sur E vV(yg) < + o0

la fonction u(x) v(y) est > 0 sur o x E et prend une valeur finie au
point (x,, y,). De plus elle est évidlemment dans & (a x ().

Il existe

gEF, (@) , heEF(P)

tellesque g<O0 sur a , h<O0 sur §

la fonction

gxg) <0 et h(y,) <O

—gx) h(y)

est <O sur @ x B et telle que

— g(xg) h(xy) <O

Il suffit donc de voir que

—g(x) h(Y)EF(a x B)

Pour y, fixé € 8, la fonction

x v —gx) h(yy) = g(x) x (= h(yy))

appartient a &, («).

On raisonne de méme pour la variable y, et on termine en re-
marquant que le produit de deux fonctions s.c.s. et finies = O est s.c.s.,
et que — g(x) h(y) > — V(x, ).

Il reste & voir que & est maximal.

Soit f une fonction s.c.i. > — o sur un ouvert U de £, x &,,
ayant la propriété suivante :

pour tous

axBEB xB®, , axpfCU,
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g€ (a x B)
la relation

f+g>20 sur o* x f¥entraine f+g=0 sur a x ﬁ
Nous allons montrer que pour tout x, € pr, (U), la fonction

y v f(x,¥0)
appartient a %, (U).
Elle est évidemment s.c.i. > — oo

Soit BE@B,, B CU™° et soit ¥(¥) EF,(B) telle que Ion ait :

flxo,») +¥(¥)>0 pour y€ES*
la fonction

Y =Ny + uInf(Y(»), 0)
appartient a &, (B), pour A + u=1, A\, u=0.
On a encore :
f&o,») +¥(») >0 pour yEP*
si u est assez petit.

Soient ¢, et ¢, de classe &, au voisinage de x,, , ¢, et ¢, continues
au voisinage de x,, et vérifiant :

9 (xg) = — 1 0, (xy) = + 1
La fonction :
—0, V() si Y <O
0, V(G s Y >0

est de classe ¥ au voisinage de {xy} x f.

Fx,y) =

En effet, la fonction F est s.c.i. > — o0 au voisinage de {x,} x B,
pour chaque y fixé, elle est &, en x, et pour chaque x fixé, elle est 5,
en p si la relation A, (x) + ¢, (x) < O est vérifiée : or elle est vérifiée
au point x,, on peut donc la supposer vraie au voisinage de x, .

Il existe ainsi « € @, , tel que I'on ait x, €« et
fx,y)+F(x,»)>0 pour (x,y)€axp*

Il en résulte la relation :
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fG,»)+F(x,»)>0 sur axf
soit - B
fxg,») +¥() >0 pour y€EQP

En faisant varier A et M, on trouve alors
fO,¥)+¥(») >0 pour yEB
Ceci prouve que la fonction

y v f(xe,»)
appartient & 9,(U °) (maximalité).

On montre de méme que pour tout y, € pr,(U) la fonction
x v f(x, y,)

appartient a &, (Uyo), c’est-a-dire finalement f € % (U).
c.q.f.d.

22. COROLLAIRE. — Application au produit d’axiomatiques locales
du potentiel ([13]).

V. Problémes d’unicité.

Dans presque toutes les axiomatiques locales de théorie du po-
tentiel, on part de la donnée d’un faisceau J€ d’espaces vectoriels de
fonctions finies continues, appelées harmoniques, et on construit un
préfaisceau & de cones convexes de fonctions s.c.i. > — oo, appelées
hyperharmoniques, lequel est maximal relatif & une certaine base @3
(cf. paragraphe III), et contient J€.

On se pose maintenant la question de savoir si ce préfaisceau
est 'unique préfaisceau maximal de cones qui contienne #€ .

23. PROPOSITION. — Soit & un préfaisceau d’espaces vectoriels
relatif a B. On suppose que pour tout w€ UG et tout x € w,
M,f(“’)(w*)(zo) ne contient qu’'une seule mesure. Alors, il n’existe

(?°) On rappelle que M¥(®(w*) désigne I'ensemble des mesures de Radon portées
par w* et qui sont balayées de €, par rapport a &(w).
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qu’un seul préfaisceau % (resp. &') de cones convexes (resp. d’espaces
vectoriels) contenant & et maximal relatif a ®.

Démonstration. — Soit & un préfaisceau de cones convexes relatif

a @ et contenant &. Pour tout w €@ et tout x €Ew on a
F(w) 6(W)
M?(®)(w*) C ME®) ()

D’apreés le théoréme 6, Mf(“’)(w*) est non vide, donc égal a M;(‘_")(w*).

Si & est maximal, les fonctions de %(U) sont par suite celles qui
vérifient : ‘

[ fau<fx) pour GCU, wER, xED

u étant 'unique mesure de Mf(“’)(w*).

Les préfaisceaux maximaux contenant & étant caractérisés par les
mémes conditions sont identiques. La démonstration pour les pré-
faisceaux d’espaces vectoriels est identique.

C.Q.F.D.

Dans les applications, la base 8 aura des propriétés de régularité
particuliéres. C’est pourquoi nous posons la :

24. DEFINITION. — Une base ® est dite réguliére intérieurement
si pour tout w € @, tout V voisinage de w*, et tout compact K contenu
dans w, il existe un ' €ER, vérifiant KC w' C &' Cw et

w*CV

@ est dite réguliére extérieurement si pour tout w €®B, tout
voisinage V de w*, et tout U voisinage de @, il existe w' €@ vérifiant :

wCWwCcw' Ccu
et w*CV

@ est réguliére si elle I'est intérieurement et extérieurement.

25. Exemples de bases réguliéres.

1) Les rectangles ou les carrés, paralléles aux axes dans R? avec
I’ensemble de leurs sommets comme frontiére distinguée.

2) Les triangles de R?, avec I’ensemble de leurs sommets.
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3) Les rectangles de R?, ou les carrés, paralléles aux axes, munis
de la frontieére distinguée constituée par les deux cotés verticaux et du
cOté horizontal inférieur.

4) Dans C", les polydisques, munis de leur frontiére distinguée
naturelle, et leurs transformés par GL,(n, C).

5) Dans §2 localement compact, non compact, connexe et loca-
lement connexe, les ouverts relativement compacts munis de leur
frontiére topologique.

26. LEMME. — Soit & un préfaisceau de coOnes convexes relatif a
@B. On suppose que @ est réguliére intérieurement. Alors, pour tout
WEWR, et toute vE F(w), on a :
lim wv(x) =20 pour tout y€E w*
wIX—>y
entraine :
=20 dans w

Démonstration. — Soit v € $i(w) vérifiant la condition frontiére,
soit x € w, et soit u € F(w), u > 0 sur w, u(x) < + o, Pour tout
€ > 0, il existe un voisinage V de w* tel que ’on ait v + e > 0 sur
wNV. On a doncv+ eu 2 0 dans w d’aprés la régularité intérieure.
€ étant arbitraire, on obtient v(x) = 0.

q.e.d.

27. Soit & un préfaisceau d’espaces vectoriels relatif a 3.

DEFINITION. — Soit & un ouvert relativement _compact, et soit
S une partie fermée de sa frontiére. On dira que | 6, 5) est semi-régulier
relativement a & si pour toute fonction ¢ € (‘3(6) il existe une fonction
unique Hz appartenant a C(5) N &(5)(*) telle que

>0=H >0

et HE = @ sur 3 pour toute ¢ € G(’g)

On notera P“(b) I’ensemble des mesures balayées de €, et portées
par 6 relativement a P’espace vectoriel €(8) N &(§).

(*') Nous utiliserons systématiquement cet abus de notation.
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Soient &, C &, (resp. &, C&,) deux préfaisceaux de cones
convexes (resp. e.v.) relatifs a B. On a alors

51(®)
x

M (w*)D Mfz(a)(w*) pour tout w€ @B

P (w*)D  PSi(w*) pour tout w€E B

28. THEOREME. — Soit & un préfaisceau d’espaces vectoriels relatif
a une base B réguliére intérieurement. On suppose que 03 contient
une sous-base B' constituée d’ouverts semi-réguliers.

(i.e. WERB = (w, w*) est semi-régulier).

a) Soit § un préfaisceau de cones convexes relatif a B, contenant
&, alors pour tout U ouvert et f€EFU) on a :

fx)=>HY'(x) (1)

pour tout x Ew, WEG®', wCU et p € C(w*), p < f.

b) Si & est un faisceau, il est maximal comme préfaisceau d’espaces
vectoriels relatif a ®.

c) Si de plus le préfaisceau § des fonctions ‘“hyper-&’, c’est-
a-dire s.c.i. > —oo et définies par la condition (1) est relatif a B,
alors il est l'unique préfaisceau maximal de cénes convexes relatif d
@ et contenant & .

Démonstration.

a) La fonction f — H“: * vérifie les hypothéses du lemme 26.

b) Soit # un préfaisceau d’espaces vectoriels relatif a @3 et
contenant & : d’aprés le a) toute fonction de ¥ est localement une
fonction de &. On a alors ¥ = &, car & est un faisceau. '

c) D’aprés le a), tout préfaisceau relatif 4 @3 et contenant & est
contenu dans §.
c.q.f.d.

29. COROLLAIRE. — Dans les mémes hypothéses que le théoréme
28, et si B = @3, alors & est contenu dans un seul préfaisceau maximal
&, d’espaces vectoriels relatif d G3.

Les fonctions de &,,(U), U ouvert sont caractérisées par les condi-
tions 1) et 2) :
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1) f continue sur U.
2) VWE®B, wCU,onaf= H}‘" dans w (ou dans w).

Démonstration. — Soit € un préfaisceau maximal d’espaces vec-
toriels contenant &. D’aprés le a) du théoréme 28, les fonctions de
Je vérifient 1) et 2). Il suffit donc de voir que les fonctions vérifiant
1) et 2) forment un préfaisceau relatif a3 @3, or c’est évident, car
B=a.

30. COROLLAIRE. — (cas de théories locales a base d’ouverts
réguliers) :

Soit & un faisceau d’espaces vectoriels muni d’'une base ®'
d’ouverts réguliers.

On suppose que & est relatif a la base B3 constituée par tous les
ouverts qui sont inclus dans un ouvert de G3'.

a) Alors & est maximal relatif a. 3.

b) Les fonctions de & sont caractérisées par les conditions 1) et
2) du n° 29.

c) Si le préfaisceau G des fonctions hyper-8, est relatif a B3,
alors il est l'unique préfaisceau maximal de cones convexes relatif a
@, contenant & (par exemple si G est B3-séparant (cf. prop. 16)).

Démonstration. — On remarque que 03 est réguliére intérieu-
rement, et on applique les n° 28 et 29.

On peut évidemment appliquer ce qui précéde a de nombreux
exemples du II et du IIL

On verra plus loin que I’on obtient, dans certains cas, des résultats
analogues sans supposer l’existence de bases d’ouverts réguliers.

VI. Roéle des ouverts semi-réguliers.

31. PROPOSITION. — Soit & un préfaisceau maximal d’espaces vec-
toriels relatif a B = {(w , w*)}.

~

Soient & un ouvert relativement compact et & un compact non
vide de 96.
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Alors P‘(5) (cf. définition 27) contient une et une seule mesure
pour tout x € 8, si et seulement si (8, 8) est semi-régulier (Bauer).

De plus lespace vectoriel C(8) N &(8) est saturé au sens de
Bauer (cf. [3]).

Démonstration. — On remarque que 3 est un compact de Silov
pour I’espace vectoriel 8(3) N &(8) (car P"‘(E) * ¢ Vx€ES§) Si 7
est une fonction continue sur 6 demgnons par Rg(x) la fonction
Inf(u(x)) v € C(E) N &(5), v= ¢ sur 8) La relation fondamentale de
balayage s’écrit (cf. chapitre 0, théoréme d) :

R’ (x) = Sup f«pdﬂlu~< €, , SupppC8

On a donc Rg(x) = f apdpz, pi étant la seule mesure appar-
tenant a P:(g).

~

La fonction Hz = Rf, est donc s.c.s., elle est aussi s.c.i. car on a

He_, = [ —¢dpl =—H}(x)

Il reste a voir que Hf, = R£ appartient a &(8) : soient WE B, W CH
et x€Ew, ona:

f RE du < RE (x) pour toute u€E Mg(a)(w*)

car R est un inf de fonctions continues de la forme Inf(4,,4,,...,h,),
chaque h; étant dans C(8) N &(S).

Ceci s’écrit f Hw du < Hg(x). On obtient I’inégalité dans I'autre
sens en changeant ¢ en — p, et 'on applique le théoréme 8.

Réciproquement, supposons que {6, 3)} soit semi-régulier. Soit

x € &, lapplication ¢ v Has(x) est une mesure positive portée par
S et balayée de €, par rapport a €(8) N &(8). 11 s’ensuit que P&( 6)
est non vide.

Considérons la fonction ¢ = — R®

(—¢) symétrique de Rz. La re-
lation du balayage s’écrit :

@¢(x) = Inf

f¢d#l#<ex,SUPP#CE
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Pour voir que P:(g) est réduit a un élément, il suffit donc de
montrer que l'on a Rs (x) = $(x) pour toute ¢ee(3’)

On a R x) < H (x) < ¢(x) car H appartlent a la famille des
fonctlons de C(8) ﬂ&(&) qui majorent @ sur §. On a évidemment

< RV, et le résultat suit.

32. Remarque. — Dans les mémes hypothéses que la proposition
31, si de plus, pour tout voisinage V de & et pour tout voisinage W
de 5 il existe un ouvert semi-régulier («, oz) vérifiant :

§CaCaCV et aCW

alors, on peut montrer que 8(3) est dense dans C(8) N &(8) si et
seulement si pour chaque x de §, Mf(s)(ﬁ) ne contient qu’une seule
mesure. (cf. aussi n° 70).
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CHAPITRE 11

I. Caractérisations de la propriété de faisceau.

Nous allons maintenant donner des conditions pour qu’un pré-
faisceau maximal en notre sens, soit un faisceau.

33. DEFINITION. — On dit qu’un préfaisceau & de cones convexes
de fonctions s.c.i. > — o q la propriété de tronquage (resp. de tron-
quage faible) si pour tout ouvert V C S, tout o ouvert contenu
dans V, toute fonction v€ (V) et toute fonction f € F(a), (resp.
f€ (anyV)), vérifiant :

Lim f(x) =2 v(y) pour tout y€daNnV

x>y
XeEQa

(resp. f(¥) > v(y) pour tout y € 0a N'V)

la fonction f' définie par :

Inf(f(x),v(x)) pour x €a

f'x) =
v(x) pour x € V\«

appartient a F(V).

On dit que G a la propriété de tronquage a zéro (resp. de tron-
quage faible a zéro) si F vérifie la condition ci-dessus dans laquelle
on a remplacé la fonction v par la constante 0.

La fonction f' est obtenue en ‘“‘tronquant v par f dans .

Remarque. — Si § est relatif 4 une base B = {(w , w*)}, et si
g a la propriété de tronquage faible a zéro (toujours vérifié si & est
un faisceau et si & est stable par enveloppes inférieures finies), alors,
pour chaque ouvert de base w € @3, la restriction &, de § a w
vérifie le principe du minimum usuel dans w.

En effet, si s€% (), « C w, s > 0 sur da, la fonction

Inf(s , 0) dans « _
w= appartient a ¥ (w)
0 ailleurs
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et vérifie w 2 0 sur dw. On a donc w = 0 sur w, donc s =2 0 sur «.
Si on a seulement s = 0 sur o0, on se raméne au cas précédent a
I’aide de la condition du balayage.

34. DEFINITIONS. — On dit que la base B est J -adéquate si pour
tout couple d’ouverts w et w' E@ et vérifiant w* N &' = ¢, & N dw'
est un compact de g’ilov deF (N &) (siwN& = ¢, lacondition est
conventionnellement vérifiée).

On dit que @B est faiblement Ji-adéquate si pour tout w ER et
tout x € dw\w*, il existe un ouvert W2 x, WN w* = ¢, tel que
pour tout W' €EB, x € w' C &' CW, on ait la propriété que & N dw'
soit un compact de Silov de F(wN).

Toute base F-adéquate est aussi faiblement Fi-adéquate.

Exemples de bases F-adéquates.

1) Sur R, le préfaisceau & des fonctions croissantes s.c.i. et la
base @3 constituée des intervalles relativement compacts w = la, b|[,
a <b, avec w* ={a}.

2) Dans R?, le préfaisceau & des fonctions localement concaves
et la base @3 constituée des triangles munis de leurs sommets comme
frontiére distinguée.

35. THEOREME (propriété de moyenne). — Soit & un préfaisceau
maximal relatif a une base (3. On suppose que G est @3 séparant, et
que @3 est faiblement 3i-adéquate.

Alors,  est un faisceau, et on a une ‘‘propriété de moyenne” :

soit f une fonction s.c.i. > — oo sur un ouvert U : alors f appartient a
F(U) si et seulement si elle vérifie la condition suivante :

Vx €U, VV ouvert Ox, il existe WER, xEwWCwCUNV
tel que l'on ait :

 fau < £

pour toute mesure uE M:(‘s)(aw).

Démonstration. — Soit f s.c.i. > —oo sur U et vérifiant la condi-
tion de I’énoncé. On doit montrer que la frontiére de Choquet aC
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du cdne C = G(@') + R* f est incluse dans w'*, w' étant un ouvert
arbitraire de la base ®, tel que w' C U. Soit x € w' : il existe w € @3,
x€wCwCw tel que :

60 > [ fdu

pour toute mesure uEM:(‘T’ ). Pour toute v €% (w'), on a aussi :

v(0) > [ vdu

Chaque mesure u EMf (©) est donc une balayée de e, par rapport a
C. €, admet donc une balayée par rapport a C, distincte de €, (car
portée par dw).

Soit maintenant x € 9w'\w"*. Notons W, 'ouvert W dont la dé-
finition 34 assure l'existence. lyaun w€®B, xEw Cw C U NW,
tel que

f(x) = f fdu
pour toute u € M) (3w).

Or, @' N 3w est un compact de Silov de F(w N w') (déf. 34).
Il y a donc une mesure » portée par @’ N dw et vérifiant :

v(x)>fvdv

pour toute v € (w N w'), en particulier pour toute v € F(W'), et
pour.toute. v € F(w). Il s’ensuit que v est un élément de Mi(“’)(aw).

Par suite, on a aussi f(x) = f fdv, (Condition sur f). Ceci prouve

que v est une balayée de e, par rapport a C ; elle est distincte de €,
car portée par dw, donc x n’est pas dans 0C.
Q.E.D.

Il reste a prouver que F est un faisceau : c’est évident d’aprés la
forme de la condition d’appartenance que nous venons d’établir.

Remarque. — On peut remplacer dans ce qui précéde & par un
préfaisceau & d’espaces vectoriels maximal relatif a @3 : la démons-
tration est la méme.

36. THEOREME. — Soit & un préfaisceau maximal relatif a une
base @, et @3-séparant.
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Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) % est un faisceau.
2) & vérifie la propriété de tronquage faible a zéro.
3) & vérifie la propriété de tronquage.
4) La base B est F-adéquate.
5) La base @B est faiblement F -adéquate.

6) & vérifie la propriété de moyenne de théoréme 35 (i.e. les
fonctions de i sont caractérisées par la propriété de moyenne).

Démonstration. — On suivra le schéma :

/\

2 <3<
1) =2)

Soient « C V deux ouverts et fE€ F(a NV). Si f(y) est >0 en
tout point y € V N 0a, la fonction obtenue en tronquant O par f dans
o est localement dans & sur V, car & maximal est stable par enve-
loppes inférieures finies, donc dans & car & est un faisceau.

2) = 4)

Soient w, et w,€E®, w, Nw, F¢ et w, Nws = ¢. Soit
K = 0w, Nw,. On doit montrer que la relation v € F(w, N w,),
= 0 sur K entraine v 2 0 sur w,; N w,. Commencgons par le cas ou
'on a v > 0 sur K. v est prolongeable sur un voisinage V de w, N w,
en fonction notée encore v € % (V) : on a donc v > 0 sur un voisinage
V' de K. Considérons la famille filtrante décroissante (K,),.; des voisi-
nages compacts de w, N w, . Quand K; tend vers w, N w,, K; N dw,
tend vers K = w, N, N 0w, . On peut donc au besoin remplacer V
par un voisinage plus petit V, de w, N w, tel que I'on ait v > 0 sur
V, Ndw, . De la méme maniére, on peut trouver un voisinage ouvert
W de w, vérifiant WNw, CV, et WNow, CV, Ndw, .
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La fonctionv € S:W(Vl)lwna,—l C FWNow,)est>0surWNow,,
donc la fonction w définie par :
si xEWNCw,

w(x) = § —
Inf(O,v(x)) si x€EWNw,

appartient a (W), donc a J(w,).

Onaw = 0 surwj,doncw = 0surw,,soitv = 0surw, Nw,.
Si I'on a seulement v =0 sur K, pour tout x €Ew, Nw,, il y a une
fonction u € F(w,), u > 0 sur w,, u(x) <+ . Onaalorsv + eu >0
sur K, donc v + eu 2 0 sur w; N w,, pour tout € > 0. On en tire
v(x) =20 (e > 0, et u(x) <+ o),

q.e.d.

4) = 5) : évident.

5) = 1) : c’est le théoréme 35.

S5) = 6) : c’est le théoréme 35.

6) = 3) : soient V et a deux ouverts, «aCV, et v €EF(V) et
f € (o) ; vérifiant :

Lim f(x) 2 v(y) pour tout y€E€EVNoix

x>y
La fonction f' définie par :
' Inf(f(x),v(x)) pour xEa«
fx)=
v(x) pour x € V\«

est s.c.i. > —oo dans V, et vaut v dans V\a. Pour tout x € V\q, on a
donc :

£ =ve) > [vdu> [ fdp

pour toute mesure u € M:(G’)(aw), WERB, WCV, xEw. Pourx Ex,
on a:

£ = Inf(f (), vx) > [ f'dw

pour toute mesure u € M:(‘T’)(aw), xEwCwCa wE R,
La fonction f' vérifie donc bien le critére d’appartenance a H(V).
3) = 2) : évident.
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37. Remarques.

1) Dans la démonstration du théoréme 36, nous n’avons utilisé
’hypothése de @3 -séparation que pour établir les implications 5) = 1)
et 5) = 6). De méme, ’hypothése de maximalité sur % peut étre sup-
primée si 'on ne désire que les implications :

6) = 3) = 2) = 4) = 53).

Pour 1) = 2), elle peut étre remplacée par I’hypothése plus faible :
chaque % (U) est stable par enveloppes inférieures finies.

2) Dans les hypothéses du théoréme 36, si ’on suppose que
pour chaque w € @B, w* est la frontiére topologique 0w de w, cette
base est évidemment faiblement J-adéquate. Toutes les propriétés du
théoréeme 36 sont donc vérifiées.

3) Si & est un faisceau qui est maximal dans I’ensemble des
faisceaux relatifs 4 une base B = {(w , 0w)}, et si F est @R-séparant,
alors % est aussi maximal dans ’ensemble des préfaisceaux relatifs a
@. En effet, tout préfaisceau maximal relatif & @3 et contenant & est
un faisceau d’aprés la remarque 2) ci-dessus, et est donc identique a .

38. PROPOSITION. — Soit  un préfaisceau maximal relatif a une
base B = {(w , w*)}. On suppose que S est un faisceau et que F est
@3-séparant.

Considérons la base C constituée par tous les ouverts relativement
compacts « ayant la propriété suivante :
g («) sépare linéairement «,

pour tout x € a, il existe u et vEJF(a), u>0, ulx)<oo,
v(x) < 0 (condition du balayage). Posons pour tout a €C :

o** = Jg frontiére de Silov de S (a).

Alors § est maximal relatif a la base C = {(a, a**)}.

Démonstration. — Il est clair que & est relatif a la base
e = {(a, a**)}. Soit § un préfaisceau relatif 4 € et contenant 5. On
va montrer que § est relatif 3 B = {(w , w*)}. D’abord @ est incluse
dans €. Pour chaque w €@, w* est un compact de Silov de F(w) : il
contient la frontiére de Silov w** de F(w) : c’est donc un compact
de Silov de §(w) puisque § est relatif a €. On en déduit § = & par
maximalité. & est donc maximal relatif a €.
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38bis. Remarques.

1) On peut montrer plus généralement que & est maximal relatif
a toute base @ = {(a, a**)} incluse dans @, stable par intersections
finies et possédant la propriété suivante : pour tous a et FE®, on a
anNpg=anp.

2) Si pour tout WE @B, on a w* = dw, alors F est maximal
relatif & n’importe quelle base & = {(«, a***)} ayant les propriétés
suivantes :

pour tout « €, F(a) sépare linéairement «,

pourtout x € o, a € A, il existeu et v EF(a), u > 0, u(x) < + o
et v(x) <0, (condition du balayage),

pour tout « € &, a*** est un compact de Silov de % () contenu
dans da.

En effet, si § est relatif & & et contient %, on voit d’abord que
@ est relatif a la base &' obtenue en remplagant a*** par da pour
chaque a € @, puis grice a la @3-séparation de & (donc aussi de §)
que § est relatif a . (cf. par exemple la fin de la démonstration de
la proposition 16, ou la démonstration du théoréme 35).

3) Sous les hypothéses du théoréme 35, et si o et § sont deux
ouverts relativement compacts tels que a N B = ¢, et tels que F (@)
(resp. % (B)) sépare linéairement o (resp. B), et si pour tout x Ew,
QUB, il existe u et vEF(aUB), u>0, ux) <+, v(x) <0,
alors on montre facilement que la frontiére de Silov de F(a U E) est
la réunion des frontiéres de Silov de F (&) et de F(p).

II. Etude des frontiéres de Silov.

On a vu que la propriété de faisceau apparaissait lorsque des
conditions sur les frontiéres de Silov des ouverts de base, se trouvaient
réalisées.

On va montrer que I’appartenance a la frontiére de Silov d’un
ouvert relativement compact est une propriété de caractére local.

Dans la suite, & est un préfaisceau maximal relatif 4 une base
B ={(w,w*)}. On suppose que F est F -séparant, et que @ est
gi-adéquate. (donc % est un faisceau).
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Reprenons la base € de la proposition 38 : c’est la base formée
de tous les ouverts « relativement compacts ayant les propriétés
suivantes :

% (a) sépare linéairement les points de «,

pour tout x € o, «€C, il existe u et vEF(a), telles que :
u>0, u(x) <+o, et vix)<O.

On a vu que & est maximal relatif a €.

39. THEOREME. — Soit o un ouvert appartenant a €. Pour qu’un
point x € d« soit un point frontiére de Silov de & (@), il faut (resp. il
suffit) que pour tout (resp. que pour un) § EC, x €8, x soit un
point frontiére de Silov de F (8 N @).

Démonstration. — Supposons d’abord que x soit point frontiére
de Choquet de % (). S’il ne I’était pas de % (8§ N @), il y aurait une
mesure M ¥+ €, portée par 8§ N et balayée de €, par rapport a
(6 Na) et %(&)mﬁ. Elle serait aussi balayée de €, par rapport a
(o), ce qui contredirait ’hypothése. Si x est point frontiére de

ilov de % (o), il y a dans tout voisinage 8 de x un point frontiére de
Choquet de F (a), vdonc de %(_5 N «) il s’ensuit que x lui-méme est
point frontiére de Silov de (6 N ).

Soit maintenarst x € 0, pour lequel il existe § tel que x soit un
point frontiére de Silov de F (8 N ).

Si x n’est pas dans la frontiére de Silov de % (), il posséde un
voisinage ouvert &' vérifiant 8' C §, donc & €€, et tel que &' ne
rencontre pas la frontiére de §1lov de (o).

Comme @ est F-adéquate (puisque F est un faisceau), pour tout
y €0aN g, il existe une mesure u, € M}’,(a N®) (38" N @).

Ces points y €da N §' ne sont pas dans la frontiére de Choquet
deF (6 N «), car toute mesure K, est une balayée de €, par rapport
4% (8’ N @) donc par rapport a d’(5 N «a) et est dlstmcte de €, car
portée par d6'. La frontiéere de Choquet de (8 p o) ne rencontre
donc pas 8, et x ne peut étre point frontiére de Silov de (8 N ).

40. COROLLAIRE. — Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme
39, si « et B sont deux ouverts relativement compacts appartenant a
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C, alors la frontiére de S'Iilov de F(a N B) est contenue entre les
ensembles :

H = (aN**) U (BN a**)(??)
et

K = HU (3N 3B)

Démonstration. — Soit x € aN f**. D’aprés le théoréme 39, x
est point frontiére de Silov de & (a N B).

Soit maintenant un point x non dans K : il est intérieur au moins
a o ou f : supposons que ce soit a & : x n’est dovnc pas dans §** et
par suite il ne peut étre dans la frontiére de Silov de F(a N §)
(théoréme 39).

Remarques.

1) Ce résultat est le meilleur possible : prenons en effet pour &
le faisceau des fonctions localement concaves sur R? et comme base
03 celle qui est constituée par les triangles avec leurs sommets comme
frontiére distinguée. On voit que F vérifie les conditions du corol-
laire 40 (cf. n° 13).

Si «a et 8 sont deux triangles arbitraires, leur intersection est un
polygone P convexe dont les points extrémaux (frontiére de Choquet
de E’Tv(ﬁ)) sont inclus dans K et méme sont parfois exactement les
points du compact K du corollaire 40.

2) On peut appeler ‘“‘strictement convexe” un ouvert relativement
compact w dont tout point frontiére appartient a la frontiére de
Silov de & (w). Le théoréme 39 montre que la stricte convexité est en
un certain sens une propriété locale de la frontiere.

Nous verrons plus loin, que sous certaines conditions, il existe
beaucoup d’ouverts strictement convexes.

III. Maximalité par rapport a deux principes du minimum.

Nous allons voir maintenant, que si 3 et & vérifient certaines
conditions supplémentaires, le préfaisceau & maximal relatif a3 @3 est

(??) o** désigne la frontiere de éilov de F(a) (notation de la proposition 38).
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déja maximal par rapport a un principe du minimum moins strict.
C’est pourquoi nous posons la définition :

41. DEFINITION. — ® est dite F-trés adéquate(?3) si pour tous w,
WEMB, wNw'* = ¢, pour tout x € dw' N @ et toute u € Mz(‘“’)(w*),
on a supp. uC &'.

42. PROPOSITION. — Si & est séparant, relatif a B, et si B est F-
trés adéquate, alors @3 est F-adéquate.

Démonstration. — Soient w, W E®, w N w'* = ¢.

Considérons un voisinage ouvert V relativement compact de
@wN'. On va montrer que la frontiére de Choquet du cone Cy
formée des restrictions de F(V) 4 @ N @' est incluse dans @’ N dw.

— Soit x € w' N w, le principe du minimum sur 3 montre que
x€¢aC,y,.

— Soit x€ 3w Nw, soit W' EGMB xEW' C®"  CVNw\w'*.
D’aprés I'hypothése (w" N w' = ¢), il existe p balayée de €, par rap-
port & §i(@'") et portée par w'. Cette mesure u est donc balayée par
rapport a Cy . On a supp. pC w'* donc pu # €, .

Ceci prouve que x & 0Cy, .
Finalement, on a dCy, C 9w N &'. V étant arbitraire, on a

0F(wNw)CowNa'

Si ® est Fi-trés adéquate, on peut renforcer les conclusions du
théoréme 35 comme il suit :

43. PROPOSITION. — Soit & un préfaisceau maximal relatif a @ et
séparant. On suppose que @ est i-trés adéquate. Alors J est un faisceau,
et on a une propriété de moyenne moins stricte que celle du théoréme
35 :

Vx €U, VV ouvert 5x, dwEB, xEw Cw CUNYV et il existe

pEME@ (w*)  telle que I'on ait :

Jfau <re)

(*3) A priori, ceci n’entraine pas que @3 est %i-adéquate.



52 D. FEYEL ET A. DE LA PRADELLE

Démonstration. — Si f est s.c.i. dans U et a la propriété de
moyenne ci-dessus, soit w' €@, @' CU. On considére le cone
Cy = R+f|¢3’ + %(V)Iu—)r , V étant un voisinage ouvert relativement
compact de '.

Si x est intérieur & w', on montre qu’il ne peut étre dans 3C,, .

Si x€dw'\w'*, il existe wdx, WEMB, @ CV\w'* et une
mesure

UE Mf(‘z)(w*) telle que 'on ait :
S fau <
Cette mesure est portée par ', elle est donc balayée de €, par

rapport a &(V)|5+ et donc par rapport & Cy .

On a donc 9Cy C w'* : on termine comme dans la proposition 42
(V arbitraire).

& est un faisceau, car cette propriété de moyenne est un critére
local.

Remarque. — On peut remplacer dans ce qui précéde le préfaisceau
% par un préfaisceau & d’espaces vectoriels, maximal relatif a @3.

44. THEOREME. — Soit & wun préfaisceau maximal et séparant,
relatif d une base 3. Si R est Fi-trés adéquate, alors % est maximal pour
le principe du minimum au sens usuel (i.e. sur la base B ={(w , dw)}
avec w € @B).

Démonstration. — Soit &, un préfaisceau vérifiant le principe du
minimum usuel, et contenant &.

v
Soit w € @, on va montrer que w* est un compact de Silov de
G ().

Si x est intérieur 4 w, il est clair qu’il n’appartient pas a la frontiére
de Choquet 0 &, (w).

Soit x € dw\ w*. Considérons un ouvert V relativement compact
et contenant w. Soit Cy la restriction a w du cone &, (V).

si x € w\w*
+o si x€V\w

La fonction g(x) =
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est s.c.i. sur V\w* et vérifie la propriété de moyenne de la proposition
40. On a donc g € F(V\w*).

Soit W EMB, x€ w Cw CV\w*. Il existe une mesure

(3"

LEM, m(© (dw'). Cette mesure u est balayée de €, par rapport au
cone Cy et aussi par rapport & F(V\w*). Elle est donc portée par
O\ w* (car g € F(V\w*)). Comme elle est portée par dw’, elle est
portée par w N dw'. Elle est donc différente de €, .

Ceci prouve que x n’est pas dans 9Cy .

On a ainsi 0Cy C w*. V étant arbitraire, on en conclut que
07, (w) C w*.
Comme & est maximal relatif 4 3, on a donc =9, .
c.q.f.d.

Nous verrons plus loin (n° 74) dans quel sens, le fait pour une
base d’étre Fi-trés adéquate, est nécessaire et suffisante pour que le
préfaisceau %, maximal relatif a @, soit maximal pour le principe du
minimum usuel.

Exemples.

1) Ce théoréme s’applique au faisceau Jdes fonctions localement
croissantes sur R, @3 étant la base constituée par les intervalles finis
ouverts, Ja, b[ munis de la frontiére distinguée Ja, b[* ={a}.

% est maximal relatif a @ (proposition 13) et séparant. (3 étant
gi-trés adéquate, on en déduit que & est maximal par rapport au prin-
cipe du minimum usuel.

2) On prend pour % le faisceau des fonctions (hyperharmoniques
pour I’équation de la chaleur dans R?, muni de la base de rectangles
de I’exemple 3 du paragraphe 25).

Nous allons maintenant nous intéresser aux préfaisceaux d’espaces
vectoriels.

45. LEMME. — Soit & un faisceau d’espaces vectoriels muni d’une
base B = {(w , w*)} d’'ouverts semi-réguliers (cf. déf. 27) (on ne sup-
pose pas que & soit relatif a B). On suppose que @ vérifie la condition
suivante :

pour tous w, WEMB, wNwW #¢ et wNw*=¢, Pouvert
WNWEMBet 'ona: (wWNw)Cw*Nw'.
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Dans les conditions ci-dessus, on a pour tout x € w N '

W= wNwW
Py = Py

(py est la mesure : p v— Hf;’*(x)).

De plus, chaque point x € dw'\w'* posséde un voisinage w tel
que toute fonction h€ C(W')N &(w') admette un prolongement
h, € &w' U w).

Démonstration. — Soit ¢ une fonction continue sur w*. La
fonction H:,"' est continue sur w N w', appartient 3 &(wN w*) et
vaut ¢ sur (w N w’)*. Elle vaut donc H;“m"’) sur wNw'. On a
donc :

f«pdp;"=fapdp;’m‘” pour x€wNuw'

Ceci prouve la premiére partie du lemme.

Soit maintenant 2 € @(w') N &(w'), pour tout x € dw'\w'*, il
existe un WE B, x € w C & CCw'* ; la fonction H®" )" vaut A
sur w N w'. Si ¢ est un prolongement continu quelconque de /& a w*

tout entier, la fonction Hf: Y vaut hosur w 0w
% h sur W

La fonction h, = w®
Hw sur w

X
répond aux conditions du lemme.

46. THEOREME. — Soit & un faisceau d’espaces vectoriels muni
d’une base d’ouverts semi-réguliers, vérifiant les conditions du lemme
45.

Si & est contenu dans un préfaisceau F de cOnes convexes,
relatif a B3, séparant et maximal, alors % est l'unique préfaisceau
maximal séparant contenant &, et F est constitué des fonctions
hyper-&. Pour que f € %(U) il faut (resp. il suffit) que :

— f soit s.c.i. > — oo sur U.

-~ VWER, wCU, VxE W (resp. xEW) VY EC(w*), p < f
on ait F(x) > HY" (x)

De plus, i est un faisceau, et il est maximal pour le principe du
minimum usuel (i.e. sur la base ®' = {(w , dw)}, avec wE @®).
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Démonstration. — Soit w € @. Désignons par C le cdne
C = g(w) + €(w)N &(w). Nous allons montrer que la frontiére de
Choquet 9C de C est incluse dans w*. Soit x € w : les fonctions de
C vérifient le principe du minimum dans w relativement 4 @3 : x ne
peut appartenir a oC.

Si x € 0w\w* : soit a le voisinage ouvert de x donné par le
lemme 45. Considérons un ouvert € @B, x € C § C a\w*.

Nous allons montrer que :
Clﬁﬁ—w C g‘(ﬁ N w)

On a évidemment :

g’(a)lgnw CHFBNwW)

Quant a G(G)ﬂg(w)“,T‘; d’aprés le lemme 45, il est inclus
dans

8(a)|m donc dans &(BN W) CF(LN w)

Soit u une mesure balayée de e, par rapport a (8N w), et
portée par (BN w)* CB* N . Elle est portée par B*, et est donc
distincte de €, . Elle est balayée de €, par rapport a Cz,,, donc
par rapport a C (sur w).

Finalement, on a x ¢ 9C, puis 9C C w*.

Soient maintenant ¢ € C(w*), fE F(w) telles que ¢ <f,
f—H; €C.Commeonaf—H; >0 surw* onadonc f—H‘; =0
Sur w.

Considérons maintenant le préfaisceau § donné par : f € §(U)
si f s.c.i. > — oo dans U et :

VWwERB, wCU, VxEw et 9ECW*),p<f ona
f(x) = HS (x)

Il est clair que § contient &. Pour voir qu’ils sont égaux, il suffit
(maximalité de &) de montrer que § vérifie le principe du minimum
par rapport a 3.

Soit donc w € @, et soit fE€ §(V), avec V ouvert D w. On va
montrer que la frontiére de Choquet du cone C = F(w) + R* f est
contenue dans w*. Comme ci-dessus, on voit qu’elle est contenue
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dans dw. Soit alors x un point de dw\w*. Considérons un ouvert
W EGB, tel que x€E w'C @' CV\w*. On a :

fo > [ ot
par hypothése (&' C V).

Si u€ F(w), d’aprés la partie “il faut” du théoréme, et comme
x est dans wN w', on a :

u(x) = fudp“m“"

x

La mesure p = p®"“ est donc une balayée de €, par rapport  C.

Elle est distincte de €, car portée par dw' et le résultat s’ensuit. La
relation /2 0 sur w* entraine donc f = 0 sur w.
c.q.f.d.

Il reste a prouver que & est un faisceau et qu’il est maximal pour
le principe du minimum sur la base B’ = {(w , dw)} (w € B).

Supposons d’abord que & soit séparant (et non supposé seulement
@3-séparant). La proposition 43 et le théoréme 44 montrent qu’il
suffit de prouver que la base B = {(w , w*)} est F-trés adéquate. Or,
considérons un ouvert w € @B et la fonction :

si x € w\w*

x) = _
g +o si x€Cw

Elle est s.c.i. > — oo dans I'ouvert C w* et y vérifie les inégalités sur les
mesures py pour w' € @B, w' CCw* 4 cause des hypothéses faites
sur la base B. C’est donc une fonction de % (C w*).

Soit w' € @, tel que @' C C w* : pour tout x € w N &', et toute
uE Mf(“’ ) on a donc supp. u C @, ce qui entraine en particulier que
@ est Fi-trés adéquate.

Dans le cas ou & est seulement supposé (3-séparant, on peut ap-
pliquer ce qui précéde a la restriction &), de & a tout ouvert w de
la base B. Soit alors § un préfaisceau relatif 3 B’ ={(w, dw)} et
contenant %. On a ainsi : §|, = % |, pour tout w € G.

Pour tout ouvert U, toute fonction f € §(U), et tout w € @3, on
a donc f€ %(U N w). Montrons que I'on a f € % (U).
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Soit wE @B, w C U. Considérons le cone C = F(w) + R*f. Si
X € w, il ne peut étre dans la frontiére de Choquet 0C du cdne C
(raisonnement habituel car f € 8i(w)). Si x est dans dw\w*, soient,
d’abord W' EB, xEW' Cw CU\w*puisw”" EB,xEw" C &' C w'.
On a f€ (w'), donc f € F(®"). Par suite :

foy= [ rap”
Pour u € (w), on a :

u(x)>fudp;"m"” car x€EwNw'

rH n L , .
La mesure p; = py ' “ est donc une balayée de €, , par rapport a

C, et distincte de €, (portée par dw'’), donc x € aC.

On a donc :

ut+f=20 sur w**=u+f=20 sur wUuE JF(w))
donc f€ % (U).
Et par suite : & = G.
% est donc maximal relatif 3 B' = (w, dw). C' est un faisceau
d’aprés la remarque 37,2).
c.q.f.d.

Le théoréme 46 est complétement démontré.

47. COROLLAIRE. — Dans les hypothéses du théoréme précédent,
et si & est séparant et relatif a ®, alors & est maximal (au sens des
préfaisceaux d’espaces vectoriels).

Démonstration. — Tout préfaisceau &' vérifiant le principe du
minimum relativement 4 et contenant & est contenu dans FN (— %)
(qui vaut & d’aprés le théoréme).

48. APPLICATION. — Nous avons introduit la notion de base %-trés
adéquate afin de savoir ou se placait ’axiomatique de J. Kohn dans
notre cadre. On aurait pu penser que son axiomatique pouvait rendre
compte de cas analogues a celui des fonctions séparément harmoniques.
Le théoréme 43 montre qu’il n’en est rien ; au contraire, son axioma-
tique est maximale pour le principe du minimum usuel. Kohn montre
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que lorsqu’il existe une base d’ouverts réguliers, les fonctions surhar-
moniques usuelles coincident avec les fonctions surharmoniques dé-
finies a priori. On peut retrouver ces résultats en utilisant la partie
unicité du Corollaire 30 et du théoréme 46. En réalité la maximalité
au sens usuel s’obtient sans base d’ouverts réguliers ou semi-réguliers.
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CHAPITRE III

Le but de ce chapitre est de montrer comment la richesse en
fonctions continues permet de caractériser la maximalité a I’aide de
propriétés portant sur certaines réduites.

N

On sera amené au cours du chapitre a introduire une notion de
saturation pour un préfaisceau.

I. Préfaisceaux réguliers (richesse en fonctions continues).

49. DEFINITION. — Soit & un préfaisceau de cOnes convexes de
fonctions s.c.i. > — oo ; défini sur 2. On note &, le préfaisceau formé
par les fonctions finies continues de %.

On dira que & est régulier s’il vérifie la condition suivante
(richesse en fonctions continues) :

pour tout ouvert U, toute f€ F(U), tout compact K C U et toute
fonction continue ¢ sur K, ¢ < f sur K, il existe une fonction finie
continue u € 3 (K) vérifiant :

po<<u<f sur K.

Il revient au méme de supposer I’existence d’un ensemble I
ordonné filtrant a droite et d’une famille d’ouverts (U;),., et u; € & (U))
vérifiant :

e U, €
i<j =
u; Suy; dans U

et telle que u; < f tende vers f quand i augmente, en tout point de
U=uU,.
1

Remarque. — Tout préfaisceau régulier & contenant la constante
+ oo vérifie les conditions du balayage sur tout compact : en effet il
existe alors u et v de classe % au voisinage du compact K, u et v
continues au voisinage de K et vérifiant :
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u>0 sur K (lemme de Dini)
et v<0 surkK

En particulier, tout préfaisceau régulier de codnes convexes,
vérifiant le principe du minimum par rapport a une base B = {(w , w*)}
est relatif 4 @3 dés qu’il est maximal.

50. THEOREME. — Soit & un préfaisceau maximal de cbnes con-
vexes, relatif a une base 3. On suppose que la base B est réguliére
- extérieurement (cf. définition 24) et que F est régulier.
Alors pour toute famille v; € 3 (U), U ouvert, localement bornée
inférieurement, la régularisée semi-continue inférieurement ¥ de
v = Inf v;, appartient a F(U).

Démonstration. — Soit w € B, w CU et soit u € F(w). On va
montrer que si ¥ + u est = 0 sur w*, elle I'est sur w.

Fi est relatif a @3, et régulier : il existe ainsi une fonction continue
he &, (w), h > 0 sur w.

La fonction v + u + €k est donc > 0 sur w*.

Comme & est régulier, il existe un ensemble ordonné filtrant
u, €9 ,(w) tendant vers u sur w. Pour un certain A on a donc :

v+ u, + €h >0 sur w*, donc au voisinage V de w*.

D’aprés la régularité extérieure, il existe a €03 vérifiant w C q,
a*CVetaCU

Il en résulte I'inégalité v; + u, + €h = 0 sur « pour tout i. On a

donc :
v+tu, +eh=0 sura,

puis o + u, + €h = m > 0 sur «, donc sur @.

En faisant croitre A et décroitre €, on en déduit I'inégalité

P+u=20 surw.

Remarque. — Si 3 est maximal pour le principe du minimum
usuel (c’est-a-dire par rapport a la base constituée de tous les ouverts
relativement compacts munis de leur frontiére topologique) et si &
est régulier, alors la propriété ci-dessus est vraie sans condition sup-
plémentaire. Il en va de méme pour toute base incluse dans la pré-
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cédente si & est un faisceau. (cf. la propriété de tronquage faible a
zéro, remarque 37,I).

II. Notions de réduite et saturation.

51. DEFINITION. — Soit & un préfaisceau relatif a 3 = {(w , w*)}.
Si E et H sont deux ensembles tels que H C E, et si ¢ est une fonction
réelle définie sur H, on appelle réduite de ¢ sur H relativement a E la
fonction suivante, définie sur E :

(R)g = Inf {f € S(E)/f > ¢ sur H} .

Conventionnellement, elle vaut + o s’il n’y a pas de fonction f €% (E)
majorant @ sur H.

Dans le cas ou E est un ouvert o et ou H est égal 4 «, on écrira
plus simplement R: au lieu de (Rg)a quand il n’y aura pas d’ambigiité.

Dans le cas oi E = «a, o ouvert relativement compact, ot H = dq,
et ou ¢ est la trace sur da d’une fonction v € Ji(a), on écrira plus
simplement Rg“ au lieu de (Ri"‘)a. On sait que dans la théorie classique
des fonctions hyperharmoniques sur les ouverts de R”, et dans le cas
ou v est = 0 sur «, la fonction que nous notons Rg"‘ = (Rz“)a est la
restriction a o de la fonction Rg“ ou RS"‘ de la théorie classique.

D’aprés un théoréme de Choquet et Deny, la donnée d’un cone
convexe fermé et stable par enveloppes inférieures finies de fonctions
continues sur un espace compact X est équivalente a la donnée d’une
famille de mesures balayées des €, (x € X) (cf. [18a] p. 297).

Ici, on envisage de méme une notion de saturation pour les pré-
faisceaux, mais adaptée au principe du minimum.

52. DEFINITION. — Soit & un préfaisceau de cones convexes de
fonctions s.c.i. > — o relatif & une base B = {(w ,dw)}.

On appelle saturé de % par rapport ¢ G, et on note %, le pré-
faisceau défini de la maniére suivante :
Vu s.ci >—o dans U ouvert
alors

UEFWU) @ u> Rg“’ dans w, VWEB, ® CU, VpE COw), v <u
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Il revient au méme d’exiger la condition :

uEFU)  ux) > [udp, VREMID(3w), VwE R, & C U et
Vx€w

Il est immédiat que & est un préfaisceau relatif 4 33 et contenant
i,

53. PROPOSITION. — Si & et § sont deux préfaisceaux relatifs a
@, on a les propriétés suivantes :

Q) §C G
b)) FC §=

) F =

lcg

Wl

Wl

d) pour toute fonction continue ¢ € C(0w), WE 03 on a
Rg“’ = sz dans w, Rg“’ étant la réduite relative ¢ ¥
(D) — A F(D)
e) My ¥ (dw) = M " (dw)
f) & est stable par borne supérieure filtrante croissante et par
convergence uniforme sur tout compact.

g) toute intersection de préfaisceaux @3-saturés (i.e. tels que
g = §i) est (3-saturée.

Démonstration.

a) évident.

b) .évident : il y a plus de mesures balayées de €, par rapport a
& que par rapport a .

c) et e) les mesures balayées de €, et portées par dw sont les
mémes pour Fiet F.

d) on a :

Rg“’(x) = sup fwdu/p < €,, M portée par 0w

(formule du balayage). Les mesures étant les mémes, on a donc

RO =R} surw.
f) et g) sont évidentes.
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Un préfaisceau %, tel que ¥ = ¥ sera dit saturé par rapport a G3.
La proposition 53 montre que & est le plus petit préfaisceau saturé
contenant &.

54. Exemples et remarques.
—_Si g est maximal relatif & 3 = {(w, dw)}, il est saturé (en
effet ¥ est relatif a &3).

— Si & est maximal relatif 4 B = {(w , w*)} réguliére extérieu-
rement, alors & est ¢3-saturé.

En effet, soit f € F(U) telle que > 0 sur w*, W CU, weE®B.
L’inégalité subsiste au voisinage V de w*. Soit a € B3, tel que
wCaCacCU,eta*xCV
il existe ¢ € C(0w), ¢ < f sur 0, ¢ = 0 sur a*. On a donc

f2RYE=RY >0

sur «, soit f= 0 sur w. Si f est seulement = 0 sur w*, on se raméne
au cas précédent grace aux conditions du balayage. La maximalité de
g permet alors de conclure.

III. Intersection de préfaisceaux maximaux.

Nous allons montrer dans quelles conditions un préfaisceau sa-
turé est une intersection de préfaisceaux maximaux.

Nous aurons besoin des deux définitions suivantes.

55. DEFINITION. — On dira qu'un couple (a,V) formé d'un
ouvert relativement compact o et d’'une fonction V continue au
voisinage de «, est une cloche du préfaisceau %, si les conditions
suivantes sont vérifiées :

— V est de classe % au voisinage de o.
—a={x€ a/V(x) > 0}.

On dira qu’'un ouvert o posséde une cloche s’il existe V telle
que (o, V) soit une cloche de .
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56. DEFINITION.

a) Soit & un préfaisceau relatif & une base B ={(w, w*)}.

On dira qu’une fonction f est @3-surmédiane dans un ouvert U,
si l'on a :

f>—oo dans U (f non nécessairement s.c.i) VwWE®B, w CU
et Vv €% (w), la relation

v+ =20 sur w*
entraine :
v+f=20 sur .

b) Soit § un préfaisceau quelconque sur l'espace S.
On dira que f est surmédiane dans U si elle vérifie :
f>— o
et .
Vo relativement compact, « CU et Vv € % (o) la relation

v+f=20 sur oo
entraine
v+f=0 sur w.

57. Remarques.

a) Le préfaisceau des fonctions B-surmédianes s.c.i. n’est autre
que la réunion des préfaisceaux maximaux relatifs a @3 et contenant .

b) La fonction =0 n’est pas forcément surmédiane dans un
ouvert U : elle I'est si et seulement si le préfaisceau ¥ restreint a U
vérifie le principe du minimum usuel dans ’ouvert U.

a’) Soit u une fonction @B-surmédiane dans un ouvert U, loca-
lement bornée inférieurement dans U. Si @ est réguliére extérieu-
rement, et si F est régulier, la régularisée s.c.i. # de u est B3-surmédiane
dans U (cf. la démonstration du théoréme 50).

b’) Si u est surmédiane dans U, u localement bornée inférieu-
rement, si  est régulier, et si la constante + o est dans % (U), alors
@ (régularisée s.c.i. de u) est surmédiane dans U.

Démonstration. — ot est > — oo dans U.
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Soient « relativement compact, o C U, et v € J(a) tels que I'on
ait :
u+v=20 sur oda

La constante + oo est dans &(U) : il y a donc une fonction finie
continue f > 0 sur o telle que f € & (a) (F régulier).

On a ainsi :
u+v+ef>0 sur da, Ve>0

Fixons € > 0 :
& étant régulier, il existe une fonction continue

wE F(a), w<v vérifiant :

“+w+ef>0 sur o0a (lemme de Dini)

et par suite :
#+w+ef>0 au voisinage de odu

puis u+w+ef>=0 au voisinage de da
Comme u est surmédiane dans U, on a :
utw+efZ20 sur «
et par régularisation (w et f continues) :
u+w+efZ0 sur «
Comme on a v 2 w, on en déduit :

u+v+ef=Z0 sur

)

et € étant arbitraire :

c.q.f.d.

c) D’aprés la remarque 37,1, si ¥ est un faisceau relatif a
B ={(w,0dw)} stable par les enveloppes inférieures finies, toute
fonction de % est surmédiane dans tout ouvert w € G3.

d) Si & est quelconque, la constante + o° est surmédiane dans
n’importe quel ouvert.

58. LEMME. — Soit & un préfaisceau relatif a une base
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B ={(w,ow)}
On suppose que :
— G est un faisceau
— & est régulier
— & est B -saturé

— & est stable par les régularisées s.c.i. d’enveloppes inférieures
localement minorées.

Soit (a, V) une cloche de &, soient v de classe F et continue au
voisinage de o, ¢ continue sur o telle que o/V soit bornée sur o.

Alors les fonctions R;,, = (R(,,), et RO, =(R5,); sont
égales et continues dans o. De plus, elles sont prolongeables au voisinage

de o en fonctions continues de F(a), et valent ¢ + v = v sur ou.

Enfin, dans l'ouvert U de a ou l'on a

[+3
ptov< R¢+v s
la fonction — R7,, = —R . est localement surmédiane.
Si gi(a) sépare linéairement o, — Rz +y €St surmédiane dans U.

Démonstration. — Montrons d’abord que R7,, est s.c.s. sur .
Notons g la fonction s.c.s. sur a qui est ’enveloppe inférieure de la
famille des fonctions w de classe & au voisinage de &, w continue au
voisinage de o, et w = ¢ + v sur «. On a évidemment g = ng. Soit
fs.ci. €F(a), f> ¢ + v sur . Il existe w de classe & et continue au
voisinage de « et f>w =2 ¢ + v sur a. Donc f=g. Si 'on a seu-
lement f 2 ¢ + v sur «, il existe (régularité de %) une fonction u > 0,
u<+oo sur a, et u de classe ¥ au voisinage de a«. Pour tout € > 0,
on a f+eu>y¢+vsur a donc f+ eu=>g, puis f=g (¢ > 0).
Finalement R, > g.

D’autre part, la fonction R7, = RZ,,

I’hypothése sur les régularisées s.c.i.

appartient a F(a) d’apres

On a évidlemment R7,, <R,  : nous allons montrer qu’il y a
en fait égalité.

Soit u une fonction € (), 8 D «, u continue sur 8, u > 0 sur
B et B contenu dans 'ouvert de définition de V. La fonction ng + €u
est définie sur «, et a une limite inférieure > 0 sur do.
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Soit A > 0 tel que l'on ait ¢ < AV. La fonction AV tend vers O
sur da : il existe donc un ouvert o, &, Ca tel que l'on ait :

Ra

coteu>AV+uv sur 98 pour tout 8§D, §Ca
La fonction
( Inf(v + AV, RS, + eu) dans &

v+ AV sur B\§

est localement dans %, donc appartient a F(f) (% est un faisceau).

On a évidemment w > ¢ + v sur @, donc w = RY, .

On a ainsi :

R +eu>Ri+b dans &, V6D, § Ca .

gt

On en déduit que R:,w + eu = Ri,,v sur « tout entier, et e-étant
arbitraire :

RD., >Ry, sur «
Donc R7,, = R7,, est continue (s.c.i. et s.c.s.). sur a.
: a _ pa c
La fonction R, = R, ., dans a prolongée par AV + v en dehors

de o, définit une fonction de % (a). En effet la fonction

ptv

AV +0v sur B\&

wa,e

B j Inf  + AV, RS,, + eu) dans &

ne dépend pas de &, pour & assez grand ; elle vaut donc :

Inf (v + \V, RS + eu) dans &
v+ AV  dans p\8

€

Cette fonction w, appartient donc a &(p), et est continue. Or
quand € décroit, elle tend en décroissant vers la fonction :

a
Rosv sur  «

v+ AV sur B\«

La convergence est uniforme au voisinage de & (lemme de Dini),
et méme sur f.
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La saturation de & entraine que w appartient a 5 (f). (Remarque :
sous cette forme, il est évident que Ry, vaut v sur da).
Il reste a voir que — R;,,v est localement surmédiane dans U.
On sait déja que Rfﬂ, est continue sur o et appartient 4 ().
Soitt x, €U : on a :
RS, (xg) > (¢ + v) (x)

Il existe une fonction continue w au voisinage de x, telle que
— w soit de classe & au voisinage de x, et telle que 'on ait :

RS, ,(x) > —wx) > (p + v) (x)

pour tout x dans un voisinage ouvert w, € 03 de x, .
On va montrer que — R‘; +p €st surmédiane dans w, .
Soient § C w,, 6 ouvert relativement compact, et s de classe &

au voisinage de & vérifiant :

s—R¥ >0 sur 06

P+v
Pour tout €e >0, on a :

s+ eV>RY sur 06

)

La fonction :

Inf (R® s+€V) sur &

ptv?
a
R¢p+v

g =
ailleurs

est & au voisinage de o (propriété de tronquage, car & est un faisceau).
On a évidemment :
g=¢+v endehorsde & .
Il reste a voir que 'on a aussi :
g=2yp+tuv sur 5 .
Pour cela, on remarque que l’on a :

s+eV>Ri+v sur 96 ,

donc :
s+eV>—w sur 068
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et par suite : : : N
st+eV>—w sur 6

car & vérifie le principe du minimum usuel dans w, qui est un ouvert
de @3 (cf. remarque qui suit la définition 33).

D’ou finalement :
s(x) + eV(x) = (p + v) (x) pour tout x€ &

La fonction g majore donc ¢ + v partout sur «, et ’on a :

g= Riw sur - o
soit : )
s+eV=>RY,, sur &
puis (¢ = 0) : B
s=Rj,, sur §

Si maintenant %(a) sépare linéairement o, la restriction ?7% est
un préfaisceau vérifiant le principe du minimum usuel dans o.

Le préfaisceau de cOnes convexes engendré par E’T'la et — R¢ ‘o
vérifie le principe du minimum localement dans U. -
La séparation montre alors que ce préfaisceau vérifie le principe

de minimum dans U. Autrement dit, — RZ +, est surmédiane dans U.
c.q.f.d.

59. THEOREME. — Soit & un préfaisceau relatif a une base
B ={(w, ow)}. On suppose que :

«

i est un faisceau

|
\

est B-saturé

est régulier

|
«

«

est B3 -séparant

]

— i est stable par les enveloppes inférieures localement minorées
et régularisées s.c.i.

—. & posséde une base d’ouverts avec cloches, soit €.

Alors i est lintersection des préfaisceaux maximaux relatifs a 63
et contenant & . ’
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Démonstration. — Soit § lintersection de ces préfaisceaux maxi
maux contenant &, et soit f € §&), ¥ ouvert.

Soit a €C, o C%) tel que F(w) sépare linéairement o.
Soient ¢ continue 4 support compact dans «, et v de classe %, et
continue au voisinage de & telles que 'on ait(?*) :
vSf sur «
et v+e<f sur a.

Nous allons montrer que I'on a :

a —
Roswo Sf sur a.

Cest évident liou : v+ ¢ = va
Dans 'ouvert U ot l'ona:v+ ¢ < va , la fonction f — R, +¢
est surmédiane, car f et — R':W, appartiennent toutes deux dans U a
un méme préfaisceau maximal (définition de f, et lemme 58 pour
R?)hp)
En tout point fronti¢re x, de U, on a :

Lim [f(x) - RS, , ()] > f(xy) — (v + ) (xo) > 0
X xo
x €U

Il s’ensuit que I'on a :
f- RUW/O dans U,

donc partout sur o (RWU =y =¢ + v sur 0x).

En faisant varier ¢ dans un ensemble filtrant croissant, on voit
que f est sur a une borne supérieure filtrante croissante de fonctions
de F(@).

Donc f€ % (a) ; ceci ayant lieu pour tous les a d’une base de
V(a C), on en déduit que f € F®), car F est un faisceau.

Ainsi, on a §=§.

c.q.f.d.

** La régulante de ¥ entraine qu’il existe v' < 0, v' € F(«), v' continue au voi-
sinage de «.
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60. Remarques. —

1) Le théoréme 59 s’applique au cas ou & est un préfaisceau
maximal par rapport i une base distinguée @ = {(w , w*)} réguliére
extérieurement, d’aprés le théoréme 50 et la remarque 54.

2) Dans le théoréme précédent, la condition que Fest un faisceau

est une condition nécessaire : la (3-séparation entraine en effet que
les préfaisceaux maximaux contenant & sont des faisceaux.

3) On a montré que pour toute cloche a assez petite, le cone
Si(a) est “régulier”, c’est-a-dire : pour toute fonction f € () bornée
inférieurement sur ¢, il existe une famille filtrante croissante de fonc-
tions continues v; € (), convergeant vers f.

IV. Caractérisation de la maximalité i I’aide des réduites.

Nous allons maintenant montrer que les propriétés fondamentales
de la théorie locale du potentiel sont caractéristiques de la maximalité
pour le principe du minimum au sens usuel.

62. PROPOSITION. — Soit & un préfaisceau relatif a B={(w,dw)}.

On suppose que % est régulier et vérifie la propriété de tronquage
faible.

Soient o un ouvert relativement compact et ¢ continue sur un
compact H non vide contenu dans doa. La fonction — (Rg); est sur-
médiane s.c.i. dans a.

Démonstration. — On a — (R';); > —p dans « a cause de la ré-
gularité de & .

(R:'); est s.c.s. grice au lemme de Dini (régularité de %) (cf. la
démonstration du lemme 58).

Soient 8 ouvert, EC aetseE %(E) vérifiant :
s—(RDz>0 sur 9P

Soit une fonction A de Fi(B), 0 < h < + o sur B (régularité de
F) et soit € >0 :
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On a: s+ eh > (Rl:)a sur 0

‘Soit f de classe & au voisinage de «, f continue, f = ¢ sur H et
vérifiant : ‘

s+en>f sur 0f (lemme de Dini).

La fonction

Inf(f, s +en) sur @

[ ailleurs

w =

appartient a (o) (propriété de fronquage).

Or, on a w =2 ¢ sur H, donc w = RY

o SUr o, et par suite :

s+ eh= R:‘ sur f8
€ étant arbitraire, on en déduit :

s—RS?O sur f

Remarque. — — R:f est surmédiane, alors que ¥ peut ne pas vé-
rifier le principe du minimum dans «. '

63. PROPOSITION. — Soit % un faisceau saturé relatif a une base
B ={(w,ow)}.

On suppose que  est régulier, que & est stable par bornes infé-
rieures localement bornées régularisées (cf. lemme. 58).

Soit (a, V) une cloche de %, et soient u et v continues sur o, u et
v € Fi(x), telles que u/V et v/V soient bornées sur «.

Alors la fonction u — Rz_v est B-surmédiane continue dans o.

De plus, i) et ii) sont équivalentes(?®) :

. - u v . ’

i) Vu, v € () continues et telles que ’ V' et I V | soient bornées,
u — R _, €%i(a). ‘

ii) On a une propriété de décomposition de Riesz : Vu, v,,

u v v
1 2 .
—l,l—letlvlsozent

v, € E’Z(a) continues sur o et telles que IV v

(%) cf. [10] et [19] pour des notions analogues.
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bornées, la propriété u <wv, + v, sur «, entraine qu’il existe u, et
u, €, u; <v,, u, <v, et vérifiant

u=u +u,

Enfin s’il existe une fonction h € F(a) N (— F(a)), h strictement
positive sur @, les propriétés i) et ii) entrainent :

iii) Pour tout ouvert B, B C «, toutes fonctions v, et v, € Fi(Q),
continues, on a l'additivité de la réduite

g — ROIB I
Ry +o, = Ry, + Ry dans B

Démonstration. — On a u = Rj, dans « : d’aprés le lemme 58,
u est prolongeable en fonction de classe & et continue au voisinage
de «.

I1 en résulte, toujours d’aprés le lemme 58, que la fonction :

Ry, _, est continue sur @, et appartient a ().

Montrons que u — Rj,_, est (3-surmédiane dans o C’est une
fonction continue. Soit 8 ouvert € @B tel que B E « et soit sE Fi( 8)
vérifiant :

stu—R;_, =0 sur 3p

La fonction
Inf(s +u, R_) sur §

R} _, ailleurs

majore u — vsur« — 3. Sur§: on a évidemment s + ¥ 2 u — v sur 08,
soits + v=>0surdfdoncs +v=>0surB.Onadoncs +u=>u— v
sur 8. w majore ainsi ¥ — v partout. En particulier s + ¥ majore
R} _, dans B.

c.q.f.d.
Montrons que i) = ii).

Soit donc u < v, + v,.

\

appartient a (o), et 'on peut écrire

La fonction u, = R}, _
€ % (a). On a :

v
2
o — o4

u=u, +u, dans o, avec u, = u — Ru_v2

—_— «Q
u=R,_,S<v, car u-—v, Sy
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3 —_ a . 2
La fonction u, = u — R, _,, est majorée par v, car on a

u—v, <R soit u — R},

U—vy U—vy <v2

c.q.f.d.
i) = 1).
Onau<v+ Rj_,. Soient u, et u, telles que u = u, + u,,

u, <v et u,<R]

La relation u < v + u, entraine u, = u — v, donc u, = R}

u
dire u, = R}, soit u — R}, _, = u, € %(a).

_p Clest-a-
-v?
ii) = iii).
Soient v, et v,, positives et de classe & au voisinage de «. Il
existe A > 0 tel que 'on ait AV > v, + v, sur §. On remplace v, et
v, sur & par les fonctions v} , v, égales a Inf()\Y ,v) et Inf(AV ,v,)
qui coincident avec v, et v, au voisinage de f.

Soit u 2 v; + v, sur B, u de classe %, et continue au voisinage
de 8.
Inf(u,v; +v;) dans @

La fonction w = , ,
v, + v, dans a\f

est continue et appartient a4 %(a). Elle vaut v} + v, sur 9B et est
partout < v, + v),.

D’aprés la propriété ii), il existe w, et w, continues, € F(x) et
vérifiant w = w, + w,, avec w; <v; (i =1,2). Sur 3f, on a donc
w; =v; (i=1,2).

On a ainsi :
w,.>R?,f(i= 1,2) sur ]
et
uz=z Ri‘: + R?f; sur B
finalement

R%# >R%® + R qur B

Ul +v2 ”l 02
L’inégalité inverse est évidente, et le résultat suit.

Pour des fonctions non nécessairement positives, on obtient le
résultat en remarquant que pour A > 0, et h € Fi(a)N(—%(a)) on a

R%.,=R¥ +\n dans 8 c.q.f.d.
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64. THEOREME. — Soit % wun préfaisceau relatif a une base
B={(w, 0w)}. '

On suppose que :

& est un faisceau

% est régulier

— & est 3-saturé

|

§i est stable par bornes inférieures localement minorées ré-
gularisées

— & est (3-séparant

— &i posséde une base de cloches, soit C.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) G est maximal relatif a B = {(w , dw)}.

b) — R?,“Gﬁ(a) pour tout ouvert « relativement compact, et
toute v continue € ().

c) R?’T“'z = Ri‘: + R?,: si v, et v, sont continues et appar-
tiennent a %(a) (V o relativement compact).

Les conditions a), b), c) entrainent la condition d) :

d) pour tout (a,V) EC, et toutes u et v € F(a), continues telles
que u/V et v/V soient bornées, on a :

u—R}_,E&0)

En_ﬁn, a), b), ¢) sont équivalentes & d) s’il existe un recouvrement
de l'espace par des ouverts munis de fonctions strictement positives
de & N (- ).

Démonstration. — Nous introduisons comme intermédiaire la pro-
priété ¢’ suivante :

c') Il existe une base @ C € telle que pour tout a« € €, tout f
ouvert relativement compact, f C «, et toutes fonctions v, et v, € F( @),
continues, on ait I’additivité de la réduite sur o :

2 2 2
R%? =Rv":+Rv‘23 sur

"l+"2

et telle que de plus, Fi(a) sépare linéairement &, pour tout a € €'
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Nous allons ‘faire la démonstration suivant le schéma suivant :

3 =——= b) =——= o)

a) = b) D’aprés la proposition 51, — R3°‘ est surmédiane dans «, donc
@B3-surmédiane et appartient a (). o

b) = ¢) La sous-additivité est éviderite. Réciproquement, soit
s =2v, + v, sur da, s€ F(a), on a sur o :
s—R¥ _R?®>0 sur o«
1 2
d’aprés la régularité de %, il existe f de classe & au voisinage de a,
finie partout et > 0 sur .

Pour tout € >0, on a :
] 9
s+ef—R,=RZ>0 sur o«
L’inégalité subsiste au voisinage de da dans «, on en déduit

Pinégalité (= 0) partout dans « car la fonction — R?,‘:‘ étant surmé-
diane dans «, la fonction s + €f — R?,‘: - R?,‘; est surmédiane dans «.

€ étant arbitraire, on a 5 = RZ';‘ + Ri‘: sur Q.
Finalement, en faisant varier s :

Rao:
1

oa da

vy tu, > va + sz
‘ c.q.f.d.

c) = ¢') évident
¢') = a) nous allons faire la démonstration en quatre étapes. Dans la
premiére étape i), on construit une famille de mesures pf'“’ et on
définit un préfaisceau #€ de fonctions vérifiant des inégalités sur ces
mesures.

Dans I’étape ii), on montre que pour certains ouverts §, et
certaines fonctions v € %(f), la fonction — Rz" appartient 4 JE(f).
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Dans I’étape iii), on montre que = 3.

Dans I’étape iv), on montre que toute fonction @3-surmédiane ap-
partient 4 ¥, donc 4 & . B :

Il en résulte que ¥ est maximal. ,
Soit « € €'. Pour tout § ouvert, § C a,‘l’applicatiqn i

v v Rzﬁ(x) pour v € ¥ (), v continue, x € B définit sans ambi-
gliité une mesure px’“ (séparation) portée par 0B.

On a donc : v(x) = fvdpf’“

pour toute v € (a), v continue, puis pour v s.c.i. par la régularité de
.

Soit ¥ un ensemble ouvert : notons 96(‘17) le cone des fbnctions
f s.c.i. > —oo dans ¥, vérifiant :

f(x)>ffdpg’°‘ pour tous . xEBCLCaCaC¥, aEEC

Le préfaisceau € contient & (régularité de F) et est relatif a G3-
(3-séparation). ' '

ii) Soient xEy C ¥y CBC B Ca, aEC', vy et B ouverts :

les mesures €, , pfi’a R pZ’a sont balayées dans I'ordre suivant :

Y,

€, > pr* = pf* par rapport 3 F (&)

On le voit par tronquage(?°) :

Si v € F(a), v continue, R?,ﬁ est la borne inférieure d’une famille
filtrante décroissante de fonctions continues de F(«) (si s = v sur
38, s € F(p), la fonction Inf(s, v) dans @, et v ailleurs) est de classe &
au voisinage de «).

(2%) Si v est de classe ¥ au voisinage de «, v continue, et w continue, w = v sur
9y, wE€F (), la fonction

. I % — ;
fx) = Inf(v(x), w(x)) _.sur v €g(B) e f=v sur 3B
o v(x) sur a\y

donc f = Rgﬁ sur B et par suite w(x) = R?)”(x) pour x € .
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On a donc :
R%(x) > [ R¥ap?* > [RPdpl* = [ vdpl® = R¥(x)

car v vaut R2? sur 3.

On obtient donc I'égalité :
J - R¥ e = —R¥w)

pour tous xEyC vy CB.
Si maintenant on a :
YyCYCaqCq CBCBCa avec a€EC, a €C
La mesure p:'a’ est égale a la mesure p)'® car elles coincident sur
Si(a) qui sépare a (Stone).

On a donc aussi :
S~ R¥ap] " = — R

Ceci prouve que la fonction — R:ﬂ appartient a de(p).

iii) Soit f € ¥e(a), € C'.

On va montrer que pour toute fonction ¢ continue a support
compact dans « vérifiant ¢ + v < f, on a :

f=>R®

¢tv
c’est évident en tout point ol p + v = Raw".
Il reste a le voir sur 'ouvert U de a défini par

v+¢<RE

ptv

Dans P'ouvert U, pour tout 8 C U ouvert, on a :

a _ pis
R RS
pto RG+y

En effet, R%,, € Si(a) donc I'inégalité > est évidente.
Pour I'inégalité inverse, soit s € %(B), s = R*,  sur 3.

ptv
La fonction — R‘:,,,v est surmédiane dans U d’aprés le lemme 58 :
on a donc
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Ry.,=20 sur B
En faisant varier s, on obtient :

R%? >R?

ptv
¢tv

Si maintenant, on a x €S C EC o, € e, o, CU, on a alors :

ﬁ
f R¢+v . o = R:+u(x)

c’est-a-dire que

RE,,€5e(U) .
Le cone ¥e(a) — R*. R:,,v admet I'ensemble {¢p + v = R‘:,H,}

comme compact de Silov : en effet, pour tout x € U, il existe o, €€,
o, CU et § ouvert : xEFC FCa,, on a alors :

f(f )‘Rs;wu)dp::‘ml <fkx) - )‘Raw*v( x)

pour tout f € Je(a), A > 0. pi'a’ charge 98 : on a donc pﬁ'al #*e€
Donc x n’est pas dans la frontiére de Choquet de ce cOne.

x*

Si 'onaf=2¢+vsur a onaalors : f= R¢+v sur . Comme
on a f = sup(p; + v) sur @, y; a support compact < f — v sur a, il
s’ensuit que f est sur o la borne supérieure de I'ensemble filtrant
croissant des Rw +p Qui appartiennent a ().

Ainsi, on a : f € ().
En faisant parcourir €' i &, on en déduit que FC & .

iv) Nous allons maintenant montrer que toute fonction @3-
surmédiane dans un ouvert ¥ appartient a ().

Soit « € €', @ C ¥ et soit f ouvert, B C a. Soient ¥ B-surmédiane
dans ¥, v, et v, €F (@), continues,

u>v, —v, sur 0B
Ceci peut s’écrire :
u—R:f+v,>0 sur 0p

Cette inégalité subsiste au voisinage de 9f dans «. Comme les
fonctions v, et — R?,‘: appartiennent a %(f), on a donc :
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u— R?f: + v, 20 sur E (principe du minimum sur les ouverts
suffisamment petits) soit u + v, > Ri‘: sur E

Si s 2 v, sur 9B, on a la méme inégalité :

Y] il

u+s= va sur f8

Ce qui donne en faisant varier s :
u= R?’[; - Rig sur @
soit :

> _ do®¢

ux) =2 | (v, — v,)dp;

Sur 0, u est la borne supérieure filtrante croissante de fonctions
continues qui s’approchent uniformément par des v, — v, . On obtient

ainsi :
u(x) = fudpﬁ’“ c.q.f.d.

a) = d) D’aprés la proposition 63, u — R}, est ®-surmédiane
dans «, donc appartient a F(«).

Il reste a voir, sous ’hypothése d’existence d’une base de fonc-
tions positives (> 0) de ¥ N (— %), que d) entraine c') :

d) = ¢') D’aprés Iimplication ii) = iii) de la proposition 63, il
suffit de prendre pour €' I’ensemble des ouverts « € € pour lesquels’
il existe hE€F(a) N (— F(a)), h >0 sur &, et tels que F soit C'-
séparant.

65. Remarque:s.
1) Les implications a) = b) = c¢) sont vraies sans I'’hypothése
d’existence de la base C.

2) Dans le cas ou & est maximal relatif 4 B = {(w, dw)}, ol
g est (3-séparant et est régulier, alors on obtient le critére d’appar-
tenance suivant :

fFEFU) siet seulement si  f est s.c.i. > —o0

et si tout x € U posséde un voisinage o ouvert relativement compact,

tel que(?’)

(?") p2 est la.m,_esure_. telle que RZ“(x) = fvdpi, pour v € Fi(x), v continue,
qui est bien définie si Fi(a) sépare linéairement o.
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fe > [rdog
(régularité dans un sens, et remarque que f est 03-surmédiane dans
Pautre sens). ;
3) Dans le cas ou & est un faisceau régulier maximal relatif a
®B={(w , dw)}, ladditivité de la réduite :
v v R (vE F(a)

a lieu méme si & ne vérifie pas le principe du minimum dans «.

66. THEOREME. — Soit & un préfaisceau maximal relatif a une
base B ={(w , w*)} réguliére (cf. n° 24).

On suppose que F est un faisceau régulier, B-séparant et possédant
une base de cloches.

Alors les propriétés a), b), c), du théoréme 64 sont equzvalentes
a la propriété e) suivante :

e) Pour toute vE€ F(w), w E®B, v continue, on a :

(R:,"')C,:Ri“’ dans w

Démonstration. — % est saturé d’aprés la remarque 54 et stable
par borne inférieure localement bornée régularisée d’apres le théoréme
50. Les équivalences a < b ¢ c¢ résultent donc du théoréme 64.

e) = b) Soit a ouvert relativement compact quelconque, et soit
v € ¥ (a), v continue au voisinage de «. Considérons un ouvert w € @3,
wCa et u€ F(w), telle que u — Rza > 0 sur w*. D’aprés-le lemme
de Dini et la régularité de %, il existe f de classe % au voisinage de o,
f continue au voisinage de «, vérifiant :

fZv sur o«
u>f>R¥®  sur w*
Soit ‘w la fonction définie par :

(RY")5; =R dans w

[ ailleurs
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~

La fonction régularisée s.c.i. w est de classe & au voisinage de
a, car w est la borne inférieure de la famille des fonctions :
Inf(s;, f) dans w
w; =
! f railleurs
pour les fonctions s5; € $(w), s; 2 f sur 0w. On a W 2 f sur da, donc
i 2> R}* > R%* sur @ On en conclut :
u2R® sur @
La fonction — R:“ étant B-surmédiane, et étant s.c.i. > —oo, on
termine par maximalité : — R%* € Si(a).

b) = e) : On a a priori :
(R <R sur w

Soit s > v sur w*, sSEF(w). Ona : s — R?,“’ > 0 sur w*, donc
au voisinage de w* dans w. La base étant réguliére intérieurement, on
en déduit l'inégalité =2 0 dans w, donc, en faisant varier s :

(R¥)5 =R sur w

Ceci achéve la démonstration.

67. Remarque. — Soit % maximal au sens usuel relatif a
B ={(w,0w)} et B-séparant, il est- maximal par rapport a la base
R={(w, éw)} ou Sw désigne la frontiére de Silov de F (@).

Si wE @ est tel que pour tout compact K C w, tout voisinage
de §w contienne éa pour un certain a, @ C w, et K C « alors la pro-
priété e) montre que I’on a pour v continue, v EF (w) :

v
R} = (R¥); dans w

v

De plus, la mesure o3’ définie par v v— R:“’(x) = Rf“’(x) pour

x € w est portée par Sw. En effet, 'inégalité v, — v, 2 0 sur Sw
v v
entraine v, — Ri‘; >0 sur $w, donc v, — R?,‘; = 0 dans w. On en
déduit P'inégalité :
R2“ _R¥¥>0 dans w,
1 2

soit f(vl — v,)dpy 2 0 pour tout x € w.



PRINCIPE DU MINIMUM ET PREFAISCEAUX MAXIMAUX 83

Par convergence uniforme sur dw on montre que ¢ € C(dw),
¢ 2 0 sur w* entrainefy:dp,‘;’ 20.Si9p=0 sur w* on a

fwdp;“=0

V. Cas dénombrable.

Dans le cas ou §2 posséde une base dénombrable, nous allons
voir que certains énoncés précédents peuvent étre renforcés.

68. T HEOREME (cf. n° 64). — On suppose S a base dénombrable.
Soit § un faisceau saturé relatif @ une base B ={(w , 0w)}.
On suppose que :

— & est régulier

— % est B-séparant

— & possédant une base C de cloches.

Alors les propriétés a), b), c) du théoréme 64 sont équivalentes :

a) ¥ est maximal pour le principe du minimum usuel relatif a
B={(w,dw)}.

b) — R:“G Si(c) pour tout ouvert o relativement compact, et
toute v continue € F(a).

c) R‘:’,‘;‘M2 = Rf,°l"+ Rf,: si v, et v, € F(x) et sont continues,

(Va ouvert relativement compact).
Elles sont en outre équivalentes a la propriété e) suivante :

e) il existe une base @ d’ouverts & tels que pour tout x €3 il
existe une seule mesure, notée p° balayée de €, par rapport au cbne
$(5) et portée par 38. (On démontre aussi que ces ouverts sont
réguliers).

Les conditions a), b), c) et e) entrainent la condition d') :
d') pour tout (a,V) € C, et toutes u et v €% (), continues telles
que u/V et v[V soient bornées, on a :

u—-R:_ EF) e RY €%
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- Si, de plus, il existe un recouvrement de S par des ouverts sur
lesquels il existe des - fonctions strictement positives appartenant a
FNE—F)

alors, a),ib), c) et e sont équivalentes a d').

Démonstration. — Elle est en partie identique a celle du théo-
réme 64 : on est amené a introduire comme dans la démonstration
du théoréme 64 la propriété c') suivante :

¢') il existe une base &' C €, telle que pour tout a€C' tout B
ouvert relativement compact /3' Ca et toutes fonctlons v et v, €EJ(a)
continues, on ait I’'additivité de la réduite sur 9f :

. _ R 4 RIS .
va+v2 = va + sz sur
et telle qvue ‘97(&) sépare linéairement «.

Nous allons faire la démonstration suivant le schéma :

Q) =—= b) =——= ©)
o) < = )

a) = b) = ¢) = ¢') : les démonstrations sont identiques a celles du
théoréme 64 (remarque 65, 1). ’

a) = d') : on remarque que la propriété a) entraine les hypothéses
du théoréme 64 (théoréme 50 et remarque qui suit) :

d’) résulte alors du théoréme 64 (car R est continue).
u

—-v
c') = e) : soit @' la base qui iritervient -dans la démonstration du
¢') = a), i) du théoréme 64 : elle est formée .de cloches (a , V). telles
que F(a) sépare linéairement «.

Notons @ la base constituée par les ouverts « tels que : a € €’
et il existe o € @', vérifiant a C o' : :

On va ‘montter que chaque o« € C" posséde un recouvrement
62 d’ouverts 8, tels que 8 C a, pour lesquels les mesures p5 @ définies
au théoréme 68, c') = a), i) soient balayées de €, par rapport a
F(§) et soient les seules.
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Il suffit de montrer que pfc’“ est 'unique balayée de €, par rap-
port a Fi(a) pour certains ouverts 6 d’adhérence 6 C «, et formant
un recouvrement de o.

Soit v € F(a), v <0, v continue sur «.

Soit x, € « : il existe A > 0, tel que :
Vxy) + Av(xy) >0
\'% + A\v <0 sur O«

Si o' €€, o' D @, on considére(?®) une suite v, € F(a') telle que

) v, — v . _
la suite double 2——2 soit dense dans C(a).
v

On choisit une suite €, > 0 de sorte que la sériec Y, €,v,

e
n=20

converge uniformément au voisinage de «. La fonction :

w=V+e Y €,v,+ \E F(a)
n=0

vérifie pour € assez petit :
w(x,) >0

w<0 sur o«
Posons alors § ={xE€alw(x)> 0}

On a x4, € 8, donc les § ainsi construits forment un recouvrement
R, de a.

Pour x € 5, considérons la mesure pf""‘. Comme wE€ F(x)ona :
w(x) > [ wdpd* =0

Soit u une mesure portée par 06 et balayée de €, par rapport a
gi(a). Cette mesure est balayée de pS® par rapport a (@) (p3* est
définie par la réduite).

On a donc :
0= [wdple> [wdu>0

(?8) Ce type de construction a été utilisé par Mokobodzki et Sibony dans [20].
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soit :

vadp“+dep“+e}_ w [ vndote = [Vau +
te Y enfvndu+7\./‘udu

n=20

Il en résulte les égalités :

fv dp* = fvndu pour tout n

On déduit que u est égale a pﬁ’“, car elles sont égales sur un
sous-espace dense de C(4).

Toute mesure balayée de €, par rapport a $i(8) est aussi balayée
par rapport & (o), donc vaut p&'® que 'on notera pd.

I1 suffit alors de prendre pour @ la base constituée par les ouverts
8 ER,, « variant dans €".

Montrons que les ouverts § de @ sont réguliers : soit ¢ une
fonction continue sur 98.

fwdu | 4 balayée de €, par rapport

4 %(8)! vaut d’aprés ce qui précede :

La fonction R2®(x) = sup

Raf(x) =fgpdp§ pour x€ &
On a de méme :

~R 0 =— [(—9)dpd = [pdpl = R (x)

Les fonctions Ras et Raa ) sont égales sur 8 ,la premiére est
s.c.s., la seconde s.c.i. elles sont donc contmues sur 8, et valent ¢ sur
06 (car p;, =€, pour x €938). De plus, R est continue dans &,
d’aprés le lemme de Dini, elle est sur & 11m1te uniforme de fonctions
de % (38). Elle appartxent donc a % (8) dans & (F est saturé). De méme,
on a — RY € - 5(8), donc :

R% € 8i(8) N (— %(8))
c.q.f.d.
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e) = a) : soit f une fonction B-surmédiane dans un ouvert U, et soit
o un ouvert relativement compact, &« C U. On va montrer que sur ¢,
f est la borne supérieure d’un ensemble filtrant croissant de fonctions
de % (@).

Soit R un recouvrement fini de o par des ouverts appartenant a
la base @ linéairement séparés par &. On construit une fonction f; de
la maniére suivante :

on note §; (i=1,2,...,n) les ouverts de R.

On pose
63 si x €9,

f;(x) = 5
ffdpxi si x€3§;

(x € a)

et frx)=Inff;(x) (x€a)

La fonction f, appartient a ().

En effet, chaque fonction f; est s.c.i. et est < f. On a évidem-
ment £(x) < f(x) si x&9,, si x €8, £,(x) vaut | fdpli. Comme f

est G3-surmédiane, il existe une mesure u portée par 00;, balayée de
€, par rapport a &(9§;) et telle que :

[ fau<rx
5.
Cette mesure ne peut étre que p,’ d’apres les hypothéses d’unicité.

S,
f; €F(5;) : en effet, la fonction x ~— ffdpx' est la borne su-
périeure d’une famille filtrante croissante de fonctions du type

X v f ) dpii qui sont continues et appartiennent a 3i(§;) N (— «(5,)).

Au voisinage de chaque point x € «, f est une borne inférieure
finie de fonctions de & : f; est donc localement dans &, donc fz € F(a),
car % est un faisceau.

Disons qu’un recouvrement & est plus fin que (R si tout §E€§
est d’adhérence & contenue dans un &' € R. On peut voir que I'en-
semble des recouvrements finis de o extraits de D est filtrant crois-
sant (si x € «, et si R et $ sont deux recouvrements finis de «, il
existe § ER, §' €S, tels que x €5 N §". On choisit v, ED, tel que
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x€v,Cy,C8N & Il existe alors Yy, - -+ Yy, TECOUVIANt & :
n
ils forment un recouvrement fini ® plus fin que R et 8).

La famille f» est croissante avec R : en effet, si 8 est plus fin
que R, il existe §; €S tel que I'on ait :

f,00 = f,00 = [ rdp®

Il existe 5]'.602 tel que T'on ait §;, C 6,'-. Si 'on démontre que
I’'on a :

[ raol> [ rapli

il en résultera I’inégalité :
5. 5
) = [fapi > [rdp) > frx)

Or, on a : 28, C 5,'.
s
et pour y €98, : ffdpy’ <fO)

Dans §;, la fonction f,.'( y) = f f dpi" est borne supérieure fil-

trante croissante de fonctions du type :

y v f¢ dpf,f (pour g€ 6(66,'.)) qui sont des fonctions de
5’7'(8]'.) N (- 97(6,’.)).

On a donc

ff’-' dpii = f,-' (x) pour x€3§;
et
, 5. 5.
o0 = [ £ doji < [rdpyi = f;x)
soit
Ja(x) < f5(x)
On va montrer maintenant que quand (R s’affine indéfiniment,
la famille fz converge en croissant vers f dans a.
Soit x, € a. Soit k < f(x,) : il existe v continue, et de classe &
au voisinage de {xo} telle que P'on ait

f(x) >—v(x) >k au voisinage de x,.
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Soit ¥ ce voisinage de x, : on peut supposer ¥ Ca On va
montrer qu’il existe un recouvrement R fini de a par des ouverts de
@, soit R =(8,,...,8,) tels que tous les §, contenant x,, soient
d’adhérence contenue dans ¥. Pour tout x € @, soit §, un ouvert de
@, tel que l'on ait : x€§,, et

§,C¥ si xEW
_x on X ¢ v
Il existe un sous-recouvrement fini 8*1 sy an de a ; tous

ceux qui contiennent x, sont d’adhérence contenue dans ¥. On a
donc obtenu le recouvrement R cherché.

On a alors falxe) > k
En effet, il existe i tel que f; (xy) = fsxi(xo)
donc :
£ (xg) = ffdpi’(‘; > [- vdpi’:)f > u(xg) >k
k étant arbitraire, on obtient :
fxo) = sup fa(xo)

c.q.f.d.

Dans le cas ou il existe un recouvrement de £ par des ouverts

munis de fonctions positives de & N (— &), il reste a voir I'implication
d) = ¢') : cela résulte de la proposition 63, i) = iii).



90 D. FEYEL ET A. DE LA PRADELLE

CHAPITRE IV

Nous allons donner d’autres propriétés sans ordre particulier.

1. Etude des cloches.

69. DEFINITION. — On appelle ouvert trés régulier tout ouvert re-
lativement compact ayant les propriétés suivantes :

i)Vx € 8 il existe une et une seule mesure p‘i portée par la
frontiére 06 et vérifiant :

f&) > [ f dod
pour toute fonction fe «".-77(3)

2) le compact B posséde une base de voisinages constitués par
des ouverts réguliers.

Par exemple dans la théorie classique, les boules de R"sont des
ouverts tres réguliers. Plus généralement les ouverts réguliers dont
tous les points frontiére de I’adhérence sont stables, sont des ouverts
trés réguliers.

70. PROPOSITION. — Soit J un préfaisceau maximal relatif @ une
base B = (w , dw).

On suppose que & est régulier.

Soit & un ouvert trés régulier ayant un voisinage compact K que
F(K) sépare linéairement

Alors 0 (— %) (8) est partout dense dans

C(&)N[FN (- ) (3)]

Démonstration. — (cf. (17)).
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On va d’abord montrer que le couple (5(8),5 N (—F)(8)) est
un simplexe géométrique(?°).

Soit v (r_esp. u) continue et de classe Ji(resp. de classe — &) au
voisinage de &, telles que 'on ait ¥ < v au voisinage de §, il existe
alors un ouvert régulier §, D &, pour lequel on a :

§C8,C8 CK

u<v sur §,

3s 38 —
Considérons la fonction H, '. On a : u<H, ' <v sur §,,
donc au voisinage de &, car &i(§,) sépare linéairement 6, (cf. prop. 15).
c.q.f.d.

Soient maintenant u, et u, deux mesures positives sur §, telles
que l'on ait
M, (h) = u,(h) pour toute fonction

hEG(S)N (- F(d))

Soient v, et v,les balayées minimales de u, et u, par rapport a
C = C(8) N F(8). Comme la frontiére de Choquet de C est identique
a 09, il s’ensuit que v, et v, sont portées par 85. Elles sont donc aussi
portées par la frontiére de Choquet de % (), donc sont minimales par
rapport a 27(;3—).

On a ainsi
py () = v, (B) = v, (h) = p,(h), VhAEF(8) N (- F(8))
On en dédui_t les mémes inégalités_ pour toute fgnction du type
o, avec u€ — F(8) (i = Inf{v/vE (), v =u sur §)}.

Comme v, et v, sont minimales, on a donc :

v,(w) =v, (@) =v,(@) =v,(u) pour toute u€— F(J)

La séparation linéaire entraine alors que 'on a v, = »,.

Soit # une fonction appartenant a C(HHNFG(E)N (- %(8)). On
a aussi :

py(h) = v (W) = vy(h) = p,(h) (car v, = v,)

() cf. [6] et [21].
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On a donc
My (h) = uy(h)

Le théoréeme de Hahn-Banach permet de conclure.

71. THEOREME. — §2 est a base dénombrable. Soit F un préfaisceau
maximal relatif @ une base B ={(w ,dw)}. On suppose que F, est
03-séparant et régulier. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) il existe une base d’ouverts réguliers.
b) il existe une base de cloches de % .

¢) il existe une base d’ouverts tres réguliers.

Démonstration.
a) = b)

Soit x, € 2 et 3 x, un ouvert régulier tel que B soit linéairement
séparé par F(f). Il existe une fonction v continue et de classe & au
voisinage de § telle que 'on ait :

v(xy) > H2(x,)

En effet, dans le cas contraire, on aurait v(x,) = HgB (x) pour
toute fonction v € &, (B). La mesure harmonique piﬁ (définie par
v v HzB (xy)) coinciderait avec €, car SEW(E) sépare linéairement E
Ceci est impossible puisque pig est portée par 9.

On peut supposer que 'on a v > 0 sur B en rajoutant au besoin
a v une fonction u €% (f), u > 0, suffisamment grande, u continue.

Pour € > 0, la fonction V=v — (1 + €) Hgﬁ est continue sur 8,
strictement négative sur 0f, et appartient a (p).

Si € est assez petit on a V(x,) > 0, et Pouvert & = {V > 0} est
relativement compact, et contient x, .

En faisant varier x, et §, on obtient ainsi une base.

b) = ¢)

Reprenons le raisonnement du théoréme 68. Soit x, € Q et soit
(o, V) une cloche de &, telle que Ji(a) sépare linéairement a. On
peut supposer que o est contenu dans un ouvert de la base G3.



PRINCIPE DU MINIMUM ET PREFAISCEAUX MAXIMAUX 93

Il existe une fonction continue w € & (a), w <0 sur «. Soit
A, > 0, tel que I'on ait :
Vixy) + Aw(xy) >0
V+2Aw<0 sur oa

On reprend la suite v, de la démonstration du théoreme 68, et
on pose :

w}\o=V+e ¥ o€,v, + A w

n=o0
€ > 0 étant choisi de maniére que I’on ait :
wy, (%) >0
Wy, <0 sur od«
L’ouvert 6 = {w"o > 0} est un ouvert trés régulier : il n’existe qu’une

seule mesure p® balayée d’un point x € 8, VXxE § et portée par 98
d’aprés la démonstration du théoréme 68.

Pour A <Ay, A suffisamment proche de A,, on obtient des
ouverts §, ayant la méme propriété et vérifiant :

§C8,

Ils forment une base de voisinages de &, car on a :

5= N &= N §
R eI

c) = a)

Evident (proposition 70).

Remarque. — Les ouverts treés réguliers du théoreme 71 sont
strictement convexes (cf. remarque 2 qui suit le corollaire 40).

II. Additivité de certaines réduites dans les préfaisceaux produits.

Nous allons maintenant faire une application de ce qui précéde
a certains faisceaux produits. (cf. déf. 20).
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72. LEMME. — Soit & un préfaisceau sur un espace localement
compact S, relatif @ une base B = {(w , 0w)}.

On suppose que F est maximal, et régulier.

Soit & un ouvert trés régulier (cf. définition 69), et soit (8,), .

une base de voisinages réguliers de §.
On suppose que F(8) sépare linéairement §.

Alors, pour toute fonction ¢ continue au voisinage de 8, la
5 , - . ,
famille H‘p)‘ converge uniformément sur & vers la fonction Hz suivant
lensemble filtrant des (6, )y, -

Démonstration. — Soit u une fonction continue et de ciasse
(— &) au voisinage de 6. Pour A= A;, on a u € — J(5,). On a

st(x) = st (x) pour x€ 8,

donc R?® est continue sur &.

Soit € > 0, d’aprés le lemme de Dini, il existe v de classe % et
continue au voisinage de &, telle que 'on ait :

H? =R¥>v—-¢ sur 3§

Comme dans la démonstration de la proposition 70, il existe
N E A tel que 'on ait :

36y

v—e<HP!=RP<H*<v sur &

On a donc :
96 —
IH,* —H? <e sur §

Soit maintenant ¢ continue au voisinage de &. Comme F(8)
sépare linéairement 8, pour tout € > 0 et toute fonction u > 0, u de
classe & au voisinage de 8, il existe v et w de classe ¥ au voisinage de
& telles que I'on ait :

v—w-—eu<po<v—w+eu sur &

Cette inégalité est encore valable au voisinage de 6.
Pour A assez grand, on a alors :

35, 25 25,

96 (13 a6 26
A A A A A
oM —H, M —eH, »<H,"<H »—H,*+eH,

H
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de méme :
H? — H? — eH?® <H?® <H® — H? + eH?
soit :

98 a8 .13 98 96
A 98 A 98 A 13 A L1 A
H,* — B’ — H,» + H? — ¢(H,™ + H?) <H,* - H? <H " -

v
96
—H® —HJM + H? + e(H, * + HY)

on a donc quand A augmente :
3 —
0 — 0 — 2¢HY < lim (H," — H®) <Tm (H, - H®)<0 - 0 +
A A

+ 2eH?

A

) a5, % . 35, 25
Donc lim H, " — H," existe et est nulle. Comme les H, ", H, * et

A
96

Hw)‘ convergent uniformément, ceci prouve que la limite est uni-

forme sur 6.
c.q.f.d.

73. THEOREME. — Soient §2, et K, deux espaces localement
compacts, &, et &, deux préfaisceaux maximaux relatifs a des bases
B, ={(a,00)} pour I
@B, ={(8,08)} pour &,

On suppose que F, est @3 ,-séparant, et que %, est 03,-séparant.

On suppose que &, et &, sont réguliers. On note  le faisceau produit
de &, et 3, (cf. définition 20).

Soient &, un ouvert trés régulier de Q2 , pour %, et &, un ouvert
trés régulier de Q2,, pour &,. On suppose que i, (6,) (resp. %,(38,))

sépare linéairement &, (resp. 6,).
Alors pour tout (x, y)€E€ 31 X 32, lapplication :

28, x5,
¢ ~— R¢ x,»)

pour ¢ continue sur 36, x 08, est additive, de plus elle vaut :

95, x28 8 5
R, “2(x.») = [[ ¢dn}! x dp}?

.8 8 .
ou p. (resp. p,2) désigne la mesure :
x y

8, 95,
¢ v> H,"(x) (resp. ¥ ~> H,“(»)
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pour toute ¢ (resp. y) continue sur 08, (resp. 96,).

_ De plus, px X py est l'unique mesure balayée de €, ,, pour
F(6, x 8,)N(— d')(6 x 6. ,) portée par 98, x 995,

Démonstration. — px X py est l'unique mesure balayée de
€x,y bar rapporta@(& X 8,)NF(, x8,)N(—F) (5, x §,)portée
par 38, x 36, (possibilité de résoudre le probléme de Dirichlet sur la
frontiére distinguée).

Nous allons montrer qu’glle est aussi l'unique mesure balayée de
€(x,y) Dar rapport a & (8, x 8,) N (—F) (8, x §,) portée par
06, x 96, .

Il suffit de voir que F(8, x 8,) N (- &) (8, x §,) est partout
dense dans (8, x 8,) N F(S; x §,)N(—F) (8, x 8,).

Soit € > 0 et soit u > 0, u continue au voisinage de 51 X ?S_z s
u€ (6, x 6,). Il existe sur la frontiére distinguée 06, x 96, une
fonction continue du type

Zy;(x)y;(y) (somme finie)

ou les p; et Y, sont continues sur 08, et 05, , telles que I’on ait sur
06, x 05,

Zo,x)Y;(y) —eulx,y) Sh(x,y) < Zo;(x) () + eulx, y)
pour tout (x, y) € 51 X 32 , on a en intégrant par rapport a pi‘ X pf,’
35, 35, 35, x 25,
H, () H,  (y) — eH, (x,y)Shx,y) <
H, ' () Hy 2(0) + eHy 22 (x , )
1 1
d’aprés le lemme précédent, il existe des fonctions
LEFGB)N(-F,)(8,)
g,- € S?’72(32) N (“ giz) (_8_2)
vérifiant :
[z H (x )H (y) )N <eulx,y)
pour (x, y)E 61 X 52.

On a donc finalement :
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x 38,

12 f;(x) g;(y) — hx,y) | <e((x,y)+ H,a,sl x, y))<2eu(x,y)

pour (x,y)E &, x §,.

Il en résulte immédiatement I'unicité de la mesure balayée de

€(x, y)» Dportée par 38, x 98, , par rapport a
F(8, x 8,)N(—F) (8, x 8,)

En particulier, il n’existe qu’une seule mesure balayée de €,
par rapport a % (8, x §,) et portée par 96, x 88, : c’est donc
8 5
Pyt X py2.

La relation fondamentale du balayage :

5(5, x35,)

[odutuem, (35, x 35,)

38, x 36,
R, (x, y) = sup

montre que 'on a :

38, X 98,

851 %x8,
R¢

(x,y)=ff¢dpi‘ x dp,? = Hy' " 2 (x, )

pour tout (x, y)€ 8, x 8, et ¢ continue sur 38, x 35, .

III. Retour sur la notion de base -trés adéquate (cf. n° 41 a 48).

Le théoréme suivant montre que la notion de base Fi-trés adé-
quate introduite au chapitre II pour reconnaitre qu’un préfaisceau
maximal relatif 4 une base @* = {(w, w*)} est maximal relatif a
@ = {(w, dw)},n’est pas trop forte.

74. THEOREME. — & est un préfaisceau maximal relatif a une
base B* = {(w , w*)}.

On suppose que F est un faisceau régulier, séparant. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) G est maximal relatif a B = {(w , dw)}.

ii) la base B* est F-trés adéquate.

Démonstration.
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ii) = 1) : ceci résulte du théoréme 44.
i) = ii) : Soient w, et w, € B* w, Nw, #Q, @, N w% =0Q.

On va montrer que pour tout x € w; N w,, la mesure p‘:’ est
portée par I'ensemble dw,N w, .

Soient u et v de classe & et continues au voisinage de w, et
telles que u > v sur dw, N W, .

Soit s de classe & au voisinage de w, , s = u sur 0w, . La fonction

dw — . . —
s — R, ! est >0 sur dw, N @, donc au voisinage ¥ de dw, N &,
dans w,, et elle appartient a &(w,). Soit & un ouvert relativement
compact vérifiant @ C w, et w, N da C ¥. Comme B est F

dw — n .
adéquate ; s — R, T est positive sur @M w, . « pouvant étre pris

. dw — . .
arbitrairement grand, s — R, ' >0 sur w, N &,. En faisant varier

s, on obtient :
dwy
u v

R sur  w; N w,

On en déduit que pour tout x € w; N w,, p:" est portée par
dw, N w,.
Soit f la fonction définie sur C w¥ par :
si XxXE€Ew, — wi

flx) =

+ oo si x¢w,
elle vérifie le critére de la remarque 65,2 donc est une fonction de
5 (C wi).
Le résultat suit alors.

Reprenons les hypothéses du théoréme 46. Nous obtenons le
résultat suivant (cf. Kohn [6]).

75. THEOREME. — Soit & un faisceau d’espaces vectoriels muni
d’une base @@= {(w , w*)} d’ouverts semi-réguliers.

On suppose que & est contenu dans un préfaisceau % de cones
convexes relatif @ B = {(w , w*)}, séparant et maximal. On suppose
@ Fi-trés adéquate. On sait que F est maximal au sens usuel (théoréme
44) et on a les propriétés suivantes :

a) pour w € @B, v de classe § au voisinage de w, la fonction :
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f vduy dans
w =
v ailleurs

ou uy désigne la mesure de Poisson de (w , w*) définie par ¢ ~— H;”
pour ¢ € C(w*), est une fonction de F(w).

b) Ona w= (Rl‘,‘")u—, dans .
Démonstration.

a) D’aprés le théoréme 46, v(x) majore f vduy quelque soit

x € w. w est donc s.c.i. Nous allons montrer que w vérifie le critére
d’appartenance du théoréme 35 : si x est intérieur ou extérieur a w,
le critére est évidemment vérifié.

Soit x un point de dw.

Si x€ w*, ona:

w(x)=v(x)>fvdu>fwdu

pour toute mesure u balayée de €, et portée par un da, o étant un
ouvert arbitrairement petit et relativement compact contenant x.

Si x € 0w\w*, soit a un ouvert relativement compact, x € q,
o N w* =@Q. Comme @3 est Fi-trés adéquate, toute mesure balayée de
€, par rapport a i(a) et portée par 0w est portée par 0 N w. Or, le

lemme 45 montre que la fonction y ~— f vduy’ est prolongeable
au voisinage de x en une fonction f de %. Si I’on a pris soin de prendre
o assez petit, il s’ensuit que l'on a :

f(x) >ffdy pour u = €, par rapport a ,‘:W(&);comme‘ M est

portée par da N w, ceci s’écrit :

wx) > [ wdp
c.q.f.d.

N * —_ .
b) w majore v sur w*, on a donc w >(R;" ) sur w. Soit
SE Fi(w), s =2 v sur w*. On a pour xE W :

s> [sdue > [vdug = we)
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En faisant varier s :
Ry 5 (x) = w(x)

IV. Maximalité des préfaisceaux d’espaces vectoriels.

Nous sommes maintenant en mesure de compléter le premier
chapitre (paragraphe IV) sur les rapports qui existent entre la maxi-
malité des espaces vectoriels et celle des cones.

On a le théoréme suivant :

76. THEOREME. — Soit % un préfaisceau maximal relatif a une
base B = {(w , dw)}.

On suppose que :

— & est un faisceau

% est régulier

& posséde une base € de cloches
— la base @3 est héréditaire.

Alors toute fonction @B-surmédiane par rapport a ¥ N (— %) est
une fonction de .

En particulier, & N (— &) est un préfaisceau maximal d’espaces
vectoriels relatif a la base G3 .

Démonstration. — Soit § un préfaisceau maximal de cones con-
vexes relatif & (3 et contenant & N (— % ).

Soit («, V) une cloche de & contenue dans un ouvert de G3. Il
existe une fonction v de classe % et continue au voisinage de «, et
v <0 sur a.

Soit f€ G() : il existe ¢ continue a support compact dans «,
et A > 0, tels que 'on ait :

fZAw+y¢o sur «

Il résulte du lemme S8 que la fonction — (R"‘;”\v)a est continue
sur a et est localement surmédiane dans 'ouvert U de « ou I'on a
¢ + M < (RG,,,)z- Dans U, —(R7,,,)z est donc localement G3-
surmédiane, donc localement dans %. Comme & est un faisceau, on a :
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— (R&, )z EF(U) N (- F(U))

Ainsi la fonction f — (Rg,r}w)& appartient a §(U).
En chaque point x € 9U, on a :

Lim [£() = (RG.,,)z ()] >0
yeu

La base @3 étant héréditaire, on en déduit I'inégalité :
f— Rz =0 sur U

On a donc I'inégalité sur o tout entier.

En faisant varier ¢ dans un ensemble filtrant croissant, on montre
que 'on a f € F(w).

On termine en remarquant que % est un faisceau.

En particulier, toute fonction B-médiane appartient 4 F N (— ).

77. COROLLAIRE. — Si & vérifie les hypothéses du théoréme pré-
cédent, il est l'unique préfaisceau maximal vérifiant le principe du
minimum au sens usuel (i.e. sur tous les ouverts de B3 = {(w , dw)}
contenant F N (— ).

Remarque. — On a supposé (3 héréditaire. C’est une hypothése
naturelle car un préfaisceau maximal relatif 4 une base 3’ est maximal
par rapport a la plus petite base héréditaire contenant B’ dés que &
est un faisceau.

V. Ensembles polaires.

Nous allons maintenant nous occuper d’une classe d’ensembles
exceptionnels.

78. DEFINITION. — Soit & un préfaisceau relatif a une base
B={(w,0w)}.
Nous dirons qu’une fonction f € F(U) est “F-propre” dans U
si l'on a :
VxeU, VwERB, xEwCwCU,
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[ rdu<+ e, VueMI®@w)

Remarque. — Si & est régulier, il est équivalent de dire que I'on a :
sup {R,°(x)/p € C(3w) ,p < f} <+ oo

Les fonctions “%-propre” forment un préfaisceau de cones
convexes que nous noterons % .

79. PROPOSITION. — On suppose que & est un faisceau régulier,
@ -saturé.

Soit f€ F(U), pour que f soit Fi-propre, il faut et il suffit qu’il
existe une base G?af de louvert U, formée d’ouverts relativement
compacts dans U, telle que & soit relatif a B3 s et telle que l'on ait :

Vx€U, IweEB,, xEw
tel que :
[fau <+, vueM? @ @w)

Démonstration. — La nécessité est évidente.
Soient x€EU, wERB, xEwCwCU. Il existe w, E(Bf et
vérifiant : x € w, Cw,; C w.
Soit p € C(Aw), ¢ < fsur dw : il existe v € F, (w), et vérifiant :
¢<v sur . 0w

v <f au voisinage de w
On a alors : o
R2“(x) < R{“(x) <R, '(x)

la deuxiéme inégalité résultant des hypothéses sur %.

On a ainsi :
S
R2(x) <sup{R, '(x)|¥ € C@w,), ¥ <[} <+ o
80. COROLLAIRE. — & est un faisceau.

81. PROPOSITION. — Soit % un préfaisceau saturé relatif a une
base B ={(w ,0w)}.
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Soit ueg' (U)

posons A={x€Ulu(x) <+ =}

La fonction
0 si x€EANU

v(x) = _
+ o si x€U\A

est une fonction de ' (U).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour tout x € U tout
wWERB, wCU, xEwona:

p(U\A) =0 pour u€M?F®(3w)

Or c’gst évident, car u est p-intégrable par hypothése. On a alors
u(U\NA) = 0, donc u est portée par UN A. 11 en résulte I’inégalité:

v(x) = fvdu =0
On a donc
vEF' (U)

82. DEFINITION. — Soit % un préfaisceau relatif @ @ = {(w , dw)}.
On dira qu’un ensemble P est polaire sur un ouvert U s’il existe une
fonction f €' (U) vérifiant :

=4+ sur PNU

De méme, P sera dit localement polaire s’il est recouvrable par des
ouverts U; sur chacun desquels il est polaire.

83. PROPRIETES IMMEDIATES. — Si Q C P et si P est polaire (resp.
localement polaire) sur un ouvert U, alors Q est polaire (resp. loc.
polaire) sur U.

Si P et Q sont polaires (resp. localement polaires) sur U, leur
réunion P U Q est polaire sur U (resp. localement polaire).

Si P est polaire sur U, il est sans point intérieur sur U (car il est
u-négligeable pour toute mesure u € M: (“’)(aw) WER, wCU). Il en
est de méme si P est localement polaire.

Remarque. — Sous des conditions plus fortes, on peut améliorer
ces propriétés.
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84. LEMME. — Soit § un préfaisceau relatif @ B={(w , dw)}.

Pour toute fonction f€ G(U), U ouvert, pour tout x €U, et
pour toute famille (u;);.; de mesures d supports dans un w, fixe,
W, € @B,balayées de €, par rapport a Fi(w,), filtrée par un ultrafiltre
U sur 1 tel que l'on ait :

Supp u;— {x} suivant U
On a:

fx) = li%rln ffdu,-

Démonstration. — La famille y; converge vaguement sur w, vers
une mesure u balayée de €, (I’ensemble de mesures balayées de €, par
rapport a Ji(w,) est compact. Le support de u est {x}, donc u est de
la forme Ae, . Il existe deux fonctions u et v € % (w,) vérifiant u > 0
sur Wy, ulx) <+ oo

et v(x) <0
On en déduit que A = 1 donc u =€, .

On a donc :

£ > tim [ fdu, > £)
U

La premiére inégalité étant évidente, et la seconde résultant de la
semi-continuité inférieure de I’application

#ﬁffd#

85. THEOREME. — Soit & un préfaisceau maximal relatif a une
base B={(w , w*)} réguliere extérieurement.

On suppose que F est un faisceau, que & est régulier et que & est
G3-séparant.

Soit P un ensemble fermé et localement polaire. Si v est une
fonction € Gi(S2\P) bornée inférieurement au voisinage de chaque
point de P, alors la fonction :

A v(x) si. x€Q\P
b(x) = )
Iim v(y) si x€P
y—=>Xx
yeQ\P

appartient a F(§L).
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Démonstration. — 11 existe un recouvrement (U,),.; de P par des
ouverts U; tels que P soit polaire sur chaque U;. On peut donc se
ramener au cas ou P est polaire sur 2, car & est un faisceau.

Soit wp €F'(2) telle que wp = + o sur P, wy est finie sur un
ensemble partout dense D.

La fonction :

1
v+—wp sur Q\P
v, = n meEN, n=1)
+ oo sur P

est une fonction v, € %i(£2), d’aprés le théoréme 35. Soit 9 la régula-
risée s.c.i. de I’enveloppe inférieure de la suite v, : elle appartient a
(§2) d’aprés le théoréme 50, et vérifie :

p=>v dans Q\P
Il existe un ensemble filtrant croissant de couples (£2;, g;), avec

8 E€F . (82), QL =UQ,; et
1

b =supg; (g continue sur ;)
i

Pour tout i, on a dans ; :

g <wv, pourtout n

donc :
g <sSv sur PN,

On va démontrer la méme inégalité sur £,\P. Soit x € £,\P, et
soit wWE R, w CQ;\P, xE w, on a

v(x)?fvdu >fg,.dp

pour pu € M? (‘T’)(aw), car on a g; S v u-presque partout. On applique
le lemme 84 et on en déduit I'inégalité :

v(x) = g;(x)
D’aprés la définition de #, on a alors :

g <v sur §;

i
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d’ou a la limite :
<? sur

(N3

D’autre part, on a sur Q\P

=y donc v=v sur Q\P

<

Soit x €P, et soit (w;);,; une famille filtrante décroissante de
voisinages de x, w; € B3 et soit yiEM:(‘”i)(awi). Si U est un ultra
filtre sur I plus fin que le filtre des sections de I, on a d’aprés le
lemme 84 :

2 — l_i 2 d .
v(x) qunfv M;
soit, puisque P est u;-négligeable pour tout i :
v(x) = li‘lrln fnd;.ti
qui peut s’écrire :
v(x) = li‘lr‘n p; (1) x lim Inf{v (¥)|y € 0w,;\P}
a“
ou :
0(x) = 1 x lim Inf{v (¥) |y € @,\P} = 9 (x)
U
finalement, on a :
D=1 sur £, et donc DEF)

c.q.f.d.

86. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme 85 si
he FG(Q\P)N (- FG(2\P)) et est bornée au voisinage de chaque
point de P, alors h est prolongeable par continuité a S tout entier, et
son prolongement appartient a F(§2) N (— F(2)).

Démonstration. — La fonction

h(x) si xEQ\P
h(x)=1{ lim h(y) si x€P

yo>x

ye\P

appartient a % (§2) d’aprés le théoréme 85.
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De méme la fonction :

h(x) si x€Q\P
\" —
h(x) = lim h(y) si x€EP
y—=>x
yeQ\P

appartient a — 3 (£2).

Pour tout x € §2, tout w € @B suffisamment petit, et toute me-
sure p€ M? ©)(3w), on a les inégalités :

p(h) < h(x) < h(x) < uph)

Or, la fonction h— h est u-négligeable car elle est nulle en
dehors d’un ensemble polaire. On a donc I’égalité, et le résultat
s’ensuit.

Remarque.

1) Le théoréme précédent s’applique a toutes les théories axio-
matiques locales du potentiel.

2) On peut remarquer que dans la démonstration du théoréme 85
et du corollaire 86, il suffit d’utiliser le fait que la fonction ‘C\‘)p vérifie
seulement la propriété suivante : pour tout x € §2, et pour tout voisi-
nage ¥ dex, il existe w €M@, x € w C & C ¥V et il existe u € M2 “)(dw)
telle que ‘(&"p soit p-intégrable. Ceci permet d’appliquer le théoréme 85
aux fonctions séparément surharmoniques sur R? x R?, ou bien pluri-
surharmoniques sur C".

VI. Les ouverts de Green en théorie axiomatique de Brelot.

On rappelle qu’un ouvert U est dit de Green, dans une théorie
axiomatique de Brelot munie des axiomes I, II, IIT (cf. [9]) s’il existe
un potentiel p > 0 sur U.

Nous allons caractériser les ouverts de Green par une propriété
de maximalité.
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LEMME TOPOLOGIQUE. — Soit § un espace localement compact,
non compact, a base dénombrable. Toute fonction f s.c.i.>—ocosur 2
est la borne supérieure d’une suite croissante de fonctions finies
continues.

Démonstration. — On se raméne au cas 0 < f < I. Il existe alors
une suite croissante de fonctions ¢, continues a support compact
vérifiant :

0<¢p,<f
Posons : p=3Y 27y,
n=1
On a : 0<p<f.

La fonction f — ¢ est elle-méme la borne supérieure d’une suite crois-

\

sante de fonctions Y, continues a support compact, telles que
0<y,<f—¢ On a ainsi :
f=sup(p+y,)
n

avec 0<p+y,<f.

87. THEOREME. — Soit §2 un espace localement compact a base
dénombrable, non compact, connexe et localement connexe, muni
d’'un faisceau ¥e* de fonctions hyperharmoniques associé d une
axiomatique de Brelot vérifiant les axiomes 1, 11, 111. On suppose que
les constantes sont harmoniques et que tout point est localement
polaire.

Soit B une base héréditaire de §2, formée d’ouverts w relativement
compacts, munis de leur frontiére topologique dw, B = {(w , dw)}.
Alors :

I) pour tout ouvert U de 2, 8* (U) est un cone maximal parmi
les cones convexes de fonctions s.c.i. > — o sur U, vérifiant le prin-
cipe du minimum relativement a @3.

1) U est un ouvert de Green si et seulement si le cone 4% (U)
des fonctions hyperharmoniques bornées inférieurement dans U est
maximal parmi les cones convexes de fonctions s.c.i. bornées infé-
rieurement dans U et vérifiant le principe du minimum relativement
a .
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Démonstration.

) Nous allons d’abord montrer que les fonctions finies continues
de ¥e*(U) séparent les points de U.

D’aprés un théoréme d’Anandam (th. 3-4, [1, a]), pour tout
point x, de ¥, il existe f surharmonique dans U, valant + o en x,,.

Soit y, # x, : on peut supposer que f est harmonique au voi-
sinage de y, (en 'y remplacant au besoin par la solution d’un pro-
bléme de Dirichlet). Soit ¢ € €(U), ¢ <f, ¢(x4) > f(y,) (lemme
topologique). La fonction R;‘, est surharmonique continue dans U
(démonstration identique a celle du cas ¢ = 0). L’inégalité ¢ < R; <f
montre que 'on a :

R (x0) = 0(x0) > f(¥o) = RU(¥o)

Nous allons maintenant montrer que chaque point x, de U posséde
une base de voisinages ouverts relativement compacts 6 dans U pour
chacun desquels la mesure pfco (définie par v v—> R38 (Xo), v surhar-

monique continue au voisinage de &) est I'unique mesure balayée de
€, Par rapport a la restriction de ¥*(U) a 6.

Soit o un ouvert relativement compact dans U et contenant x, .
D’aprés la séparation des points de U, il existe une fonction f surhar-
monique continue vérifiant :

fxg) >0
f<0 sur od«a.

Soit f, une suite de fonctions surharmoniques continues dans U en-
gendrant un sous-espace vectoriel dense de € (a). Soit K, une suite

croissante de compacts de réunion U. Posons A, = Inf f, . Il existe
Kn
une suite €, de réels > 0 telle que la série

v= Y €,(f, -\,

converge uniformément au voisinage de a. Sur tout compact K, v est
la somme d’une fonction surharmonique et d’une série de fonctions
surharmoniques 2 0. v est donc surharmonique dans U et continue
au voisinage de o.



110 D. FEYEL ET A. DE LA PRADELLE

Pour € assez petit, f + ev vérifie :

F(xy) + ev(xy) >0
f + ev <0 sur o«.
Soit 6 l’fnsemble des points de o ol f + ev > 0. § est un ouvert
d’adhérence 8 compacte incluse dans «.
Soit u une mesure balayée de €y, Par rapport a 3€*(U)Ig.
L’égalité
Inf{v € ge*(U)|v > w sur 38} = Inf{v € J€*(8)|v > w sur 38}
valable pour toute w surharmonique continue dans U entraine que u
est balayée de pf’co par rapport & 3*(U) |5 .

On a ainsi :

[ +endot =0=[(f+ev)an

et

[raes, > [rau, [ f,a0% > [ f,du

Il s’ensuit que I'on a ffn dpio = f f, du pour tout n, d’oli p = pio.

Soit maintenant S un cone convexe de fonctions s.c.i. > — oo
dans U, vérifiant le principe du minimum relativement & la base @3, et
contenant ¥e*(U). Pour toute s€ S, on a :

s(x0)>fsdpfco

Ceci montre que la fonction s est surmédiane dans U par rapport au
préfaisceau & * et a la base B (cf. rem. 38 bis,2). Donc, s appartient
a ¥¢*(U) (maximalité du préfaisceau J€*).

II) Soit U un ouvert de Green : pour tout x, dans U, il existe
un potentiel p > 0 valant + o en x,. On en déduit comme ci-dessus
que pour tout a ouvert relativement compact dans U contenant x il
existe une fonction surharmonique continue positive f dans U,
vérifiant :

Flg) > 1
f <I sur Oda.
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La méme démonstration qu’au I montre alors que pf‘o, pour un

certain ouvert § relativement compact dans o et contenant x,, est
I'unique mesure balayée de €x, PAT rapport au cone §3 (U).

Réciproquement, si U n’est pas un ouvert de Green, on sait que
toutes les fonctions hyperharmoniques bornées inférieurement dans U
sont constantes. Il suffit donc de montrer que le cone R. 1 n’est pas
maximal. Soit F une partie fermée dans U, distincte de U, connexe et
non compacte (il en existe). Notons ¢ la fonction caractéristique du
complémentaire de F dans U. Le cone R. 1 + R. p vérifie le principe
du minimum relativement a la base 63. En effet, il suffit de démontrer :

WEB et WNF=0=>oNF=0Q
On a : F=FNow)UFNwWUFNCwW)
F étant connexe : P=FNw soit wNF=0

ou F=FNwie FCwcequiest impossible car w est relativement
compact dans U.
q.e.d.
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CHAPITRE V

AXIOME DE CONVERGENCE

Nous allons maintenant étudier ’axiome de convergence : nous
suivrons pas a4 pas le début de la quatriéme partie de Particle de
Mokobodzki et Sibony [20]. Avec des hypothéses convenables, leurs

idées s’appliquent bien a notre cadre.

88. DEFINITION. — Soit & un préfaisceau maximal relatif a une
base @ ={(w,0w)}. On dit que F est normal (*°), s’il vérifie les
conditions suivantes :

1) (condition du balayage renforcée) : pour tout compact K et
pour tout point x €K, il existe deux fonctions u et v EF(K) telles
que :

u>0 sur K, u(x) < + oo, u continue en x sur K,

v < 0 sur K, v continue en x sur K.

2) pour tout w € @B, toute v € F(w) v bornée sur w, la fonction
R2 est s.c.s. dans w.

89. PROPOSITION. — Soit § un préfaisceau maximal relatif a une
base @3 = {(w, 0w)}. On suppose que F est normal. Alors, pour tout
ouvert U, toute fonction u @B -surmédiane dans U (cf. déf. 56,a) loca-
lement bornée inférieurement, la régularisée s.c.i. it de u appartient a
g (U).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que & vérifie la condition
d’appartenance (on a évidemment &t > —o0) : soient WE B, w C U,

vVE F(w) v bornée sur w, # + v =0 sur dw. Pour toute fonction
fEFG(W), f=Z v sur dw, on a :

donc u +

(3°) Le mot “normal” a été choisi 4 défaut d’un meilleur
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On en déduit :

€l

u+R¥>0 sur

€

soit : u=— Rg“’ sur
Par régularisation s.c.i., il vient :

#=>—R¥ sur w
soit :
a+v>a+R3“’>0 sur  w

On en déduit & € (U) d’aprés la propriété 5,9.

90. COROLLAIRE. — Si des u; appartiennent a F(U) et sont loca-
lement uniformément bornées inférieurement dans U, la fonction

u = Inf u; est @ -surmédiane dans U ; donc sa régularisée s.c.i. it ap-
i

partient a 3 (U).

. PROPOSITION. — Soit & un préfaisceau maximal relatif a
91. P Soit & fe | relatif
B = {(w,0w)}. On suppose que F est normal et B -séparant. Alors,
pour tout ouvert relativement compact «, et toute fonction ¢ continue
finie dans o, la fonction R‘f‘p est continue dans o et appartient a
Fi(a).

Démonstration. — Rg est @ -surmédiane dans «, et localement
bornée inférieurement dans «. Sa régularisée s.c.i. Rg appartient a
F () (prop. 88) et majore v dans a. Elle vaut donc R; qui est ainsi

s.c.i. dans «a.

Il reste a voir que R:; est s.c.s. dans a. Soient xy, € o, u € F (),
u>0 sur «, u(xy) <+ o, u continue en x,.

Si R;(xo) = + o0, Rg(xo) est s.C.s. en X, .
Soient A > R:(xo), FEF(), fZyo flxy) <A\

On peut supposer f bornée au voisinage de x, en la remplacant
au besoin par une fonction de la forme Inf(f, nu) pour n suffisamment
grand. Soit v ce voisinage. Soit € > 0 tel que :

0(xg) <eulxy) + fxy) <A

Comme & est normal, il existe w € &(a) w continue en x, , tel que :
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Pxg) < — wlxy) <eulxy) + fxy)
Il existe donc un voisinage de x,, w EB, w C ¥, tel que l'on ait :
o)< —wkx) <eulx) + f(x), VxEw

On a alors :

p(x) <—wx) SRE,, (), VXEG
La fonction

Inf(Rﬂ”f ,€eu+ f) dans w

eu + f dans oa\w

est B-surmédiane dans «, (¥ est en effet un faisceau) et on a :

p<g dans ,
donc o <g dans s
d’olu : R <g<g dans «,
c’est-a-dire :
RS RZ‘;’+f dans w .
Or, on a :

u+f(x0) S eulxy) + f(xg) <A

soit RG <\ au voisinage de x, .

92. THEOREME. — Soit &% un préfaisceau maximal relatif a une
base B = {(w , dw)}. Si § est normal et B-séparant,F est régulier.

Démonstration. — On va d’abord montrer que pour tout ouvert
o relativement compact, il existe une fonction continue w € F (),
w < 0 sur a. Soit v € F(x), v < 0 sur «, et soit ¢ continue finie sur
o, ¢ <v. La fonction R: est la fonction w cherchée.

Soit maintenant v € (U), U ouvert. Soient K compact C U, et
¢ continue sur K, ¢ <wv sur K. Il existe un ouvert relativement
compact o, KCa C a CU, et une fonction ¢ finie continue sur «,
vérifiant :

<y sur K et y<v sur o
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On a alors :
Y<R;<v sur «a

Il existe une fonction w continue sur «, w € (), w < 0 sur «,
et € > 0 suffisamment petit pour que l'on ait :

p<Rj+ew sur K
et R$+ew<v sur K

Ce qui donne le résultat.

93. PROPOSITION. — Soit & un préfaisceau maximal relatif a
B = (w,dw) . On suppose que F est normal, et B-séparant. Alors
toute fonction u localement bornée, s.c.i. et®-médiane (B -surmédiane
ainsi que — u) est continue. En particulier, pour tout ouvert o rela-
tivement compact tel que Ji(a) sépare linéairement o, et pour toute
fonction v €E F(a),v finie continue sur o, la réduite Rs"‘ est continue
dans «.

Démonstration. — Soit w €0, w C U, on a évidemment :
u>R¥ dans W

Soit f€ F(w), f= u sur 0w : on a alors f — u = 0 sur 0w ; on en
déduit que R2“ — u > 0 sur w. La fonction u = R2“ est donc s.c.i.
et s.c.s. dans w, c’est-a-dire continue dans w.

Si maintenant v est une fonction de % (), « relativement compact,
linéairement séparé par F (o), et si v est finie continue dans w, la
fonction R?J" est S v <+ oo, et > — o (condition du balayage ren-
forcée due a la normalité). Elle est donc (3médiane dans o, comme
elle est s.c.s. d’aprés la normalité de %, elle est donc continue dans .

94. LEMME. — On suppose que S est d base dénombrable, que
9 est un préfaisceau maximal relatif d une base @ = {(w , dw)}, que
G est B-séparant. Soit o un ouvert relativement compact tel que
Fi(a) sépare linéairement o, et tel que Rg"‘ soit continue dans o
pour toute fonction v € Fi(a), v continue sur o. Alors, pour toute
fonction v € F(a), on a l’égalité :

Rs"‘(x) = fvdpg pour tout x€a .
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Démonstration. — La démonstration qui suit est la transcription
dans notre cadre d’une démonstration classique due a Brelot [7].

Il existe une suite croissante de fonctions v, € &(«), v, continues
sur «, tendant vers v sur .

Soient x €, € > 0, f,, 2 v, sur dq, f, € F(a), tels que :
£ ) = RE() <e-27", VnEN
La fonction

e
n=>1

w=Sup R*+ ¥ (f, - R¥)
n n n

appartient a % (o). On a :

w?R?}:+fn —Ri:=fn dans o,Vn.
donc :
Lim w(y)=2 Lim f,(»)=/,(2)Vn VzEo.
y—>zea y—>zeda .
puis :
Lim w()=2v(E) VzEIW .

Yy >zeda

On en déduit I'inégalité :
w>=>R? sur «
Au point x, on a :
w(x) < st}xlp Ri:(x) +e€

puis :
R2%(x) < sup RO*(x) + €

€ étant arbitraire :
R2*(x) < sup Riz(x)
n

L’inégalité inverse étant évidente, on a :

R2%(x) = sup fvndpx = fvdp;‘

(3" p2 est la mesure u > RZ“(x) pour u continue € J(a) (voir remarque 65).



PRINCIPE DU MINIMUM ET PREFAISCEAUX MAXIMAUX 117

95. PROPOSITION. — Les hypothéses sont les mémes que celles de
la proposition 93. On suppose de plus que S est d base dénombrable.
Alors, si v appartient d Fi(a), v localement bornée dans «, la fonction
Rg"‘ est finie continue dans «.

Démonstration. — Rg“ est localement bornée dans o d’aprés
hypothése. D’aprés le lemme 94, c’est la borne supérieure d’une suite
croissante de fonctions médianes continues dans « : elle est donc
médiane s.c.i. donc continue dans a (proposition 93).

96. THEOREME. — On suppose §) a base dénombrable, soit & un
préfaisceau maximal relatif a une base B = {(w , 0w)}, B-séparant et
régulier. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) & est normal.

b) pour tout w €G3, toute fonction v s.c.i. bornée, v € F(w), la
fonction Rg“’ est continue dans w.

c) i) pour toute famille filtrante croissante h;, localement uni-
formément bornée supérieurement, h; € §(U) N F(U)), U ouvert,
Ienveloppe supérieure h = sup h; est dans F(U) N(— F(U)).

i1) il existe une base @ d’ouverts relativement compacts 6 tels
que lapplication x ~— f«pdpf‘ soit continue dans & pour toute
fonction continue ¢ sur 06.

d) i) toute famille localement uniformément bornée de fonctions
appartenant a F(U) N (=g (U))pour U ouvert, est équicontinue.

ii) méme condition qu’en c) ii).

Démonstration. — On va faire la démonstration selon le schéma
suivant :

11>c<=>d

a) = c¢):le i) résulte de la proposition 93. Enfin, pour chaque w € 3
(33 par exemple) et pour toute fonction v € &(w) v continue sur w,

Rg"" est (3-médiane s.c.i., donc continue : La fonction x ~— fudp;*’

est ainsi continue dans w. Comme toute fonction ¢ continue sur dw
est limite uniforme de différences de fonctions continues de F(w), il
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s’ensuit que la fonction x ~—> f pdpy? est continue dans w par
convergence uniforme grice au principe du minimum.
Il suffit donc de prendre C = @.

¢) = b) soit w €@, et soit v € F(®), v continue. Pour § € E, § C w,
ona:
szaw = R% dans & (tronquage)

v

Soit f; 'ensemble filtrant décroissant des fonctions continues, f; € Ji(w),
fiZvsur 0w. On a :

R =Inff, dans w
donc : i

R} = RS, = Inf RY  (lemme de Dini)
v i

donc R2“ est continue dans & d’aprés le i).

Il reste a voir qu’il en est de méme si v est seulement s.c.i.
bornée. D’aprés le lemme 94, on a :

R%(x) = fvdp;" = sup fv,.dp;" =sup R (x) x€w
i i
v; étant un ensemble filtrant croissant de fonctions continues de % (w),
d’enveloppe supérieure v.
b) = a) évident.
d) = c¢) évident.

¢) = d) soit H un ensemble localement uniformément borné dans
F(U) N (— F(U)), U ouvert. Soit x, €U : on va montrer que H est
équicontinu dans un voisinage compact de x;.

Soient § et §' € @,
x,€8'CcdcscscuU
Considérons les applications T et T' définies par :
T:@Q(5) —— &(8)
p fcpdpi (x€8")
T : €(8") — eXK)
g v— f¢dpi' (x EK)

K C &', K voisinage compact de x,.
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Pour toute suite ¢, croissante bornée dans €(8), la suite T(p,)
converge uniformément sur 8’ : d’aprés un théoréme de Grothendieck,
[13,a], T est faiblement compacte. Il en est de méme pour T'.

Soit 4, une suite extraite de H. La suite h, = T(h,) est donc
faiblement relativement compacte dans €(8’). D’aprés le théoréme de
Smulian [13,a], on peut en extraire une sous-suite .hnk qui converge
faiblement dans € (8'). Toujours d’aprés Grothendieck [13,a], la suite
T'(hnk) = h”k converge dans €(K), c’est-d-dire uniformément sur K.

Il résulte alors du théoréme d’Ascoli que H est équicontinu sur
K(32).

Le ii) est évident.
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