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DEGENERESCENCE LOCALE DES
TRANSFORMATIONS CONFORMES
PSEUDO-RIEMANNIENNES

par Charles FRANCES (*)

RESUME. — Nous étudions ensemble Conf(M, N) des immersions conformes
entre deux variétés pseudo-riemanniennes (M, g) et (N,h). Nous caractérisons
notamment ’adhérence de Conf(M, N) dans 'espace des applications continues
CO(M, N), et décrivons quelques propriétés géométriques de (M, g) lorsque cette
adhérence est non triviale.

ABSTRACT. We study the set Conf(M, N) of conformal immersions between
two pseudo-Riemannian manifolds (M, g) and (IV, h). We characterize the closure
of Conf(M, N) in the space of continuous maps from M to N, and we investigate
the geometric properties of (M, g) whenever this closure is nontrivial.

1. Introduction

Cet article porte sur I’étude de I’ensemble Conf(M, N) des immersions
conformes lisses, entre deux variétés connexes pseudo-riemanniennes (M, g)
et (N, h), également lisses, de méme signature (p, ¢). Il s’agit des immersions
f: M — N qui satisfont f*h = e%g, avec ¢ une fonction lisse sur M. On
sera particulierement intéressé par les manieres dont peuvent dégénérer de
telles immersions conformes, autrement dit, par « Uinfini » de Con f(M, N).
Un moyen de comprendre cet infini consiste a décrire, lorsqu’ils existent, les
points de I'adhérence de Con f(M, N) dans C°(M, N), qui ne sont pas dans
Conf(M,N). Ici, C°(M, N) désigne I’espace des applications continues de

Mots-clés : transformations conformes, structures pseudo-riemanniennes.

Classification math. : 53A30, 53C50.

(*) Je souhaiterais remercier chaleureusement Karin Melnick pour d’intéressantes
conversations sur le sujet. Par ailleurs, ce travail a bénéficié du soutien de '’ANR
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M dans N, que 'on munit de la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de M.

Lorsque l'on est en présence de deux variétés riemanniennes (M, g) et
(N,h) de méme dimension n > 2, on dispose de résultats trés généraux,
prouvés par J. Ferrand dans [6], qui traitent de ’ensemble Q (M, N) des
plongements K-quasi-conformes entre (M,g) et (N,h), ou K > 1 (voir
également les travaux [10] et [17] dans le cadre de 'espace euclidien). I
ressort essentiellement des théorémes A, B et C de [6], que si une suite
(fx) de Qg (M, N) admet une limite f dans C°(M, N), alors f appartient &
Qx(M,N) ou f est une application constante. De plus, si 'on est dans ce
dernier cas, la variété (M, g) est K-quasi-conforme a un ouvert de R". Au-
trement dit, les applications quasi-conformes entre variétés riemanniennes
dégénerent comme le font les transformations de Mobius.

Notre objectif est de comprendre ce qu’il advient en signature quel-
conque, pour les immersions conformes, donc sans hypothese d’injectivité,
mais en se limitant aux applications lisses, et & la dimension > 3. On tra-
vaille donc dans le contexte des structures géométriques rigides.

Notre premier résultat caractérise les familles normales de Con f(M, N),
c’est-a-dire celles qui sont relativement compactes dans C°(M, N). Nous
allons en fait donner un critere local simple, qui assure la relative compacité
au sein des applications lisses.

THEOREME 1.1. — Soient (M, [g]) et (N, [h]) deux structures conformes
pseudo-riemanniennes de signature (p,q), p + q > 3. Soit F une famille
d’immersions conformes lisses de (M, [g]) dans (N,[h]). On suppose qu’il
existe ¢ € M tel que :

(1) L’ensemble E := {f(x) | f € F} est relativement compact dans N.
(2) La famille F est équicontinue en x.

Alors il existe un ouvert U C M contenant x tel que F|y; soit relativement
compacte dans C*° (U, N), pour la topologie de la convergence C* sur les
compacts de U.

On veut maintenant décrire quelles applications peuvent apparaitre dans
I'adhérence de Conf(M, N) dans C°(M, N). Le théoréme 1.1 assure déja que
ces applications sont nécessairement lisses. On peut en fait dire beaucoup
plus grace au théoréme ci-dessous. Nous rappelons qu’'une sous-variété >
de (M, g) est dite dégénérée lorsque la restriction de g a ¥ est dégénérée.
Si x € X, le radical isotrope en x est le plus grand sous-espace de T,% qui
soit orthogonal & T, Y pour la forme g,. La variété X est dite totalement
isotrope lorsque la restriction de g a ¥ est identiquement nulle. Dans le
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cadre riemannien, les sous-variétés dégénérées sont les points. Enfin, la
notion de sous-variété totalement géodésique conforme sera introduite en
Section 3.3.

THEOREME 1.2. — Soient (M, [g]) et (N, [h]) deux structures conformes
pseudo-riemanniennes de signature (p,q), p+ q = 3. Soit fi : (M,[g]) —
(N, [h]) une suite d’immersions conformes lisses qui converge uniformément
sur les compacts de M vers une application f € C°(M, N). Alors I’applica-
tion f est de classe C*° et de rang constant, et la convergence de (fy) vers
f est C*° sur les compacts de M. De plus, on est dans exactement I'un des
trois cas suivants :

(1) L’application f appartient a Conf(M, N).

(2) L’application f est constante. Dans ce cas, (M,g) est localement
conformément Ricci-plate.

(3) (a) Localement, f est une submersion sur une sous-variété lisse,
de dimension non nulle, totalement isotrope de N.

(b) Les fibres de f sont des sous-variétés totalement géodésiques
conformes, qui sont dégénérées. Le radical isotrope de ces fibres
a pour dimension le rang de f.

Dans le cadre riemannien, le cas (3) ne peut pas se produire. On re-
trouve que la limite d’une suite d’immersions conformes riemanniennes est
soit une immersion conforme, soit une application constante. En signature
lorentzienne, les limites possibles de suites d’immersions conformes sont
soit des immersions conformes, soit des applications constantes, soit des
submersions sur une géodésique de lumiere de (N, h), dont les fibres sont
des hypersurfaces dégénérées, totalement géodésiques conformes, de (M, g).
Les deux derniers cas se produisent réellement, par exemple dans le cadre
des variétés lorentziennes (M, g) autosimilaires, c’est-a-dire celles admet-
tant un flot conforme ¢! pour lequel (¢')*g = e~2'g. Le lecteur pourra
notamment consulter les sections 5 et 6 de I'article [1], qui correspondent
au cas (2) du Théoreme 1.2, et la section 7 qui illustre le cas (3).

Dans tous les cas, I’énoncé précédent montre que lorsque Conf(M, N)
n’est pas fermé dans CO(M, N), la variété (M, g) présente des propriétés
géométriques intéressantes. Dans les cadres riemanniens et lorentziens, on
peut préciser ces résultats pour obtenir :

THEOREME 1.3. — Soient (M, [g]) et (N, [h]) deux structures pseudo-

riemanniennes de méme signature (p,q), p + ¢ = 3. On suppose que
Conf(M,N) n’est pas fermé dans C°(M, N). Alors :
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(1) Si(M,][g]) est riemannienne, elle est localement conformément plate.

(2) Si(M,][g]) est lorentzienne, alors elle est localement conformément
Ricci-plate. Si de plus I'adhérence de Conf(M,N) dans C°(M, N)
contient une application constante, alors (M, [g]) est localement
conformément plate.

Enfin, notre dernier théoréme est de nature dynamique. Etant donnée
une suite (fx) de Conf(M, N) qui converge dans C°(M, N) vers une appli-
cation f, le Théoreme 1.2 nous dit que les fibres de f sont des sous-variétés
de M. Si z et y sont dans la méme fibre, alors fi(z) et fi(y) ont bien
entendu la méme limite. La question est maintenant de savoir « a quelle
vitesse » les points fi(z) et fr(y) se rapprochent. Le résultat qui suit
peut étre vu comme un pendant conforme de [19, Théorémes 1.1 et 1.2], et
donne 'existence de « vitesses critiques » naturellement associées a la suite
(fx), qui définissent a leur tour des sous-feuilletages totalement géodésiques
conformes des fibres de f. Avant de donner ’énoncé précis, rappelons que si
(ax) et (by) sont deux suites de réels positifs, alors ar = ©(by) signifie qu’il
existe deux constantes C7,Cy > 0 telles que pour k suffisamment grand :

Cibi, < ap, < Coby.

Par ap = O(b), on entend qu’il existe C' > 0 tel que pour k suffisamment
grand, ap < Cby.

THEOREME 1.4. — Soit (fx) une suite de Con f(M, N) qui converge uni-
formément sur les compacts de M vers une application limite f. Quitte a
remplacer (fy) par une suite extraite, il existe :

— Un entier s > 1 et une filtration de TM, Fo = {0} € ... € Fs—1 S
T M, qui s’intégre en s feuilletages lisses totalement géodésiques confor-
mesde M, Fo C ... C Fs_1.

— Des suites py(k), ..., us(k) de RY qui convergent dans Ry, vérifiant,
lorsque s > 2, (k) = o(pj+1(k)) pour j € {1,...,s — 1}, et des
entiers ny,...,ns de N* avec ny + ...+ ng = n, tels que pour tout
k € N, la matrice

M1 (k)lnl O
0 ts (k) L,

préserve la classe conforme de la forme quadratique 2x12piq + -+ - +
q 2
2rpTqr1 + Xy T,
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satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) (a) Un vecteur non nul u € T, M appartient a T, M\ Fs_1(x), si et
seulement si pour toute suite (uy) de T,, M qui converge vers u,

1Dz fie (un)|| = © (s (K))-

(b) Lorsque s > 2, un vecteur non nul v € T, M appartient a
Fi(x)\ Fj—1(z), j = 1,...8 — 1, si et seulement si les deux
conditions ci-dessous sont satisfaites :

(i) Pour toute suite (uy) de T, M qui converge vers u,

15 (k) = O(|| Do fr (ur)|])-
(ii) II existe une suite (uy) de T, M qui converge vers u telle
que || Dy fi (ur)|| = ©(p; ().
(2) Chaque x € M admet un voisinage U, tel que la feuille locale
F;OC(,T) de x dans U, soit caractérisée par :

(a) Un point y appartient a U, \ F'°% (x) si et seulement si pour
toute suite (yy) de U, qui converge vers y, d(fr(z), fr(yr)) =

O (us(k))-

(b) Lorsque s > 2, un point y appartient a Fl“( )\ F}Tl (z),
j=1,...s—1, si et seulement si les deux conditions ci-dessous
sont satisfaites :

(i) Pour toute suite (yi) de U, qui converge vers y,

pj (k) = O(d(fi (@), fi(yx)))-

(ii) II existe une suite (y;) de U, qui converge vers y telle
) =

que d(fi(x), fi(yr)) = O(u; (k).

Nous verrons en Section 8 que l'entier s, les sous-variétés F}OC(x) et
les suites p;(k), s’ils vérifient les conclusions 2 (a), (b) du théoréme, sont
uniques (& équivalence pres en ce qui concerne les suites u;(k)).

L’information apportée par le Théoreme 1.4 est surtout intéressante
lorsque l'entier s vaut au moins 2, mais il n’est pas inutile de clarifier
ses conclusions dans le cas simple ot s = 1. Une seule suite p;(k) in-
tervient alors, conduisant a deux situations qualitativement distinctes. La
premiére, ot la limite de p1 (k) n’est pas nulle, correspond au cas ou 'appli-
cation limite f est dans Conf(M, N). La situation est alors dynamiquement
triviale, et la conclusion du théoreme l’est également. La seconde possibi-
lité correspond au cas ou uq(k) tend vers 0, ce qui implique que la suite
(fx) converge vers une application f constante. Aussi, lorsque x et y sont
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deux points de M, la distance d(fx(x), fx(y)) tend vers 0. Le point 2 (a)
du théoreme précise cette conclusion et nous dit que pour x et y distincts,
suffisamment proches dans M, la distance d(fx(z), fi(y)) est un O(u1(k)).
En fait, en utilisant le point 1 (a) du théoréme, on peut montrer par une
preuve totalement identique a celle, donnée en section 6.2, du théoreme
1.3, que lorsque f n’appartient pas & Conf(M, N) et que lentier s vaut 1,
la variété M est localement conformément plate.

2. Prérequis algébriques et géométriques
2.1. L’univers d’Einstein

Nous commencons par de brefs rappels géométriques sur I’espace modele
conformément plat de signature (p,q), avec p < ¢. Pour une étude plus
détaillée, nous renvoyons le lecteur a [2] ou [8].

Soit RPTL4+! Tespace RPT9H2 muni de la forme quadratique :

1,q+1 - q 2
QPhatl(g) .= 220Tptg+1 t o+ 20pTg11 + X1 T;

Le cone isotrope de cette forme quadratique est noté NPTLa+1 Ta res-
triction de QPTH9TL fournit une métrique dégénérée sur NPT\ {0}
dont le noyau est de dimension 1, et est tangent aux génératrices du cone
NPHLaFL Ainsgi, le projectivisé P(ANPTL4T1\ {0}) est une sous-variété lisse
de RPPT™! naturellement munie d’une classe conforme de métriques non
dégénérées, de signature (p, q). On appelle univers d’Einstein de signature
(p,q), et 'on note Ein™?, cette variété compacte P(NPTL4+1\ {0}) munie
de la structure conforme ci-dessus.

L’espace Ein®? n’est autre que la sphére S? munie de la classe conforme
de la métrique « ronde » gs«. Pour p > 1, le produit SP x S9, muni de
la classe conforme de la métrique produit —gsr P gsa, est un revétement
double, conforme, de Ein?*?.

Soit O(p + 1,q + 1) le groupe des transformations linéaires qui laissent
QP14+ invariante. L’action naturelle de O(p+1, ¢+1) sur Ein?? préserve
la structure conforme de Ein™?, et il s’aveére que O(p + 1,¢ + 1) est tout
le groupe des difféomorphismes conformes de Ein?? (voir [8] ou [15], ainsi
que les références de [12]).

Dans tout I’article nous appellerons o le point de Ein?”’? correspondant &
[e0]. Son stabilisateur P C O(p + 1,¢ + 1) est un sous-groupe parabolique
isomorphe au produit semi-direct (R% x O(p,q)) x R»?, avec n = p+¢. Du
point de vue conforme, Ein?? est donc I’espace homogene O(p+1,¢+1)/P.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.2. L’algébre de Lie g=o0(p+ 1,9+ 1)
L’algebre de Lie o(p + 1,q + 1) est composée des matrices X de taille
(p+q+2) x (p+q+2) qui satisfont I'identité :
Xth+17q+1 + Jp+17q+1X =0.

Ici, Jpt1,q+1 est la matrice dans la base (eq, ..., ent+1) de la forme quadra-
tique Qp+1,q+1'
L’algebre o(p + 1,q + 1) s’écrit comme une somme n~ @3 HsHnt, on :

a 0
3= 0 : a€R
—a
0 0
5= M : M € o(p,q)
0
0 —2t.J,, 0
nt = 0 T : xz € RP1
0
0
n = T 0 : x € RP1
0 —ztJ,, O

On notera également t = 3 @ s. Par NT, N~ et Z, on désignera les sous-
groupes connexes de O(p + 1, + 1) dont l'algébre de Lie est nt, n™ et 3
respectivement. Il existe par ailleurs dans O(p + 1,¢ + 1) un sous-groupe
isomorphe & O(p, ¢), dont ’algeébre de Lie est s : il sera noté S. Enfin, on
appelera R le produit Z x S, dont l'algebre de Lie est t. Ce groupe est
isomorphe au produit R* x O(p, q).

Dans o(p+ 1,q + 1), on appelle a 'algébre constituée des matrices :

a= Og—p : o1,...,0pr1 €ER

—o
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Dans I'expression ci-dessus, 04—, désigne la matrice nulle de taille ¢ — p.
On appelle a™ le sous-ensemble de a pour lequel a1 > ... = ap1 > 0, et
I'on pose AT := e (limage de a* par exponentielle dans O(p+1,q+1)).

2.3. Le groupe parabolique P

Le groupe P est le stabilisateur du point o = [eg] dans O(p + 1,¢q + 1).
Il s’agit du sous-groupe (Z x S) x N* C O(p + 1,¢ + 1). Comme nous
I'avons vu, il est isomorphe au produit semi-direct (R% x O(p,q)) x RP9,
i.e au groupe conforme de l'espace RP9. Cet isomorphisme n’est pas for-
tuit. Il existe en effet une immersion conforme j : R??9 — Ein”?, appelée
projection stéréographique, et donnée en coordonnées projectives par la for-
mule z = (21,...,2,) — [~ Qp;(m),xl, ..oy Ty, 1]. Limage j(RP9) est le
complémentaire dans Ein®? du coéne de lumiere passant par o.

2.3.1. Le groupe P comme groupe de transformations affines

L’application j conjugue ’action naturelle de P sur le complémentaire
du cone de lumiere issu de o, a l'action affine de (R% x O(p,q)) x RP
sur RP9. Grace a la projection stéréographique j, on verra souvent les
éléments de P comme des transformations affines de RP>?, notées A + T,
ou A € R% x O(p,q) est la partie linéaire, et T € RP9 le facteur de
translation.

Vu comme élément de O(p+1, ¢+ 1), une translation de vecteur v € R
admet ’expression :

et @
(2.1) nt(v) = 1 v
1

L’ensemble des translations forme le groupe NT, d’algébre de Lie n™.
L’application n™ : RP*? — N1 est un isomorphisme de groupes.
Vudans O(p+1,¢+1), un élément AA € R% x O(p, ¢) s’exprime comme :

(2.2)

o O >
(=T )
> o O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DEGENERESCENCE LOCALE DES TRANSFORMATIONS CONFORMES 1635

aq

Par ces identifications, un élément h = Iy—p

de A" est la transformation linéaire diagonale :

(%)

Qp+1

Qpt1

1

g
agissant sur RP7. On note : h = diag (A1, ..., ), avec Ay = ... =2 A\, > 1.
Il est & noter que 'action adjointe (Ad h) restreinte & n~ se fait via la
transformation diag (A%’ ey Aln ).

Dans tout l’article, on adoptera tantot la notation h € R, lorsque h est
vu comme un élément de O(p + 1,¢ + 1), tantot h € RY x O(p, q) pour

signifier que ’on voit h comme une transformation linéaire de ’espace RP:4.

3. Géométrie sur le fibré de Cartan associé a une
structure conforme

Nous commengons par rappeler I'interprétation des structures conformes
pseudo-riemanniennes de dimension supérieure ou égale a 3 en termes de
géométrie de Cartan.

3.1. Le probléme d’équivalence

Soit G un groupe de Lie, P C G un sous-groupe fermé, et X = G/P.
On appelle géométrie de Cartan modelée sur X la donnée d’un triplet
(M, M, w), ou :

(1) M est une variété de méme dimension que X.

TOME 62 (2012), FASCICULE 5
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(2) mar : M — M est un P fibré principal au-dessus de M.

(3) la forme w est une 1-forme a valeurs dans g, satisfaisant les proprié-
tés suivantes :
— Pour chaque & € M , W T;;;M — ¢ est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.
~ Pour tout X € p et & € M, w;i(%tzoRetX.i') = X.
— Pour tout p € P, (R,)*w = (Ad p~').w.
Ici, R, désigne I'action a droite de p € P sur M, et etX est I’exponentielle
dans le groupe G. Une 1-forme w comme ci-dessus s’appelle une connexion
de Cartan sur M.
Il faut penser a une géométrie de Cartan comme un analogue courbe du
modéle plat (X, G,wq) ot wg est la forme de Maurer-Cartan sur G.
Prenons & présent I'exemple de 1’espace homogene X := Ein”? = O(p +
1,4+ 1)/P, et d’'une géométrie de Cartan (M,M,w) modelée sur Ein?9.
Pour tout © € M et & € M dans la fibre de z, il existe un isomorphisme
naturel :
tp 2 g/p— TpM
défini par 13(€) = D:f;'ﬂ'M(Ong(g))7 ou & est un représentant quelconque
dans g de la classe £ € g/p. L’isomorphisme ¢; satisfait la relation d’équi-
variance :

(3.1) tip—1((Ad p).§) = 1:(§), Vp € P.

Soit AP*? une métrique de signature (p,q) sur n~, qui soit (Ad S)-inva-
riante (notons qu’une telle métrique est unique & multiplication par un
scalaire pres). Alors C = [A9] est I'unique classe conforme de produits
scalaires de signature (p, q) qui soit (Ad P)-invariante sur g/p, ¢z (C) définit
une classe conforme de signature (p, q) sur T,, M, indépendante du choix de
# € M au-dessus de z. Autrement-dit, une géométrie de Cartan (M, M, w)
modelée sur Ein?? définit une classe conforme [g] de métriques de signature
(p,q) sur M.

Le fibré M étant fixé, il existe a priori beaucoup de connexions de Cartan
w définissant la classe [g] sur M. De méme que dans le contexte métrique,
il existe une unique connexion compatible sans torsion (la connexion de
Levi-Civita), il existe un choix de normalisation adéquat qui rend w unique
(voir la Section 3.1.1 ci-dessous). Précisément, voir [16, chap. 7, Prop. 3.1
p.285], [11], on peut énoncer le :

THEOREME 3.1 (E. Cartan). — Soit (M, [g]) une structure conforme
pseudo-riemannienne de signature (p, q), p+q > 3. Alors il existe une unique
géométrie de Cartan (M, M ,w) normale, modelée sur Ein”?, définissant la
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structure conforme (M, [g]) par la procédure ci-dessus. En particulier, tout
difféomorphisme conforme local ¢ sur M se remonte en un automorphisme
local de fibré (renoté ¢) qui préserve w.

Dauns la suite, si (M, [g]) est une structure conforme pseudo-riemannienne
de dimension n > 3, nous appellerons le triplet (M, M,w) donné par le
théoréme 3.1, le fibré normal de Cartan défini par (M, [g]).

3.1.1. Courbure conforme et connexion normale

Pour une géométrie de Cartan (M ,M ,w) modelée sur un espace X =
G/ P, on a une notion de courbure K définie, pour tout couple de champs
de vecteurs X et Y sur M par (voir [16] p.176, p. 191) :

K(X,Y) :=dw(X,Y) + [w(X),w®)].
En particulier, si X et ¥ sont w-constants, on obtient :
(3-2) K(X,Y) = [w(X),w(Y)] - w(X,Y]).

Par ailleurs, en un point ot X ouY est tangent aux fibres de M , la courbure
s’annule. On peut donc également voir la courbure comme une application
k : M — Hom (A%(g/p),g). Cette fonction courbure s’annule au-dessus
d’un ouvert U C M si et seulement si cet ouvert est localement conformé-

ment plat.
L’application k satisfait la relation d’équivariance :
(3.3) (Ad p™1).kz -1 ((Ad p).&, (Ad p).n) = ks (€, ).

Dans le cas ou (M, M, w) est le fibré normal de Cartan d’une structure
conforme pseudo-riemannienne (M, [g]), alors la condition de normalisation
sur w dit deux choses : d’une part que la fonction courbure &, au lieu d’étre
a valeurs dans Hom (A2(g/p), g) est & valeurs dans Hom (A2(g/p),s ®n'),
et d’autre part que la composante ks est dans le noyau de ’homomorphisme
de Ricci (voir [16] p.280, et la Prop. 3.1 p.285). Cette composante kg de
k sur s correspond au tenseur de Weyl W sur la variété M ([16] p.236 et

p.290), via la formule : Wy (u, v)w = [K,g(Lg_l(’u,), Lgl(v)), L;l(w)].

3.2. Application exponentielle conforme
Le choix d’un élément Z dans g = o(p+ 1,q¢ + 1) définit naturellement

un champ de vecteurs Z sur M par la relation w(Z) =7Z.817Z € g, on
note %, le flot local engendré sur M par le champ Z. En chaque z € M
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on définit W; C g l'ensemble des Z tels que 1Y, est défini pour ¢ € [0,1] en
Z. On définit I'application exponentielle en Z :

exp(#, ): Wi — M

par :
exp(#, Z) =1} &
Il est standard de montrer que W; est un voisinage de 0, et que 'appli-
cation & — exp(Z, &) réalise un difféomorphisme d’un voisinage V; C W;
contenant 0 sur un voisinage de z dans M.

3.2.1. Application exponentielle et immersions conformes

Soient (M, [g]) et (N,[h]) deux structures pseudo-riemanniennes de si-
gnature (p,q), p+ ¢ > 3. On appelle (M, M,w™M) et (N, N,w™) les fibrés
normaux de Cartan associés. Pour ne pas alourdir les notations, on appel-
lera indistinctement exp les applications exponentielles sur M et N. Soit f
une immersion conforme de (M, [g]) dans (N, [h]). Alors f se remonte en
une immersion, renotée f, du fibré (M, M, w) dans le fibré (N, N, wh), qui
satisfait de plus f*(w?) = w™. Soit Z € g, et 7 (resp. 22) le champ de
vecteurs sur M (resp. sur N) satisfaisant w™ (Z1) = Z (vesp. w™N(Z3) = Z).
Alors f.(Z)) = Zy, et sip € P, (Ry)«(Z) = Zp, ot Z,, := (Ad p~1).Z. On
en déduit la propriété d’équivariance trés importante suivante. Pour tout
§E€EWs, et peP,ona (Ad p).& € Wy p et

(3.4) flexp(2,€)).p7" = exp(f(2).p~", (Ad p).£).

3.3. Sous-variétés totalement géodésiques conformes

Dans toute cette section, (M, [g]) désigne une structure conforme pseudo-
riemannienne de dimension n > 3, et de signature (p, ¢). On interpréte cette
structure conforme comme une géométrie de Cartan modelée sur Ein”?, et
Pon appelle (M, M,w) le fibré normal de Cartan.

La connexion de Cartan w définit une notion de transport paralléle sur
le fibré M : si a: [0,1] — M est une courbe lisse et si £ € g est un vecteur,

alors w;(lt)(g ) définit un champ de vecteurs le long de la courbe «, que l'on

qualifiera de « parallele ». Les courbes de M dont le vecteur tangent est
parallele sont les ¢t — exp(Z,§), & € M, € € g. On définit les segments
géodésiques conformes (paramétrés) de M comme les projections sur M
de courbes de la forme t — exp(%,&), & € M, ¢ cn (noter que 'on se
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limite aux vecteurs £ horizontaux). Par exemple, sur la spheére standard rie-
mannienne S”, les segments géodésiques conformes sont les arcs de grands
cercles, ainsi que leurs images par les transformations de Moébius. Nous ne
détaillerons pas les propriétés de ces courbes dans cet article (voir [4], [5]).

De maniere générale, étant donné S C g un sous-espace vectoriel, on peut
se demander si la distribution de TM définie par w™1(8) admet une ou
plusieurs feuilles intégrales. Autrement dit, existe-t-il une sous-variété S c
M telle que w(T'S) = {S}; on dit alors que S est une sous-variété paralléle
de M. Notons que nécessairement, si S est une sous-variété intégrale de
w™1(S) passant par 2, alors pour U un voisinage de 0 suffisamment petit,
exp(,SNU) C S.

L’existence de sous-variétés paralleles de dimension > 1 traduit souvent
des propriétés géométriques particuliéres de la structure conforme (M, [g]).
A titre d’exemple, citons le :

LEMME 3.2. — Si la distribution de TM définie par w='(n~) admet
une feuille intégrale S passant par & € M, alors il existe un ouvert de M
contenant x := (&) qui est localement conformément plat.

Preuve. — soit Zq,...,Z, une base de n™, et 217...,Zn les champs
w-constants de M associés, alors on a en chaque point § de S la relation :

K(Zi, Zj) = 1Zi, Z) = w(1Zi, 2;) = —w((Z:, Z)).

Comme w(TS) C n~ par définition, on a qu'en chaque § € S, K(Zi, Zj) €
n~. La connexion de Cartan étant normale, sa courbure est a valeurs dans
s@®o(p,q) ®nt. On conclut que K = 0 sur S, et comme S se projette sur
un ouvert contenant mas(2), le lemme s’ensuit. O

Par analogie avec les géodésiques conformes, on va maintenant définir
les sous-variétés totalement géodésiques conformes de M comme des pro-
jections sur M de certaines sous-variétés paralleles de M.

DEFINITION 3.3 (Sous-variétés totalement géodésiques conformes). —
Soit ¥ C M une sous-variété. On dit que X est totalement géodésique
conforme lorsque :

— Il existe une sous-algebre de Lie h := n; & p; dans g, avec n; C n™,

p1 C p, telle que w=t(h) admette une feuille intégrale S dans M.

A

— La sous-variété ¥ s’écrit ¥ = mps(S).

Comme nous l'avons dit, il n’y a génériquement pas de sous-variété to-
talement géodésique de dimension > 2.
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3.4. Existence locale de métriques Ricci-plates dans la classe
conforme

Soit (M, M ,w) le fibré normal de Cartan d’une variété pseudo-rieman-
nienne conforme (M, [g]). Nous avons vu au Lemme 3.2 que si h est une
sous-algebre de Lie de g, 'existence d’une feuille intégrale a la distribution
w™L(h) sur TM pouvait avoir des conséquences géométriques intéressantes.
Un autre cas remarquable est donné par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4. — Si la distribution w™1(n~ @ s) admet une feuille
intégrale My C M passant par £ € M, alors il existe un voisinage U de
x =7y (Z), et une métrique Ricci-plate dans la classe conforme [g]|y .

Preuve. — dans la preuve, on va identifier g/p & n~, via un isomorphisme
qui commute a ’action adjointe de Z x S. On considérera alors t; comme
un isomorphisme entre n~ et T, M. Apres cette identification, la relation :

(3.5) Lﬁc.pfl((Ad p).£) = 12(§)

est encore valable lorsque £ en~, et pe Z xS C P.

La feuille intégrale Mo, si elle est choisie maximale, est stable par I'action
a droite de S° sur M. Quitte a prendre le saturé par I'action de S, nous
supposerons dans ce qui suit que My est stable par l'action de S. Soit U/
un voisinage de 0 dans g, assez petit pour que £ — s (exp(%,£)) soit un
difféomorphisme de & N n~ sur son image. On note 3 := exp(Z,n~ NU),
et U le saturé de & par Paction de S; c’est un ouvert de M, difféomorphe
au produit 3 x S. On pose également U := WM(f)), qui est un voisinage de
x = mpr(2). Les fibres de la restriction 7y de mps & U sont exactement
les orbites de S, et Ty : U — U est un S-fibré principal (ou de maniére
équivalente, un O(p, q)-fibré principal).

La donnée de la sous-variété U permet de définir une métrique h sur U
comme suit : pour tout y € U et u,v € T, M, hy(u,v) ::A)\p’q(%;l(u), Lg_l(v)).
Vérifions que h est définie sans ambiguiité; si §' € U est dans la méme
fibre que ¢, alors §' = §.p pour un élément p € S. Alors par la relation
(7.1), pour tout u € T, M, Lg_l(u) = (Ad p)L;;}(U) Comme le produit AP
est invariant par l'action adjointe de S, on a bien )\p7q(L;1(u),L;1(v)) =
(i) (), 15 0).

Soit R le fibré des repéres orthonormés de h. Si (&1,...,&,) est une base
orthonormée de n™, on définit un isomorphisme de fibrés ¢ entre Uet R
de la fagon suivante : pour § € U, on pose ¢(§) := (15(€1),- - -, 5(En))-
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Appelons maintenant @ la restriction de la connexion de Cartan w a
TU. Il s’agit d’une connexion de Cartan sur le S-fibré U, a valeurs dans
n~ @ s, qui définit la métrique h. Le point essentiel est que si Z; et 2j
sont deux champs de vecteurs w-constants, avec w(Z;) € n~ et w(Z;) € n™,
alors dés que § € U, les vecteurs Zi(9), Z;(9) et [Zi, Z;](§) appartiennent
tous trois & TyU. On en déduit que les fonctions courbures r : M —
Hom (A%2(n~),s ®nt) et & : U — Hom (A%(n~),n~ @ s) de @, coincident
sur U. Ainsi, si ks est la composante selon s de kK, on a Kk = ks = k en
restriction a S. La premiere conséquence est que i est en fait a valeurs
dans Hom (A%(n7),s), ce qui signifie qu'elle est sans torsion. C’est donc
que @ est la connexion de Levi-Civita de h (voir [16] chap 6. pour une
présentation du « probléme » d’équivalence dans le cadre métrique). Main-
tenant, le fait que ke = & sur U signifie que sur U, le tenseur de courbure
de h coincide avec le tenseur de Weyl. En effet, le premier est donné par
R, (u,v)w = [/%,Q(Lg_l(u),Lg_l(v)),Lg_l(w)], tandis que le second s’exprime
comme Wy(u,v)w = [ns(bgl(u), L;l(v)),Lg_l(’w)]. La courbure de Ricci de
h doit alors s’annuler (voir [3] Théoreme 1.114, p. 47, et [16] Proposition
1.4, p. 229 pour la décomposition de ’espace des tenseurs de courbure en

composantes irréductibles sous 'action de O(p, q)). O

4. Familles normales d’immersions conformes

Dans toute cette section, (M, [g]) et (N, [h]) désignent deux structures
conformes pseudo-riemanniennes de méme signature (p, ), avec p + q > 3.
Jusqu’a la fin de l'article, on désignera par (M, M,o.)M) et (N, N,wN) les
fibrés normaux de Cartan associés aux structures conformes sur M et N
respectivement.

4.1. Holonomie d’une suite d’immersions conformes

Soit fr : (M, g) — (N,h), k € N, une famille d’immersions conformes. On
suppose que = € M est tel que fi(x) soit relativement compacte dans N.
On dit alors qu'une suite (hg) de P est une suite d’holonomie de (fi) en
x ¢l existe une suite () dans la fibre de x, contenue dans un compact
de M , et telle que fi (@k).hkfl soit également contenue dans un compact de
N. Remarquons que, sous ’hypothése ot fi(z) est relativement compacte
dans M, il existe toujours au moins une suite d’holonomie associée & (f%).

TOME 62 (2012), FASCICULE 5



1642 Charles FRANCES
4.1.1. Suites équivalentes

La notion de suite d’holonomie est stable « par perturbation compacte » :
si (hg) est une suite d’holonomie de (fx) en z, alors il en va de méme pour
toute suite hj, = 11 (k)hila(k), ot l1(k) et l2(k) sont des suites relative-
ment compactes de P. On dit alors que (k) et (h},) sont équivalentes. Du
fait que l'action de P sur M et N est propre, il est facile de vérifier que
réciproquement, deux suites d’holonomies de (fx) en x sont toujours équi-
valentes. Donc, ce qui a vraiment un sens, c’est la classe d’équivalence des
suites d’holonomies de (fy) en un point x. Mais dans tout larticle, et par
abus de langage, on dira fréquemment : soit (hy) l’holonomie de (f) en x.
On entendra par 1a que (hy) est un représentant de la classe d’équivalence
de suites d’holonomies en z. On sera souvent amené a changer une suite
d’holonomie en une autre qui lui est équivalente.

4.2. Notion de stabilité.

Soit fr : (M, g) — (N, h) une suite d’immersions conformes.

DEFINITION 4.1 (Stabilité). — On dit que Ila suite (fy) est stable en
x € M si fy(x) converge vers une limite zo, € N, et si pour toute suite
(zr) de M convergeant vers x, fr(xy) tend également vers z.,. La suite
(fx) est dite fortement stable en x s’il existe un voisinage U de x dans M
tel que fx(U) converge vers zo, € N pour la topologie de Hausdorff.

On va également dégager une notion de stabilité pour les suites de P :

DEFINITION 4.2. — Une suite (hy) de P est dite stable si ¢’est une suite
de AT. De maniére équivalente, (hy,) est stable si elle s’écrit

hi, = diag (M (k), ..., A (k) € RT x O(p, q),

avec A\i(k) = ... =2 M(k) > 1; en particulier les suites (ﬁ)kem
i = 1,...,n, sont bornées. La suite (hy) est dite fortement stable lors-
qu’elle est stable et que de plus les suites (Ai%k))keN’ i=1,...,n tendent

vers 0.

Le lemme suivant va montrer que la propriété, pour une suite (f;) comme
ci-dessus, d’étre stable en z, se lit sur I’holonomie (hy) de (fx) en z. En
particulier, une suite (hy) de P, vue comme suite d’immersions conformes
de Ein??| est stable en o (au sens de la définition 4.1) si et seulement si elle
est stable au sens de 4.2. Il n’y a donc pas d’ambiguité dans la terminologie.
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LEMME 4.3. — La suite (f) est stable en © € M (resp. fortement
stable) si et seulement si fr(x) converge vers zo, € N et s’il existe en
x une suite d’holonomie (hy) qui soit stable (resp. fortement stable).

Preuve. — on commence par supposer que fi(x) converge vers zo, et
que (f) est stable en x. On se donne (hy) une suite d’holonomie de (fx)
en x, et I'on exprime hj; sous forme affine :

hy = oLy + Tk

ol (ok), (L) et (Tx) sont des suites de R, O(p, q) et RP? respectivement.
On peut écrire Ly = LyxDyLop ot Dy est un élément de O(p,q), de la
forme Dy = diag (A1 (k),..., A\n(k)), avec A\i(k) = ... = A\ (k) > 0. Les
suites (L1g), (Lak) appartiennent & O(p, ¢) et sont relativement compactes.
Alinsi, quitte & remplacer (hg) par une suite équivalente, on peut supposer
que (hg) est égale & o, Dy (Id + 71). Notre but dans un premier temps, est
de montrer :

FAIT 4.4. — Si (f1) est stable en x, alors la suite (13,) doit étre bornée.

Preuve. — d’apres les expressions matricielles (2.1) et (2.2) données en
section 2.3, la suite (hy) s’exprime dans O(p + 1, ¢ + 1) sous la forme :

o —OkTh-dpq  —FQP (k)
Dk Dk.Tk
0,;1
Supposons par I’absurde que (7%) ne soit pas bornée. On écrit :
= (11(k), ..., 0 (K)).

Quitte & considérer une suite extraite de (f), il existe ¢ € {1,...,n} tel
que |7;(k)] = o0. Soit j =n+1—isii € {1,...,p}U{qg+1,...,n},et j=1i
sinon. Notons A le projectivisé de Vect(eg, e;) sur Ein”?. Alors hy, préserve
A et son action se fait via la transformation de PSL(2,R) suivante :

< or —orTi(k) )

0 N(k) )

Ainsi, il existe un paramétrage projectif de A au voisinage de o, donné par
s = mq(e®9), tel que eAdrk)-sC — k()< g (5), olt ap(s) = #’?jk)s
est définie sur I := R\ {%}, et pr : I — P est une courbe valant 1g
en 0. Comme (hy) est une suite d’holonomie de (f%), quitte & considérer
une suite extraite de (fy), on peut supposer qu'il existe une suite () qui
converge vers I, telle que fi (ﬁk).hlzl converge vers Z € N. On choisit A > 0
assez petit pour que § — exp(g, A() soit bien défini sur un voisinage de 2,
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et que de plus 7 (exp(2, A()) # 2o (c’est possible puisque ¢ est transverse
ap).

Quitte & considérer & nouveau une suite extraite de (f), on peut supposer
que #(k) est de signe constant, par exemple positif. L’'image «(]0, %[)
est | — 00, 0[ ou ]0, co[. La encore, quitte & extraire une sous-suite, on peut
supposer que c’est toujours le méme intervalle, par exemple ]0, 00| (les
autres cas se traitent de facon similaire). Ainsi, pour tout k, il existe s €
10, %[ tel que ay(sg) = A. Par ailleurs, s — 0 puisque |7; (k)| — oo.

Pour £ suffisamment grand, on peut écrire :

(4.1) fr(exp(&r, s1C))-hy " = exp(fr(@x)-hy ", AC)-pr(5k)-

Expliquons pourquoi cette relation est vraie. Soit (.5, S, wS ) le fibré nor-
mal de Cartan d’une variété pseudo-riemannienne conforme S de signature
(pyq). SiA:I— S et p: I — P sont deux courbes de classe C, et si I'on
pose v(t) = A(t).p(t), alors (voir [16, p. 208]) :

(4.2) W3 (' (8)) = (Ad p(1)) LW (N (1)) +wa (' (1),

oll wg désigne la forme de Maurer-Cartan sur le groupe G = O(p+1,q+1).
On peut appliquer 'équation (4.2), dans le modele (G/P, G,wq), a I'égalité
e(Ad hr).sC — eo‘k(s)C.pk(s), et I'on obtient :

(Ad hy,).C = o (s)(Ad pr(s)) 7" + wa (Ph(s))-

Posons :

M(8) = frlexp(r, s¢))-hy ' = exp(fr(@r)-hy ' s(Ad hy).C)
et
Y2(s) = exp(fi(&r)-hy, ', ar(s)C).pr(s).
On a
W (11(5)) = (Ad hi).C
et I’équation (4.2) fournit :
wh (5(s)) = o (s)(Ad pi(s)) "¢ + wa(pi(s)).

Les courbes s — v1(s) et s — 72(s) satisfont donc la méme équation
différentielle du premier ordre, et valent toutes deux f (ﬁ:k).hlzl en 0, donc
elles sont égales, ce qui justifie la relation (4.1).

En projetant I’égalité (4.1) sur M et N, on obtient :

Sr(mar(exp(r, skQ))) = mn (exp(fi(Er).hy ' XC)).
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Or 7 (exp(2, sk¢)) tend vers x puisque s — 0.
En revanche, 7 (exp(fi(2x).h;, ', AC)) tend vers 7y (exp(2, A()) # 2eo. Cela
contredit le fait que (fx) est stable en z. O

On déduit de ce qui préceéde que (1) est une suite bornée, et que par
conséquent, (hy) est équivalente dans P & une suite de la forme hy =
diag(A1(k), ..., An(k)) € RL x O(p,q), ott Ai(k) = ... = X\y(k) > 0. On
veut & présent montrer :

FAIT 4.5. — Si (fy) est stable (resp. fortement stable) en x, alors les
suites %(k) sont bornées (resp. tendent vers 0).

Preuve. — supposons par 'absurde que le Fait 4.5 n’a pas lieu. Il existe
alors une suite (&,,) de vecteurs de n~ qui tend vers 0, et une suite extraite
(hg,,) telle que (Ad hg,, ).&m tende vers £ # 0. Quitte & multiplier &,, par
un € > 0 assez petit, on peut supposer que 'application exponentielle est
bien définie sur un voisinage de (2,€) dans N X g, et que exp(2,€) # Zoo.
On écrit alors :

S (a1 (exp(k,,,Em))) = 7N (€xD(fr,, (B, )y 5 (Ad B, ) &)

Or mps(exp(Zk,, ,Em) tend vers .
En  revanche,  my(exp(f,, (ﬁkm).h,;i, (Ad hg, ).&m))  tend  vers
N (exp(2,€) # zs) : contradiction avec la stabilité de (f) en x.

Maintenant, si 'une des suites ﬁ ne tend pas vers 0, alors il existe
une suite extraite ﬁk) ayant une limite non nullo A. On choisit & € n™
un vecteur propre de Ad h; pour la valeur propre X ( 5 Notons que Ad hy
est diagonale dans une base indépendante de k, donc &; peut étre choisi
indépendant de k. Ainsi :

o €51, 36))) = T e i (1) it 5 60

Pour s petit, mps(exp(&k,, ,s&)) converge vers un point proche de z, tandis
que 7y (exp(f,, (a?:km).h_i, x (km)sfl)) converge vers exp (2, As&;), qui est
différent de z..

La suite (fx) n’est pas fortement stable en 2 dans ce cas. g

Le Fait 4.5 affirme que si (f) est stable en = (resp, fortement stable),
alors (hy) est une suite stable (resp. fortement stable) de P. Il nous reste
a montrer que réciproquement, si fi(z) tend vers zo, et si (fx) admet
une suite d’holonomie (hy) en x qui est une suite stable (resp. fortement
stable) de P, alors (f;) est stable (resp. fortement stable) en x. Suppo-
sons pour commencer que la suite d’holonomie (hy) est stable, et s’écrit
diag(A1(k), ..., An(k)), ol les suites ﬁ sont bornées. On considére une
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suite (£1) de la fibre de = contenue dans un compact de M, de sorte que
fr(21).hy ! soit contenue dans un compact de N. Soit (yx) une suite qui
tend vers x. Alors pour k assez grand, on peut écrire yx, = mas(exp(2x,&k)),
pour une certaine suite (§;) de n~ qui tend vers 0. On obtient que :

Fr(exp(dr, &k))-hy = exp(fi(@r)-hi *s (Ad hy) &)
Or les ﬁ étant bornées, on a (Ad hy).§x — 0. En projetant sur la variété
N, on obtient bien fi(yx) — 200 : la suite (fx) est stable en x.

Si de plus, on sait que limg_,o % = 0 pour i = 1,...,n, alors pour
tout ensemble relativement compact K de n~, on a (Ad hy).K — 0 (la
limite étant prise pour la topologie de Hausdorff). On choisit & présent U
un voisinage suffisamment petit de x, de sorte que pour tout k assez grand,
il existe Uy, C n~ un voisinage de 0 tel que & — mps(exp(Zg,&)) soit un
difféomorphisme de Uy, sur U. Par relative compacité de la suite (2), si
U est pris assez petit, les U sont tous inclus dans un compact de n~. On
obtient alors :

fr(exp(ir, Us))-h b = exp(fr(@x).hy by (A hy)Uy).

En projetant cette relation sur M et N, on aboutit & limg_,eo fx(U) = 200,
la limite étant prise pour la topologie de Hausdorff. La suite (fy) est bien
fortement stable en z. O

4.3. Caractérisation des familles normales : preuve du
théoréme 1.1

Ici, (M,[g]) et (N,[h]) sont deux structures pseudo-riemanniennes de
signature (p,q), p+ ¢ = 3, et F est une famille d’immersions conformes de
(M, [g]) dans (N, [h]). Il est clair que 8’1l existe un voisinage U de x tel que
la famille 7y est d’adhérence compacte dans C°(U,N), alors d’une part,
E = {f(z) | f € F} est relativement compact dans N, et de plus F est
équicontinue en .

Nous allons supposer réciproquement qu’il existe x € M tel que E =
{f(z) | f € F} soit relativement compact dans N, et que de plus F soit
équicontinue en x. On veut montrer I'existence de U C M un ouvert conte-
nant x, tel que toute suite de F|;; admet une sous-suite qui converge vers
une application lisse, la convergence étant C°° sur les compacts de U. On
commence par choisir un compact K C N qui se projette surjectivement
sur I'adhérence E de E dans N. On choisit également & € M dans la fibre
de x. Pour tout f € F, on choisit p(f) € P tel que f(2).p(f)"! € K. On
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hérite ainsi d’une application p : F — P. Nous allons voir que 'hypothese
d’équicontinuité de F en x va avoir des conséquences sur 'image de p.

Tout d’abord, on écrit p(f) sous forme affine p(f) = o(f)L(f) + T(f),
ouo(f) € Ri, L(f) € O(p,q), et T(f) € RP9. On note Ky le compact
maximal de O(p, ¢). En effectuant une décomposition de Cartan de L(f),
on écrit p(f) = Li(f)A()L2(F) + T(f), ot Li(f) et Lo(f) sont dans Ko
et A(f) = diag (A\i(f),..., A\n(f)) € RE x O(p,q) vérifie A\ (f) > ... >
An(f) > 0. On écrit finalement p(f) = L1(f)A(f)(id + 7(f))L2(f). On
commence alors par remarquer qu’il existe un compact K7 C P tel que
Papplication f — id+ 7(f) soit a valeurs dans K;. Si tel n’était pas le cas,
il existerait une suite (f;) de F telle que 7, := 7(fx) ne soit pas bornée
dans RP9. Quitte & considérer une suite extraite de (fx), on peut supposer
que fi(x) tend vers zo, € N. Mais nous avons vu au Fait 4.4 que dans
ce cas, (f) n’était pas stable en x. Ceci contredirait 1’équicontinuité de la
famille F en x. De la méme maniére, il existe un compact Ko C M(n,R)
de sorte que l'application f > A(f)~! soit & valeur dans Ks. Si tel n’était
pas le cas, on pourrait trouver une suite (f;) de F, telle que fi(z) = 2c0,
et telle que A(fr) = diag (A1(k),..., Ay (k)) vérifie 1/X;(k) — 400 pour un
certain i € {1,...n}. Mais le Fait 4.5 impliquerait que (fx) n’est pas stable
en x, et une fois de plus, la famille F ne serait pas équicontinue en x.

En résumé, si 'on appelle K = K;Kj, on a montré qu’il existe deux
applications Ly : F — Ky et L} : F — K telles que pour tout f € F, on
ait :

p(f) = Li (A 4(f).

Appelons K.K| le compact de N obtenu en prenant les unions des trans-
latés a droite de K par des éléments de K. On choisit U et V deux voisinages
relativement compacts de 0 dans n™, tels que :

(1) L’application ® : & — mar(exp(,€)) est définie et injective sur U,
et réalise un difféomorphisme de U sur un ouvert U C M contenant
x.

(2) Pour tout § € K.Kj, lapplication ¥y : & — mn(exp(g,&)) est
injective sur V, et réalise un difféomorphisme de V sur son image.

(3) Pour tout =t € K~'Kj, (Ad I).U est inclus dans V.
Considérons (fx) une suite de F. Nous allons montrer qu’il existe une
sous-suite de (fx) qui converge, au sens de la topologie C*° sur U, vers

une application f € C*°(U, N). Pour alléger les expressions, on appellera
U :== A(fe) Ly (fr), et 2k := fr(2).p(fr) " L.L1(fx). On peut alors écrire :

fe(@) = 2.
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Comme (') est & valeurs dans le compact K ~'K», on peut extraire une
sous-suite de (fx) telle que (Ad ly),~ converge vers L € End (n~,g), et 2
converge vers 2 € KKy. Appelons f : U — N Dapplication définie, pour
tout £ € U comme suit :

f(ma(exp(E,€))) := mn (exp(2, L(€)))-

Comme f = ¥;0Lo® ! est une composée de transformations lisses, on a
bien f € C*°(U, N). Nous pouvons & présent achever la démonstration du
Théoreme 1.1 gréace au :

LEMME 4.6. — La convergence de (fi) vers f est C* sur 'ouvert U.

Preuve. — on considére W un voisinage ouvert de Z dans N , et W
un voisinage ouvert de 0 dans n~, contenant L(U), tels que Papplication
exp: W xW — N soit définie. 11 s’agit d’une application lisse. Pour tout
k‘EN,ondéﬁnitgok:U%Wprar:

k(&) = Bk, Li(£))-

Comme les Ly, sont des applications linéaires, la suite (¢5) converge pour
la topologie C* sur U vers ¢ : & — (2, L(§)). Maintenant, étant donné
que sur U, on a f, = Ty oexpo gro® et f=myoexpops o ® !, on
obtient la convergence C* de (fx) vers f. O

4.4. Intégrabilité de certaines distributions associées aux suites
stables

Nous finissons la Section 4 par un résultat d’intégrabilité, qui sera égale-
ment un point clé dans la preuve du Théoreme 1.4, en Section 7. Nous
considérons ici une suite (f;) d’immersions conformes de (M,[g]) dans
(N, [h]), et nous supposons que (fy) tend uniformément sur les compacts
de M vers une application f. Le contenu de la Proposition 4.8 ci-dessous
est que lorsque f & Conf(M, N), des sous-variétés totalement géodésiques
conformes non triviales apparaissent sur M.

Notation 4.7. — Jusqu’a la fin de ’article, on va munir g d’un produit
scalaire euclidien <, >, et on appellera || ||4 la norme associée. Si £ € g
et r > 0, on appellera B(&,r), r > 0 la boule de centre £ et rayon r,
relativement a la norme || ||q.

Soit € M. Comme (f;) tend uniformément vers f sur les compacts
de M, la suite (fy) est stable en z, et par le Lemme 4.3, elle admet en
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x une suite d’holonomie (hy) dans A*. En particulier, I'action adjointe
de Ad hy sur g est diagonalisable sur R : il existe des suites positives
vi(k) < ... <vm(k), ainsi qu'une décomposition g = g1 ®. .. D g, de sorte
que (Ad hy))g, = vj(k)Idy,;. Quitte & considérer une sous-suite de (f), et
a remplacer (hy) par une suite équivalente dans P, on peut supposer :

(1) Tl existe (&) une suite de M dans la fibre de 2, qui converge vers
Z, et telle que 3 := fk(ik).hgl converge vers 2 € N.

(2) Chaque suite (v;(k)) admet une limite dans R4 U {oo}, et v;(k) =
o(vj+1(k)), pour tout 1 < j <m — L.

Dans ce qui suit, nous allons appeler [ le plus grand entier de {1,...,m}
pour lequel sup,cn vj(k) < oco. Pour chaque j € {1,...,m}, on appelle
g =g ®...® g;. Soient U et V deux voisinages de 0 dans g tels que
& — exp(2,€) et ¢ — exp(2,() soient des difffomorphismes de U et V
sur leurs images respectives UetV. Quitte a restreindre V, il existe rg >
0 tel que V C B(0,79) et pour tout 2’ € exp(2,V), 'application ¢
exp(2’, ¢) soit définie sur B(0,7¢), et réalise un difféomorphisme de B(0, ry)
sur son image. On munit N d’une métrique riemannienne, et I’on appelle
d la distance que cette métrique induit sur 'ouvert exp(2, V). Localement,
sur une variété, les distances induites par deux métriques riemanniennes
différentes sont équivalentes. Ainsi, quitte a restreindre U,V, et rg, il existe
deux constantes strictement positives C; et Cs, telles que si 2’ € exp(2,V)
et (1,(2 € B(0,719), on a :

(4.3) Cill6 = Gallg < d(exp(2',G1),exp(2', G2)) < CalG1 — Cally-

On choisit maintenant U/ assez petit pour qu’il existe C3 > 0, tel que
Vie{l,...,1}, Ve eUng¥, Vk € N, on ait :
(14) (A he) €lly < Cyvy (k) < min(2, EL70)

2

Ceci est possible puisque les suites v;(k) ont une limite finie pour tout
j€{1,...,1}. Pour tout k € N, on appelle S;(k) la sous-variété exp(iy, UN
gl)).

Notre objectif est maintenant de montrer la proposition ci-dessous (voir
également le Théoréme 2.6 de [18] dans le cadre isométrique) :

PROPOSITION 4.8. — Pour tout j € {1,...,1}, il existe r; > 0 tel que
la sous-variété :

S = exp(&, 9 N B(0,r1))
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soit une feuille intégrale de la distribution de M définie par (w™)~1(g¥)).

A

De plus, S; := mp(S;) est une sous-variété totalement géodésique conforme
de M.

Preuve. — choisissons r; > 0 tel que B(0,r1) C U. Nous voulons mon-
trer que si § = exp(#,€), ou & € U N gV, alors w™(T;9;) = g\¥). Pour
tout k € N, on pose g = exp(Zx,&). On choisit ro > 0 assez petit
pour que B(£,73) € B(0,71). Alors Dy, := exp(iy, B(£,72) Ngl)) est inclus
dans S;(k) pour tout k& € N. Pour toute suite (gjk) telle que g, € Dy, on
peut écrire }, = exp(ix, &), ot & € B(E,r9) NgW). Comme fi(9}).hy " =
exp(2k, (Ad hy).x), on tire des relations (4.3) et (4.4) :

(4.5) d(fe(G1)-hi ", ) < C2Csv; (k).

On définit Dy, C U par : exp(gr, D) = Dy. Pour la topologie de Haus-
dorff, Dy, tend vers D := exp(&, B(&,72)Ng\7)), et donc Dy, tend vers D C g.
On aura wM(T;S;) = g\¥) si 'on parvient & montrer que D C g¥). Dans la
suite, nous allons noter d; := sup, cp, |[(Ad hy).7lg-

LEMME 4.9. — Si j =1, alors la suite (dy) est bornée.

Preuve. — si ce n’est pas le cas, quitte a passer a des suites extraites,
on va avoir 0y — o0o. Par connexité de Dy, il va alors exister () avec
ne € Dy pour tout k € N, satisfaisant ||(Ad hy).nx|lg = 0. Soit Jj, =
exp(Jr, (Ad hy)me), 25 = fr(On)-hy et 2 = fr(9),)-hy " Alors 'inégalité
(4.3) donne d(2}, 2;) > Cyro, tandis que (4.3) et (4.4) donnent :

A A rg Cir T
A8, 2) + (84, 2) < 2Co min(—, =L 2) < Cy .
20y 4 2
L’inégalité triangulaire conduit alors a Ciro < C17 : contradiction. O

Du fait que les limites de (v;41(k)),. .. (vm(k)) sont +oo, on déduit du
Lemme 4.9 que pour toute suite (1) de Dy, les valeurs d’adhérences de ()
doivent étre dans g¥). Donc D c gV et S, est bien une feuille intégrale de
(@™) " (g").

On va maintenant s’intéresser au cas j < [.
LEMME 4.10. — Sij € {1,...,l — 1}, la suite (6x) est en o(vj4+1(k)).

Preuve. — si les conclusions du lemme sont inexactes, il existe une
constante Cy > 0 et une suite extraite de (Jx), renotée (Jy), satisfaisant
0k = Cavjq1(k) pour tout k.

Par connexité de (Ad hy)(Dy), il va exister une suite (1), avec 0y € Dy,
pour tout k, et telle que |[(Ad hy).nk||lg = Cavjyi1(k). Quitte & choisir
Cy assez petit, on aura Cyv;1(k) < % pour tout k. Si 'on pose Z; :=
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fk(gjk)hlzl et 2y = fk(exp(gk,nk)).hlzl = exp(2;,, (Ad hg).nx), on obtient,
au vu de (4.3) :

(4.6) d(!,2) = C1Cawya (k).

En utilisant (4.5), et en appliquant l'inégalité anti-triangulaire a Z, 2},
et 2}/, on aboutit & Iinégalité CoCsvj(k) = d(2),2) > CiCavjii(k) —
CyC3v;(k) : ceci contredit v;(k) = o(vj11(k)). O

Le lemme précédent nous dit que si (1) est une suite de g satisfaisant
N, € Dy, pour tout k, alors |[(Ad hy).nk||lg = o(vj+1(k)). En particulier, on
a pour toute suite extraite 1k que ||[(Ad hok)) Mo llg = o(Vj11(a(k))).
Ainsi, toute valeur d’adhérence de (1) doit étre dans g/). On a bien D C
g, et S; est une feuille intégrale de g@@).

Pour finir, il nous reste & vérifier que pour j € {1,...,1}, §; := WM(Sj)
est une sous-variété totalement géodésique de M. On commence par remar-
quer que g\¥) est une sous-algebre de Lie de g. Comme les composantes sur
n~ et p d’un vecteur propre de Ad hy sont elles-mémes des vecteurs propres
de Ad hy,, associés & la méme valeur propre, on peut écrire gt/) = n; @p; ou
n; et p; sont deux sous-algebres de Lie de n™ et p respectivement. Appelons
P; le sous-groupe connexe de P dont l’algebre de Lie est p;. Soit & € S’j. La
sous variété f)j i= exp(&,U Nny ) est transverse aux orbites de l'action a

droite de P, donc a celles de P;. Le saturé de ij par P; est une sous-variété
Mj - S*j difféomorphe au produit f]j xP;. On a wM(TMj) Cn; @pj,etil
y a en fait égalité pour des raisons de dimension. Finalement, M, est une
feuille intégrale de (AoJM )~(g")) passant par A:?c, et M NS} est un voisinage
ouvert de & dans S;. Par conséquent wp;(M; N S;) est un voisinage ou-
vert de & = my (&) dans S;, et ce voisinage est, par définition, un morceau
de sous-variété totalement géodésique conforme de M. Ceci étant valable
pour tout & € S;, on obtient que S; elle-méme est totalement géodésique
conforme. (|

5. Description de ’adhérence de Conf(M, N) dans
C°(M,N) : preuve du Théoréme 1.2

Nous considérons toujours (M, [g]) et (N, [h]) deux structures conformes
pseudo-riemanniennes de méme signature (p, ¢), avec p+¢q > 3. Nous suppo-
sons qu’une suite d’immersions conformes fj : (M, [g]) — (N, [h]) converge
vers f € CY(M, N), uniformément sur les compacts de M. Par le Théo-
réme 1.1, Papplication f est en fait lisse, et la convergence de (fy) vers
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f est C°° sur les compacts. Nous allons décrire précisément l'application
f, et tirer des conséquences géométriques pour (M, [g]) lorsque la limite f
n’appartient pas & Conf(M, N).

Soit x € M. La convergence uniforme de (f) sur les compacts de
M assure que (fg) est stable en x. Il existe donc en z une suite d’ho-
lonomie (hg) qui soit dans AT C R% x O(p,q). En particulier, hy =
diag(A1(k), ..., An(k)), et les suites ﬁ sont bornées. On reprend les no-
tations de la Section 4.4, et quitte & considérer une suite extraite de (fx),
on fera les mémes hypotheses simplificatrices qu’en 4.4 : les transformations
Ad hj sont simultanément diagonalisables, et ’on peut écrire

0=019D... 0 gm, avec (Ad hy)|q, = v;(k)1dy,,

ot v1(k) < ... < Um(k) sont des suites qui convergent dans Ry U {0}, et
qui satisfont v; (k) = o(v;+1(k)). L’entier [ est toujours le plus grand entier j
de {1,...,m} tel que limy_, v, (k) soit fini. Observons que puisque la suite
(fx) est stable, n= C g, La suite Ly, := (Ad hi)jn- est ainsi relativement
compacte dans End(n™). Quitte & considérer une suite extraite de (fx), qui
convergera toujours vers f, on peut supposer que (Lj) admet une limite
L € End (n7), et qu'il existe &, dans la fibre ﬁj_wl (z), qui converge vers £, de
sorte que la suite 2 := fi.(21).h; * converge vers 2 € N au-dessus de f(z).
Soient U et V comme en section Section 4.4. Quitte a rétrécir ces ouverts,
on supposera de plus que & — myr(exp(2,€)) et ¢ — mn(exp(Z,()) sont
des difféomorphismes de Y Nn~ et L(U Nn~) sur leurs images respectives.
On appelle U = exp(Z,U) et U = mpr(exp(2,UU Nn7)). Siy € U s’écrit
y = mar(expl(#,€)), avec £ € UNn-, on a fuly) = mv(exp(zi, Lk(6))),
converge vers my (exp(2, L(§)). On conclut que la restriction de f & U est
donnée par I'expression :

F(mar(exp(, €))) = my(exp(2, L(€))), pour tout & € U Nn.

Nous alons a présent examiner les différents cas qui peuvent se présenter,
suivant la nature de 'application L.

5.1. Premier cas : ’application L appartient & GL(n™).

Dans ce cas, L(U{ N n~) est un ouvert de n~ qui contient l'origine, et f
est un difféomorphisme de U sur son image. Comme la convergence de (f)
vers f est C*°, et que les fj sont conformes, on obtient que f appartient a
Conf(U,N).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DEGENERESCENCE LOCALE DES TRANSFORMATIONS CONFORMES 1653

5.2. Second cas : application L est ’application nulle.

Ce cas interviendra lorsque chaque suite (A1 (k)),..., (A (k)) tend vers
Iinfini. L’application f est alors constante sur U. Ce cas a des conséquences
géométriques intéressantes. On va en effet montrer la :

PRrROPOSITION 5.1. — Si I'application limite f est constante sur U, alors
il existe un voisinage U’ de x dans U qui est conformément Ricci-plat.

Preuve. — il existe un plus grand entier Iy € {1,...,m} tel que pour
tout j € {1,...,lo}, on ait v;(k) — 0. Du fait que toutes les suites
(A1(k)), ..., (An(k)) tendent vers l'infini, et que donc leurs inverses tendent
vers 0, on a linclusion n= C glo) := g, @ ... @ 01, et également nt C
Gio+1 @ - .. ® g En particulier, on conclut que g cn~@s (en effet, on
a a priori gl') C n~ @3 s mais la composante selon 3 est triviale puisque
comme hy € A1, Ad hy agit par I'identité sur la composante 3, et ne la
contracte donc pas). On va maintenant pouvoir montrer :

LEMME 5.2. — Sur U, Ia distribution (w™)~!(n~ @s) admet une feuille
intégrale.

Preuve. — d’apres la Proposition 4.8, si r > 0 est assez petit, alors
S’lo := exp(z, B(0,7) N gl0)) est une sous-variété de U, qui est une feuille

intégrale de (w™)~1(g)). Quitte & choisir » > 0 encore plus petit, la
sous-variété 32 := exp(2, B(0,7) Nn~) est transverse aux orbites de 'action
A droite de S C P sur U. Le saturé de & par cette action de S est une
sous-variété My C V, difféomorphe au produit xS, Remarquons que si
o € 3, alors wM(TgofJ) c g cn=@s, car ¥ C §,. Soit maintenant
§ € My. On écrit § = go.p~ ", ol fjp € = et p € S. Si O désigne la S-orbite
passant par ¢, on a le scindement TQMO = Tg(f].pil) ®T30. Les propriétés
d’équivariance de la connexion de Cartan conduisent a w™ (T;(3.p~1)) =
(Ad p).wM(Ty,3), d’ot

WM(Ty(Sp™")) C (Ad p).g™ C ™ @s.

D’autre part w™(T;0) C s. Finalement, w™(TMy) C n~ @ s, et il y a
en fait égalité pour des raisons de dimension : la sous-variété My est une
feuille intégrale de la distribution (w™)~!(n~ @ s). O

La Proposition 5.1 est maintenant une simple conséquence du lemme
ci-dessus et de la Proposition 3.4. O
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5.3. Troisiéme cas : fibration sur une sous-variété totalement
dégénérée

Si 'on n’est pas dans les deux premiers cas L n’est ni inversible, ni
nulle. Par les deux cas traités précédemment, on vérifie que ceci n’est pos-
sible que lorsque la signature n’est pas riemannienne, i.e p > 1. Remar-
quons que puisque hy € AT C R* x O(p,q), les suites (A\;(k)) s’écrivent
Ai(k) = opay(k), ou la matrice diag (a1(k),...,an(k)) est dans O(p,q).
En particulier, les «;(k) satisfont la relation a;(k) = m pour tout
i€{l,...,p}. Lorsque ¢ > p, et i € {p+1,...,n —p}, on a a;(k) = 1.
Comme hy, € AT, on a les inégalités oy (k) > ... > a,(k), et %(*k) >1.0On
conclut que si (o) est bornée dans [1, +oc], il en va de méme pour (aq(k))
et 'on est dans le premier cas ci-dessus, ou L € GL(n™). Ainsi (o) tend
vers l'infini. Comme on n’est pas dans le second cas ci-dessus, ou L est

constante, il existe n —p+ 1 < r < n minimal tel que pour ¢ € {r,...,n},
ora;(k) soit bornée dans [1,+oo[. Soit (e1,...,€,) la base de n~ définie
par :

0

€ = €i 0 )

0 —eldpy O
(e1,...,€e,) étant la base canonique de RP9. Comme l'expression de
(Ad hy)jn-, dans la base (e,...,€,), est diag (O‘;—(j),...,ag—i’“)),
limage Im L n’est autre que Vect(e,,...,€,), et le noyau Ker L est

Vect(e1, ..., €—1).

5.3.1. Description des fibres de fjir

De Vexpression f(my(exp(Z,€))) = mn(exp(2, L(£))), pour tout £ e U N
n~, et de l'injectivité de ¢ — exp(2,() sur L(U Nn~), on tire que la fibre
F(z) :={y € U | f(y) = f(x)} est donnée par mps(exp(Z, Ker L NU)).
Comme exp(Z, Ker L NU) est transverse aux fibres de M, F(z) est une
sous-variété lisse de U. Le fait qu’elle est totalement géodésique conforme
résultera du Théoréme 1.4. En effet, dans le cas que nous sommes en train
d’étudier, l’entier s du Théoréme 1.4 est au moins 2 et la fibre F(x) est
une feuille intégrale de la distribution F,_;. La propriété qu’ont ces feuilles
d’étre totalement géodésiques conformes sera montrée en section 7.3.

Nous avons déja observé que l’espace tangent a une sous-variété tota-
lement géodésique conforme a une signature constante. Ici, la signature
des fibres de f est celle de Ker L relativement a la métrique AP?. Or
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Ker L est lespace Vect(ey,...,€.—1), ou 7 > n — p a été défini ci-dessus.
Dans la base (€1, ..., €,), la forme AP? (voir la Section 3.1) est conforme a
26080+ 26841 F EZHQZ. Le sous-espace Ker L est donc dégénéré, et
son radical est Vect(eq,. .., €,—r11). Observons que ce radical est de dimen-
sion n —r+ 1, qui est exactement la dimension de Vect(e,,...,€,) =Im L.
Autrement dit, le radical de F(z) a pour dimension le rang de f.

5.3.2. Description de I'image de f¢

On s’intéresse a présent a 'image f(U) de Papplication f. Il s’agit de ¥ =
7y (exp(2, L{UNn™))). Comme nous lavons déja signalé, ¢ — my (exp(Z,())
est un difféomorphisme de L(U Nn~) sur son image. Ainsi, ¥ est une sous-
variété lisse de N. Nous allons en déterminer la signature.

Soit y € U. On écrit y = mpr(exp(£,€)), ot £ € U Nn~. Pour k suf-
fisamment grand, on peut également écrire y = mp(exp(Zx,&k)), ot (k)
est une suite de n~ qui tend vers . On pose @i = exp(&y,&). Alors
2= fe(Or)-hy b = exp(@y, L1 (&) tend vers 2’ := exp(Z, L(€)). Soit main-
tenant 0 < r1 << 1 trés petit, tel que & — my(exp(g,£’)) soit un difféo-
morphisme de B(0,r1) Nn~ sur un voisinage U, C U de y. Si ¢’ € Uy, on
peut écrire y' = mpr(exp(9,E)), avec & € B(0,71)Nn~. Pour k assez grand,
on aura aussi ¥’ = was(exp(Jx, &), avec (§},) une suite de n~ qui tend vers
¢'. De la relation fi(y") = mn(exp(2,, Li(&},))), on déduit que f est don-
née sur Uy par f(ma(exp(9,¢'))) = mn(exp(2',L(E))), £ € B(0,r1) Nn~.
On en déduit que Despace tangent & f(U) en f(y) est ¢tz (Im L), et ce
pour tout y € U. La signature de ¥ est donc celle de Im L relativement
a AP?. Comme Im L coincide avec Vect(e,, ..., €,), donc est incluse dans
Vect(€n—p+1, ..., €n), c’est un sous-espace totalement dégénéré de n—, re-
lativement a AP'?. La sous-variété X est également totalement dégénérée.

5.3.3. Conclusion

En chaque point z € M, on a décrit 'allure locale de f selon que 'on
était dans le cas décrit en 5.1, 5.2 ou 5.3. Ces cas s’excluent mutuellement,
et ’ensemble des points conduisant & un cas donné est clairement ouvert.
Aussi, par connexité de la variété M, I'un des trois cas précédents décrit le
comportement de f au voisinage de chaque point de M.

— Si 'on est dans le cas 5.1, cela veut dire que f est localement une

immersion conforme d’un ouvert de M dans un ouvert de N. Ainsi
feConf(M,N).
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— Sil’on est dans le cas 5.2, f est localement constante, donc constante
par connexité de M. Par ailleurs, la Proposition 5.1 montre que chaque
point admet un voisinage ot une métrique de la classe conforme est
Ricci-plate. La variété (M, g) est localement conformément Ricci-plate
dans ce cas.

— Enfin, si l'on est dans le cas 5.3, la fibre passant par chaque point est
une sous-variété totalement géodésique conforme, qui est dégénérée, et
dont le radical a pour dimension le rang de f. Chaque point z € M ad-
met un voisinage U tel que f(U) soit une sous-variété lisse totalement
isotrope de N.

6. Conséquences géométriques de la dégénerescence en
signatures riemanniennes et lorentziennes

Considérons (M, [g]) et (N, [h]) deux structures pseudo-riemanniennes de
méme signature (p, q), p+q > 3. On aimerait caractériser géométriquement
les cas ot Conf(M,N) n’est pas fermé dans C°(M, N), autrement dit les
cas ou existe une suite (fx) d’immersions conformes qui dégénérent vers
une application limite f : M — N qui n’est pas une immersion conforme.
Nous commencgons par établir un résultat technique en Section 6.1, puis
nous répondrons, au moins localement a la question ci-dessus dans le cas
des variétés riemanniennes et lorentziennes.

6.1. Uniformité de I’holonomie

Nous commencons par montrer qu’il existe une méme suite d’holonomie,
valable en chaque point de M, pour la suite (f%).

LEMME 6.1. — On suppose que fi : (M,g9) — (N,h) est une suite
d’immersions conformes qui converge dans C°(M, N) vers une application
f. Alors il existe une méme suite stable (hy) de P, qui soit une suite d’ho-
lonomie de (fy) en tous les points de M. De plus, quitte a considérer une
suite extraite de ( fx), il existe dans la fibre 771741 (z) de chaque point z € M,
une suite convergente (&), telle que fy,(#x).hy ' converge dans N.

Preuve. — soit © € M. Comme (f) est supposée converger vers f uni-
formément sur les compacts de M, (fx) est stable en z. Il existe donc
en z une suite d’holonomie (hy) qui soit dans A* € R% x O(p,q). En
particulier, hy = diag(A1(k),..., A\n(k)), A1(k) = ... A\y(k) > 1. La suite

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DEGENERESCENCE LOCALE DES TRANSFORMATIONS CONFORMES 1657

Ly, := (Ad hy)jn- est ainsi relativement compacte dans End(n~). Par défi-
nition d’une suite d’holonomie, il existe une suite (Zx) relativement com-
pacte de M, dans la fibre de z, telle que fj (i:k).hlzl soit également rela-
tivement compacte dans N. On se fixe U un voisinage de # suffisamment
petit, de sorte que pour tout k € N, il existe Uy C n~ un voisinage de 0
pour lequel & — s (exp(Z, £)) soit un difféomorphisme de Uy, sur U.

Soit y € U. 1l existe une suite & de n™, & € Uy, telle que pour tout k,
7w (exp(Zx, &) = y. On peut alors écrire :

(6.1) fr(exp(in, &)).-hyt = exp(fu(dr)-hy ", (Ad hy).&r).

La suite exp(fx(#x).h; ', (Ad hy,).&x) est relativement compacte dans N, et
il s’ensuit que (hy) est une suite d’holonomie de (fz) en y.

On définit une relation d’équivalence sur M comme suit : deux points
x1 et o de M sont équivalents (on note x; ~ xa) si et seulement si les
suites d’holonomies (hy) et (h},) de (fx) en z1 et o respectivement sont
équivalentes dans P (voir section 4.1). L’argument précédent montre que les
classes d’équivalence de la relation ~ sont des ouverts de M. Par connexité
de M, il ne peut donc y avoir qu'une seule classe d’équivalence, ce qui
prouve le premier point du lemme.

On reprend les notations ci-dessus. Quitte a considérer une suite extraite
de (fx) (et la suite extraite correspondante de (h)), on peut supposer que
21 tend vers & dans la fibre au-dessus de z, que fg (i"k).h,;l converge vers
2e N, et que Ly converge vers L € End(n™). Alors, siy € U, on peut écrire
pour tout k € N, mpr(exp(@g,&k)) = y avec & € Uy. Cette fois, la suite
(&) tend vers € € n™. La relation (6.1) assure alors que fx(exp(#x, &)).hy
converge vers exp(2, L(§)). Notons que exp(Z, &) est une suite de la fibre
Tt (y) qui converge vers § := exp(#, £). En résumé, nous venons de montrer
que chaque point x € M admet un voisinage ouvert U avec la propriété : de
toute suite extraite (for)) de (fx), on peut extraire une nouvelle sous-suite
(for)), de sorte que pour tout y € U, il existe dans la fibre w&l(y) une
suite convergente (i), telle que f¢(k)(gjk).h;(1k) converge dans N. Comme
M est réunion dénombrable de compacts, un procédé diagonal standard
permet d’obtenir le second point du lemme. O

6.2. Théoréme 1.3 : le cadre riemannien
Le Théoreme 1.2 donne les différentes possibilités pour ’application li-

mite f. Dans le cas riemannien, il s’agit nécessairement d’une applica-
tion constante. Quitte & considérer une sous-suite de (fx) (qui convergera
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toujours vers f), nous allons supposer que les conclusions du Lemme 6.1
sont satisfaites. Par le Lemme 6.1, la suite (fx) admet une méme suite
d’holonomie stable (hy) en tout point de M, et comme on est en signa-
ture riemannienne, la suite (hy) est de la forme diag (A,...,\x) € AT,
ou 1/A; — 0. Notons que pour tout £ € n~, on a (Ad hg).§ = A%f Soit
x € M, et soit (&) une suite de la fibre 7, (z) qui converge vers #, telle
que 2 = fk(fk).hgl converge vers £ € N. Comme Ad hy, agit par 'ho-
mothétie de rapport 1/ (resp. Ag) sur n~ (resp. sur nt), et trivialement
sur 3 @ s, la relation d’équivariance sur la courbure (voir (3.3) en Section
3.1.1) :

(Ad hi ')z, ((Ad )€, (Ad hi)1p) = Fia, ()

montre que kz(£,m7) = 0 pour tout £, € n~. Ainsi la courbure de la
connexion normale de Cartan associée a (M, [¢g]) s’annule : (M, g) est loca-
lement conformément plate.

Remarque 6.2. — Dans [6], J. Ferrand obtient, en supposant que les
applications (fx) sont injectives, que (M, g) est en fait conformément équi-
valent a un ouvert de R™. On pourrait retrouver ce résultat avec les mé-
thodes présentées ci-dessus, en s’inspirant de [9], Section 6.

6.3. Théoréme 1.3 : le cadre lorentzien

On suppose désormais que (M, g) et (N, h) sont lorentziennes, de dimen-
sion > 3. La encore, par le Lemme 6.1, la suite (fx) admet une méme suite
d’holonomie stable (h) en tout point de M, et comme on est en signature
lorentzienne, la suite (h) est de la forme hy = diag (ox g, Ok, - - -, Ok, "—’;),
avec 1 < Mg < oy, et o — oo. L’action de Ad hy sur g est diagonale.
L’espace n™ est la somme de trois espaces propres nj , n, et ns, associés

respectivement aux valeurs propres oklxk’ # et i—: Surp=j3&s®&n", les
1

DY

valeurs propres sont Ag, 1 OkAk, OF €t i—: On en déduit aisément le :

FAIT 6.3. — Si (1) est une suite de p qui converge vers n, alors il existe
une constante C' > 0, qui dépend de la suite (1), telle que

I(Ad hyH)wlg < Oy

Soit @ € M, et soit (&%) une suite de la fibre 7' (z) qui converge vers ,

telle que 2, := fi,(&%).hy ' converge vers 2 € N. Du Fait 6.3, on déduit le :
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FAIT 6.4. — (1) Soit (&,m) € ny xny ; il existe une constante C > 0
telle que :

(A )., (Ad i), (Ad B )]s < O
k

(2) Soit (§,m) € ny x ng ; il existe une constante C' > 0 telle que :

_ A
[1(A By ")z, (Ad D)€, (Ad Bl < C .
k

(3) Soit (&,m) € ny x ng ; il existe une constante C > 0 telle que :

A

[(Ad hy ).z, ((Ad hy).€, (Ad i )n)llg < ¢
k

Le Théoréme 1.2 donne deux posibilités pour I'application limite f : il
s’agit soit d’une application constante, soit d’une submersion lisse sur un
segment géodésique de lumiére de (N, h).

6.3.1. Si f est constante, (M, g) est localement conformément plate

Dans ce cas, la preuve du Théoreéme 1.2 montre que les suites oy et g
Ak, (. Réécrivons la

L

vérifient, outre les propriétés énoncées ci-dessus
relation d’équivariance sur la courbure :

(Ad ")z, ((Ad )€, (Ad hi)) = kg, (€, 1).

. . 2 . N
Comme les trois suites ;1;, % et 07’“ tendent vers 0, le Fait 6.4 conduit a
k k k

kz(§,m) = 0 pour tout &,n € n™; la variété (M, g) est localement confor-
mément plate.

6.3.2. Si f est une submersion sur une géodésique de lumiére de (N, h),
(M, g) est localement conformément Ricci-plate

Dans ce cas, la suite ($*) admet une limite finie dans ]0, 1]. Nous pouvons
alors supposer, quitte & multiplier & droite (hy) par une suite convergente
de A", que \; = o), pour tout k € N, et que cette limite est 1. L’action
adjointe de Ad hy, sur g est diagonale, avec pour valeurs propres v; (k) =
U—li, va(k) = a—lk, v3(k) = 1,v4(k) = oy, et enfin v5(k) = o}. Les sous-espaces
propres associés sont gi,...,gs, comme en Section 4.4. On appelle G* =
91D g2Pgs, le sous-espace faiblement stable associé & Ad hy. La Proposition
4.8 assure que pour r1 > 0 choisi suffisamment petit, S := exp(z, B(0,r1)N
G7T) est une feuille intégrale de (w™)~1(G*). Appelons HT le sous-espace
n~ + go. Comme Ht C G, la distribution # := {(wM)"Y(HT) | § € S}
est une distribution de TS+.
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LEMME 6.5. — La distribution H C TS’+ est intégrable.

Preuve. — Soit £1,...,&, une base de H™T, de sorte que chaque &; est
soit dans n~, soit dans go N's, et X1,..., X,, les m champs w™-constants

associés sur M. Rappelons que la courbure de la connexion w™, évaluée

sur les X;, est donnée par la formule dw™ (X;, X;) + [w™ (X;), w™ (X;)], si
bien que :
(€ €] = 196, &) = ™ (K5, X)), G=1,...,m.

L’objectif est de montrer que H est involutive, i.e pour tout § € 5'+,
WM (%, X,](9)) € H

S(&i,€5) € n™ x(g2N8), ou (&, ;) € (92N5) X (g2Ns), alors rg(E,€) =0,
et donc wM ([X;, X;](9)) € H puisque [n~, g2Ns] C n~, et [gaNs, g2Ns] C
g Cn.

Il reste & examiner le cas ou &; et &; sont tous deux dans n~. On écrit
g = exp(,&), on & € B(0,71) N G*. Du fait que (Ad hy)g+ converge
dans End (G*, g), on a que 2, := fi(exp(#x,&)).h; " = exp(Zk, (Ad hy).£)
converge vers 2’ € N. Appelons g := exp (2, £). De la relation d’équiva-
riance :

(Ad by )k ((Ad hg).&i, (Ad hy).&5) = kg, (&5 6),
et des points (1) et (2) du Fait 6.4, on tire que £y(&;,&;) € g1 si (&,&5) €
ny xny, et £;(,&) € g1 Dge C HT si(&,€) €n] xny. On a encore
wM([X;, X;](9)) € H dans ces deux cas.

Enfin, si (&;,€;) € ny xng, alors la relation d’équivariance pour la cour-
bure s’écrit :

(&, &) = (Ad hi).rg, (&, €5)-

Comme go N's est le seul sous-espace propre contracté de p, on établit

K
o 'k

facilement le :

FAIT 6.6. — Si (ng) est une suite de p qui converge vers 1), et si
[|(Ad hg).nk|lg — 0, alors n € ga.

Par le Fait 6.6, on conclut que r4(&;,&;) € g2oNs C HT, et finalement
wM([Xi, X,1(9)) € H lorsque (&;,&;) € ny x ng . Ceci achéve la preuve du
lemme. g

On va en déduire que (w™)~!(n~@s) admet une feuille intégrale dans M,
passant par &, et conclure qu’un voisinage de x est conformément Ricci-plat,
grace a la Proposition 3.4. La preuve est la méme que celle du Lemme 5.2 :
on commence par considérer H, 1a feuille intégrale de H passant par z. Pour
r > 0 assez petit, la sous-variété 3 := exp(Z, B(0,7) Nn™) est transverse
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aux orbites de 'action & droite de S sur N. De plus 33 est une sous-variété
de I:I; en particulier wM(Tf)) CH' Cn @®s. Le saturé de par l'action
de S est une sous-variété My, et on a w™ (T'My) C (Ad S).HT+s Cn~ &s.
On a égalité pour des raisons de dimension, et finalement M est une feuille
intégrale de (w™)~1(n~ @s).

7. Le théoréme de stratification dynamique 1.4

Dans tout ce qui suit, on va munir la variété pseudo-riemannienne (N, h)
d’une métrique riemannienne auxiliaire A\, qui définit une distance d sur V.
Si u est un vecteur de TN, on désignera par ||u|| la norme de ce vecteur pour
la métrique \. Bien entendu, les énoncés seront indépendants de ce choix
d’une métrique auxiliaire. On considére une suite d’immersions conformes
fr: (M,g) — (N,h), et 'on suppose que (fi) tend vers f € C°(M,N),
uniformément sur les compacts de M. La preuve du Théoreme 1.4 va étre
lobjet des trois sections 7.1, 7.2, 7.3 ci-dessous.

7.1. Définition des suites (u;(k))ren et des distributions F;.

On commence par remplacer (fj) par une suite extraite, renotée (f),
qui satisfait aux deux conclusions du Lemme 6.1. L’une de ces conclusions
est I'existence d’une suite (hy) de AT qui soit suite d’holonomie de (f)
en chaque point de M. C’est cette suite d’holonomie qui, apres d’autres

extractions éventuelles, va déterminer les suites u(k), ..., us(k) du Théo-
reme 1.4.

Ecrivons hy, = diag(Ai(k), ..., A\u(k)), avec A\i(k) > ... > A(k) > 1.
Il existe s entiers non nuls nq,...,ns tels que pour tout couple d’indices
1 < < 7 < n, le quotient f\‘jgg est borné dans [1,4+00) si et seulement
sionamn +1<i<j < ny pour un certain [ € {0,...,s — 1} (on a
adopté la convention ng = 0). En particulier, les quotients iggg sont tous

bornés dans [1,+00) si et seulement si s = 1, auquel cas n; = n. Quitte a
remplacer (hy) par une suite équivalente de P, on peut supposer que pour
tout I € {0,...,s — 1}, et tout couple d’indices n; +1 < ¢ < j < nyyq,
Ai(k) = Aj(k) pour tout k € N. Si j € {1,...,s}, on note p;(k) = ﬁ(k)
On a (k) < ... < ps(k) < 1, et Paction de (Ad hg) sur n™ se fait par
une transformation diagonale de valeurs propres p;(k), ..., ps(k). Quitte &
extraire encore, on peut supposer que chaque suite (p;(k)) admet une limite
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“’*1(k) — 00, pour tout j € {1,...,s—

dans R4, et que, lorsque s > 1, on a
1}. Notons que les suites p;(k) tendent vers 0, sauf eventuellement pour
J=Ss.

On décompose g/p en somme directe :

g/p=M®&...6N,

ot (Ad hy)n, = pj(k)Idy;. On pose de plus N := {0}. Si n; désigne la
dimension de N}, alors du fait que Ad hy, agit conformément pour A\*?, on
a bien que la matrice

,ul(k)lm 0

0 s (k) I,

préserve la classe conforme de 2z12, + ... + 22pZn—pt1 + Egﬂx?.

Soit & = {0} € & C ... € & = g/p la filtration définie par &; :=
Ni@...dN; pour j€{l,...,s}.

Soit € M. Comme (f}) satisfait aux conclusions du Lemme 6.1, il existe
une suite (&) dans la fibre 7,/ (2 ) qui tend vers & € 7y, (), de sorte que
2 = fiu(2x).hy ! tende vers 2 € N au-dessus de f(z). On définit alors :

‘Fj(x) = La?(gj)7 je {07""57 1}7

ot iz : g/p — T, M désigne I'isomorphisme défini en section 3.1. A premiére
vue, le sous-espace F;(x) semble dépendre du point £, limite de la suite
(Zx). En fait, il n’en est rien, comme le montre le :

LEMME 7.1. — Soient (&) et (%) deux suites de la fibre 7y (), qui
convergent vers 1 et ' respectivement, et telles que fk(:%k).hgl et
fi(@,).hy b convergent dans N. Alors 14(;) = 14/(§), pour tout j €
{0,...,s—1}.

Preuve. — D’assertion est triviale lorsque s = 1. On suppose donc que
s > 1. Les points & et &’ étant dans la méme fibre, on écrit : 2’ = Z.p,
avec p € P. D’apres la relation (3.1), le lemme revient & montrer que
(Adp).&; =& pour tout j=1,...,s—1.

On écrit &}, = &x.pg, ou (pg) est une suite de P qui tend vers p. On a
alors :

fk(fc%)hlzl = fk(i‘k).pkhlzl = fk(fk-).hlzl.hk-pkh_l
Comme par hypothese, fi(Zk). h;l et fi(2},). ,;1 convergent la suite
hkpkh doit converger vers p € P car l'action de P sur N est propre et
libre. Supposons par l'absurde qu'il existe £ € N, tel que (Ad p).§ & &j,.
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Pour tout k, (Ad pg).£ = X5, &k + &, avec chaque & € N, et &, € & .
Par hypothese, il existe m > jg tel que &mr — Emoo # 0. Finalement :

(Ad hyprhi )€ = Sisj, /Z:((%&k + &1,
ou ¢ € &;,. Comme Z;';EZ; — 00, la composante de (Ad hkpkh,zl).f se-
lon N, n’est pas bornée, ce qui est absurde puisque (Ad hkpkhlzl).g —
(Ad p).€. O

7.2. Caractérisation métrique des F;

Pour ce qui suit, on va identifier g/p & n~, via un isomorphisme qui
commute a laction adjointe de Z x S. On verra donc la filtration & C

... C &_1 dans n™, et on considérera ¢z comme un isomorphisme entre n~
et T, M. Apres cette identification, la relation :

(7.1) tap-1 ((Ad p).£) = 12(§)

est encore valable lorsque { en", et pe Z xS CP.Size N, et Z € N est
dans la fibre au-dessus de z, on notera également ¢; I'identification entre

n~ et T, N. Rappelons que si f est une immersion conforme de (M, g) dans
(N, h), alors :

(7.2) Dy f(22(€)) = ty(a)(§)-

On reprend les notations de la section précédente : (2) est une suite
de M qui tend vers 2 de sorte que 2 := fk(a%k).h,;l tende vers 2 € N
au-dessus de z := f(z).

Par ailleurs, comme la suite (2;) est contenue dans un compact de N, il
existe deux constantes strictement positives ¢ et ¢y telles que pour tout
keN,et £ en™, on ait :

(7.3) crlléllg < ez (I < call€]lg-

On considére pour commencer v € T, M non nul, et une suite (ug) de
T, M qui tend vers u. On écrit pour tout k € N, uy, = ¢z, (&), avec & € n™.
La suite &, tend vers ¢ := ¢ '(u). Par définition des distributions F; (),
le vecteur w appartient & T, M \ Fy_1(z) si et seulement si £ € n™ \ Es_1.
En décomposant chaque & selon la somme N; @ ... DN, on voit aisément
que ceci est équivalent a :

(7.4) (A7) Ekllg ~ cps(R),
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pour un certain réel ¢ > 0 (qui dépend de la suite (£)). Des relations (7.1)
et (7.2), on tire par ailleurs :

(7.5) D fr(ur) = vz, (Ad hg).&).

Ainsi, la relation (7.3), jointe a (7.4) et (7.5), montre que u € T, M\ F,_1(x)
si et seulement si || D, fr(ur)|| = O(us(k)). Ceci prouve le point 1, (a) du
Théoreme 1.4.

On suppose & présent que s > 1, et 'on considere u € F;(x)\F;-1(x), j €
{1,...,5—1}. On peut écrire u = 13(§) ou & € &5\ £;_1. Soit (uy) une suite
de T, M qui converge vers u, et on écrit pour tout k € N : uy := 15, (§k), ou
&x est dans n~ et converge vers £. On décompose € = €M+ .. +£(5) selon la
somme directe N1 @. ..®N;. On écrit également &, = 51(;) +.. .+£,(€S), ol 5,?)
appartient & N;. La suite ( ,(Cj )) a une limite non nulle, et par conséquent,
on tire de I'expression (Ad hy).&x = ,ul(k)ﬁ,(cl) +...+ us(k)f,(j) que :

(7.6) 1 (k) = O([|(Ad hi).-&kllg)-
Les relations (7.5) et (7.3) conduisent & :

(k) = O(|| Dy fi (ur)|[),

et le point (1), (b), (i) est satisfait.

Considérons & présent la suite uy := 14, (£). Il s’agit d’une suite de T, M
qui converge vers u. On a I’équivalence ||(Ad hy).£||g ~ cu;(k), ot ¢ > 0.
Les relations (7.3) et (7.5) conduisent donc & :

1Dz fie (un) || = © (15 (K)),
et le point (1), (b), (ii) est satisfait.

Réciproquement, considérons un vecteur non nul v € T,M, satisfai-
sant aux conditions (1), (b), (¢) et (1), (b), (4¢) pour un certain indice j, €
{1,...,s—1}. Parle point (1), (a), u n’appartient pas a T, M \ Fs_1(x). Par
conséquent, u appartient & un certain Fj, (z)\ Fj,—1(z), j1 € {1,...,s—1}.
Or, & cause de la propriété (k) = o(u41(k)), VI € {1,...,s}, les points
(1), (b), (4) et (1),(d), (i) ne peuvent pas étre vérifiés pour deux indices
distincts jo # ji1. On conclut que jo = ji. On obtient ainsi I’équivalence
(1), (b) du Théoréme 1.4.

7.3. Intégrabilité des distributions F; et caractérisation
métrique des feuilles locales

Il nous reste a prouver l'intégrabilité des F;, le fait que les feuilles F}; sont
totalement géodésiques conformes, ainsi que la caractérisation métrique

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



DEGENERESCENCE LOCALE DES TRANSFORMATIONS CONFORMES 1665

locale. Nous gardons les mémes notations que ci-dessus : pour z € M, on
choisit une suite (#) de M dans la fibre au-dessus de z, qui converge vers
&€ M, et telle que 2, := fk(:izk).h,:1 converge vers 2.

On définit U, = mpr(exp(Z, B(0,71))), ot r1 > 0. Quitte a choisir 71
assez petit, U, est un ouvert contenant z, et & — mps(exp(&,&)) est un
difféomorphisme de B(0,71) Nn~ sur U,. Pour j =0,...,s — 1, on définit
N;(z) == ma(exp(Z, €5 N B(0,71))).

LEMME 7.2. — Pour j € {0,...,s—1}, N;(x) est une sous-variété lisse,
totalement géodésique conforme, contenue dans U,, et est partout tangente
a Fj.

Preuve. — l’assertion a montrer étant triviale pour j = 0, nous suppo-
sons dans ce qui suit que s > 1 et j € {1,...,5s — 1}. Comme en section
4.4, en considérant éventuellement une suite extraite de (fx), on a une
décomposition g = g1 @ ... @ g, de sorte que (Ad hy))g, = v;(k)ldy,,
ou chaque suite (v;(k)) admet une limite dans R4 U {o0}, et v;(k) =
o(vj+1(k)), pour tout 1 < j < m — 1. Il existe des indices i1 < ... < i
tels que pj(k) = v;; (k) pour j € {1,...,s}. Si I'on se fixe un indice j,
alors la Proposition 4.8 affirme que quitte a restreindre rq, la sous-variété
S; = exp(#,g%) N B(0,r1)) est une feuille intégrale de la distribution
(WM)~1(g()). Maintenant, exp(z,E; N B(0,r1)) C S, est transverse aux
fibres de mps, donc N;(z) est une sous-variété lisse de M. Par ailleurs, on
montre comme dans la preuve de la Proposition 4.8, que g(%) est une sous-
algebre de g, qui s’écrit g(td) = n; &pi;, ou n; et p;; sont deux sous-algebres
de n™ et p respectivement. Par ailleurs, toujours comme dans la preuve de
la Proposition 4.8, on montre que N;(z) = mp/(S;). Tl s’ensuit que N;(z)
est totalement géodésique conforme.

Nous allons maintenant montrer que N;(z) est tangente a la distribution
F;. Soit y € Nj(x). On écrit y = mar(§) ot § := exp(&,§), £ € E;,NB(0, r1).
Alors T, N;(x) = Dgmar(TyS;) = 15(g%) Nn~) = 145(&;). Rappelons main-
tenant que 'on a extrait une sous-suite de (fy), de sorte que (Ad hy)jn-
converge vers L € End (n7). Il s’ensuit que fk(exp(:%k,f)).hgl converge
vers exp(Z, L(€)). Comme exp(&g, &) tend vers ¢, on déduit du Lemme 7.1
que 15(&5) = F;(y)- O

On vient de montrer que la distribution JF; définit un feuilletage pour

j={0,...,8—1}, et que N;(z) est la feuille passant par « dans U, : on la
note désormais F°°(x).
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7.3.1. Caractérisation métrique des feuilles locales

Les distances induites par deux métriques riemanniennes sur une variété
sont localement équivalentes; on a par conséquent :

LEMME 7.3. — Il existe un voisinage compact K de Z dans ]\7, et des
réels strictement positifs c¢1,co et ro, tels que si 2’ € K et £1,& € B(0,79)N

n

c1ll§r — &llg < d(mn(exp(2, 1)), m(exp(2',£2))) < callér — &allg

On supposera par la suite que 1’on a choisi rg,r; > 0 assez petits pour
que ¢ — exp(2’, ) soit un difféomorphisme de B(0,79) Nn~ sur son image
pour tout 2’ € K, et que 'on ait de plus, Vk € N :

(Ad hy).(B(0,r1) Nn~) € B(0,70) N~

On commence par montrer le point 2, (a) du Théoréme 1.4. Soit y € U,,

t (yr) une suite de U, qui tend vers y. Alors y = exp(%,&), avec & €

B(0,r1) Nn~, et pour tout k, on peut écrire y, = exp(&x, k), avec § — &.

Le point y appartient a U, \ F!°% (z) si et seulement si ¢ € n~ \ &_;. Par
(7.4) et le Lemme 7.3, ceci équivaut a :

d(fr(2), fr(yr)) = O(us (k).

Soit maintenant s > 1 et y € F}*(2) \ F/*4(z), j € {1,...,s —1}. Alors
y = mu(exp(z,§)), ou & € {& \ -1} N B(0,r1). Soit (y) une suite de
U, qui converge vers y, et on écrit comme ci-dessus y, = exp(Zx, k), avec
& — & Nous avons déja vu que p;(k) = O(||(Ad hy).£kllg), ce qui, au vu
du Lemme 7.3, conduit & :

(k) = O(d(fr(z), fe(yr)))-

Le point (2), (b), (¢) est donc satisfait.
Considérons la suite de points yj, := mas(exp(Z, £)), qui tend vers y. De
la relation ||(Ad hy).£||g ~ cp;(k), ot ¢ > 0, et du Lemme 7.3, on déduit :

(7.7) d(f(), fe(yx)) = O(p;(k)),

et le point (2), (b), (it) est satisfait.

Réciproquement, soit y € U, \ {z} satisfaisant les points (2), (b), (i) et
(2), (b), (i7) pour un certain indice jo € {0,...s—1}. Parle (2), (a), y & Uz \
Flo¢ (x). Donc il existe ji € {0,...,5—1} tel que y € F}o°(2)\ FI°° | (x). Les
points (2), (b), (¢) et (2), (b), (i) sont donc également vérifiés pour 'indice
Jj1, ce qui implique j; = jo. Ceci achéve donc la preuve du point (2), (b) du

Théoreme 1.4.
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8. Appendice : unicité des feuilles locales F}OC(:L‘) et des
suites p;(k) dans le Théoréme 1.4

Soit  un point de M. Le Théoréme 1.4 assure l'existence d’une strati-
fication dynamique sur un voisinage U, de x, définie par des sous-variétés
Flc(z) = {2z} € ... € Fl°¢(z) € U,, et des suites py(k),...pus(k),

qui satisfont aux conclusions 2, (a), et 2, (b) lorsque s > 1, du théoréme.
Nous allons prouver I'unicité de cette stratification, au sens ot si HY¢ =

{z} € ... € HY(z) € U, est une autre famille de sous-variétés, et
si m(k),...,n-(k) sont d’autres suites, qui vérifient n;(k) = o(n;4+1(k))
pour j € {1,...,r — 1} lorsque r > 1, ainsi que les conclusions 2, (a), et

2, (b) lorsque r > 1, du Théoreme 1.4, alors r = s, Hjlf’c(m) = Fjoc(x), et
n; (k) = O(p;(k)), pour tout j =1,...,s

Si r ou s vaut 1, 'assertion est claire, si bien que nous supposons dans
ce qui suit que r et s valent au moins 2. Commencgons par choisir y et
y' non nuls, différents de z, dans F}°¢(x) et H!°°(z) respectivement. Le
point 2, (b), (i1) assure qu’il existe une suite (yx) qui tend vers y, telle que
d(fr(z), fu(yr)) = O(u1(k)), et il existe une suite (y;,) qui tend vers y’
telle que d(fx(x), fe(y;,)) = ©(ni(k)). Par le point 2, (b), (i), on doit avoir
1 (k) = O(d(fi (@), Filyr))) et s (k) = O(d( (), f(y}))), doi il xessort
que 71 (k) = O(pa(k)) et p1 (k) = O(ni(k)). On aboutit & n1 (k) = O (u1(k)).
Cette information, jointe au 2, (b) assure que y € Hi°¢(x) et v/ € Fl°¢(x).
Ainsi Hl°¢(z) = Flo¢(z).

Supposons que min(r,s) > 2, et que pour j € {2,...,min(r,s) — 1},
on ait prouvé F]l-‘jcl (z) = HJI-(’_C1 (z). Choisissons y € F}(’C(x) \ F;"_Cl(:v), et
y' € Hi*“(x) \ HI% (). Par 2, (b), (i1), il existe (yx) qui converge vers y et
telle que d(fx(z), fr(yk)) = O(p;(k)). Par ailleurs,

r—1

& (U, \ HI%%, () | HIo® () \ HI% (2).

i=j
Les points 2, (a) et 2, (b), (i) assurent que 1, (k) = O(d(fx(z), fx(yx))). On
conclut que n;(k) = O(p;(k)). Le méme raisonnement appliqué & ¢’ donne
que p;(k) = O(n;(k)), et finalement n;(k) = ©(u;(k)). Par le point 2, (b),
on obtient z € HI*“(x) \ HI(x) et y' € F}°°(x) \ FI°%(x). On conclut
finalement que Fjoc(x) = H]l»oc(m).

Supposons que s = min(r,s). Alors, le raisonnement précédent permet
d’obtenir par induction que pour tout j < s — 1, u;(k) = O(n;(k)) et
F;OC((E) = Hjl»oc(ac). Le point 2,(a) du théoréme affirme alors que pour
tout point y € U, \ F!°(z) (et donc pour tout y € U, \ H%(x)), et
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toute suite (yx) qui converge vers y, on a d(fr(x), fx(yx)) = O(us(k)). On
doit ainsi avoir n;(k) = ©(us(k)) pour tout j = s,...,r. Comme 7n;(k) =
o(nj+1(k)), on obtient que r = s, et ns(k) = O(us(k)). Ceci acheve la
preuve de 'unicité.
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