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POLYNOMES DE BERNSTEIN ASSOCIES
A UNE FONCTION SUR UNE INTERSECTION
COMPLETE A SINGULARITE ISOLEE

par Tristan TORRELLI

1. Introduction — Enoncés.

Etant donné un germe de fonction analytique f € O = C{z1,...,Z,}
et un élément m € M d’un D-module holonome (D désignant 1’anneau
des opérateurs différentiels & coefficients dans ©), M. Kashiwara a établi
Iexistence d’équations fonctionnelles

(1) b(s)ymf* = P-mfe+!

ol b(s) € CJ[s] est un polynéme non nul et P € D[s] = D ® C[s] un
opérateur différentiel dépendant polynomialement de s ([11]). On appelle
polynéme de Bernstein de f associé a m le générateur unitaire de 1’idéal
des polynomes b(s) qui satisfont & cette identité. On le note b(mf*,s).
Précisons que l'identité (1) a lieu dans M[1/f, s]f* = M Qe O[1/f,s]|f*,
le O[1/f, s]-module libre O[1/f, s]f* étant muni de sa structure naturelle
de D[s]-module & gauche.

Lorsque M est holonome régulier, ces polyndémes sont a la base de
la construction algébrique des cycles évanescents par le biais de la V-
filtration de Malgrange-Kashiwara ([12], [15]). En particulier, les racines
des polynoémes b(mf®,s), m € M, déterminent les valeurs propres de

Mots-clés : D-modules — Polynémes de Bernstein — Singularités semi-quasi-homogénes
— V-filtration.
Classification math. : 32C38 — 32540 — 14B05.



222 TRISTAN TORRELLI

la monodromie du faisceau pervers des cycles proches du complexe des
solutions de M. Toutefois, a ’exception du cas originel M = O et m =1,
la question du calcul de ces polynoémes a été peu étudiée - essentiellement
par T. Oaku, en utilisant des techniques de bases de Grobner dans des
anneaux d’opérateurs différentiels ([21]). Dans cet article, nous généralisons
pour des germes de modules holonomes réguliers 'approche suivie par
B. Malgrange lors de son étude du polynoéme de Bernstein d’un germe de
fonction & singularité isolée ([14]). Notre objectif est le calcul de polynomes
de Bernstein de sections de D-modules holonomes réguliers naturellement
associés & un morphisme analytique g définissant une intersection compléte
a singularité isolée.

Dans ce qui suit, M désigne un D-module a gauche holonome régulier,
sans f-torsion, et ne contenant aucun sous-module localisé par rapport aux
puissances de f.

Donnons deux propriétés relatives aux éléments mfs € M[1/f, s|f*.
Si m € M est non nul, soit 7(m) € N le plus grand entier r tel
que m € f"M. 1l est alors facile de vérifier que b(mf*,s) est divisible
par (s + r(m) + 1). Nous noterons b(mf* s) € Cls], le quotient de la
division euclidienne de b(mf*,s) par (s + r(m) + 1). D’autre part, il
existe de “bons opérateurs en s” annulant mf*, c’est-a-dire de la forme
sVN4+PsN-14...4 Py € D[s] avec P; € D de degré au plus ; cela résulte
de la régularité de M ([6], p. 351 ou [24], le cas M = O, m = 1, étant
traité dans [10]).

L’étude du polynéme b(m f*, s) se rameéne donc & celle de action de
s sur le D-module holonome
D[s]mf*

Introduisons alors des conditions sur m € M — fM :

(i) L’annulateur dans D de m, noté annp m, admet un systéme de
générateurs (1, ..., Q) constitué d’opérateurs de degré au plus un.

(ii) L’idéal J C O engendré par les éléments de O-torsion de m et les
[Oi, f] = Oif — fOi € O est de colongueur finie (i.e. la dimension sur C de
0O/J est finie).

(iii) L’annulateur dans D de mf*® est contenu dans D.J.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, en adaptant une construction
de B. Malgrange ([14]), nous réalisons b(mf*, s) comme le polynéme
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POLYNOMES DE BERNSTEIN ASSOCIES 223

minimal d’un endomorphisme d’espace vectoriel de dimension finie. Plus
précisément, il y a un isomorphisme de D[s]-modules
D[sjmf* Dlsjmf*

@) M= CH D plm T = DR Tymp

En effet, les identités : (s + 1)[Oy, flmfs = i - mf*t! permettent de
définir un morphisme D-linéaire surjectif du module de droite dans A, dont
Iinjectivité résulte de la condition (i). En particulier, N est un D-module
de type fini supporté par l'origine. A partir de cette identification, nous
décrivons explicitement son n-éme groupe de cohomologie de de Rham,
HYp(N) = N/ Y .(8/0z; )N, comme un espace vectoriel quotient Z'/Z
de dimension la colongueur de I'idéal J. Il vient alors :

THEOREME 1.1. —  Le polynéme b(mf*, s) est le polynéme minimal
de Paction induite par s sur 2’/ Z.

La réalisation des objets précédents se fait a partir d’'une décompo-
sition de Y, 0 Ds(s — 1)--- (s — i + 1)mfs~* C M[1/f,s]f* basée sur la
division par 'idéal J. Elle généralise la partie A de [4] ol est traité le cas
M =0, m=1et f a singularité isolée (I’idéal J est alors I'idéal jacobien

de f).

Considérons maintenant un germe de morphisme analytique complexe
g =(g91,---,9p) : (C*,0) — (CP,0), tel que (f,g) définisse & l'origine un
germe d’intersection compléte de codimension p+ 1 (en particulier p < n).
Attachons a g le groupe de cohomologie locale algébrique de O a support
dans X = ¢g=1(0) :
O[1/g1--- g5
=1 OlL/g1+Gi - gpl

On notera 6§ € R, la classe de 1/g; - - - gp. Lorsque p = 1, pour tout entier
¢ € N*, §, désignera la classe de 1/g¢ dans R = O[1/g]/O.

R:

Rappelons que R est un D-module holonome régulier dont le complexe
des solutions holomorphes est le faisceau pervers Cx ([9], [11], [18]). Aussi
les racines des polynémes de Bernstein de f associée aux éléments de R
sont reliées aux valeurs propres de la monodromie associée & f|x : (X,0) —
(C,0) (pour des exemples, voir [25], [26]).

Dans le cas particulier ou p = 1, nous nous intéresserons aussi aux
D-modules holonomes réguliers O[1/g]g*, A € C. Lorsque X est un entier
relatif, O[1/g]g” s’identifie bien sir & O[1/g].
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224 TRISTAN TORRELLI

Dorénavant, nous supposerons que les morphismes g et (f, g) définis-
sent des germes d’intersections complétes & singularité isolée (ICSI) a
Porigine.

Rappelons qu’un polynéme non nul h € Clz] = Clzy,...,z,] est
quasi-homogeéne de poids d € Q* pour un systéme de poids a € (Q*+)"
si c’est une combinaison C-linéaire finie de mondmes z]*---z]» avec
Yo,y = d (un germe h € O est dit quasi-homogene s’il existe un
systéeme de coordonnées dans lequel c’est un polynoéme quasi-homogene).
Lorsque p = 1, Pétude de la condition (i) pour &, ¢ € N*, (ou pour
g* € O[1/g]g*) nous a mené & une nouvelle caractérisation de la quasi-
homogénéité d’un germe de fonction a singularité isolée.

THEOREME 1.2. — Soit g € O, un germe de fonction holomorphe
définissant une singularité isolée a origine. Soit £ € N*, un entier naturel
non nul. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’idéal annp &, est engendré par des opérateurs de degré au plus un.

2. Le germe g est quasi-homogeéne, et la plus petite racine entiére du
polynéme de Bernstein de g est supérieure ou égale a —¢.

3. Le germe g est quasi-homogeéne, et annulateur dans D de 6, est
0 9]
_ £ _ Y Y
annp 8 = Dg" + DO(—¥) + Z D(gzl oz, 9z, 6:1:1-)
1<i<j<n

ou O(s) € D[s| est un bon opérateur en s de degré un qui annule g°.

En particulier, le germe a singularité isolée g est quasi-homogeéne si
et seulement si il existe un entier £ € N* pour lequel I'idéal annp 6y est
engendré par des opérateurs de degré au plus un.

Ce résultat nous oblige donc a supposer que le morphisme g est quasi-
homogene, c’est-a-dire dont les composantes g; sont des polyndémes quasi-
homogenes pour un méme systéme de poids; ce qui est contraignant. Don-
nons maintenant des exemples de situations dans lesquelles les conditions
(i)—(iii) sont vérifiées :

PROPOSITION 1.3. —  Les conditions (i)—(iii) sont satisfaites pour
m € M et f € O dans les cas suivants :

(a) f,g9 € C{z1,z2} définissent des courbes réduites sans composante
commune, g est quasi-homogéne, et m = g* € O[1/g]g*, A € C étant tel
que pour toute racine q € Q du polynéme de Bernstein de g, la différence
A — q n’est pas un entier strictement positif.
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(b) f est lisse, g € O est un germe quasi-homogéne a singularité isolée
dont Ia restriction a (f~1(0),0) C (C",0) est aussi a singularité isolée, et
m = & € O[1/g]/O (resp. m = g* € O[1/g]g*) pour un entier £ € N*
tel que la plus petite racine entiére du polynéme de Bernstein de g soit
supérieure ou égale & —¢ (resp. pour un complexe A vérifiant la condition
donnée au cas (a) ).

(€) g = (91,---,9p) : (C™,0) — (CP,0) est quasi-homogéne, les
applications (f,g) et (¢1,...,9:), 1 < ¢ < p, définissent des germes
d’intersections compléetes & singularité isolée; 'entier —1 est la plus pe-
tite racine entiére du polynéme de Bernstein de g7, et si p > 2, de
celui de (1/91"'9i)gf+1 pour tout i = 1,...,p — 1, ot 1/g1---9; €
Oll/g1---gil/ 2510 /g1---gj g, et m =6 € R.

Dans chaque cas, le résultat repose sur la détermination des annu-
lateurs dans D de m et de mf*®. Précisons que les conditions portant sur
les racines entitres de polyndome(s) de Bernstein — dans un cadre quasi-
homogene a singularité isolée — se vérifient & partir de formules explicites

(201, [25)).

Dans une derniére partie, nous nous intéressons au calcul effectif de
b(6f°,s) dans la situation (c) — les autres cas lui sont analogues. Soit alors

a = (ag,...,0,) € (Q*T)" un systéme de poids de quasi-homogénéité du
morphisme g. Associons & « la fonction de poids p : O — QF U {400}
définie par p(0) = 400 et pour u = 37 N U,2{" --z)» € O non nul,

p(u) = min{a -y = a1y + - + &pYn|uy # 0}; dans ce dernier cas,
le polynéme Y ay=p(u) uyx]t -+ 2 quasi-homogene de poids p(u) est la
partie initiale de u pour le systéme a, noté in(u). Rappelons enfin que
l'idéal initial d’un idéal I C O non nul est I'idéal in(I) C C[z] engendré
par les parties initiales de ses éléments.

Lorsque en plus des conditions (c), lapplication quasi-homogene
(in(f), g) définit un germe d’ICSI, nous généralisons au cas de la section
6 f° Dalgorithme de calcul du polynéme de Bernstein d’un germe semi-
quasi-homogene développé par J. Briancon, M. Granger, Ph. Maisonobe
et M. Miniconi ([4]). Le point de départ est que la filtration par le poids
p induite sur Z et Z’ est compatible avec action de s; le polynome de

Bernstein s’exprime alors & partir des sauts de la filtration induite sur
Z'Z

(3) b(6f%,8)=(s+1) [] (s—e+lal+q)

2,82
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226 TRISTAN TORRELLI

ot |a| € Q*t désigne la somme aj + -+ a,, et o € Q*F est le poids de
g1 - gp lorsque o est choisi tel que f soit de poids un. Précisons que ces
sauts sont des décalés par des entiers d’éléments de II C Q%, ’ensemble
des poids des vecteurs d’une base quasi-homogene de C[z]/in(7). Nous
utilisons notamment une généralisation au cas semi-quasi-homogene de la
formule de M. Greuel du nombre de Milnor pour un morphisme quasi-
homogene (Théoréme 4.1). Signalons enfin que dans le cas particulier ou f
est quasi-homogene, Iidentité (3) redonne une formule obtenue dans [25].

En application, nous interprétons cette identité en termes de mono-
dromie et de V-filtration de Malgrange - Kashiwara :

PROPOSITION 1.4. —  Soient g et (f,g) deux morphismes analy-
tiques vérifiant les hypothéses et les conditions (c) de la proposition 1.3. Soit
a € (Q*T)™ le systéme de poids de quasi-homogénéité de g pour lequel f est
de poids un. Supposons que (in(f), g) définisse une intersection compléte a
singularité isolée & lorigine. Soit ¢ : (C™,0) — (C™ x C,0) I'immersion par
le graphe de f.

Avec les notations précédentes, pour tout 3 € C non entier, grg i+ R
est non nul si et seulement si ¢ — |a| — B appartient a Pensemble 11 + Z.

En particulier, ’ensemble des valeurs propres de la monodromie associée a
flx : (X,0) — (C,0) est {exp(—2in(q+ |a] — o)) |g € T} U{1}.

La détermination effective des espaces Z, se fait exactement comme
dans [4]. Comme application, nous avons obtenu dans [24] des formules
explicites de polynomes de Bernstein génériques de déformations semi-
quasi-homogenes en dimension deux, généralisant ainsi des calculs de [4].

Les résultats de cet article sont extraits de ma theése de doctorat ([24]).
Je remercie vivement J. Briangon et Ph. Maisonobe pour leurs conseils et
remarques constructives.

2. Une construction de B. Malgrange.

Dans cette partie, f € O désignera un germe de fonction analytique
non nulle, M un D-module holonome régulier sans f-torsion et m €
M — fM un élément vérifiant les conditions (i)—(iii).

L’objectif est de démontrer le théoreme 1.1.
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2.1. Préliminaires.

Notons E un sous C-espace vectoriel de @ isomorphe & O/J par
projection, D le sous-anneau de D des opérateurs différentiels a coefficients
constants, DFE le sous-espace vectoriel de D engendré par les 8%¢, e € E,
et DJ l'idéal & gauche de D engendré par J. Pour tout ¢ € N, posons enfin
m& =s(s—1)---(s—i+Lmf*~" € M[1/f,s]f*.

Donnons maintenant la décomposition de 3
premiere pierre de la construction.

Dmé; par I'idéal 7,

120

PROPOSITION 2.1. — Il y a une décomposition
Z'Dmfi =DImf°’ & (@DE’mé’i).
20 >0

Preuve. — Elle suit fidélement celle de la proposition A.1.4 de [4].
Pour tout v € O, il existe un unique v € E et h € annp m, A\; € O,
1 <k <w, tels que u =v+h+Y 5 ; A0k, f]. Aussi, quand ¢ > 0, il
vient

(4) umé; = vmé + Y (<>k>\k — [Oks )\k])mﬁi—y
k=1

En faisant une récurrence sur %, tout élément de Zi>0 Dmé; se décompose
ainsi dans DTmf° P ( Do DEmfi) . L’unicité de la décomposition donnée
et des coefficients dans chaque DEmE; repose sur la condition (iii)
(voir [4]). O

Remarque 2.2. — Posons O, = C{z1,...,Tp,t} pour une indéter-
minée ¢. Suivant B. Malgrange ([14]), on peut munir M[1/f,s]f* d’une
structure de module sur D, = Oy +(0/0z1,...,0/0z,,d/dt) en posant

ta(s)mf® = a(s + Dm o+t
d
74
avec a(s) € O[1/f,s], m € M, Taction de t s’étendant aux séries.
Rappelons que la multiplication par s coincide avec 'action de (—d/d¢)t.
Comme mé&; = (—1)*(d/dt)*mf*, la proposition précédente offre donc une
décomposition de Dy ymf* =3, Dmé;.

(s)ymf® = —sa(s — ) f*~!

Le D-module M étant sans f-torsion, cette structure permet d’identi-
fier D, ;i f* au D, ;-module holonome i (Dm) = Dm®(Oy ¢[1/t— f]/Og.t)
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228 TRISTAN TORRELLI

engendré par m®4(t — f), ou s : (C™,0) — (C™ x C,0) est I'inclusion par le
graphe de f et §(t — f) désigne la classe de 1/t — f dans Oy +[1/t — f]/ Oy 5
cela se voit en constatant que les annulateurs dans D,: de mf°® et
m ® 6(t — f) coincident.

2.2. Les espaces Z et Z'.

Notons D’ I'idéal de D des opérateurs dont le terme constant est nul.
On considere Papplication linéaire surjective :

¢: Y Dmg; = DImf* & (P DEme; ) — @ Emé,
>0 i20 >0

définie par «(DImf%) =0 et siQ = Q' +e avec Q € D'E, e € E, alors
c(Qmé;) = emé&; pour tout ¢ € N. C’est une application dite de prise de
terme constant & droite. Son noyau est DImf°* ® (P, D'EmE;); nous
avons donc l'inclusion P,., D'Om¢; C kerc.

Posons Z' = ¢(D[s|mf?) et Z = e(D[s|(f,T)mf*) C 2.

LEMME 2.3. —  Soit 11 : @, DEm&; — @,., DEmE; la bijection
C-linéaire obtenue par décalage des coefficients. Il y a une décomposition
Z'=Em&an(2) ¢ @ Emé.

>0

Elle s'obtient & partir de I'identité D[s](f, J)mf* = (d/dt) "' D[s]m f*
(qui résulte de (2)).

PROPOSITION 2.4. — Les C-espaces vectoriels Z et Z' sont de
dimension finie, et Z'/Z a pour dimension la colongueur de I'idéal J .

Preuve. — Si N est le degré d’un bon opérateur en s annulant m f*
alors

N-1 N-1 N-1
Dlsmf* =Y s'Dmf* =Y Df'm& C Y Dméi.
1=0 =0 1=0

En particulier, Z’ est de dimension finie. L’assertion sur la dimension de
2’/ Z résulte alors du lemme précédent. o

Remarque 2.5. —Il est facile d’établir que 'existence dans annps m f*
d’un bon opérateur en s de degré un équivaut a ’appartenance de f a 'idéal
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J. On déduit alors de la preuve précédente et du lemme 2.3 que cela im-
plique la nullité de Z. Constatons que la réciproque est vraie (puisque
c(fmf?) € 2).

On définit I'action de s sur ;.o Emé&; en posant s - U = c(sU).
Constatons que si U € kere, alors ¢(sU) € Z; cela vient du fait que
5,50 D'EmE; est dans le noyau de c. Par suite, Paction de s sur
Do Em&; laisse stable Z et Z’, et induit donc une action sur Z’/Z.

2.3. Le polynéme de Bernstein de mf*.

Rappelons que si P est un D-module & gauche, on appelle complexe
de De Rham de P, et on note DR(P), le complexe de C-espaces vectoriels :

0P L 2'@P -5 LA"®eP -0

ol Q' est I'espace des i-formes différentielles & coefficients dans O, la
différentielle étant définie de fagon usuelle. On note Hy, (P) la cohomologie
de DR(P).

La preuve du théoreme 1.1 reprend les idées de celle du théoréeme 5.4
de [14], suivant [4]. Soit N le D[s]-module introduit dans (2) :
D[s]m.f*
= 1 .
N=(s+ )D[S]mfs+l
D’apres le théorémg de structure des D-modules supportés par 'origine
([14], p. 100-104), b(mf*,s) est le polynome minimal de I’action induite
par s sur Hp p(N) = N/3(0/0x;) N. Il reste a identifier Hpz(N)a Z'/Z.

Posons £ = P,., DEmE;. Munissons-le d’une structure de D-module
en l'identifiant avec le quotient de »_, , Dmé; = DImf* & (D;s, DEME;)
par DJmf*®. Soit 7 : Y, ,Dmé; — &, la projection canonique. On note
alors L' = m(D[s|m[f*), L = n(D[s|(f,T)mf*) C L' et ¢: & — P g EME,,
Papplication obtenue par passage au quotient de c; en particulier, nous
avons ¢(L) = Z et ¢(L') = Z'.

D’apres I'identité (2), les D[s]-modules N et L’/ L sont isomorphes. En
considérant les suites exactes longues de cohomologie associées aux suites
exactes courtes de complexes 0 — DR(L) — DR(L’) -» DR(L'/L) — 0 et
0 — DR(L') — DR(E) —» DR(E/L') — 0 dont les D-modules intervenant

a droite sont supportés par I’'origine, on établit alors un isomorphisme entre
HEp(N) et Hpp(L')/HBR(L), et les injections Hpp(L) — HBR(L') —
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230 TRISTAN TORRELLI

Hp (). D’autre part, I'application ¢ induit un isomorphisme de H}, ()
dans @,., Emé; via lequel HRp(L) et HEp(L') s'identifient & Z et
Z' respectivement. Ainsi H},(N) est bien isomorphe & Z’/Z, par un
isomorphisme compatible avec I'action de s. D’ou I'assertion.

Remarque 2.6. — 1l résulte du théoreme précédent et de la proposi-
tion 2.4 que 'idéal J est indépendant du choix du systéme ({1, ..., Ou)-

3. Des exemples associés a un morphisme analytique.

Le but de cette partie est d’explorer les limites imposées par les
conditions (i)—(iii) essentiellement lorsque M est le module de cohomologie
locale algébrique & support une ICSI. Une fois donnée la preuve technique
du théoréme 1.2, nous controlons dans le détail que les exemples annoncés
(Proposition 1.3) vérifient les trois conditions.

3.1. La condition (i) explicitée pour les hypersurfaces.

Donnons d’abord un résultat préliminaire, essentiellement di a
E. J. Bjork et M. Kashiwara.

PROPOSITION 3.1. —  Soient h € O un germe de fonction holomor-
phe non nul et non inversible, m un élément d’un D-module holonome qui
ne soit pas de h-torsion, et £ € N* un entier naturel non nul. Notons b(s) le
polynéme de Bernstein de mh?®. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. la plus petite racine entiére de b(s) est supérieure ou égale & —¢;
2. le morphisme D-linéaire suivant est un isomorphisme
D(s]mh®
(s + £)D[s]mhs
P(s)mhs —s P(—8)mh™" ;

evy — Dm[1/h]

3. le D-module D|[1/h] est engendré par mh™*;
4. le D-module Dn[1/h]/ D est engendré mh—*.

Supposons de plus qu’il existe un bon opérateur en s de degré un, ©(s) €
D[s], qui annule mh®. Alors les conditions 1 & 4 sont équivalentes &
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5. 'annulateur dans D de mh~*¢ est engendré par ©(—/) et les éléments
de annp mh?;

et impliquent

6. I'annulateur dans D de mh=' € Din[1/h]/ D est engendré par h,
O(—¥) et les éléments de annp mh®.

Preuve. — L’équivalence des trois premieres conditions résulte de
[10], Proposition 6.2 et [1], Proposition 6.1.18, 6.3.15 & 6.3.16; quant &
I’équivalence 3 < 4, elle se vérifie sans peine. L’implication 2 = 5 vient du
fait que linjectivité de ev, est équivalente & I’égalité entre annp mf~¢ et
I'image de annp[s) mf® par le morphisme D-linéaire de substitution de —¢
a s. L’'implication 5 = 6 étant claire, il reste & montrer que 5 implique 1.

Supposons donc que b(s) ait au moins une racine entiére strictement
inférieure & —¢. Notons k € Z — N, la plus grande telle racine entiere.
Soit R € Dls|, un opérateur réalisant le polynéme de Bernstein de
mh?®, que 'on peut supposer indépendant de s - quitte & le diviser par
O(s+1). En itérant I’identité de Bernstein b(s)mh® = R-mh*T1, il vient :
b(s)---b(s — £ — k — 1)mh® = R~“"*mh*=*~*. Ainsi Popérateur R—*~*
annule mh=¢. 1l s’écrit donc R~*"% = PO(—f) + Q avec P,Q € D et
Q@ € annp mh®. L’identité précédente devient alors

b(s)---b(s — € —k—1)mh® = —(s — k)Ph~ ¢+ 1 . mpstl
c(s)
ou la multiplicité de la racine —k du polynéme c(s) est celle de b(s).
En divisant par (s — k) cette identité, on obtient donc une équation
fonctionnelle dont le polynéme apparaissant dans le premier membre n’est
pas divisible par b(s); ce qui contredit que b(s) soit le polynéme de
Bernstein de mh°. D’ou ’assertion. |

Remarque 3.2. — Mutatis mutandis, cette proposition est vraie pour
¢eC.

Le résultat suivant est la clef de la caractérisation annoncée.

LEMME 3.3. — Soit h € O, un germe de fonction holomorphe non
nul et non inversible. Supposons qu’il existe un entier £ € N* tel que I'idéal
annp h~* soit engendré par des opérateurs de degré un. Supposons de plus
que le terme constant dans Iécriture des opérateurs avec les coefficients
a droite de tout élément de Iidéal annp h® soit non inversible. Alors h
appartient & lidéal de ses dérivées. De plus, si ©(s) € Dls| est un bon
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opérateur en s de degré un qui annule h®, alors annp h™* est l'idéal
DO(—¥) + annp h°.

Preuve. — Soient $1,...,0., € D, des opérateurs de degré un
qui engendrent I’idéal annp h~*. Posons {p = Q% + ok, avec Of €
D(0/0x1,...,0/0x,) de degré un et o = Ok - 1 € O; en particulier, nous
avons la relation
(5) —£O4(h) +okh =0
pour £k = 1,...,w. Soit Py(s) € D[s], un bon opérateur en s, de degré
N € N*, qui annule h®. En faisant une division euclidienne par (s + £), il
s’écrit : Py(s) = (s + £)Qo(s) + Po(—£), ot Qo(s) est un opérateur unitaire
en s de degré N — 1, et Py(—¢) € annp h~*. Il existe donc A;,...,A, €D
tels que Py(—¢) = Y 5 _; AxOk. Les identités précédentes entrainent alors

(s + O)Qo(s)h* + B0 i Ay ox h® = 0.

14
k=1
Ainsi V'opérateur Pi(s) = Qo(s) + (1/€) > w_, Axor annule h*. Quitte
a itérer le procédé, nous pouvons donc supposer que @Qo(s) = 1. En

particulier, il existe dans annp h*® un opérateur de la forme 1+ 37 _, Uyoy.
Son terme constant dans D’écriture avec coefficients a droite étant non
inversible, il existe donc un indice k tel que o, est inversible. D’apres (5),
h appartient bien a I’idéal de ses dérivées. En d’autres termes, il existe un
bon opérateur en s, ©(s) € D[s], de degré un, qui annule h°. Remarquons
alors que les opérateurs i + (1/£) o O(—¢) annulent h®; le second point
en résulte. O

Preuve du théoréme 1.2. — Constatons que le résultat est clair
lorsque g est lisse, chaque condition étant alors vérifiée. Nous supposerons
donc que lorigine est un point critique de la fonction g. En particulier,
le terme constant dans I’écriture avec coefficients a droite de tout élément
de l’idéal annp ¢° est non inversible (puisque cet idéal est engendré par
les opérateurs g (8/0z;) — g, (0/0z;) = (0/0x;)g;, — (9/0xi)gs, ([27),
Théoréme 2.19, [14], p. 117)).

Par ailleurs, on peut vérifier que la condition 1 équivaut a ce que
Iannulateur dans D de 1/g° € O[1/g] soit engendré par des opérateurs
de degré un. L’implication 1 = 2 résulte alors du lemme précédent, de la
proposition 3.1 appliquée a h = g, m = 1 € O, et d’un théoreme de K. Saito
([23]). Quant & Pimplication 2 = 3, elle a été obtenue & la proposition 3.1.
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3.2. Validation des exemples (a), (b) et (c).

Dans ce paragraphe, g = (91,...,9p) et (f,g) désignent deux mor-
phismes analytiques définis sur un voisinage de Dorigine de C™, nuls &
lorigine et définissant des germes d’ICSI, notés (X,0) et (Z,0). En parti-
culier, I'idéal engendré par gi,...,gp, €t les mineurs maximaux de la ja-
cobienne de (f,g), est de colongueur finie - égale & la somme des nom-
bres de Milnor & l'origine de X et Z d’apres la formule de Greuel-Lé ([7],
[13]). De plus, le morphisme g est quasi-homogéne pour un systéme de
poids & = (a1, ...,a,) € (Q*F)™. Posons x = >, a;z;(0/0x;) et notons
0 € Q** le poids de g; - - - gp € Clz].

Nous prouvons ci-dessous que les trois cadres décrits dans 'introduc-
tion satisfont bien aux conditions (i)—(iii).

— Dans la situation (a), la condition portant sur A est exactement la
condition 1 de la variante de la proposition 3.1 pour h =g, m=1¢€ O et
¢ = —) (Remarque 3.2). La condition (i) en résulte, 'opérateur O(s) étant
par exemple s — (1/0)x. L’annulateur dans D de g* est alors engendré par
O(\) et g;,0/0x1 — g, 0/0x2; I'idéal J associé est donc (x(f), g%, fr, —
92, f2,)O. Du fait de l'identité : of; g = g; x(f) + a;z;(95, fz, — 92.fz,)
pour {i,j} = {1,2}, il contient l'idéal (f. g, f. 9,95, fa, — 9b fr,)O et
définit donc D’origine sous nos hypotheéses. Par ailleurs, annp g*f* est
engendré par 'opérateur (0/0z1 f,, —0/0x2f,, )g— (A+1)(9h, fro — 9, fr,)
d’apres [17], Proposition 3.2.2, et satisfait bien & (iii).

— Afin de traiter le cas (c), rappelons un résultat obtenu dans [25].

NoraTioN 3.4. — Soit h = (hy,...,hy) : C* - C", 1 < 7 < n,
un morphisme analytique. Pour tout multi-indice k = (ki,...,ky41) €
N+l avec 1 < k1 < --- < kry1 < n, notons A% € D, lopérateur

SN (1) (R)) Oz, = St (=1)10/0zk,m i (h) ot mi i(h) dési-
gne le r x r- mineur de la matrice jacobienne de h construit sur les colonnes
kiyooiskiyeo o kpg.

PROPOSITION 3.5. —  Soient h = (El,...,ﬁr) et (B,h) deux mor-
phismes analytiques définis sur un voisinage de I'origine de C™ et définissant
des germes d’intersections complétes a singularité isolée a I'origine.

Notons m € O[1/hy---h,]/3; O/ i:zlﬁr] la classe de
1/hy -+ - hy. L’annulateur dans D de mh® est engendré par hi,...,h,, et

les opérateurs A};{’h (sir<n-—1).
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Montrons alors que annp ¢ est I’idéal engendré par ¢1,...,9p, X + @
et les opérateurs AY . Le cas p = 1 résultant du théoréme 1.2, nous
supposerons p > 2. D’aprés l'implication 1 = 4 de la proposition 3.1
appliquée successivement & £ = 1, m =1 € O, h = g1, puissi p > 2, &
0=1,m=1/g1---gi_1,h = g; pouri=2,...,p—1,lasection i/glu-ngl
engendre O[1/g1 - - - gp—1]/ f;ll O[1/g1--Gi- - gp—1]. Le résultat est alors
une conséquence de l'implication 1 = 6 de la proposition 3.1 et de la
proposition 3.5.

La condition (i) est donc satisfaite, et I'idéal J associé au systéme
de générateurs donné contient 'idéal J C O engendré par gi,...,gp, €t
les mineurs maximaux de la jacobienne de (f,g); en particulier, J est de
colongueur finie. Enfin, (iii) est vérifiée, puisque annp 6f° C DJ d’apres
la proposition précédente.

— Traitons la situation (b) pour §, € O[1/g]/O, le cas m = g* €
O[1/g]g* lui étant analogue. La condition (i) résulte du théoréme 1.2; en
prenant O(s) = s—(1/0)x, I'idéal J est engendré par g*, x(f) et les mineurs
maximaux de la jacobienne de (f,g). Il contient donc g (puisque f est
lisse et : of; g = g; X(f) + oy «iwi(9s, fr, — 95, f2.), 1 < & < n).
En particulier, I'idéal J vérifie (ii). Enfin, la condition (iii) résulte de la
proposition 3.5 lorsque £ = 1 et du fait suivant sinon.

PROPOSITION 3.6. — Soit f € O, un germe de fonction analytique
lisse, nulle en 0. Soit g € O, un germe de fonction a singularité isolée a
Porigine dont la restriction a (f~1(0),0) C (C",0) est aussi & singularité
isolée.

Alors, pour tout entier £ > 2, annulateur dans D de 6, f° est I'idéal

i+ 37l (P = o) + U — P

ol k est un indice tel que f, est inversible.

Preuve. — Notons I C D I’idéal proposé. L’inclusion I C annp 6, f*
étant manifeste, montrons sa réciproque. Sans perte de généralité, nous
supposerons que f = x;. Remarquons que, du fait des relations dans D
suivantes :

0] 0 0] 0 0 0

52+ U] ~ 3y 97 + 0] = €= (5588, — 55 9)
I'idéal I contient les opérateurs (9/0z)g; — (0/0z;)g;,, 2 < i < j < n.
Soit alors P € annp 8,z non nul. Il s’écrit P = (3/8:1:1) Q+R =
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Q' (8/8ml)r + R our € N, R,R € D ont leur degré en 9/0zx; strictement
inférieur a r, et Q,Q’ € D sont non nuls, indépendants de 9/9x1, et ont
méme symbole principal ¢(Q). Par un calcul élémentaire, on constate que
Q' annule 6,.

Montrons que @ appartient & 'idéal I, en raisonnant par récurrence
sur son degré d € N. Sid = 0, Q" = Q est un multiple de ¢ € I;
supposons donc d > 1. Comme Q' annule §, et o(Q) = o(Q’), le
germe 0(Q)(g%,,---,9y,) est nécessairement un multiple de g. D’autre
part, il résulte des hypotheses que la suite (g,9,,,...,9,,) est réguliere.
La suite O/gO-réguliere (g,,,...,d,, ) annulant le polynéme J(Q) €
(0/90)[&2, . .., €] homogene de degré d > 1, o(Q) appartient donc &
'idéal homogene (en &) de O[&a, ..., &,] engendré par &ag,...,&n9, et les
polynoémes &g, — £;9;,, 2 < i < j < n. Ainsi il existe un opérateur Qel

indépendant de 0/0z; tel que 0(Q) = 0(Q). Par hypothése de récurrence,
Q@ appartient bien a I.

Une récurrence sur le degré en 9/0x; de P établit alors ’appartenance
a 'idéal I de 'opérateur P, comme souhaité. a

Remarque 3.7.
i) Dans chaque cas, I’élément m engendre le D-module M.

ii) Lorsque f n’est pas lisse, les conditions (i)—(iii) ne sont en général
pas satisfaites pour m = dg, £ > 2, méme si n = 2, comme le montre
I'exemple suivant : f = 22 + 2% g = z;, £ = 3; alors annp 63 =
D(x1(0/0x1)+3,0/0x2,23), T = (22, 22)O, et I'opérateur 23(8/0x1)+3x,
annule 63 f® mais n’appartient pas a I'idéal DJ.

4. L’algorithme de calcul.

Nous conservons les notations introduites dans I’introduction. Dans
cette partie, g et (f,g) sont des morphismes vérifiant les hypotheses et
les conditions (c) de la proposition 1.3, et tels que Papplication (in(f), g)
définit une ICSI.

Nous étendons au cas de la section éf° I’algorithme décrit dans la
partie C de [4]. Dans les deux premiers paragraphes, nous mettons en place
la version filtrée de la partie 2, avant d’en venir au calcul effectif.
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Nota Bene. — Dans tout ce qui suit, nous supposerons que f est de
poids un; cela afin d’avoir des expressions simplifiées — notamment pour
b(6f*,s) — dans lesquelles p(f) n’apparait plus.

4.1. Préliminaires.

Rappelons que I'idéal J C O est engendré par g¢1,...,gp, x(f) et les
AY.(f), ou x € D désigne le champ d’Euler Y - | a;z;(9/0z;) associé & a.
Sa colongueur intervient dans le résultat suivant, qui s’obtient en adaptant
légerement la démonstration donnée dans [16] de la formule de Greuel ([8]).

THEOREME 4.1 ([5]). —  Soit (h1,...,h,) une application analy-
tique définie sur un voisinage de [l'origine de C", telle qu’il existe un
systéme de poids o € (Q**)™ pour lequel la famille (in(h4),...,in(h,))
définisse une intersection compléte a singularité isolée. Alors le nom-
bre de Milnor a l'origine du germe d’intersection compléte a singularité
isolée défini par (hy,...,h,) coincide avec celui de I'intersection compléte
définie par (in(hi),...,in(h.)) et est égal & la colongueur de l'idéal
(x(h1),...,x(h))O + J(h1,...,h;), ot x € D est l'opérateur d’Euler as-
socié au systéme a, et J(hy,...,h,) C O l'idéal engendré par les mineurs
maximaux de la jacobienne de (hq,...,h;).

Nous déduisons de ce résultat et de la formule de Greuel que 'idéal
engendré par gi,...,gp,in(f) et les A% (in(f)), mineurs maximaux de
la jacobienne de (gi,...,9p,in(f)), a méme colongueur que l'idéal J;
c’est donc l'idéal initial de [J. En conséquence, J coincide avec l'idéal
(915, 9p, X(f), {A% (f) } kex)O ot K désigne I'ensemble des multi-indices
Kk = (k1,...,kpy1) € NPTL pour lesquels A% (in(f)) # 0, c’est-a-dire tels
que A% (f) est de poids o+ 1 — 37 ay, .

Enoncons la version du théoreme de division qui sera utilisée dans la

suite pour ’idéal J avec le systéeme de générateurs précédent.

THEOREME 4.2 ([2], [16]). — Soit I C O, un idéal de colongueur
finie. Soient hi,...,h,, des éléments de I'idéal I dont les parties initiales
engendrent in(I). Soient e, ...,en,, des polynémes quasi-homogénes qui
déterminent une base de C[z]/in(I).

Alors, pour tout u € O, il existe vy,...,v, € O et des nombres
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complexes A1, ..., \,, uniques tels que

u = ivihi + i/\j@j
i=1 j=1

avec p(vih;) > p(u) pour 1 < i < r et A\; = 0 ou p(ej) > p(u) pour
1<73<m.

Nous donnons maintenant les notations qui étendent celles de la
partie 2.

Pour tout rationnel ¢ € Q, notons O, C Clz], le C-espace vectoriel des
polynémes quasi-homogenes de poids g, et Os4 (resp. Os4) I'idéal de O des
fonctions de poids supérieur (resp. strictement supérieur) a g. Ces idéaux
forment une filtration décroissante de O, dont le gradué associé s’identifie
a I'anneau Clz] = @ O,.

Pour tout ¢ € Q, soit E; C Og, un supplémentaire de in(J) N Og;
notons d(g) € N sa dimension. Posons E = P g £y C Clz]. C’est un
supplémentaire de in(J) dans C[z], donc de J dans O. Pour tout ¢ € Q,
notons E,, le sous-espace vectoriel @, Ey de E, et DEq (resp. DE,)
le sous-espace vectoriel de D engendré par les 9%e, e € E, (resp. Es).
Notons aussi I = {qg € Q|d(q) # 0} C Qt, 0 = max{q € Q" |q € IT}, et
N € N, le plus petit majorant entier de o.

Posons enfin A = f — x(f) (en particulier p(h) > 1).

Nous terminons ce paragraphe avec les lemmes techniques a la base
de Palgorithme.

LEMME 4.3. — Pour toutu € O nonnul et i € N :

(s — o+ |a| + p(u) — )udé; € DO pu)8&i + DO p(uy4p(h) 6&i+1-

Cela résulte de I'identité
(s — 0+ |a] + w)ub&; = [xu+ [(w + i)u — x(w)]]6& + uhd;t1
ol X € D est Popérateur 37, ;(0/0z;)z; = x + |af et w € C.

LEMME 4.4. — Soit ¢ € Q. Il y a les inclusions dans ., Dé¢;
suivantes :

DOZqégi - DOZq—légi—l &b DE;thfl pour 7 2 1
DO54680 C DT=q6f° ® DE>q6&0
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ot J>q = J N Oyy. En particulier, pour tout entier N € N :

N N
Z DO3q+i06 = DI>q0f° @ @ DE1:6&;.

=0 =0

C’est la version filtrée de la proposition 2.1 adaptée a notre situation.

4.2. Filtrations et racines de b(6f*,s).

Etendons 2 D, F6&; la fonction p en posant

i0
p( Z uiéfi) = min{p(u;) — i}.
Elle induit la filtration (€D,,o E8i)>q = @50 Exq+i6&:, ¢ € Q. Les espaces

Z, Z' et Z'/Z sont alors munis des filtrations induites. En prenant les
gradués associés, nous avons les injections

grZ —grZ' < gr (@Eé{i) = @ (@Eq+i6£i).
i>0 g 20

Si U = Y w66 € @5 E6&: est non nul, nous appellerons partie
initiale de U 1’élément de P, Ey(v)+i0&: noté in(U) et défini par

in(U) = Z in(u;)8&;.

p(u.)—i=p(U)

Pour un sous-espace vectoriel G C ®i>0 E6&; non nul, nous noterons
in(G) le sous-espace de P, (D, Eq+i0¢:) engendré par les parties initiales
des vecteurs de G. Pour g € Q, posons alors Z, = in(Z)N(€D;5 Eq+i6&:) et
2, =1n(2")N (D¢ Eq+i6&:)- En particulier, tout rationnel q tel que Z; ou
Z, n'est pas nul est contenu dans ’ensemble {¢g € Q* |F € N, g+ i € IT}.
Par ailleurs, nous avons la décomposition

(6) Z:; =Ef° o U(Zq+1)
pour tout rationnel g € Q (Lemme 2.3).

A T’aide des lemmes 4.3 et 4.4, on montre que Iaction de s sur 2’/ Z
respecte la filtration par le poids p, induit une action de degré zéro sur
gr2'/Z, et que pour tout q € Q, 'endomorphisme de gr, 2’/Z provenant
de la multiplication par (s — ¢ + || 4+ q) est nul. Nous déduisons alors du
théoréeme 1.1 que le polynéme de Bernstein de § f° est donné par

(7) b(8f°,s)=(s+1) [ (s—e+lal+0).

Z,C2!

q9=“~q
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Remarque 4.5.

i) Les racines de b(6f°,s) sont donc des rationnels de I'intervalle
[0— |a| — 0, 0 — |a|]. En utilisant [3], on peut montrer que o est majoré par
n(o+1).

ii) Lorsque f € J, lespace Z est nul (Remarque 2.5) et les sauts
g sont les éléments de II. Cela donne en particulier une formule explicite
dans le cas quasi-homogeéne pour chacune des situations de la proposition
1.3.

Nous terminons ce paragraphe avec la preuve de la proposition 1.4.
Faisons d’abord quelques rappels sur la V-filtration (voir [19], [22]).

Soit Y C X, une hypersurface lisse d’une variété analytique complexe
de dimension n + 1. Notons Dy le faisceau des opérateurs différentiels sur
X a coefficients holomorphes.

DEFINITION 4.6. — Un Dx-Module cohérent N est spécialisable
le long de ) si toute section locale uw € N satisfait, en tout point
w € X au voisinage duquel elle est définie, & une équation du type :
c(t(0/0t))u = tP-u dans un systéme de coordonnées (x,t) tel que Y ait pour
équation t = 0, ot ¢(s) € C[s] est un polynéme non nul et P € Dy, un

j
opérateur de la forme ) ; P; (ta/ 6t> avec les P; indépendants de (0/0t).

Le polynéme de Bernstein en w de la section u € ' d’un D x-Module
spécialisable est alors défini de la fagon habituelle; on le notera c(u, s). Cela
généralise bien sur la notion classique de polynéme de Bernstein, les Dy~
Modules holonomes étant spécialisables le long de toute hypersurface lisse
(Remarque 2.2). Observons cependant qu’avec les notations introduites
a la remarque 2.2, le polyndéme b(mf*,s) coincide au signe prés avec
e(m®6(t— f),—s—1), le signe venant du fait que c’est Paction de ¢(9/0%)
et non de —(9/9t)t qui est utilisée dans la définition précédente.

Munissons C de I’ordre lexicographique dans sa décomposition R@iR.
La V-filtration canonique d’'un Dxy-Module spécialisable N le long de Y
est alors la filtration {V,N},ec croissante définie de la fagon suivante :
au voisinage de tout point w € X, pour tout a € C, V, /N est I’ensemble
des sections locales u € N dont toutes les racines de leur polynéme de
Bernstein sont au moins égales & —a — 1. Pour tout § € C, on notera

grg./\f = VﬂN/ Uy<p VWN.

La proposition 1.4 repose sur le lemme suivant, qui se démontre a
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partir des propriétés classiques de la V-filtration canonique et des V-bonnes
filtrations de Modules spécialisables (pour les détails, voir [24], [22])

LEMME 4.7. —  Soient N' un Dx-Module spécialisable le long de ),
et w un point de X. Notons B,, C C, 'ensemble des opposées des racines
du polynéme de Bernstein de toute section de N définie sur un voisinage
de w.

(i) L’ensemble des opposées des racines des polynomes de Bernstein
des éléments d’un systéme générateur (fini) local de N définit un ensemble
A c C tel que grg/\f est nul au voisinage de w si 8 € A+ Z. De plus, By,
est contenu dans I’ensemble A + Z.

(if) Soit B € C. Alors grg/\/ est non nul au voisinage de w si et
seulement si il existe une section locale de N' définie au voisinage de w
dont le polynéme de Bernstein ait la racine —(3 — 1.

En particulier, si § € C — Z, gr‘ﬂ/./\/' est non nul au voisinage de w si
et seulement si § appartient a ’ensemble B,, + Z.

Preuve de la proposition 1.4. — Rappelons que R est engendré par
6 (Remarque 3.7). Aussi § ® 6(t — f) engendre le D, ;-module i (R)
(Proposition 3.1) et les racines de son polynéme de Bernstein sont & un
entier prés les opposées de celles de b(6f°,s). D’autre part, pour tout

rationnel ¢ € Q :
!

. . zZ
Z dimc F, = Z dimc gr,. =
req+7Z r€q+Z

d’aprés l'identité (6). L assertion est alors une conséquence directe de (7) et
du lemme précédent, la conclusion résultant de la construction algébrique
des cycles évanescents (cf. [19], [22]).

4.3. Le calcul effectif.

D’apres les identités (6) et (7), il s’agit d’établir un procédé pour
calculer les espaces Z,. La méthode suivie est identique & celle de [4]. Nous
en rappelons ici les grandes lignes, puis calculons un exemple (pour les
détails, voir [4], [24]).

Etendons la fonction p & D,-0 DESE; en posant
p(>_ 0%up i66) = min{p(ug;) —i — o B; ug: # 0},
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En itérant la formule de montée du poids suivante :
(s +w —x — 0)37uébg,;
=[(i+w+a- 8- p(u)dPu—0°(x(u) — p(u)u))6&; + O°hus€ii
pour © € O non nul, i« € N et § € N”, et en utilisant conjointement la
réécriture par division (Lemme 4.4) on construit une suite (S¢)o<e<r de

bons opérateurs Sy de degré £+ 1 et une suite (Hp)oco<r—1 d'éléments de
Di>o DESE; de poids ggy1, vérifiant :

o Sebfstl =(s+1)Hypour 0 <L < L—1,et SLéfst =0;
o Hy =Y "7 Hy 6 avec Hy,; € DE, tel que deg Hy; < £ — i;
oqr>letq <gey1pourl <€ L—1.
Par construction, les Hy déterminent des éléments de Z. En fait, si
U € D[s]éf* est tel qu'il existe P(s) € D[s] avec (s + 1)U = P(s) - 6f5*1,
alors par division par les opérateurs Sy, nous avons

L-1
(s+1)U=(s+1)Y_ PH;+ R6f**
i=0
pour des opérateurs P;, R € D; mais alors R6f°T! € DJF6f°. La suite des
H, détermine donc ’espace Z :
L-1

(8) Z= { 3 clacHe) | ag € 0}.

£=0

On en déduit que pour tout ¢ € Q*, Z, s’obtient en prenant les parties
initiales des éléments de poids g de ’espace

L—1 q—qe+1
{ZC(G@H@) | ayp € @ qu}.
£=0 q’'=0
Exemple. — Prenons n = 2, p = 1, g(z) = 25 + 23 et f(z) =

x3 + Az3, A € C. Le polynoéme g est quasi-homogene & singularité isolée,
de poids ¢ = 5/3 pour le systeme o = (1/3,1/3), et Papplication (in(f), g)
définit 1’origine. Nous allons calculer b(6f°, s) pour tout A € C.

Comme J = (25 + 23,23 + (4/3)\z%, 32223 — 4\x%23)O, son idéal
initial est (23 + 23,23, 2223)Clz]. Soit E C C[z] le supplémentaire de in(J)
engendré par les mondmes z]'z3* tels que (v1,72) € [0,2] x [0,4] — {(2,4)}.
Aussi I'ensemble II est {k/3]0 < k < 5} et ¢ = 5/3. Enfin, nous avons
x = (1/3)21(8/0z1) + (1/3)22(0/0z2) et h = f — x(f) = —(A/3)=3.
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Si A = 0, lapplication (f,g) est de plus quasi-homogene. D’apres la
remarque 4.5, nous avons
5

b(6f5,s):(s+1)H (s—1+§).

k=0

Supposons A # 0 et déterminons une suite (Hy). Nous avons les identités :
5
(s+ 1—x— 3) SF = (s+ 1)h6f* = (s+ 1)Hp

(s—i— i31- - X - g)xgéfs = /\%6{

ot p(Hp) = 4/3. En divisant z§ par 'idéal 7, il vient

1 4\ A\
8 3 2. 2

T2 = T3 (6403 2TV 2122 (o8 + 5 otad)g — (33 + otad

169)\2 xwg)x(f)]-

Soit v € O le coefficient de x(f). D’apres 'identité (4), nous avons

#3661 = x(16&s = [ + g g+ 1)y —x(W)]65"

Comme Oso C J, z1V, 22V €t Vv + x%x% appartiennent a 7. Il existe
donc un opérateur T' € D de degré au plus deux tel que

((s—x—%)(s—x—g)— >5fs+1 (8+1))‘3§;x25fs—(8+1)H1-

Le poids de H; étant égal a o, (s—x)H; appartient A DJ6f*; en particulier
H, est nul. D’apres (8), Z est donc engendré par z3z3, z174 et z3. Nous
déduisons alors des identités (6) et (7) que

b(5f°, s s+1H<s—1+ )
k=0

lorsque A # 0.
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