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Notations et conventions.

o Tout au long de ce travail X désignera une wvariété compleze de
dimension 2 (occasionnellement X désignera un champ de vecteurs, mais le
contexte sera suffisamment clair).

« D et £ seront respectivement le faisceau des opérateurs différentiels
sur X et le faisceau des opérateurs micro-différentiels formels sur P*X. Plus
précisément, £ est le complete du faisceau P/ de [KKS] pour sa filtration
naturelle. Le faisceau & est habituellement défini sur T* X (voir [MS]), mais
la section nulle de 7*X n’entrant pas en considération dans le présent
travail, il m’a semblé préférable de se placer sur P*X.

Notons 7 : P*X — X la projection canonique. Résumons les
propriétés de £ qui seront utilisées :

> £ est un faisceau cohérent de C-algebres,
> & est muni d’une filtration sur Z pour laquelle il est complet,

> Gré = @Dycz O(f) en tant que faisceau gradué de C-algebres,

> m.& =D en tant que faisceau filtré de C-algebres D.

o Sauf mention explicite du contraire, par module sur un faisceau
d’anneaux, nous entendrons module a gauche.

« Un &-module M sera dit localement libre de rang r s’il existe un
recouvrement ouvert P*X = (JU; tel que pour tout i, My, soit libre de
rang r.

e Un &-module M sera dit trivial s'il existe un recouvrement ouvert
X = |JU; tel que pour tout i, M| p.y, soit libre de rang fini.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



D-MODULES ET CONNEXIONS NON-INTEGRABLES 181

e Si M est un D-module nous noterons M = & ®np-1p T IM le
&£-module micro-localisé formel de M.

o Nous dirons qu’un D-module M est micro-localement libre de rang 1
si son micro-localisé formel M est localement libre de rang 1.

« Nous appellerons souvent fibré vectoriel (ou tout simplement fibré)
un O-module localement libre de rang fini sur X.

e Si F est un O-module, nous noterons respectivement

T(F) = EPT"(F) et S(F)=PS(F)

n>0 n>0
les faisceaux algebre tensorielle et algebre symétrique associés a F.

e 7 désignera le faisceau des germes de champs de vecteurs de la
variété X ; on a alors Gr D = S(7).

e Si (z1,z2) est un systéme de coordonnées locales sur X, nous
noterons toujours (z1,x2;&1,&2) le systéme de coordonnées micro-locales
homogenes associé sur P*X.

o Important :

> Les produits tensoriels de O-modules sur X seront notés ® et
les produits tensoriels de 7~ 1O-modules sur P*X seront notés
également ®. Tous les produits tensoriels sur des faisceaux
d’anneaux autres que O et 71O seront indicés explicitement.

> Le symbole 7~! sera souvent omis quant il est clair que nous
considérons un faisceau sur le cotangent.

Introduction.

Dans la premiére partie de [DS], D’Agnolo et Schapira étudient les D-
modules micro-localement libres de rang 1 sur une variété X de dimension
supérieure ou égale a 3. Ici, micro-localement libre de rang 1 signifie que le
micro-localisé formel du module en question est un &-module libre de rang 1
au voisinage de tout point de T* X — {0} ou, ce qui revient au méme, de P*X.
Leur résultat est que, modulo les fibrés munis d’une connexion intégrable
(c’est-a-dire les D-modules O-cohérents), ces modules sont exactement les
modules de la forme D ® L ou L est un module inversible sur X.

Le résultat de [DS] n’étant pas vrai en dimension 2, nous nous
proposons dans ce travail, d’étudier les D-modules micro-localement libres
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182 MATTHIEU CARETTE

de rang 1, et plus généralement les £-modules localement libres de rang 1
sur une variété X de dimension 2.

Donnons un exemple de tels modules : pour i = 1,2, notons
Vi=20;+a,
ou 0; est la dérivation en la i-éme variable et o; est une fonction holomorphe.
Soit M le D-module engendré par e; et ez soumis a la relation
Vaer + Viea =0,
c’est-a-dire M est le conoyau du morphisme V de D-modules D — D2
défini par
V(P) = (PVy, PV,).

Plagons-nous sur ’ouvert

Uy = {(z1,72,€1,&) ; & #0}

du cotangent projectif. On a alors la suite exacte de £-modules
08 L8 g0

ou la derniére fleche est définie par (P,Q) — @ — PVI_IV2. Par conséquent,
le micro-localisé formel M de M est libre de rang 1 sur 'ouvert U;. On
vérifie facilement qu’il en est de méme sur 'ouvert

Uz = {(x1,22,61,62) 5 & #0}.

Les ouverts U; et Uz formant un recouvrement du projectif cotangent, on
en déduit que M est micro-localement libre de rang 1. Cette construction
peut se faire intrinséquement de la fagon suivante. Soit (£, V) un couple
constitué d’un fibré vectoriel de rang 1 sur X (i.e. un O-module localement
libre de rang 1), et V une connexion non-intégrable sur £. On associe & ce
couple un morphisme V de D-modules

D®MT®£51D®NT®£

défini par la méme formule que le morphisme de Spencer dans le cas
ou la connexion est intégrable. Le conoyau de V est alors un D-module
micro-localement libre de rang 1.

Cette construction, qui décrit la classe la plus simple de D-modules
micro-localement libres de rang 1 non-triviaux (i.e. dont le micro-localisé
n’est pas trivial), fut en fait le point de départ du présent travail. Le
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D-MODULES ET CONNEXIONS NON-INTEGRABLES 183

résultat principal en est une généralisation permettant de construire tous
les D-modules micro-localement libres de rang 1 sans torsion 3 partir de
triplets (F,Fo,V), ou F est un fibré vectoriel sur X, F; un sous-fibré
de rang 1 de F, et V une connexion sur JF vérifiant certaines conditions
(définition 8, section II1.4.1). Le théoréme est alors le suivant (théoréme 5,
section 11.4.3) :

Les catégories suivantes sont équivalentes :

o la catégorie des D-modules micro-localement libres de rang 1 sans
torsion

o la catégorie des triplets.

La preuve consiste en la construction de deux foncteurs inverses.
Notons que les couples de I’exemple sont des cas particuliers de triplets
par (L,V) — (L,L,V) et que le D-module associé au triplet (£, L, V) est
canoniquement isomorphe & celui associé au couple (£, V).

Indiquons brievement les méthodes employées pour obtenir le
théoreme précédent. La plus grosse partie du travail étant une étude de la
structure des £-modules micro-localement libres de rang 1. Dans un premier
temps, on montre qu'un tel module M est muni canoniquement d’une
filtration globale dont la structure est tres facile & décrire. Ensuite, grace a
Pannulation de certains faisceaux de cohomologie, on munit le O x-module
filtré 7. (M/M_1) d’une connexion non-intégrable. Est alors introduit un
faisceau d’algebres sur X, le faisceau A, qui généralise le faisceau D des
opérateurs différentiels, et permet de traiter dans un cadre commun les
D-modules (resp. g—modules) et les O-modules munis d’une connexion non-
intégrable. Le faisceau A est défini comme le faisceau d’algebres engendré
par les fonctions holomorphes f et les symboles Vy pour chaque champ de
vecteurs tangents V/, ces générateurs étant soumis aux relations suivantes :

Vviaw =Vv +Vw, [Vv;fl=Lvf, Vv =fVy.

Ce faisceau est naturellement filtré et son gradué est alors canoni-
quement isomorphe & l’algebre tensorielle du fibré tangent. De plus, il
est clair que les A-modules sont exactement les O-modules munis d’une
connexion (non-nécessairement intégrable), les D-modules étant alors les
A-modules dont la connexion est intégrable. Le O-module 7, (M/M_;) est
donc maintenant un A-module, et un des résultats clefs est la description
des A-modules obtenus de cette fagon.
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184 MATTHIEU CARETTE

Dans la deuxieme partie on applique ces résultats aux D-modules
micro-localement libres de rang 1. En plus du théoreme d’équivalence avec
les triplets annoncé plus haut, on obtient qu’un D-module micro-localement
libre de rang 1 est localement stablement libre si et seulement si la, connexion
du triplet qui lui est associé n’a pas de section horizontale non-nulle.

I. &-modules localement libres de rang 1.

1. La filtration canonique d’un E-module
localement libre de rang 1.

Nous allons montrer dans cette section qu’un £-module localement
libre de rang 1 peut étre muni d’une filtration canonique, unique d’un
certain point de vue. C’est 'existence de cette filtration et ses propriétés
qui sont a la base de toutes les constructions de ce travail.

DEFINITION 1. — Soit M un E-module sur un ouvert U de P*X. Nous
dirons qu’une filtration sur M est lisse si

o« My = ngO pour tout entier k,
o« Mo/ M_; est un Oy (0)-module localement libre de rang 1.

ProposiTioN 1. — Soient U un ouvert de Stein contractile de X et
M un E-module localement libre de rang 1 au-dessus de U. Alors il existe
une unique filtration lisse sur M telle que Mo/ M_; = O(0) et toute autre
filtration lisse en est un décalage.

Démonstration. — On vérifie facilement que l'opération qui & un
ouvert V de P*U associe I’ensemble des filtrations lisses sur M, est un
faisceau d’ensembles F sur lequel Z agit par décalage. Soit V' un ouvert
connexe de P*U sur lequel M est libre. Il est clair qu’une filtration lisse
sur M|y est déterminée par un générateur de I'(V; M). Par conséquent,
le faisceau F est localement constant, et Z y agit de fagon simplement
transitive. L’espace P*U étant simplement connexe, F est constant de
fibre Z. 1l existe donc une filtration lisse sur M, et pour cette filtration
on a My/M_; = O(d) pour un entier d. Il ne reste plus qu’a décaler cette
filtration de —d pour obtenir la filtration désirée. O
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PROPOSITION 2. — Soit M un E-module localement libre de rangl
au-dessus de X. Il existe sur M une unique filtration lisse telle que

W*(Mo/M_1) # 0 et W*(M_1/M_2) = 0. Le Ox-module ﬂ'*(Mo/M-l)

est alors localement libre de rang 1.

Démonstration. — En effet, en recollant par unicité les filtrations
locales lisses de la proposition précédente, on obtient qu’il existe sur M
une unique filtration lisse pour laquelle Mo/ M_; est de la forme
O(0) ®r-10, ™ 1L ot L est un Ox-module localement libre de rang 1.
On a alors

Tu(Mo/M_1)) =L#0 et T(M_1/M_s)=m(0(-1)@7 L) =0.

Or, 7. O(k) étant un Ox-module de rang k+ 1 pour &£ > 0 et nul si k <0,
il est clair que la filtration lisse considérée est la seule vérifiant la propriété
demandée. (!

DerFiNtTION 2.
o L’unique filtration lisse obtenue sera appelée la filtration canonique.

o Le Ox-module inversible n,(Mqy/M_1) sera appelé le symbole
de M et noté o(M).

o Nous appellerons dorénavant catégorie des £-modules localement
libres de rang 1 la classe des £-modules localement libres de rang 1 dont les
morphismes respectent les filtrations canoniques.

2. Cohérence de I’image directe.
2.1. Structure de M déduite de la filtration canonique.

La filtration de M induit naturellement une filtration sur le D-module
7+ (M) et on a une injection canonique Gr m.(M) — . (Gr M).

Rappelons quelques résultats classiques [FL], [Ma], [H] :

ProposiTIiON 3. — Soit X une variété complexe de dimension 2; on a:
0 sik <0,
™+ (Op-x(k)) = {sk(T) sik > 0;
AET* @ STF=2(T*) sik < -2,
0 sik > —1;
R?m,(Op-x(k)) =0 pour tout k.

Rir. (Opex (k) = {

TOME 52 (2002), FASCICULE 1



186 MATTHIEU CARETTE

COROLLAIRE 1.

e Le morphisme canonique 7,(Mg/M_3) — m.(My/M_1) est un
isomorphisme de O-modules localement libres de rang fini.

o To(My/M,;) est O-cohérent pour tout k et tout £ < k.

e R'm,(My/M,;) est localement libre de rang fini pour tout k < 0 et
tout £ < k.

Démonstration. — Ces résultats s’obtiennent sans difficulté par
dévissage a partir de la proposition précédente, en se rappelant que
M/ My = Op*x(k) ® a(M). 0

2.2. Cohérence de I'image directe.

TuEOREME 1. — Soit M un £-module localement libre de rang 1.
Alors m,.(M) est un D-module cohérent. Plus précisément, la filtration de
7« (M) induite par la filtration canonique de M est une bonne filtration.

Démonstration.

Premiére partie. — Nous allons montrer la O-cohérence de . (My)
pour k positif ou nul.

e Pour commencer nous allons définir le formalisme qui sera utilisé
dans les paragraphes suivants.

Soit N un sous-module d’un O-module M. Nous appellerons
orthogonal de N dans Homo(M; O) le O-module Homo(M/N;0), c’est-
a-dire le sous-module de Homo(M;O) formé des morphismes m qui
satisfont m(N) = 0.

Nous aurons aussi besoin d’une formule de compatibilité entre les
foncteurs limite projective, limite inductive, et «orthogonal». Soit N
une famille filtrante de sous-modules de M. On vérifie facilement que
Porthogonal de lim N (i.e. orthogonal de la réunion des N) dans
Home(M; O) est canoniquement isomorphe & la limite projective (i.e.
lintersection) des orthogonaux des N dans Homo(M;O). Clest une
conséquence immédiate de I’exactitude du foncteur limite inductive et du
fait que la dualité transforme les limites inductives en limites projectives.

o Comme on a 7, (Mj) = lim m,(My/M_,), pour £ > 2, nous allons
tout d’abord étudier m.(Myg/M_;), pour £ fixé, en tant que sous-module
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de 7. (Mj/M_5). De la suite exacte suivante :

0 — mu( Mg/ M_g) — To(My/M_3) — R (M_2/M_y)

et du fait que R'm,(M_3/M_;) est O-localement libre de rang fini, nous
déduisons que m,(Mi/M_;) est 'orthogonal du sous-O-module N, de
Homo (e (Mg /M_2); ©) défini par

Nie = Im(Homo (R' . (M_2/ M_4); 0) — Homo (1 (My/ M_3); O)).

Par compatibilité entre les foncteurs limites et le foncteur «orthogonal»,
et grace au fait que 7, (My/M_3) est O-localement libre de rang fini (par
conséquent égal & son bidual), nous obtenons :

T« (My) est Porthogonal de lim Ny, dans 7, (My/M_2).
o Lemme (voir [GR], p. 110 et [S], section I1.1.5 et appendice).

> Le faisceau cohérent d’algébres O posséde la propriété de
Noether : la réunion d’une famille croissante de sous-modules
cohérents d’un O-module cohérent est un sous-module cohérent.

> Gr D vérifie la propriété de Noether.

o Il découle du premier point du lemme que lim Nk, est un sous-
module cohérent de Homo(m,(Mr/M_2);0). L’orthogonal d’un sous-
module cohérent d’un module cohérent étant cohérent, il s’ensuit que
Tx(Mpg/M_g) est O-cohérent, ce qui conclut la premidre partie de la
démonstration.

Deuxiéme partie. — Pour obtenir la cohérence de m.(M), il reste &
montrer que Gr m, (M) est Gr D-cohérent. Soit G, le sous-Gr D-module de
7« (Gr M) engendré par les symboles de 7, (My). Il découle de la premiere
partie que Gy est Gr D-cohérent. De plus, on voit facilement que Gr(m,(M)
est la réunion des Gy dans m.(Gr M) et le troisitme point du lemme
précédent permet de conclure, car ainsi qu’il a déja été dit, 7.(Gr M) est
localement isomorphe a Gr D. 0

3. A-modules associés 4 un &-module localement
libre de rang 1.

3.1. Action des champs de vecteurs sur 7,(M/M_;) et
motivations pour ’introduction du faisceau d’algébres A.

Dans lintroduction, il a été associé a tout O-module inversible (i.e.
fibré de rang 1 sur X) muni d’une connexion, un £-module localement libre
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188 MATTHIEU CARETTE

de rang 1 qui est non-trivial si et seulement si la connexion est non-
intégrable. La généralisation «exacte» de cette construction sera faite
en deuxieme partie. Néanmoins, nous allons maintenant voir que cette
apparition des connexions non-intégrables n’est pas un hasard, et associer
4 tout £-module localement libre de rang 1 un O-module (de rang infini)
muni d’une connexion non-intégrable. Nous verrons ensuite que I'image de
ce foncteur peut étre caractérisée de fagon satisfaisante, ce qui en fera une
équivalence de catégories.

La construction qui suit va utiliser de facon essentielle les résultats
suivants.

PRoOPOSITION 4.

o Le morphisme canonique © : m,(M/M_3) — m(M/M_,) est un
isomorphisme.

o Le gradué du O-module m.(M/M_1), filtré par les m,(My/M_1)
pour k > —1, est naturellement isomorphe & o(M) ® (B>, S*(T)).-

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 3 et de son corollaire. O

Soit U un champ de vecteur local; il définit un C-morphisme
v : me(M/M_3) — m(M/M_;).
Et I’on voit donc que Vi = 0y©~! définit un C-morphisme
Te(M/M_1) = M/ M_1)

dont on vérifie sans difficultés qu’il satisfait les relations suivantes pour
toute fonction f :

Vu,fl=Luf, Vsu=fVu.

C’est-a-dire que I'on a muni 7. (M/M_;) d’une connexion :

PROPOSITION 5. — Soit M un E-module localement libre de rang 1;
alors m,(M/M_1) est canoniquement muni d’une connexion.
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Considérant m,(M) comme sous-O-module de 7. (M/M_3) et de
To(M/M_1), on voit que ©~! induit Iidentité sur 7, (M). Par conséquent,
la connexion que lon vient de définir sur m,(M/M_;) induit une
connexion sur m,(M) qui coincide avec la structure de D-module usuelle.
Te(M/M_1)/m (M) se trouve donc muni d’une connexion.

Pour pouvoir traiter les c‘?—modules, D-modules et O-modules munis
d’une connexion non-intégrable dans un méme cadre, nous allons introduire
un faisceau de C-algebres A, pour lequel les A-modules sont exactement
les O-modules munis d’une connexion. Ce faisceau d’algebres généralise
donc le faisceau D, les D-modules n’étant que des O-modules munis d’une
connexion intégrable.

3.2. Définition de A et propriétés.
DEFINITION 3. — Soit A le faisceau de C-algébres engendré par les

fonctions holomorphes f et les symboles Vy pour tout champ de vecteursV ,
avec les relations suivantes :

Vviw =Vv+Vw, [Vvifl=Lvf, Vs =fVy.
Par construction on a alors la proposition suivante :

ProrosiTioN 6. — Soit M un O-module. Alors munir M d’une
structure de A-module est équivalent & le munir d’une connexion.

ProrposiTioN 7. — Un A-module O-cohérent est O-localement libre

Démonstration. — Cette proposition se démontre de la méme fagon
que dans le cas des D-modules. O
CoROLLAIRE 2. — Les quotients et les sous-modules d’un A-module

localement libre de rang fini sur O sont localement libres de rang fini sur O.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition précé-
dente, de la cohérence de O, et du lemme de cohérence noethérienne du
théoreme 1. O

La proposition suivante, qui calcule le gradué de A pour sa filtration
naturelle, sera un ingrédient essentiel de la deuxiéme partie lorsque nous
étudierons les D-modules micro-localement libres de rang 1.
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190 MATTHIEU CARETTE

ProprosITION 8. — Munissons A de la filtration pour laquelle les
fonctions sont de degré 0 et les champs de vecteurs de degré 1. L’algébre
graduée Gr A est alors T(T), I’algébre tensorielle du O-module des champs
de vecteurs.

Démonstration. — On vérifie qu’associer & U; ® --- ® U, la classe de
Vu, - - Vuy, modulo A,,_; définit un morphisme canonique de O-algebres
T(T) — Gr A. Pour montrer que c’est un isomorphisme, on met une
connexion locale V sur 7 ; la formule

Vu(T):=URT + Vy(T),

ou T est un champ de tenseurs, étend la connexion V & T'(7) et donc
y définit une structure de A-module. Il est clair que le Gr.A-module
gradué associé est T'(7") d’une fagon compatible avec le morphisme gradué
T(T) — Gr A, montrant que c’est un isomorphisme. O

Courbure, intégrabilité et D. — Le faisceau d’algébres D des opéra-
teurs différentiels étant engendré par les fonctions et les symboles 9y, pour
tout champ de vecteur U, soumis aux relations

Oy+v = Oy + Oy, [Ou; f1 = Lu(f),

Oru = fou, [0u; 0v] — d,v) = 0.
Il est clair que D est naturellement un .A-bi-module; plus précisément
D = A/I, ou I est I'idéal bilatere de A engendré par les [Vy; Vv] = Viy,v)-
On reconnait ici le tenseur de courbure, qui dans le cadre du faisceau A est
défini comme suit :

DEFINITION 4. — Le morphisme de courbure R est le morphisme de
O-0O-bimodules :

{ NT — A,
UANV — [Vu; Vv} — V[U;V]-

On a par conséquent la présentation suivante de D en tant que
A-bi-module :

{A®A2T®A—> A — D — 0,
PRU®Q +— PR(U)Q.

Notation. — Par la suite, pour toute section locale P de A, nous
noterons P sa classe dans D.
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3.3. A-module spécial associé & un £-module
localement libre de rang 1.

La connexion définie plus haut sur le O-module m.(M/M_;)
induit donc une structure de .A-module sur ce dernier. Ce .A-module
est naturellement filtré par les m,(My/M_;) pour k > —1, et nous avons
déja vu que son gradué est le T(7)-module

S(T)®o(M)=GrD®a(M).
De plus il vérifie la propriété suivante :

R(U)(mu(M/M_1)) C me(Mo/M_1) pour tout bi-vecteur U.

L’objectif de ce qui va suivre étant d’établir une correspondance
bi-univoque entre les £-modules localement libres de rang 1 et certains
A-modules, il est naturel de se concentrer sur les .A-modules qui satisfont
les propriétés venant d’étre formulées pour 7, (M/M_;); c’est-a-dire :

DEriNITION 5. — Nous appellerons catégorie des A-modules spéciaux
la sous-catégorie pleine de la catégorie des A-modules filtrés dont les objets
sont les A-modules M vérifiant les conditions suivantes :

o My est un O-module inversible,
o« Gr M =GrD® M,,
o R(U)M C My pour tout bi-vecteur U.

Et donc, pour résumer ce qui vient d’étre dit :

PROPOSITION 9. — Soit M un &-module localement libre de rangl.
Le O-module m,(M/M_1) est canoniquement muni d’une structure de
A-module, et c’est alors un A-module spécial. Cette construction est un
foncteur II de la catégorie des &-modules localement libres de rang 1 dans
celle des A-modules spéciaux.

3.4. Théoréme d’équivalence entre £-modules localement libres
de rang 1 et A-modules spéciaux.

Dans cette section, nous allons montrer que le foncteur IT de la
catégorie des E-modules localement libres de rang 1 dans la catégorie des
A-modules spéciaux qui & M associe m,(M/M_1) est une équivalence, et
ceci en construisant explicitement un foncteur inverse. La construction du
foncteur II s’effectuant en deux étapes :
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o 3 un &-module localement libre de rang 1 M on associe le fj'o-module

M/M_1;
« au £-module M/M_; on associe le A-module m,(M/M_;).

Nous allons construire une catégorie intermédiaire, la catégorie des
&o-modules spéciaux, de fagcon & ce que ces deux étapes deviennent des
foncteurs, et qui plus est, des équivalences.

3.4.1. go—modules spéciaux.

DEFINITION 6. — La catégorie des go—modules spéciaux est la sous-
catégorie pleine de la catégorie des c‘j’o—modules positivement filtrés dont
les objets N sont localement isomorphes & £ /5_1 et tels que Ny est un
O(0)-module de la forme O(0) @-10, ® 'L, ou L est un Ox-module
inversible .

Comme il est clair que pour un £-module localement libre de rang M,
le &-module M /M _; est spécial, nous avons un foncteur II;.

Construisons maintenant un foncteur réciproque. Rappelons que si A
est un anneau, B un sous-anneau de A et N un B-module & gauche, alors
pourtout h € N, P € Aet Q € A, la formule

(P-h)(Q) := h(QP)

définit une structure de A-module & gauche sur Hompg(A; N). Donc si N
est un &-module spécial,

FWN):= Homa)(g;N)

est un E-module & gauche, et le fait que N soit spécial entraine que la
famille des sous-&y-modules

F(N)i = {m € F(N); m(€_k-1) = 0} = Homz (€/E_k-1; N)

est une filtration de F(N). Nous avons donc un foncteur F' de la catégorie
des g’g—modules spéciaux dans la catégorie des &-modules filtrés. Pour
montrer que F' est un inverse de II; nous devons vérifier les trois points
suivants :

Premier point. — Montrons que si M est un &-module localement
libre de rang 1, le morphisme

. {M — Homg, (£ M/M-1) = F(M/M_1),

m +— (P classe de Pm modulo M_1),
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est un isomorphisme de £-modules filtrés. Il est clair que P respecte les
filtrations. De plus, au vu des relations suivantes :

My = lim (Mg/M_¢_1),
FM/M_1)i = Homgo( lim (ge/g—k—l); (M/M—l))
= lim Homg ((glf/g—k—l);(M/M—l))a
il suffit de montrer que les morphismes suivants (induits par ®) :
My Mg — Homz ((E¢/E-k-1); (M/M_1))

sont des isomorphismes; mais ceci découle du fait que &/E_k_1 est
localement monogene.

Deuxiéme point. — Montrons que si N est un go—module spécial,
le morphisme de £&-modules :

FN) - N,
{hl——)h(l),

se factorise en un isomorphisme de go—modules filtrés
ILFN)=FWN)/FN)_, — N.

On choisit des coordonnées locales et on se place sur ouvert {£; # 0}. Les
go—modules et N sont alors monogenes, ce qui permet de voir que ¥ induit
des épimorphismes F(N); — N} dont le noyau est F(N')_;. Ce qui montre
I’assertion.

Troisiéme point. — Il nous reste 3 vérifier que si N est un go—module
spécial, F(N) est un £-module localement libre de rang 1 canoniquement
filtré. Le fait que F'(N) est localement libre de rang 1 se vérifie localement
et découle de 'isomorphisme £- F(f / f_l) du premier point. Le fait que
la filtration de F(N) coincide avec la filtration canonique de F(N) en tant
que £-module localement libre de rang 1 découle du deuxiéme point.

Nous avons par conséquent obtenu :

ProprosiTioN 10. — Les foncteurs II; et F' sont inverses I'un de
I’autre et induisent donc une équivalence entre la catégorie des £-modules
localement libres de rang 1 et la catégorie des £y-modules spéciaux.

Passons maintenant a ’étude de la deuxiéme étape de la construction
du foncteur II. Si M est un £-module localement libre de rang 1, on
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remarque que la raison pour laquelle m,(M/M_1) est un A-module spécial
est que M/M_; est un go-module spécial. La deuxiéme étape est donc en
fait le foncteur 7, de la catégorie des Eo-modules spéciaux dans celle des
A-modules spéciaux. Construisons maintenant un inverse & ce foncteur.

3.4.2. Le foncteur 50(.). — Dans cette partie, nous allons définir et
étudier le foncteur principal de ce travail : le foncteur go() de la catégorie
des A-modules filtrés dans celle des £y-modules positivement filtrés (et donc
de torsion). Signalons que ce foncteur resservira dans la deuxiéme partie.

Construction du foncteur Ey(.). — Soit M un .A-module filtré. A partir
de maintenant (dans le cadre de cette construction), tous les faisceaux étant
sur P*X, nous omettrons d’écrire le symbole 7! et les produits tensoriels
considérés seront sur le faisceau d’anneaux 7710.

Notons V le morphisme de c‘j'o-modules défini comme suit :
o._ {E_l ONT @M =MD — MO =5 M,
" lP®X®m+— PRVxm—PXQ®m.

Munissons les £,-modules M® des filtrations produit tensoriel, ot AT est
défini de degré i. Il est clair que V respecte ces filtrations, et par conséquent,
nous obtenons un morphisme

MO /MY — MO /MO,

DEFINITION 7. — Notons &y(.) le foncteur de la catégorie des A-
modules filtrés dans la catégorie des Ey-modules positivement filtrés défini
par

E(M) = coker(M(l)/M(_li — M(O)/M(_O%).
Remarque. — 1l est aussi possible de voir go(M) comme le quotient
de & ® M par le sous-Ey-module engendré par les sections de la forme
o P ®m avec deg(P) + deg(m) < —1,
e PQ®m—PRQm avec deg(P)+deg(Q) < 0, ol Q est une section
de A.

3.4.3. Equiva]ence entre £-modules spéciaux et A-modules spéciaux.

ProposiTION 11. — Si M est un A-module spécial, alors go(M) est
un &-module spécial.
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Démonstration. — Pour simplifier les notations, nous supposerons
que le O-module inversible M est libre; ce qui ne pose aucun probléme,
puisque le fait qu’un A-module filtré soit spécial se vérifie localement.

R Soit M un A-module spécial. Nous allons montrer que le gradué de
Eo(M) est Gr(E/E_1), les autres points se vérifiant facilement.

Pour i = 0,1,2, soit M® le E-module £&_; ® A'T ® M, muni de la
filtration produit tensoriel (ot les sections de A*7 sont définies de degré 7).

On définit les morphismes V : M+ — M) par

e pouri =1,

V(PR XANY ®s):=(PX®Y -PY®X -P®[X;Y])®s

+PRX®Vys—PQQY ®Vxs;

e pouri =0,

VIP®X®s)=P®Vxs—PX®s.

On vérifie alors facilement les points suivants :
e V respecte les filtrations,
« V(POXANY ®s)=P@R(XAY)s et donc V- (MD) c M.
Ceci permet de construire le complexe A* de go—modules filtrés :
A* 0= MO /M — MO/ME) — MO MY — Ey(M) — 0.
Par définition de £o(.), ce complexe est exact en M© /M) et en £y(M).

Notons N le E-module filtré M® /M. Pour montrer que
Gr&y(M) = gr(E/z?_l) il suffit de montrer que le complexe B* de Gr &-
modules

B*:0—GrN® — grNO — GrN© —, Gr(E/E_1) - 0

est acyclique, ol les premiéres fleches sont induites par les V, et la derniére
est définie par

GraN©® = P(O(n - ) ® S4T)) — O(n) = Gra(E/E_1),
t2n P®Q+— PQ.

Pour tout entier n > 0, notons B;, le complexe de O(0)-modules
composante de degré n du complexe B*. La démonstration de son exactitude
se fera grace a ’étude de deux complexes auxiliaires C;, et Dy,.
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Définition et exactitude de C;. — Pour ¢ = 0, 1, 2, soit K® le gr E-
module Gr £ ® A*T ® Gr M muni de la filtration produit tensoriel avec la
méme convention que précédemment. On a alors le complexe suivant :

0— K/ — kWY — k@ /) — gr(€/E_1) — 0,

ou les fleches sont définies successivement par

PRIXANYQRs+— (PXQ®Y -PYQRX)®s+PR(X®Ys-Y Q®Xs),
PRIX®Rs+— PRXs— PX ®s,
P®Q+— PQ.

Notons Cp, le complexe de O(0)-modules composante de degré n du
complexe précédent.

Munissons Cy, de la filtration induite par celle de A“T ® Gr M sur les
Gra(K® /K et de la filtration positive triviale sur Gry(€/E_1).

Le complexe gradué associé s’écrit alors en degré p :
p

e pour p =0,

0—0-—0-— O(n)®ST) — O(n) -0,

e pour p > 1,

0-0Mn—-—p)QANT®SP4T) — O(n—p)®AN'T®SPYT)
— O(n—p)®SP(T) — 0.

Ces complexes sont classiquement exacts (les facteurs O(¢) étant simpli-
fiables). La filtration de Cy, étant positive, on en déduit son exactitude.

Définition et exactitude de D;. — B; est naturellement un sous-
complexe de Cp,. Soit Dy, le quotient Cy,/By,. Munissons Dy, de la filtration
induite par celle de grE ® A*T. Le complexe gradué associé en degré p
(1 < p < n), est, apres simplification,

0—0@p—-2)@NHT) — O(p—-1)® AYT) — O(p) — 0.

Ces complexes sont classiquement exacts. La filtration de D;, étant finie,
D;, est donc exact.
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En appliquant la suite exacte longue de cohomologie a la suite exacte
de complexes de Gr &;-modules

0—-B*—C*— D*—0,

on obtient I'acyclicité du complexe B*.

Il s’ensuit que le complexe A* est acyclique aussi (la filtration étant
positive}, et que Gr £y(M) est Gr Ep-isomorphe & Gr(£/E_1). On en déduit
facilement que £ (M) est un E-module spécial.

ProrosITION 12. — Les foncteurs . et £y(.) restreint aux A-modules
spéciaux, sont inverses 'un de 'autre et induisent donc une équivalence
entre la catégorie des £y-modules spéciaux et celle des A-modules spéciaux.

Démonstration. — Soit M un A-module spécial et A" un Ey-module
spécial. On construit sans difficulté les morphismes naturels :

Eo(mN)) — N, M — m,E(M).

En considérant les morphismes des gradués associés, on vérifie que ce sont
des isomorphismes. O

3.4.4. Le théoréeme d’équivalence. — En regroupant les deux
propositions précédentes, on obtient immédiatement le théoréme suivant :

TeEOREME 2. — Les foncteurs Il = m, o I3 et f(.) :=Fo 50(.) sont
inverses I'un de 'autre et induisent donc une équivalence entre la catégorie
des E-modules localement libres de rang 1 et la catégorie des A-modules
spéciaux.

3.5. Un calcul algébrique de I’image directe d’un E-module
localement libre de rang 1.

Au vu du théoréme d’équivalence précédent, le foncteur de la catégorie
des £-modules localement libres de rang 1 dans celle des D-modules qui &
M associe m, M correspond & un foncteur de la catégorie des A-modules
spéciaux dans celle des D-modules. Or, le faisceau d’algebres D étant un
quotient de A, il y a deux foncteurs naturels de la catégorie des A-modules
dans celle des D-modules :

H:=M+— HM)=Homa(D;M) et M+—DyM.
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Ces deux foncteurs sont utilisés dans la preuve du résultat homo-
logique de la section 5.3. Il est clair que H(M) s’identifie & ’ensemble
des sections m de M qui vérifient R(W)Pm = 0 pour tout champ de
bi-vecteurs W et toute section P de A. C’est donc le plus grand sous-
D-module de M. Par exemple, si F est un fibré muni d’'une connexion,
H(F) = O ®c Hor(F) ou Hor(F) est le systeme local des sections horizon-
tales de F.

Si M est un £-module localement libre de rang 1, Pinjection canonique
M — m (M/M_1) identifiant 7, M & un sous-D-module du A-module
mx(M/M_1), le théoréme suivant est assez naturel :

THEOREME 3. — Soit M un €-module localement libre de rang 1.
On a

To(M) = Hom4 (D; m,(M/M_1)) = H(m (M/M_y)).

Démonstration. — Pour simplifier, nous allons travailler avec
Tx(M/M_3) & la place de m . (M/M_;), ce qui ne change rien. Fixons
un entier k£ non négatif. Pour tout entier ¢ non négatif, les O-
modules 7, (My/M_;_3) forment une famille décroissante de sous-modules
de m (M /M_53). On a de plus

(M) = lim o (Mi/M_s_s3).

On vérifie facilement que les sections m de m.(My/M_2) qui satisfont
R(U)Pm = 0 pour tout bivecteur U et toute section P de A de degré ¢,
forment un sous-O-module My, ,. Remarquons que si V est la connexion
définie sur m,(M/M_5), et V2 la courbure associée, My ; est le sous-O-
module de m,(My/M_5) des sections m qui vérifient : pour toute section
P de A de degré £, VZ(Pm) = 0. Les M, sont décroissants et on a

T (Mp/M_2) OH(W*(M/M_z)) = %E_n M e.
Nous allons montrer que

Mk,l = W*(Mk/M—l—-S),

ce qui est un peu plus fort que ’énoncé.

Notons ©,, ¢ le morphisme de réduction 7, (M/M_;) — mu(M/M_p,),
avec les compatibilités evidentes. Ainsi Vx s’écrit ©12 ! 0 9.
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Premiére étape : mise en place. — Considérons la suite de C-
morphismes :

0 — My/M_p 3 — (Miy1/M_p_2) ® (N'T)
— (Myg2/M_p1) @ (N2T*) -0
ou la premiere fleche, notée 9 s’écrit en coordonnées locales :
d(m) = Om ® dzy + Fom ® dxo
et la deuxiéme, toujours notée 3 :
O(my ® dz1 +my ® dxg) = (9amy — O1me) &® (dzq A dx2).

On a alors 8% = 0 et on trouve facilement un scindage de cette suite sur les
ouverts {&; # 0} et {& # 0}, ce qui entraine son exactitude.

En faisant 'image directe on obtient la suite exacte suivante :
0 = Tu(My/M_g3) — Tp(Mpp1/M_g_2) @ N'T*
— TF*(Mk+2/M_g_1) ® AZT™.

On vérifie de plus facilement que pour £ = 0, cette suite s’intégre dans le
diagramme commutatif suivant :

0—>7r*(M_k) i>7r*(4/t—'ﬁi) AT s m, (&k—ﬂ—) ® A2T*

M_3 M_, M_;
E
23 ©120V?
m(31s)

Deuxiéme étape. — Vérifions que I’on a bien m, (Mg /M_p_3) C Mg,.
Dans un premier temps, montrons que 7, (Myg/M_3) C My 0.

Soit m une section de 7, (My/M_3); dans ce cas, Vm = Im et donc
V?m = VOm = 0. Par conséquent, m € M.

Soit maintenant m une section de 7, (M /M _,_3) ; pour toute section
P de Adedegréd < ¢, onaPm=Pmem( Mira/M_s_3,4).

Sid<f¢—1,ona—f—-3+d<—4etdonc V?Pm=0.Sid=~¢,o0na
Pm € m,(Mgia/M_3), et donc V2Pm = 0 comme nous I'avons vu dans
un premier temps.

Dans tous les cas, on a bien m € My 4.
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Troisiéme étape. — Montrons maintenant que My C T (Mg /M _p_3).

Récurrence (nous traiterons en méme temps la recurrence et le cas
initial). Supposons ’assertion vérifiée pour £.

Soit m une section de Mg p41 C mi(My/M_2); nous devons montrer
que m est dans m, (Mg /M_g_4). On a

Vm e Mk+1’[ ® ANT* C ﬂ*(MlH.l/M..z) ® AT*

Par hypothése de récurrence, il existe une unique section n de
Te(Mip1/M_p—3) @ AYT* telle que (02443 ® Id)(n) = Vm (dans le cas
oufl=-1,n=Vm).

Mais comme m € My ¢41, 0on a 8 o Vm = ©12 0 VZm = 0 et donc
0=0Vm =200 (62,34.3 ® Id)(n) = (@2134_2 ® Id) o 8(n)
Par injectivité de ©3 ¢+2, on obtient On = 0. Par exactitude, il existe donc
une unique section s de m,(My/M_;_4) telle n = Os. Par conséquent,

Vm = (@21e+3 ® Id)as = 893,“.43 = v923937g+48 = V@2,g+4s

et m = O24,45 par injectivité de V. Donc m € m.(Mg/M_;_4) et le
théoréme est démontré. O

I1. D-modules micro-localement libres.

4. D-modules micro-localement libres de rang 1 et
connexions non-intégrables.

4.1. Triplets (F, %o, V).

Pour commencer donnons un critére utile.

ProprosiTioN 13. — Un D-module M est micro-localement libre de
rang 1 sans torsion si et seulement s’il peut étre muni d’une filtration telle
que localement Gr M C Gr D avec égalité en degré assez grand.

Démonstration. — Si M est localement libre de rang 1 sans torsion, il
peut étre muni de la filtration induite par 'injection naturelle M — , (./T/l\ )
(on rappelle que le £-module M étant par définition localement libre de
rang 1, il est canoniquement filtré). Il est alors clair que cette filtration
satisfait les conditions de I’énoncé.
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Supposons que M satisfait les hypotheses de la proposition. Plagons-
nous en coordonnées locales. Soit s une section de M dont le symbole
en tant que section de GrD ne s’annule pas sur 'ouvert {£; # 0}. On
remarque alors que s engendre £ ® 7~ M sur {¢; # 0}. Comme £ ® 7~ M
est sans torsion, s en est donc une base sur {£; # 0}. En faisant la méme
chose sur l'ouvert {£; # 0}, on en déduit que M est micro-localement libre
de rang 1. O

Nous allons maintenant voir comment les constructions effectuées
dans la partie précédente se simplifient, ou plutot donnent des résultats
plus précis, dans le cas des D-modules micro-localement libres de rang 1
sans torsion. Comme la proposition 13 nous le dit, ces modules sont les
sous-modules N des 7, (M) tels que m,(M)/N est O-cohérent, ou M est
un £-module localement libre de rang 1.

Soit M un D-module micro—localement libre de rang 1 sans torsion vu
comme sous-A-module de , (M JM_ 1)- On a donc une injection canonique
de A-modules M — m,(M/M_1) et le quotient m(M/M 1)/M est un
A-module O-cohérent ; c’est-a-dire, d’apres la proposition 9, un fibré muni
d’une connexion. Notons-le F. La filtration de . (/TA\ /M\_l) induit une
filtration finie sur F; notons Fy la composante de degré 0. Deux cas
peuvent alors se présenter :

e F=0;alors M =m, (/T/i\ / M\_l) est un D-module localement libre
derang 1 : M =D ® Fo;

o F # 0; alors la projection , (M /M 1) — F induit une injection
(M) = w*(Mo/M 1) — F et donc Fp = a(M)

En effet, M ne peut pas avoir de section de degré 0 non-nulle sans
étre localement libre.

Remarque. — A partir de maintenant, nous nous occuperons
uniquement du deuxiéme cas, le seul intéressant de notre point de vue.

De plus, par construction, F et Fy vérifient les propriétés suivantes :

ProrosiTiON 14.

o AFy = F, c’est-a-dire que F est engendré par Fy par dérivations
covariantes composées.

e R(U)(F) C Fy pour tout bi-vecteur U.
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Grace au théoréme 3, nous voyons que F est sans sections horizontales
non-nulles si et seulement si M = 7,(M). Tout ceci motive la définition
suivante :

DeFINITION 8. — Appelons triplet (F,Fy, V) la donnée d’un fibré
F muni d’une connexion V et d’un sous-fibré Fy de rang 1, vérifiant les
propriétés suivantes :

o F est engendré par F, par dérivations covariantes composées;

o R(U)(F) C Fo pour tout bi-vecteur U.

Pour résumer ce qui vient d’étre dit :

DEFINITION 9. — A tout D-module M micro-localement libre de
rang 1 sans torsion qui n’est pas localement libre est associé le triplet
TM) =(F,Fo,V) our:

o F = coker(M — m (M/M_1));
. .7'-0 = 0'(./\//\1) = W*(M\O/M\—l);

e V est la connexion induite sur F par les structures de A-modules
de m (M /M_1) et M.

L’objectif va maintenant étre de montrer qu’il y a en fait une
correspondance bi-univoque entre ces deux classes d’objets (c’est-a-dire
les triplets et les D-modules micro-localement libres de rang 1 sans torsion
qui ne sont pas localement libres). Pour cela, nous allons interpréter les
A-modules spéciaux et les triplets (F, Fo, V) dans le cadre des B-modules.

4.2. A-modules spéciaux et B-modules.

DeriniTioN 10. — Appelons B la sous-algébre de A des sections de
la forme R(U)P + f, out U est un bivecteur, P une section de A et f une
fonction.

Il est alors clair que si M est un A-module spécial, le O-module
localement libre de rang 1 Mg hérite d’une structure de B-module. D’autre
part, si (F, Fo, V) est un triplet, Fy est un sous-B-module du A-module F.
On peut alors se demander §’il est possible de retrouver M & partir de Mg
(considéré comme B-module O-localement libre de rang 1). L’objectif de
cette sous-section va étre de montrer qu’il en est bien ainsi.
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Remarque. — Munir un O-module inversible £ d’une structure

de B-module est équivalent 3 se donner un morphisme d’algebres
B-LDQL™.

ProposITION 15. — Si £ est un B-module qui en tant que O-module
est localement libre de rang 1, alors A ®p L est un A-module spécial et
cette construction est fonctorielle.

Démonstration. — Le seul point non-trivial & montrer est que le
gradué de A ®p L pour la filtration induite par celle de A est isomorphe &
GrD® L =S(T)® L. Cest donc ce que nous allons faire. Mentionnons de
plus que tous les produits tensoriels considérés sont sur O, excepté ceux qui
sont indicés par B. Soit F' et G les morphismes de .A-modules définis par

F:{A®MT®A®£~A®L
PU®Q®m— PRUQ®m — PQ R(U)Qm;
AN T QAN TRARL - AN T ®ARL,
G:={ PRURQOVR®S®m—PRURQ®R(V)Sm
+ PRU)QAV®S®m—-PRUQQR(V)S®@m.

Ces morphismes permettent de construire le complexe de .A-modules
c M — MO — MO — AR L—0
qui est par définition exact en A® L et en A®p L, et ou I'on a posé
MO = AL,
MD = ARNT R AR L,
M®P = AQNTOARNT QARL.

Ce complexe est naturellement filtré par la filtration produit tensoriel (ou £
est défini de degré 0 et A?7 de degré 2). Pour montrer que le gradué de
A®p L est S(T) ® L, il suffit de montrer que le complexe de Gr A-modules
gradués

D*:GrM? — gr MY — Gr MO — S(T)®L—0

est acyclique, ou les premieres fleches sont induites par F' et G, et ou la
derniére est la symétrisation.
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Ce complexe est clairement exact en Gr M) et en S(7) ® £. Nous
pouvons par conséquent nous restreindre & 1’étude de l’exactitude en
Gr M) ce qui en degré f > 0, et apres simplification s'écrit

E*: @ T*QAN2 QTP QA2 QT — @ TiQ N2 ®@T¢ — T
a+b+ct+d=f d+e+2=f

ou pour alléger, nous avons écrit T'* pour T®%(T) et A2 pour A%7.
g

Filtrons ce complexe de la maniéere suivante pour 2<p < f—2:

Fp( b T“®A2®Tb®/\2®T°): P 1T oA’ R T,

a+b+tct+4=f a+b+ct+4=f
a+b+2<p
Fp( P Td®/\2®Te): P 1erer,
dtet2=f dtet2=f
d<p

Fo(T?) = ker(Tf — SP+2 @ T/-P72),

ou la fleche est la symétrisation des p + 2 premiers facteurs du produit
tensoriel.

Cette filtration est clairement compatible avec les differentielles du
complexe E°.

LEMME 1. — On a Gr,(T) = SP @ A2 @ TS P2,

Démonstration du lemme. — Considérons le diagramme commutatif
suivant, dont les lignes sont exactes par définition :

0— F,(Tf) — T/ —Srt2gTiP2 9

I I

0— Fp y(TY) — T/ — SPHigTiP1l 0

ou l'on voit facilement, aprés simplification du facteur 77P~2 que la
derniere fleche verticale est en fait la derniére fleche du complexe de Koszul

= SPTLR A — PR A% — SPTE R A — SPT2 0.
En dimension 2, on a A37 = 0. Le lemme du serpent entraine donc
Grp(TY) = ker(SPH @ A1 — SPT2) @ T/ P2 =P @ N2 @ T/ P2,
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Le lemme 1 est démontré. Par conséquent, en degré p, le gradué du
complexe E* s’écrit, apres simplification du facteur A2 @ T/—P=2,

P reorert —1r — 5P -0
a+b+2=p
qui est évidemment exact. La filtration du complexe E°® étant finie, il
s’ensuit que E* est exact. Donc D* est aussi exact, et par conséquent
gr(A®p L) = S(T) ® L, ce qui comme nous P'avons déja dit, entraine
que A ®p L est un A-module spécial. O

Remarque. — En dimensions supérieures a 3, le résultat précédent
n’est plus vrai. En effet, dans ce cas A3T # 0, et par conséquent le lemme
n’est plus valable. C’est-a-dire qu’il existe dans T'(7") des relations de Jacobi
non-triviales, ce qui permet de construire des sections de Im F' dont le degré
est strictement inférieur au degré attendu et dont le symbole n’est pas
dans Imgr F.

THEOREME 4. — Les foncteurs suivants sont inverses I’'un de autre :

e aun A-module spécial M, on associe le B-module Mg, O-localement
libre de rang 1;

e 4 un B-module L, O-localement libre de rang 1, on associe le
A-module A ®g £ muni de la filtration induite par celle de A.

Démonstration. — Soit M un A-module spécial. Par hypothese, on
a un morphisme surjectif de A-modules A ® My — M. On vérifie qu’il se
factorise en A ®3 Mo — M et en considérant le morphisme des gradués,
on voit que c’est un isomorphisme.

Soit £ un B-module O-localement libre de rang 1. Alors il est évident
que le morphisme naturel de O-modules £ — A ®p L se factorise en un
isomorphisme de B-modules £ — Fy(A ®g L) ot comme nous ’avons déja
dit, la filtration sur A ®p L est celle induite par la filtration de A. O

4.3. Les D-modules D(F, Fy, V).

Précédemment, nous avons associé a tout D-module micro-localement
libre de rang 1 sans torsion qui n’est pas localement libre un triplet
(F, Fo, V) satisfaisant certaines propriétés. Grace au résultat de la section
précédente, nous pouvons maintenant effectuer la construction inverse.

Soit donc (F,Fp,V) un triplet comme nous l’avons défini. Les
hypothéses entrainent que Fy est un sous-B-module de F, engendrant
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ce dernier en tant que A-module. On a par conséquent un épimorphisme de
A-modules :

A®p Fog — F.

ProrosiTiON 16. — Soit D(F,Fo,V) le noyau de I’épimorphisme
précédent. C’est un D-module naturellement filtré micro-localement libre
de rang 1 sans torsion.

Démonstration. — En effet, d’apres la proposition 15, A®p Fy est un
A-module spécial. De plus, on vérifie sans difficulté que D(F, Fy, V) est en
fait un D-module. En munissant D(F, Fo, V) et F des filtrations induites
par la filtration de A ®p Fo, on a une suite exacte :

0— gTD(-’F:]:O,V) - GT(A®3.7-'0) — grF — 0.

Le gradué de F étant O-cohérent, nous sommes dans les hypothéses de
la proposition 13, et par conséquent D(F,Fy, V) est un D-module micro-
localement libre de rang 1 sans torsion.

THEOREME 5. — Les foncteurs suivants sont inverses 1’un de autre :

e a un D-module M micro-localement libre de rang 1 sans torsion qui
n’est pas localement libre, on associe le triplet T(M);

e & un triplet (F, Fo, V), on associe le D-module D(F, Fy, V) micro-
localement libre de rang 1 sans torsion.

De plus, par cette correspondance, F est sans section horizontale
non-nulle si et seulement si D(F, Fy, V) est isomorphe & 'image directe de
son localisé.

Démonstration. — Tout d’abord, on voit facilement que le composé
de ces deux foncteurs est l'identité sur la catégorie des D-modules micro-
localement libres de rang 1 sans torsion.

Le reste de la démonstration sera donc désormais consacré & montrer
que le composé des foncteurs est aussi ’identité sur la catégorie des triplets.

LEMME 2. — Soit N un gg—module muni d’une filtration
bornée supérieurement telle que I’intersection des N} est nulle. Alors

Hmna)(g;/\f) =0.
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Démonstration du lemme. — Par hypotheése, il existe un entier K
tel que N' = N. Choisissons des coordonnées locales et placons-nous sur
Pouvert {&; # 0}.

Soit h une section de Homg. (€;N) et s une section de £. Pour tout

k > 0onah(s) =8, *h(8,"s). Donc pour tout k > 0, h(s) est dans Nx_,
et comme I'intersection des N est nulle h(s) = 0. O

LEMME 3. — Soit M un D-module micro-localement libre de rang 1
sans torsion. Grace a l'injection canonique M — 1r*/T/i\, M est filtré, et
peut étre considéré comme un A-module filtré. On peut donc lui appliquer
le foncteur EO. Alors, on a un isomorphisme canonique de E-modules filtrés :

EM) = Homg, (&; Eo(M)) — M.

Démonstration du lemme. — Considérons le complexe de 50-modules

ELRNTOM —EOM — ERpM — 0,

ou la deuxiéme fleche est évidente; la premiere étant définie par
PR X ®m+— Pix ®m — P ® dxm. Il est clair que les fleches respectent
les filtrations et que la deuxiéme est surjective. Par conséquent, on peut
définir le complexe suivant (notations précédentes) :

MO/MY — MO /MO — MMy >0
dont la derniére fleche est surjective.

On a donc, par définition, un épimorphisme H de go—modules filtrés :
H: g()(M) — M\/./(/l\_l — 0.

M étant micro-localement libre de rang 1, sans torsion et muni de sa
filtration canonique, on a GryM = GrD pour k assez grand. On en déduit
facilement que la suite

GriMD /MDY — Gri M@ /M) — Gr(M/M_1) — 0

est exacte pour k assez grand. Donc

o d’une part le noyau K de H est a)-cohérent, et par conséquent, pour
tout ouvert U assez petit de P*X, on a la surjectivité de la fleche suivante :

H(U) : T(U;E(M)) — T(U; M/M_4);
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o d’autre part, la filtration induite sur K satisfait les hypotheses du

lemme 2, et donc Homz (€;K) =0.

L’exactitude a gauche du foncteur Homg (E ;.) nous fournit alors le
monomorphisme de E-modules filtrés :

0 — E(M) = Homz (5 Eo(M)) — M.

Il reste donc & montrer que ce dernier est un épimorphisme de £-modules
filtrés (c’est-a-dire surjectif et respectant strictement les filtrations). 11 suffit
de montrer que

Homy, (E/E-13E)(M)) = Homy. (E:E(M)),
s My = Homa)(g/g—l;ﬁ/ﬂ—l)
est surjectif.

Soit z un point de P*X ; choisissons des coordonnées locales telles
que &;1(2) # 0, un générateur local e de M de degré 0 et plagons-nous au
voisinage de z.

Il faut donc montrer qu'il existe une famille (g,),~, de sections de
EO(M) vérifiant les conditions suivantes :
H(g,) = 01"e, 01 '9n+1 — gn =0 pour tout n >0, & ‘g =0.

Comme H(U) est surjectif pour U assez petit, pour tout n > 0 il existe une
section s, de & (M) telle que H(s,) = 0, e

Par conséquent, 8; 'sp41 — Sp est une section de K. Comme la
filtration de K est bornée, il existe un N > 0 tel que &, VK = 0.

Pour tout n > 0, posons g, = 8, N Sn+nN- On vérifie alors que la
famille (g,,) convient, et donc le lemme est démontré. m|

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 5. Soit (F, Fo, V)
un triplet. Par définition de D(F,Fy, V), on a la suite exacte suivante
(morphismes filtrés) :

0_)D(]:7f07v) _‘)A®Bf0_’]:—>0
On en déduit un morphisme filtré de E-modules :
E(D(F, Fo,V)) — E(ApFy).

Pour le reste de la démonstration, nous noterons M le micro-localisé de
D(F,Fo, V), c’est-a-dire EQpD(F, Fo, V).
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Le lemme 3 nous fournit donc un morphisme filtré de E-modules

M — E(A®BFo)

et, utilisant le fait que ce morphisme est filtré, nous en déduisons
un morphisme filtré pour les A-modules associés, qui s’inscrit dans le
diagramme commutatif suivant :

0 — D(F,Fo,V) — m(M/M_1) — G —0

l l |

0 — D(F, Fo,V) —— A@pFy —— F — 0

dont les lignes sont exactes, et ol G est un .A-module localement libre de
rang fini sur O.

Le lemme du serpent entraine alors, par le corollaire de la
proposition 7, que le noyau et le conoyau du morphisme filtré

Te(M/M_1) — A®BFo

sont des A-modules O-localement libres de rang fini. On en déduit alors
facilement (. (./TA\ / M —1) et A®pFy étant des A-modules spéciaux) que le
morphisme en question est un isomorphisme. Il en est par conséquent de
méme pour le morphisme G — F et le théoréme est démontré. O

5. Etude des modules D(F,Fo,V).

Dans la suite de cette section nous aurons besoin de quelques résultats
généraux sur les A-modules.

5.1. Quelques préliminaires sur les A-modules.

Les A-modules & gauche correspondant aux O-modules munis d’une
connexion et les .A-modules & droite aux @-modules munis d’une connexion
a droite, les opérations sur les O-modules munis d’une connexion (& gauche
ou & droite) sont aussi définies sur les A-modules (& gauche ou & droite).
Rappelons-en quelques unes.

5.1.1. Le A-module Homo(M;N). — Soit M et N des A-modules &
gauche. Il est possible de munir Homo (M; N') d’une structure de .A-module
a gauche canonique.
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L’action des fonctions holomorphes étant evidente, il suffit de définir
celle des champs de vecteurs. Soit X un champ de vecteur et h une section
de Homo(M;N). Pour toute section m de M, posons

(th)(m) = Vx(h(m)) - h(va).

On vérifie sans difficulté que V xh est O-linéaire et que cette action des
champs de vecteurs définit une connexion sur Homeo (M;N), ce qui d’apres
la proposition 6 le munit d’une structure de .A-module.

En particulier, O étant canoniquement un A-module & gauche, et plus
précisément un D-module & gauche, pour tout A-module & gauche M, le
O-module M* = Homp(M; O) est un A-module & gauche.

5.1.2. Les A-modules N' ®» M. — Soient M un A-module 3 gauche
et N un A-module & droite. Nous allons munir le O-module N’ ® M d’une
structure canonique de .A-module & droite. La formule

mM®m)-Vx=nVx®@m-nQ® Vx.m

définit bien une action des champs de vecteurs sur N’ ® M. On vérifie que
c’est en fait une connexion & droite, et par une adaptation & droite de la
proposition 6, N’ ® M devient un .A-module 3 droite.

En particulier, A2T* étant canoniquement un .A-module & droite, et
plus précisement un D-module & droite, (on rappelle que w-Vx = —Lxw),
pour tout .A-module & gauche M, le O-module A2T* ® M est un .A-module
a droite.

Soit M et N deux .A-modules & gauche, on vérifie que la formule
Vx(n®m)=Vxn®m+n®Vxm

permet de munir le O-module N'® M d’une structure de .A-module 3
gauche.

On a de plus la compatibilité suivante entre les deux constructions
précédentes :

ProposiTiON 17. — Soit M et N deux A-modules & gauche.
L’isomorphisme canonique de O-modules

(NT*QN) QM = NT* @ (N @ M)

est un morphisme de A-modules & droite pour les structures définies
précédemment.
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5.1.3. Quelques morphismes standard. — Soit M un A-module &
gauche. Il lui est associé deux C-morphismes

V:M— AT @M, m—C-m=>Y dz; ® Vim,
VAT QM — A2T* @ M, a®mmr—aAC -m—da®m,
ou C est la section canonique de 7* ® 7 vue comme section de 7* ® A. On
rappelle que V2 est un morphisme de O-modules appelé la courbure de M.

Soit A un A-module & droite. Il lui est associé deux C-morphismes

V:NO®ANT - N®AT,
{n®X/\Yo—>n-VX®Y—n~Vy®X—n®[X,Y];
VNQIAT SN,
{n®Xr—>n-Vx

et alors Vz est un morphisme de O-modules.

On remarque que ces quatre morphismes sont compatibles avec le
passage gauche-droite. Plus précisément :

ProprosiTiON 18. — Si M est un A-module & gauche, et si
N = A2T* @ M est le A-module & droite associé, on a le diagramme
commutatif suivant :

M s AT @ M YV L AT M

I I I

(N2T* @ M) ®@ A2T v, (NT* @ M) @ A'T ¥ T M

ot les fleches verticales sont des O-isomorphismes évidents.

En particulier, si M est un A-module & gauche, D ® M est un A-
module & droite ou un A-module & gauche, et on a donc les morphismes

V et V associés.

Si N est un .A-module 3 droite, N’ ® D est un A-module & droite, et
on a donc les morphismes V associés.
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ProrosiTIiON 19.

o Soit M un A-module & gauche. Alors V est un morphisme de
D-modules a gauche et on a la suite exacte :

(DOM)® AT —Ys DO M — DM — 0.

e Soit N' un A-module & droite. Alors V est un morphisme de
D-modules & droite et on a la suite exacte :

(M®'D)®/\ITLM®D——+M®AD—>O.

Démonstration. — C’est une simple récurrence, utilisant le fait que
les champs de vecteurs engendrent le faisceau d’algebres A. O
ProprosiTION 20. — Soient M un A-module & gauche et N' un A-

module & droite qui est un D-module. On a alors un isomorphisme de
D-modules a droite

N @ (D@®AM) = (N @ M)®@4D.

Démonstration. — Soit Z 'idéal bilatere de A engendré par 'image
de R: A>T — A. Alors

o N ® (D®4M) est le quotient de N ® M par le sous-.A-module &
droite N ® ZM, qui est le sous-module engendré par les sections de la forme
n ® PR(U)m ou P est une section de A et U un bi-vecteur;

o (N ®M)®4D est le quotient de N ® M par le sous-A-module &
droite (N ® M)Z, qui est le sous-module engendré par les sections de la
forme (n ® m)R(U)P. Mais comme N est un D-module, (n ® m)R(U)P =
(n® R(U)m)P.

Il suffit donc de montrer que N ® IM = (N @ M)T.

Comme n® R(U)m est une section de N ®ZM qui est un sous-module
a droite, (n ® R(U)m)P est une section de N’ ® TM, et par conséquent
NM)I CNRIM.

Soit P une section de .A. Montrons par récurrence sur le degré de P
que pour toutes sections n de N, U de A?>T et m de M, la section
n ® PR(U)m est dans (N ® M)Z. Si P est de degré 0, c’est évident.
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Supposons que 'assertion est vérifiée pour deg(P) < k. Alors pour tout
champ de vecteurs X, on a

n®VxPRU)m =n-Vx ®PR{U)m - (n® PR(U)m) - Vx,

et donc n ® Vx PR(U)m est dans (N ® M)Z. L’assertion est donc vérifiée
pour deg(P) < k + 1. Par conséquent N @ IM C (N @ M)Z, et la
proposition est démontrée. O

5.2. Calcul des D-modules D(F, Fy, V).

Dans le chapitre précédent, nous avons travaillé avec des triplets
satisfaisant certaines propriétés. Si, a la place de supposer le O-module
localement libre de rang 1, nous ’avions supposé de rang r, nous aurions
pu, par la méme construction, lui associer un D-module D(F, Fy, V), qui
cette fois aurait été micro-localement libre de rang r sans torsion. Dans la
suite, nous allons utiliser cette extension de la construction dans le cas ou
F = Fo. Nous abregerons alors D(F,F,V) = D(F). Par définition, pour
tout fibré F de rang r, on a

D(F) = ker(AQpF — F).

C’est un D-module micro-localement libre de rang r sans torsion
naturellement filtré et le gradué de son micro-localisé est Gr & ® F.

Le corollaire 3 permet de calculer par dévissage les D-modules
D(F,Fo,V); cest-d-dire d’en obtenir une présentation par générateurs
et relations; ce qui permet aussi de calculer un cocycle standard du micro-
localisé.

PropositioN 21. — Soit F un fibré muni d’une connexion. On a la
suite exacte suivante :

05 DRFONT Yo DOF AT — D(F) — 0.

Démonstration. — La deuxieme fleche est induite par le morphisme :

ARFRT — AR F,
Pos@X+— (PRs).Vx=PX®s— P®Vxs,

qui se factorise en D® F ® T — D(F) — A®pF comme on le vérifie
facilement.
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11 suffit de vérifier que le complexe suivant, dont toutes les fleches ont
déja été définies, est acyclique :
0-DRFRNT —DRFRNT — ARpF — F — 0.

En fixant, uniquement dans le cadre de cette démonstration, F de degré 0,
AYT de degré i, et en munissant chaque terme de ce complexe de la filtration
produit tensoriel, on obtient un complexe positivement filtré, et il suffit de
montrer que le complexe gradué associé est exact.

En degré n > 1, ce dernier s’écrit
08" 20 FN —S"I@FRAN — S"@F —0—0
et en degré 0,
0—-0—0—S8"®F —F—0.

Ces complexes sont classiquement exacts et par conséquent la proposition

est démontrée. O
PropostTION 22. — Soit (F,Fy, V) un triplet. On a la suite exacte
suivante :

0— D(F,F0,V) — D(F) — DR (F/Fy) — 0.

Démonstration. — La premiére fleche est une inclusion naturelle, et
la deuxiéme est induite par le morphisme
AQF —DQRF, PRs— P®G5,
oi1 P désigne I'image de P dans D par le morphisme canonique de .4 dans D,
et 3, la classe de s modulo Fy.

Counsidérons le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont
par définition exactes :

0— D(F) ARpF — F — 0

I I

0— D(F, Fo,V) — A®pFy — F — 0.
Grace au lemme du serpent, il suffit de montrer que la suite suivante, pour
les morphismes définis précédemment, est exacte :

0 — A®pFy — A®pF — D ® (F/Fo) — 0.

Munissant ce complexe de la filtration induite par celles de A et D, le

complexe gradué associé est
0-ST)®Fy — ST)®F — S(TY® (F/Fo) — 0,

qui est clairement acyclique.
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COROLLAIRE 3. — Le complexe, o1 'on a indexé le premier 0 en
degré —1,

0-DRFRINT —-DRFINT — DR (F/Fo) =0
n’a de cohomologie qu’en degré 1, et dans ce cas elle vaut D(F, Fo, V).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition
précédente; la premiere fleche a déja été définie et la deuxiéme est

PRs®X—PX®5—P®RVxs,
ou § signifie encore classe de s modulo Fy. O

5.3. Quelques résultats homologiques sur
les D-modules D(F, Fy, V).

L’objectif de cette section est de montrer que les D-modules
D(F, Fo,V) sont localement stablement libres si F n’a pas de section
horizontale non-nulle.

5.3.1. Calcul de Ext1,(D(F); D) et conséquences.

PROPOSITION 23. — Soit F un fibré muni d’une connexion. On a
Extp (D(F); D) = A*T* @ H(F)*.

Démonstration. — En appliquant le foncteur Homp(;D) & la suite
exacte :

05> DRFRNT —— D@ FRANT — D(F) - 0,
on obtient la suite exacte
ANT* @ (F*®D) YN T e (F*® D) — Extp(D(F); D) — 0

olt Yon a munit F* de sa structure de A-module & gauche canonique et
F* ® D de la structure de A-module définie dans la section 5.1.

LEMME 4. — Sous les hypothéses précédentes, on a

Extp(D(F); D) = (NT* @ F)®AD = N*T* @ (DR4M).
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Démonstration du lemme. — Par les propositions 17 et 18, on peut
écrire la suite exacte précédente :

(NT* @ F)@D) @ AT — (\*T*® F*) @D —> Eath(D(F); D) — 0.
Par la proposition 19, on a donc
Exth(D(F); D) = (N*T* @ F*)@4D
et la proposition 20 permet de conclure. O
Reste a calculer plus précisément ce D-module en fonction de

H(F) = O®@cHor(F) ou Hor(F) est le systéme local des sections
horizontales de F.

LeEMME 5. — Soit M un A-module 4 gauche qui est un O-module
localement libre de rang fini. On a alors un isomorphisme canonique

(D®sg M) — H(M).

Démonstration du lemme.

o Définissons tout d’abord le morphisme : & une section h de
(D ®4 M*)*, on associe 'unique section m de M telle que (m* | m) =
h(1 ® m*) pour toute section m* de M*.

L’existence de m est assurée par le fait que, M étant O-localement
libre de rang fini, il est égal & son bidual.

On vérifie alors facilement que m est dans H(M) et ceci définit bien
un morphisme de D-modules & gauche.

o Construisons maintenant le morphisme réciproque : & une section
m de H(M), on associe la section h de (D ® 4 M*)* définie par : pour toute
section P @ m* : h(P ® m*) = (Qm* | m) ou @ est une section de A telle
que Q = P.

On vérifie alors que cette définition ne dépend pas du choix de @ :
il faut montrer que pour toute section m de H(M), m* de M*, U de A%T,
et Pde A, ona (PR(U)m* |m)=0.

Ceci se voit facilement par récurrence sur le degré de P (on rappelle
que par définition de V% ona (Vim* | m) = Lx(m* | m) — (m* | Vxm));
le cas initial se démontrant grace a ’identité

(R(U)m* | m) + (m* | R(U)m) = 0.
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« Il ne reste plus qu’a vérifier que les morphismes que ’on vient de
définir sont réciproques I'un de ’autre; ce qui ne pose pas de difficulté.

Reprenons la démonstration de la proposition 23.

Le fibré F étant O-localement libre de rang fini, le lemme s’applique;
de plus les .AA-modules D® 4 F* et H(F) (qui sont aussi des D-modules) étant
aussi O-localement libres de rang fini par le corollaire 2 de la proposition 7,
on obtient

DRsF* = H(f)*
Et par conséquent

Extp(D(F); D) = N°T* @ (DRAF™) = N*T* @ H(F)*.

COROLLAIRE 4. — Soit F un fibré muni d’une connexion V. On a
équivalence des propriétés suivantes :

o F n’a pas de section horizontale non-nulle,

« H(F)=0,

e D(F) est un D-module localement stablement libre.

Démonstration. — Seule 1’équivalence avec le dernier point est
nouvelle. Si F n’a pas de section horizontale non-nulle, la proposition
précédente entraine que Exth,(D(F); D) = 0. Mais ceci entraine que la suite

exacte de la proposition 21 se scinde localement. Par conséquent D(F) est
localement stablement libre.

Réciproquement, si D(F) est localement stablement libre, on a
Exth(D(F); D) = 0 et donc F n’a pas de section horizontale non-nulle
par la proposition 23. O

5.3.2. Calcul de Exth(D(F, Fy,V); D) et conséquences.
ProposiTION 24. — Soit (F, Fy, V) un triplet. On a :
Exth(D(F, Fo,V); D) = N*T* @ H(F)*.

Démonstration. — Appliquons le foncteur Homp(.;D) a la suite
exacte :

0 — D(F, Fo, V) — D(F) — D & (F/Fo) — O.
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On obtient la suite exacte :

Exty (D ® (F/Fo); D) — Eaty, (D(F); D)
— Eath (D(F, Fo); D) — Exth (D & (F/Fo); D).

D’une part, on a Exth(D @ (F/F); D) = 0.

D’autre part, Exth(D ® (F/Fo);D) = Exty(F/Fo; O) @ D est de
torsion en tant que O-module. Le module Extl(D(F);D) étant O-
localement libre, il s’ensuit que le morphisme

Extp(D ® (F/Fo); D) — Extp(D(F); D)
est nul. On a donc 'isomorphisme de D-modules & droite
Extp(D(F); D) — Extp(D(F, Fo,V); D)

et la proposition 23 permet de conclure. ]

THEOREME 6. — Soit (F, Fo, V) un triplet. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

o F n’a pas de section horizontale non-nulle,
e H(F) =0,

e D(F,Fo,V) est I'image directe d’un &-module localement libre de
rang 1,

o D(F,Fy,V) est un D-module localement stablement libre.

Démonstration. — Seules deux équivalences méritent d’étre démon-
trées. Le D-module D ® (F/Fp) a en effet deux résolutions (la premiére
provient de la proposition 22) :

0— D(F,Fy,V) — D(F) — D (F/Fo) — 0,
0-DRFy —DRF — D& (F/Fy) — 0.

Le D-module D ® F est évidemment localement projectif, et le corollaire 4
entraine qu’il en est de méme pour D(F) si F n’a pas de section horizontale
non-nulle. Un lemme d’algeébre homologique, [B1], ch. 2, prop. 1.1, entraine
alors que l'on a localement un isomorphisme canonique

D(F,F0,V)® (DR F) = (D Fo) ® D(F).
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Par conséquent D(F, Fo, V) est localement stablement libre. La réciproque
est immédiate.

Quant a I’équivalence entre les points 2 et 3, c’est une conséquence

immédiate du théoréme 3. O
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