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Notations et conventions.

. Tout au long de ce travail X désignera une variété complexe de
dimension 2 (occasionnellement X désignera un champ de vecteurs, mais le
contexte sera suffisamment clair).

. D et S seront respectivement le faisceau des opérateurs différentiels
sur X et le faisceau des opérateurs micro-différentiels formels sur P* X. Plus

précisément, ê est le complété du faisceau Pf de [KKS] pour sa filtration
naturelle. Le faisceau S est habituellement défini sur T* X (voir [MS]), mais
la section nulle de T*X n’entrant pas en considération dans le présent
travail, il m’a semblé préférable de se placer sur P* X.

Notons Jr : P*X - X la projection canonique. Résumons les

propriétés de E qui seront utilisées :

est un faisceau cohérent de C-algèbres,

t&#x3E; est muni d’une filtration sur Z pour laquelle il est complet,

l(Ê) en tant que faisceau gradué de C-algèbres,

~ ’lr*£ = D en tant que faisceau filtré de C-algèbres D.
. Sauf mention explicite du contraire, par module sur un faisceau

d’anneaux, nous entendrons module à gauche.

. Un [-module sera dit localement libre de rang r s’il existe un

recouvrement ouvert P* X = U Ui tel que pour tout i, soit libre de

rang r.

. Un [-module M sera dit trivial s’il existe un recouvrement ouvert
X = U Ui tel que pour tout i, soit libre de rang fini.
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. Si M est un D-module nous noterons le

[-module micro-localisé formel de M.

. Nous dirons qu’un D-module M est micro-localement libre de rang 1
si son micro-localisé formel M est localement libre de rang 1.

. Nous appellerons souvent fibré vectoriel (ou tout simplement fibré)
un 0-modules localement libre de rang fini sur X.

. Si 0 est un O-module, nous noterons respectivement

et

les faisceaux algèbre tensorielle et algèbre symétrique associés à .~.

. T désignera le faisceau des germes de champs de vecteurs de la
variété X ; on a alors gr D = S(7).

. Si est un système de coordonnées locales sur X, nous
noterons toujours (xl, x2; ~1~2) le système de coordonnées micro-locales
homogènes associé sur P* X.

. Important :

Les produits tensoriels de O-modules sur X seront notés 0 et
les produits tensoriels de 7r-’O-modules sur P*X seront notés
également ®. Tous les produits tensoriels sur des faisceaux
d’anneaux autres que C~ et seront indicés explicitement.

&#x3E; Le symbole 7r-1 sera souvent omis quant il est clair que nous
considérons un faisceau sur le cotangent.

Introduction.

Dans la première partie de [DS], D’Agnolo et Schapira étudient les D-
modules micro-localement libres de rang 1 sur une variété X de dimension

supérieure ou égale à 3. Ici, micro-localement libre de rang 1 signifie que le
micro-localisé formel du module en question est un £-module libre de rang 1
au voisinage de tout point de T* X - (0) ou, ce qui revient au même, de P* X.
Leur résultat est que, modulo les fibrés munis d’une connexion intégrable
(c’est-à-dire les D-modules O-cohérents) , ces modules sont exactement les
modules de la forme D 0 ,C où 12 est un module inversible sur X.

Le résultat de [DS] n’étant pas vrai en dimension 2, nous nous

proposons dans ce travail, d’étudier les D-modules micro-localement libres
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de rang 1, et plus généralement les E-modules localement libres de rang 1
sur une variété X de dimension 2.

Donnons un exemple de tels modules : pour i = 1, 2, notons

où (9j est la dérivation en la i-ème variable et ai est une fonction holomorphe.
Soit M le D-module engendré par el et e2 soumis à la relation

c’est-à-dire M est le conoyau du morphisme V de D-modules D -~ D2
défini par

Plaçons-nous sur l’ouvert

du cotangent projectif. On a alors la suite exacte de Ê-modules

où la dernière flèche est définie par (P, Q) H Q - ~Vi ~2. Par conséquent,
le micro-localisé formel M de M est libre de rang 1 sur l’ouvert Ul. On
vérifie facilement qu’il en est de même sur l’ouvert

Les ouverts Ul et U2 formant un recouvrement du projectif cotangent, on
en déduit que M est micro-localement libre de rang 1. Cette construction

peut se faire intrinsèquement de la façon suivante. Soit (G, V) un couple
constitué d’un fibré vectoriel de rang 1 sur X (i.e. un 0-modules localement
libre de rang 1 ), et V une connexion non-intégrable sur ,C. On associe à ce
couple un morphisme V de D-modules

défini par la même formule que le morphisme de Spencer dans le cas
où la connexion est intégrable. Le conoyau de V est alors un D-module
micro-localement libre de rang 1.

Cette construction, qui décrit la classe la plus simple de D-modules
micro-localement libres de rang 1 non-triviaux (i.e. dont le micro-localisé
n’est pas trivial), fut en fait le point de départ du présent travail. Le
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résultat principal en est une généralisation permettant de construire tous
les D-modules micro-localement libres de rang 1 sans torsion à partir de
triplets (.~’, B7), où .~’ est un fibré vectoriel sur X, un sous-fibré
de rang 1 de ,~’, et V une connexion sur X vérifiant certaines conditions
(définition 8, section II.4.1). Le théorème est alors le suivant (théorème 5,
section II.4.3) :

Les catégories suivantes sont équivalentes :

. la catégorie des D-modules micro-localement libres de rang 1 sans
torsion ;

. la catégorie des triplets.

La preuve consiste en la construction de deux foncteurs inverses.

Notons que les couples de l’exemple sont des cas particuliers de triplets
par (,C, V) - (C, L, V) et que le D-module associé au triplet (,C, L, V) est
canoniquement isomorphe à celui associé au couple (f-, V).

Indiquons brièvement les méthodes employées pour obtenir le

théorème précédent. La plus grosse partie du travail étant une étude de la
structure des Ê-modules micro-localement libres de rang 1. Dans un premier
temps, on montre qu’un tel module M est muni canoniquement d’une
filtration globale dont la structure est très facile à décrire. Ensuite, grâce à
l’annulation de certains faisceaux de cohomologie, on munit le Ox-module
filtré ~r* (.J1~! /.J1 il _ 1 ) d’une connexion non-intégrable. Est alors introduit un
faisceau d’algèbres sur X, le faisceau A, qui généralise le faisceau D des
opérateurs différentiels, et permet de traiter dans un cadre commun les
D-modules (resp. Ê-modules) et les O-modules munis d’une connexion non-
intégrable. Le faisceau ,~, est défini comme le faisceau d’algèbres engendré
par les fonctions holomorphes f et les symboles Vv pour chaque champ de
vecteurs tangents V, ces générateurs étant soumis aux relations suivantes :

Ce faisceau est naturellement filtré et son gradué est alors canoni-
quement isomorphe à l’algèbre tensorielle du fibré tangent. De plus, il

est clair que les ,A.-modules sont exactement les O-modules munis d’une
connexion (non-nécessairement intégrable), les D-modules étant alors les
A-modules dont la connexion est intégrable. Le (9-module ~* (.Jl~l /.J1~ _ 1 j est
donc maintenant un ,,4-module, et un des résultats clefs est la description
des t-modules obtenus de cette façon.
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Dans la deuxième partie on applique ces résultats aux D-modules
micro-localement libres de rang 1. En plus du théorème d’équivalence avec
les triplets annoncé plus haut, on obtient qu’un D-module micro-localement
libre de rang 1 est localement stablement libre si et seulement si la connexion

du triplet qui lui est associé n’a pas de section horizontale non-nulle.

I. £-modules localement libres de rang 1.

1. La filtration canonique d’un ~-module
localement libre de rang 1.

Nous allons montrer dans cette section qu’un £-module localement
libre de rang 1 peut être muni d’une filtration canonique, unique d’un
certain point de vue. C’est l’existence de cette filtration et ses propriétés
qui sont à la base de toutes les constructions de ce travail.

DÉFINITION 1. - Soit un £-module sur un ouvert U de P*X. Nous
dirons qu’une filtrations sur M est lisse si

M0 pour tout entier k,

est un C7U (0) -mod ule localement libre de rang 1.

PROPOSITION 1. - Soient U un ouvert de Stein contractile de X et

Jlil un ~-mod ule localement libre de rang 1 au-dessus de U. Alors il existe
une unique filtration lisse sur M telle que Mo/ M-1 = toute autre

filtration lisse en est un décalage.

Démonstration. - On vérifie facilement que l’opération qui à un
ouvert V de P* U associe l’ensemble des filtrations lisses sur est un

faisceau d’ensembles .~’ sur lequel Z agit par décalage. Soit V un ouvert
connexe de P* U sur lequel M est libre. Il est clair qu’une filtration lisse
sur est déterminée par un générateur de F (V; M). Par conséquent,
le faisceau .~’ est localement constant, et Z y agit de façon simplement
transitive. L’espace P* U étant simplement connexe, ,~’ est constant de

fibre Z. Il existe donc une filtration lisse sur M, et pour cette filtration
on a Mo /M - i = pour un entier d. Il ne reste plus qu’à décaler cette
filtration de -d pour obtenir la filtration désirée. D
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PROPOSITION 2. - Soit M un E-module localement libre de rang 1

au-dessus de X. Il existe sur M une unique filtration lisse telle que

~r* (.Jl~lo /./1~l _ 1 ) ~ 0 et ~r* (Jl~l _ 1 /Jl~l _2 ) = 0. Le Ox-module 
est alors localement libre de rang 1.

Démonstration. - En effet, en recollant par unicité les filtrations
locales lisses de la proposition précédente, on obtient qu’il existe sur M
une unique filtration lisse pour laquelle est de la forme

C7(o) 7r-1L où 12 est un Ox-module localement libre de rang 1.
On a alors

et

Or, étant un Ox-module de rang k + 1 pour k &#x3E; 0 et nul si k  0,
il est clair que la filtration lisse considérée est la seule vérifiant la propriété
demandée. 0

DÉFINITION 2.

. L’unique filtration lisse obtenue sera appelée la filtration canonique.

. Le Ox-module inversible ~r* (.J~l o /.J~L _ 1 ) sera appelé le symbole
de M et 

. Nous appellerons dorénavant catégorie des ~-mod ules localement
libres de rang 1 la classe des Ê-modules localement libres de rang 1 dont les
morphismes respectent les filtrations canoniques.

2. Cohérence de l’image directe.

2.1. Structure de M déduite de la filtration canonique.

La filtration de M induit naturellement une filtration sur le D-module

~r* (./~l ) et on a une injection canonique ~ 7r * (gr M).

Rappelons quelques résultats classiques [FL], [Ma], [H] :

PROPOSITION 3. - Soit X une variété complexe de dimension 2 ; on a :

pour tout k.
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COROLLAIRE 1.

. Le morphisme canonique ~r* (.Jl~t ~ /./~l _2 ) --~ est un

isomorphisme de 0-modules localement li bres de rang fini.

. ’Tf * est 0-cohérent pour tout k et tout .~  k.

. est localement libre de rang fini pour tout k  0 et

tout .~  k.

Démonstration. - Ces résultats s’obtiennent sans difficulté par

dévissage à partir de la proposition précédente, en se rappelant que

2.2. Cohérence de l’image directe.

THÉORÈME 1. - Soit M un £-module localement libre de rang 1.
Alors est un D-module cohérent. Plus précisément, la filtration de

induite par la filtration canonique de M est une bonne filtration.

Démonstration.

Première partie. - Nous allons montrer la 0-cohérence de 

pour k positif ou nul.

. Pour commencer nous allons définir le formalisme qui sera utilisé
dans les paragraphes suivants.

Soit N un sous-module d’un 0-module M. Nous appellerons
orthogonal de N dans 0) le (9-module 1tomo(MIN; 0), c’est-
à-dire le sous-module de O) formé des morphismes m qui
satisfont m(N) = 0.

Nous aurons aussi besoin d’une formule de compatibilité entre les
foncteurs limite projective, limite inductive, et «orthogonal ». Soit N~
une famille filtrante de sous-modules de M. On vérifie facilement que

l’orthogonal de lim Mk (i.e. l’orthogonal de la réunion des dans

Homo(M; 0) est canoniquement isomorphe à la limite projective (i.e.
l’intersection) des orthogonaux des Nk dans 1tomo(M; 0). C’est une

conséquence immédiate de l’exactitude du foncteur limite inductive et du
fait que la dualité transforme les limites inductives en limites projectives.

. Comme on a = lim pour .~ &#x3E; 2, nous allons
tout d’abord étudier pour f fixé, en tant que sous-module
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de , De la suite exacte suivante :

et du fait que est 0-localement libre de rang fini, nous
déduisons que est l’orthogonal du sous-C-module Mké de

V) défini par

Par compatibilité entre les foncteurs limites et le foncteur « orthogonal»,
et grâce au fait que est (9-localement libre de rang fini (par
conséquent égal à son bidual), nous obtenons :

est l’orthogonal de lim Nké dans 

. Lemme (voir [GR], p. 110 et [S], section II. l. 5 et appendice).
&#x3E; Le faisceau cohérent d’algèbres 0 possède la propriété de

Noether : la réunion d’une famille croissante de sous-modules

cohérents d’un 0-modules cohérent est un sous-module cohérent.

&#x3E; gr D vérifie la propriété de Noether.

. Il découle du premier point du lemme que lim est un sous-

module cohérent de L’orthogonal d’un sous-
module cohérent d’un module cohérent étant cohérent, il s’ensuit que

est 0-cohérent., ce qui conclut la première partie de la
démonstration.

Deuxième partie. - Pour obtenir la cohérence de 7r,, (M), il reste à

montrer que est gr D-cohérent. Soit gk le sous-gr D-module de

7r. (gr M) engendré par les symboles de Il découle de la première
partie que est gr D-cohérent. De plus, on voit facilement que 
est la réunion des ~~ dans 7r,, (gr M) et le troisième point du lemme

précédent permet de conclure, car ainsi qu’il a déjà été dit, ./~t ) est
localement isomorphe à Çr D. 0

3. A-modules associés à un Ê-module localement
libre de rang 1.

3.1. Action des champs de vecteurs sur et

motivations pour l’introduction du faisceau d’algèbres ,~4.

Dans l’introduction, il a été associé à tout (9-module inversible (i.e.
fibré de rang 1 sur X) muni d’une connexion, un Ê-module localement libre
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de rang 1 qui est non-trivial si et seulement si la connexion est non-

intégrable. La généralisation «exacte» de cette construction sera faite

en deuxième partie. Néanmoins, nous allons maintenant voir que cette
apparition des connexions non-intégrables n’est pas un hasard, et associer
à tout [-module localement libre de rang 1 un 0-modules (de rang infini)
muni d’une connexion non-intégrable. Nous verrons ensuite que l’image de
ce foncteur peut être caractérisée de façon satisfaisante, ce qui en fera une
équivalence de catégories.

La construction qui suit va utiliser de façon essentielle les résultats
suivants.

PROPOSITION 4.

. Le morphisme canonique est un

isomorphisme.

. Le gradué d u 0-module ~r* (.Jl~l /.I~I _ 1 ), filtré par les 7r*(Mk/M-1)
est naturellement isomorphe à ~I

Démonstration. - C’est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 3 et de son corollaire. 0

Soit U un champ de vecteur local ; il définit un C-morphisme

Et l’on voit donc que Vu = 8ue-1 définit un C-morphisme

dont on vérifie sans difficultés qu’il satisfait les relations suivantes pour
toute fonction f :

C’est-à-dire que l’on a muni 7r*(M/M-1) d’une connexion :

PROPOSITION 5. - Soit M un ~-module localement libre de rang 1 ;
alors 7r~(A~/A~-i) est canoniquement muni d’une connexion.
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Considérant comme sous-(9-module de ~r* (./~l /.Jl~l _ 2 ) et de

7r. (M /M - 1), on voit que 8-1 induit l’identité sur (.Jl~l ) . Par conséquent,
la connexion que l’on vient de définir sur induit une

connexion sur qui coïncide avec la structure de D-module usuelle.

~r* (.J~l /.Jlil _ 1 ) /~r* (.Jl~l ) se trouve donc muni d’une connexion.

Pour pouvoir traiter les Ê-modules, D-modules et (9-modules munis
d’une connexion non-intégrable dans un même cadre, nous allons introduire
un faisceau de C-algèbres ,~1., pour lequel les A-modules sont exactement
les 0-modules munis d’une connexion. Ce faisceau d’algèbres généralise
donc le faisceau D, les D-modules n’étant que des (9-modules munis d’une
connexion intégrable.

3.2. Définition de A et propriétés.

DÉFINITION 3. - Soit A le faisceau de C-algèbres engendré par les
fonctions holomorphes f et les symboles Vv pour tout champ de vecteurs V,
avec les relations suivantes :

Par construction on a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 6. - Soit ./1il un 0-module. Alors munir M d’une

structure de i-modue est équivalent à le munir d’une connexion.

PROPOSITION 7. - Un A-module 0-cohérent est 0-localement libre

Démonstration. - Cette proposition se démontre de la même façon
que dans le cas des D-modules. D

COROLLAIRE 2. - Les quotients et les sous-modules d’un A-module
localement libre de rang fini sur C~ sont localement libres de rang fini sur 0.

Démonstration. - C’est une conséquence de la proposition précé-
dente, de la cohérence de 0, et du lemme de cohérence noethérienne du
théorème 1. 0

La proposition suivante, qui calcule le gradué de ,,4 pour sa filtration
naturelle, sera un ingrédient essentiel de la deuxième partie lorsque nous
étudierons les D-modules micro-localement libres de rang 1.
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PROPOSITION 8. - Munissons de la filtration pour laquelle les
fonctions sont de degré 0 et les champs de vecteurs de degré 1. L’algèbre
graduée est alors T(7-), l’algèbre tensorielle d u 0-module des champs
de vecteurs.

Démonstration. - On vérifie qu’associer à U1 0 ... Q9 Un la classe de
modulo définit un morphisme canonique de 0-algèbre

T(T) - Pour montrer que c’est un isomorphisme, on met une
connexion locale V sur T ; la formule

où T est un champ de tenseurs, étend la connexion V à et donc

y définit une structure de A-module. Il est clair que le gr A-module
gradué associé est d’une façon compatible avec le morphisme gradué

,~1., montrant que c’est un isomorphisme. 0

Courbure, intégrabilité et V. - Le faisceau d’algèbres D des opéra-
teurs différentiels étant engendré par les fonctions et les symboles au, pour
tout champ de vecteur U, soumis aux relations

Il est clair que D est naturellement un A-bi-module ; plus précisément
D = 4/ 1, où I est l’idéal bilatère de .~4. engendré par les [Vu ; 
On reconnaît ici le tenseur de courbure, qui dans le cadre du faisceau .~l est
défini comme suit :

DÉFINITION 4. - Le morphisme de courbure R est le morphisme de
O-0-bimodules :

On a par conséquent la présentation suivante de D en tant que
,4-bi-module :

Notation. - Par la suite, pour toute section locale P de ,,4, nous
noterons P sa classe dans D.
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spécial associé à un 9-module
localement libre de rang 1.

La connexion définie plus haut sur le 0-module 7r~(A~/A~-i)
induit donc une structure de A-module sur ce dernier. Ce ,,4-module
est naturellement filtré par les ~r* (.Jl~l ~ /.J~l _ 1 ) et nous avons

déjà vu que son gradué est le T’(T)-module

De plus il vérifie la propriété suivante :

pour tout bi-vecteur U.

L’objectif de ce qui va suivre étant d’établir une correspondance
bi-univoque entre les [-modules localement libres de rang 1 et certains

A-modules, il est naturel de se concentrer sur les ,~4-modules qui satisfont
les propriétés venant d’être formulées pour ~r* (.Jl~l /.J1~1 _ 1 ) ; c’est-à-dire :

DÉFINITION 5. - Nous appellerons catégorie des A-modules spéciaux
la sous-catégorie pleine de la catégorie des A-modules filtrés dont les objets
sont les A-modules .Jlil vérifiant les conditions suivantes :

- Mo est un 0-module inversible,

. R(U)M C pour tout bi-vecteur U.

Et donc, pour résumer ce qui vient d’être dit :

PROPOSITION 9. - Soit M un Ê-module localement libre de rang 1.
Le 0-module 7r.(M/M-,) est canoniquement muni d’une structure de
A-module, et c’est alors un A-module spécial. Cette construction est un
foncteur TI de la catégorie des ~-mod ules localement libres de rang 1 dans
celle des A-modules spéciaux.

3.4. Théorème d’équivalence entre E-modules localement libres
de rang 1 et .A-modules spéciaux.

Dans cette section, nous allons montrer que le foncteur II de la

catégorie des Ê-modules localement libres de rang 1 dans la catégorie des
A-modules spéciaux qui à M associe ~r* (.N1 /.J~t _ 1 ) est une équivalence, et
ceci en construisant explicitement un foncteur inverse. La construction du
foncteur II s’effectuant en deux étapes :
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. à un f-module localement libre de rang on associe le fo-module

. au ~o-module M /M - 1 on associe le ,A-module ~r* (.J~t /.Jl~t _ 1 ) .
Nous allons construire une catégorie intermédiaire, la catégorie des

So-modules spéciaux, de façon à ce que ces deux étapes deviennent des
foncteurs, et qui plus est, des équivalences.

3.4.1. Eo-modules spéciaux.

DÉFINITION 6. - La catégorie des Eo-modules spéciaux est la sous-
catégorie pleine de la catégorie des fo-modules positivement filtrés dont
les objets N sont localement isomorphes à £;f_1 et tels que No est un

de la forme 0(0) où 12 est un Ox-module
inversible .

Comme il est clair que pour un ~-module localement libre de rang M,
le fo-module M/M-1 est spécial, nous avons un foncteur Hi .

Construisons maintenant un foncteur réciproque. Rappelons que si A
est un anneau, B un sous-anneau de A et N un B-module à gauche, alors
pour tout h e N, P e A et Q E A, la formule

définit une structure de A-module à gauche sur HomB (A; N) . Donc si N
est un Eo-module spécial,

est un ~-module à gauche, et le fait que N soit spécial entraîne que la
famille des sous-êo-modules

est une filtration de F(N). Nous avons donc un foncteur F de la catégorie
des So-modules spéciaux dans la catégorie des 9-modules filtrés. Pour

montrer que F est un inverse de Hi nous devons vérifier les trois points
suivants :

Premier point. - Montrons que si .Jlit est un [-module localement
libre de rang 1, le morphisme
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est un isomorphisme de [-modules filtrés. Il est clair que (D respecte les
filtrations. De plus, au vu des relations suivantes :

il suffit de montrer que les morphismes suivants (induits par ~) :

sont des isomorphismes; mais ceci découle du fait que est

localement monogène.

Deuxième point. - Montrons que si N est un êo-module spécial,
le morphisme de E()-modules :

se factorise en un isomorphisme de êo-modules filtrés

On choisit des coordonnées locales et on se place sur l’ouvert 01. Les
go-modules et N~ sont alors monogènes, ce qui permet de voir que W induit
des épimorphismes N~ dont le noyau est Ce qui montre
l’assertion.

Troisième point. Il nous reste à vérifier que si N est un go-module
spécial, est un £-module localement libre de rang 1 canoniquement
filtré. Le fait que F (N) est localement libre de rang 1 se vérifie localement
et découle de l’isomorphisme S - F(~/~_ 1 ) du premier point. Le fait que
la filtration de F(N) coïncide avec la filtration canonique de F(N) en tant
que Ê-module localement libre de rang 1 découle du deuxième point.

Nous avons par conséquent obtenu :

PROPOSITION 10. - Les foncteurs II1 et F sont inverses l’un de

l’autre et induisent donc une équivalence entre la catégorie des Ê-modules
localement libres de rang 1 et la catégorie des êo-modules spéciaux.

Passons maintenant à l’étude de la deuxième étape de la construction
du foncteur II. Si A4 est un Ê-module localement libre de rang 1, on
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remarque que la raison pour laquelle 7r*(M/ M-1) est un A-module spécial
est que est un fo-module spécial. La deuxième étape est donc en
fait le foncteur 7r * de la catégorie des fo-modules spéciaux dans celle des
,A.-modules spéciaux. Construisons maintenant un inverse à ce foncteur.

3.4.2. Le foncteur ~o (.) . - Dans cette partie, nous allons définir et
étudier le foncteur principal de ce travail : le foncteur êo(.) de la catégorie
des A-modules filtrés dans celle des fo-modules positivement filtrés (et donc
de torsion). Signalons que ce foncteur resservira dans la deuxième partie.

Construction d u foncteur £o( .). - Soit un A-module filtré. À partir
de maintenant (dans le cadre de cette construction), tous les faisceaux étant
sur P*X, nous omettrons d’écrire le symbole 7r-1 et les produits tensoriels
considérés seront sur le faisceau d’anneaux 7r-10.

Notons V le morphisme de fo-modules défini comme suit :

Munissons les fo-modules des filtrations produit tensoriel, où 1B iT est
défini de degré i . Il est clair que V respecte ces filtrations, et par conséquent,
nous obtenons un morphisme

DÉFINITION 7. - Notons £0(.) le foncteur de la catégorie des ,A-
modules filtrés dans la catégorie des êo-modules positivement filtrés défini
par

Remarque. Il est aussi possible de voir comme le quotient
de io Q9 Jlit par le sous-Eo-module engendré par les sections de la forme

avec deg(P) -~ deg(Q)  0, où Q est une section
de 4.

3.4.3. Equivalence entre Ê-modules spéciaux et A-modules spéciaux.

PROPOSITION 11. - Si M est un A-module spécial, alors Êo(M) est
un go-module spécial.



195

Démonstration. - Pour simplifier les notations, nous supposerons
que le 0-modules inversible Mo est libre ; ce qui ne pose aucun problème,
puisque le fait qu’un A-module filtré soit spécial se vérifie localement.

- 

Soit M un ,,4-module spécial. Nous allons montrer que le gradué de
So (À4 ) est ~r(~/~_ 1 j, les autres points se vérifiant facilement.

Pour i = 0, l, 2, soit M(i) le êo-module Ê-i Q9 A’T 0 M, muni de la
filtration produit tensoriel (où les sections de 1B iT sont définies de degré i ) .

On définit les morphismes

. pouri=1,

par

. pour i = 0,

On vérifie alors facilement les points suivants :

. V respecte les filtrations,

Ceci permet de construire le complexe A’ de êo-modules filtrés :

Par définition de ~o(.)? ce complexe est exact en /./1~l ~°~ et en fo(M).
Notons N(i) le êo-module filtré M(’)IM(’). Pour montrer que

Qrfo(M) = il suffit de montrer que le complexe B* de Qrfo-
modules

est acyclique, où les premières flèches sont induites par les V, et la dernière
est définie par

Pour tout entier n &#x3E; 0, notons Bn le complexe de O(0)-modules
composante de degré n du complexe B’ . La démonstration de son exactitude
se fera grâce à l’étude de deux complexes auxiliaires C~ et D~.
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Définition et exactitude de Cn. - Pour i = 0, 1, 2, soit /CC i) le gr Ê-
module gr ê 0 0 muni de la filtration produit tensoriel avec la
même convention que précédemment. On a alors le complexe suivant :

où les flèches sont définies successivement par

Notons Cn le complexe de O(0)-modules composante de degré n du
complexe précédent .

Munissons Cn de la filtration induite par celle de n2T 0 gr M sur les
et de la filtration positive triviale sur grn(£/L1). ·

Le complexe gradué associé s’écrit alors en degré p :

. pour p = 0,

. pour p &#x3E; 1,

Ces complexes sont classiquement exacts (les facteurs O(1) étant simpli-
fiables). La filtration de Cn étant positive, on en déduit son exactitude.

Définition et exactitude de Bn est naturellement un sous-
complexe de Cn. Soit Dn le quotient Cn /Bn. Munissons Dn de la filtration
induite par celle de gr ê 0 Le complexe gradué associé en degré p
(1 ~ p  n), est, après simplification,

Ces complexes sont classiquement exacts. La filtration de Dn étant finie,
D~ est donc exact.
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En appliquant la suite exacte longue de cohomologie à la suite exacte
de complexes de Çr f0-modules

on obtient l’acyclicité du complexe B’ .

Il s’ensuit que le complexe A. est acyclique aussi (la filtration étant
positive), et que est gr êo-isomorphe à Qr(Ê/Ê_1). On en déduit
facilement que est un êo-module spécial.

PROPOSITION 12. - Les foncteurs et ~o(.) restreint aux 4-modules
spéciaux, sont inverses l’un de l’autre et induisent donc une équivalence
entre la catégorie des êo-modules spéciaux et celle des .A.-modules spéciaux.

Démonstration. Soit un ,A.-module spécial et N un êo-module
spécial. On construit sans difficulté les morphismes naturels :

En considérant les morphismes des gradués associés, on vérifie que ce sont
des isomorphismes. D

3.4.4. Le théorème d’équivalence. - En regroupant les deux

propositions précédentes, on obtient immédiatement le théorème suivant :

THÉORÈME 2. - Les foncteurs II = o II1 et Ê(.) := F o ~o ( . ) sont
inverses l’un de l’autre et induisent donc une équivalence entre la catégorie
des ~-modules localement libres de rang 1 et la catégorie des A-niodules
spéciaux.

3.5. Un calcul algébrique de l’image directe d’un Ê-module
localement libre de rang 1.

Au vu du théorème d’équivalence précédent, le foncteur de la catégorie
des [-modules localement libres de rang 1 dans celle des D-modules qui à
M associe correspond à un foncteur de la catégorie des A-modules
spéciaux dans celle des D-modules. Or, le faisceau d’algèbres D étant un
quotient de ,,4, il y a deux foncteurs naturels de la catégorie des ,A.-modules
dans celle des D-modules :
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Ces deux foncteurs sont utilisés dans la preuve du résultat homo-

logique de la section 5.3. Il est clair que s’identifie à l’ensemble

des sections m de M qui vérifient R(W)Pm = 0 pour tout champ de
bi-vecteurs W et toute section P de A. C’est donc le plus grand sous-
D-module de M. Par exemple, si ,~’ est un fibré muni d’une connexion,

= 0 0c Hor(.F) où est le système local des sections horizon-
tales de .~’.

Si M est un Ê-module localement libre de rang 1, l’injection canonique
~r* (,~1 /./1il _ i ) identifiant à un sous-D-module du ,,4.-module

~r* (.~l~l /J1~ _ 1 ) , le théorème suivant est assez naturel :

THÉORÈME 3. - Soit M un Ê-module localement libre de rang 1.
On a

Démonstration. - Pour simplifier, nous allons travailler avec

~r* t.J~l /.J~l _ 2 ) à la place de ce qui ne change rien. Fixons
un entier k non négatif. Pour tout entier Ê non négatif, les O-

modules 7r*(Mk/ M-£-3) forment une famille décroissante de sous-modules
de 7r*(M/M-2). On a de plus

On vérifie facilement que les sections m de ~r* (.l1 i1 ~ /.Jl~l _ 2 ) qui satisfont
R(U)Pm = 0 pour tout bivecteur U et toute section P de ,~4 de degré .~,
forment un sous-(9-module Remarquons que si V est la connexion
définie sur 7r(.M/.M-2), et V2 la courbure associée, est le 

module de des sections m qui vérifient : pour toute section
P de .~ de degré Ê, = 0. Les sont décroissants et on a

Nous allons montrer que

ce qui est un peu plus fort que l’énoncé.

Notons le morphisme de réduction
avec les compatibilités evidentes. Ainsi
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Première étape : mise en place. - Considérons la suite de C-

morphismes :

où la première flèche, notée 0 s’écrit en coordonnées locales :

et la deuxième, toujours notée 8 :

On a alors a2 = 0 et on trouve facilement un scindage de cette suite sur les
ouverts {Ç1 # 01 et (g2 # 0~, ce qui entraîne son exactitude.

En faisant l’image directe on obtient la suite exacte suivante :

On vérifie de plus facilement que pour f = 0, cette suite s’intègre dans le
diagramme commutatif suivant :

Deuxième étape. - Vérifions que l’on a bien 7r *

Dans un premier temps, montrons que C À4 k,o .
Soit m une section de ~r* (.I~I ~ /Jlit _3) ; dans ce cas, Vm = am et donc

V’2m == = 0. Par conséquent, M C À4 k,o .
Soit maintenant m une section de 7!~ (M~/A~-~-s) ; pour toute section

P de de degré d  Ê, on a Pm = Pm e 7r((/-3d)-
Si d  l - 1, on a -Ê - 3 + d  -4 et donc = 0. Si d = £, on a

et = 0 comme nous l’avons vu dans

un premier temps.

Dans tous les cas, on a bien m E À4 k,é .



200

Troisième étape. - Montrons maintenant que C 7r,, (M k /M -£-3) -
Récurrence (nous traiterons en même temps la recurrence et le cas

initial). Supposons l’assertion vérifiée pour .~.

Soit m une section de C 1r*(Mk/M-2); nous devons montrer
que m est dans 7r~(.M~/.M-~-4). On a

Par hypothèse de récurrence, il existe une unique section n de

® n1~* telle que (02,~+3 ~ Id)(n) = Vm (dans le cas
où f = -1, n = Vm) .

Mais comme &#x3E; on a et donc

Par injectivité de 02,.~+2, on obtient an = 0. Par exactitude, il existe donc
une unique section s de 7r,, (Mk/ M-£-4) telle n = Os. Par conséquent,

et m - 82,£+4S par injectivité de V. Donc m e 1r*(Mk/M_£-4)
théorème est démontré.

m E ~r*(.Mk~.M_e-4) et le

D

II. V-modules micro-localement libres.

4. D-modules micro-localement libres de rang 1 et
connexions non-intégrables.

4.1. Triplets (.~, B7).
Pour commencer donnons un critère utile.

PROPOSITION 13. - Un D-module est micro-localement libre de

rang 1 sans torsion si et seulement s’il peut être muni d’une filtration telle

que localement gr M C gr D avec égalité en degré assez grand.

Démonstration. - Si est localement libre de rang 1 sans torsion, il

peut être muni de la filtration induite par l’injection naturelle J~! --~ 7r*(M)
(on rappelle que le Ê-module M étant par définition localement libre de
rang 1, il est canoniquement filtré). Il est alors clair que cette filtration

satisfait les conditions de l’énoncé.
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Supposons que satisfait les hypothèses de la proposition. Plaçons-
nous en coordonnées locales. Soit s une section de .Jlil dont le symbole
en tant que section de Çr D ne s’annule pas sur l’ouvert 01. On
remarque alors que s engendre Ê sur {Ç1 # 0) . Comme Ê 
est sans torsion, s en est donc une base sur ~~1 ~ 0}. En faisant la même
chose sur l’ouvert (g2 # O}, on en déduit que M est micro-localement libre
de rang 1. D

Nous allons maintenant voir comment les constructions effectuées

dans la partie précédente se simplifient, ou plutôt donnent des résultats
plus précis, dans le cas des D-modules micro-localement libres de rang 1
sans torsion. Comme la proposition 13 nous le dit, ces modules sont les
sous-modules ~V des Jr* (À4) tels que est 0-cohérent, où est

un Ê-module localement libre de rang 1.

Soit Jlit un D-module micro-localement libre de rang 1 sans torsion vu

comme sous--module de ~r* (.I1~( /.Jl~l _ 1 ) . On a donc une injection canonique
de ,,4-modules A4 - Jr* (A4 /À4-1 ) et le quotient Jr* (À4 /À4-1 ) /M est un
,,4-module 0-cohérent; c’est-à-dire, d’après la proposition 9, un fibré muni
d’une connexion. Notons-le .~’. La filtration de ~r* (.l~l /.Jli1 _ 1 ) induit une
filtration finie sur .~’ ; notons For la composante de degré 0. Deux cas

peuvent alors se présenter :

= 0; alors À4 = est un D-module localement libre

de rang 1 : = V Q9 

. ,~’ ~ 0; alors la projection 7r~(.M/.A/(-i) 2013~ ~ induit une injection

En effet, ne peut pas avoir de section de degré 0 non-nulle sans
être localement libre.

Remarque. - À partir de maintenant, nous nous occuperons

uniquement du deuxième cas, le seul intéressant de notre point de vue.

De plus, par construction, F et For vérifient les propriétés suivantes :

PROPOSITION 14.

. = F, c’est-à-dire que .~ est engendré par par dérivations

covariantes composées.

pour tout bi-vecteur U.
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Grâce au théorème 3, nous voyons que est sans sections horizontales
non-nulles si et seulement si M = 7r*(M). Tout ceci motive la définition
suivante :

DÉFINITION 8. - Appelons triplet (.~, B7) la donnée d’un fibré

F muni d’une connexion V et d’un sous-fibré de rang 1, vérifiant les

propriétés suivantes :

F est engendré par For par dérivations covariantes composées;

. c pour tout bi-vecteur U.

Pour résumer ce qui vient d’être dit :

DÉFINITION 9. - À tout D-module .Jlit micro-localement libre de

rang 1 sans torsion qui n’est pas localement libre est associé le triplet
(F, B7) où :

. V est la connexion induite sur F par les structures de 4-modules

et M.

L’objectif va maintenant être de montrer qu’il y a en fait une

correspondance bi-univoque entre ces deux classes d’objets (c’est-à-dire
les triplets et les D-modules micro-localement libres de rang 1 sans torsion
qui ne sont pas localement libres). Pour cela, nous allons interpréter les
t-modules spéciaux et les triplets (.~’, V) dans le cadre des B-modules.

4.2. A-modules spéciaux et B-modules.

DÉFINITION 10. - Appelons B la sous-algèbre de A des sections de
la forme R(U)P + f, où U est un bivecteur, P une section de ,A et f une
fonction.

Il est alors clair que si M est un A-module spécial, le O-module

localement libre de rang 1 Mo hérite d’une structure de B-module. D’autre

part, si (.~’, V) est un triplet, For est un sous-B-module du ,,4-module .~’.
On peut alors se demander s’il est possible de retrouver M à partir de Mo
(considéré comme B-module O-localement libre de rang 1). L’objectif de
cette sous-section va être de montrer qu’il en est bien ainsi.
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Remarque. - Munir un (9-module inversible f- d’une structure

de B-module est équivalent à se donner un morphisme d’algèbres
13 -~ ,C ® D ® ,C_ ~ .

PROPOSITION 15. - Si 12 est un 8-module qui en tant que O-module
est localement libre de rang 1, alors A est un A-module spécial et
cette construction est fonctorielle.

Démonstration. - Le seul point non-trivial à montrer est que le

gradué de ,~. 013 £ pour la filtration induite par celle de ,~L est isomorphe à
~r D 0 f- = S{?~) ® ~’ C’est donc ce que nous allons faire. Mentionnons de
plus que tous les produits tensoriels considérés sont sur V, excepté ceux qui
sont indicés par B. Soit F et G les morphismes de A-modules définis par

Ces morphismes permettent de construire le complexe de .A-modules

qui est par définition exact en ,A 0 12 et en ,~ L, et où l’on a posé

Ce complexe est naturellement filtré par la filtration produit tensoriel (où £
est défini de degré 0 et de degré 2). Pour montrer que le gradué de
,,4 ®~ ~C est S(T) Q9 L, il suffit de montrer que le complexe de gr ,A.-modules
gradués

est acyclique, où les premières flèches sont induites par F et G, et où la
dernière est la symétrisation.
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Ce complexe est clairement exact en gr et en S(7-) 0 ,C. Nous
pouvons par conséquent nous restreindre à l’étude de l’exactitude en

ce qui en degré f &#x3E; 0, et après simplification s’écrit

où pour alléger, nous avons écrit T a pour et n2 pour /B2T.

Filtrons ce complexe de la manière suivante pour 2  p  f - 2 :

où la flèche est la symétrisation des p + 2 premiers facteurs du produit
tensoriel.

Cette filtration est clairement compatible avec les differentielles du
complexe E’ .

LEMME 1.

Démonstration d u lemme. - Considérons le diagramme commutatif
suivant, dont les lignes sont exactes par définition :

où l’on voit facilement, après simplification du facteur que la

dernière flèche verticale est en fait la dernière flèche du complexe de Koszul

En dimension 2, on a = 0. Le lemme du serpent entraîne donc
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Le lemme 1 est démontré. Par conséquent, en degré p, le gradué du
complexe E’ s’écrit, après simplification du facteur , &#x3E;

qui est évidemment exact. La filtration du complexe E* étant finie, il

s’ensuit que E8 est exact. Donc D8 est aussi exact, et par conséquent
Çr(A 08 12) = S(7) Q9 L, ce qui comme nous l’avons déjà dit, entraîne
que ,A ®,~ ,C est un ,A,-module spécial. D

Remarque. - En dimensions supérieures à 3, le résultat précédent
n’est plus vrai. En effet, dans ce cas A~T ~ 0, et par conséquent le lemme
n’est plus valable. C’est-à-dire qu’il existe dans T(T) des relations de Jacobi
non-triviales, ce qui permet de construire des sections de Im F dont le degré
est strictement inférieur au degré attendu et dont le symbole n’est pas
dans Im ~r F.

THÉORÈME 4. - Les foncteurs suivants sont inverses l’un de l’autre :

. à un A-module spécial M, on associe le B-module O-localement

libre de rang 1 ;

. à un B-module ,C, 0-localement libre de rang 1, on associe le

A-module ,A ®,~ ,C muni de la filtration induite par celle de ,A..

Démonstration. - Soit Jlil un A-module spécial. Par hypothèse, on
a un morphisme surjectif de A-modules .,4 0 À4o - .J~l. On vérifie qu’il se
factorise en .,4 A4o - M et en considérant le morphisme des gradués,
on voit que c’est un isomorphisme.

Soit 12 un B-module 0-localement libre de rang 1. Alors il est évident

que le morphisme naturel de 0-modules .C 2013~ A Q98 ,C se factorise en un

isomorphisme de B-modules 12 ~ Fo (A 08 12) où comme nous l’avons déjà
dit, la filtration sur ,,4 Q98 £ est celle induite par la filtration de ,~4. D

4.3. Les D-modules V).

Précédemment, nous avons associé à tout D-module micro-localement
libre de rang 1 sans torsion qui n’est pas localement libre un triplet
(.~’, B7) satisfaisant certaines propriétés. Grâce au résultat de la section
précédente, nous pouvons maintenant effectuer la construction inverse.

Soit donc B7) un triplet comme nous l’avons défini. Les

hypothèses entraînent que est un sous-B-module de .~’, engendrant
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ce dernier en tant que ,~4.-module. On a par conséquent un épimorphisme de
,~4-modules :

PROPOSITION 16. - Soit V) le noyau de l’épimorphisme
précédent. C’est un D-module naturellement filtré micro-localement libre
de rang 1 sans torsion.

Démonstration. - En effet, d’après la proposition 15, A ©B ~’o est un
,~4.-module spécial. De plus, on vérifie sans difficulté que V) est en
fait un D-module. En munissant V) et .~’ des filtrations induites
par la filtration de ,A os on a une suite exacte :

Le gradué de .~ étant 0-cohérent, nous sommes dans les hypothèses de
la proposition 13, et par conséquent V) est un D-module micro-
localement libre de rang 1 sans torsion.

THÉORÈME 5. - Les foncteurs suivants sont inverses l’un de l’autre :

. à un D-module M micro-localement libre de rang 1 sans torsion qui
n’est pas localement libre, on associe le triplet T(M);

. à un triplet (.~’, V), on associe le D-module 17) micro-
localement libre de rang 1 sans torsion.

De plus, par cette correspondance, ,~’ est sans section horizontale

non-nulle si et seulement si V) est isomorphe à l’image directe de
son localisé.

Démonstration. - Tout d’abord, on voit facilement que le composé
de ces deux foncteurs est l’identité sur la catégorie des D-modules micro-
localement libres de rang 1 sans torsion.

Le reste de la démonstration sera donc désormais consacré à montrer

que le composé des foncteurs est aussi l’identité sur la catégorie des triplets.

LEMME 2. - Soit N un êo-module muni d’une filtration

bornée supérieurement telle que l’intersection des Nk est nulle. Alors

1tom¡)i;N) = o.
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Démonstration du lemme. - Par hypothèse, il existe un entier K

tel que N = NK . Choisissons des coordonnées locales et plaçons-nous sur
l’ouvert ~~1 ~ 01.

Soit h une section de liomî- 0 (Ê; N) et s une section de Ê. Pour tout
1~ &#x3E; 0 on a h(s) = 81-kh(81ks). Donc pour 0, h(s) est 
et comme l’intersection des Nk est nulle h(s) = 0. 1--l

LEMME 3. - Soit M un D-module micro-localement libre de rang 1

sans torsion. Grâce à l’injection canonique M ~ &#x3E; est filtré, et

peut être considéré comme un A-module filtré. On peut donc lui appliquer
le foncteur £0. Alors, on a un isomorphisme canonique de £-modules filtrés :

Démonstration du lemme. - Considérons le complexe de f0-modules

où la deuxième flèche est évidente; la première étant définie par
P o X Q9 m ~ P8x Q9 m - P 0 Oxm. Il est clair que les flèches respectent
les filtrations et que la deuxième est surjective. Par conséquent, on peut
définir le complexe suivant (notations précédentes) :

dont la dernière flèche est surjective.

On a donc, par définition, un épimorphisme H de fo-modules filtrés :

M étant micro-localement libre de rang 1, sans torsion et muni de sa
filtration canonique, on a = pour k assez grand. On en déduit
facilement que la suite

est exacte pour k assez grand. Donc

. d’une part le noyau /C de H est Êo-cohérent , et par conséquent, pour
tout ouvert U assez petit de P* X, on a la surjectivité de la flèche suivante :
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. d’autre part, la filtration induite sur 1C satisfait les hypothèses du
lemme 2, et donc 7ioTnî 0 (~; ~C) = 0. 

-

L’exactitude à gauche du foncteur (~; . ) nous fournit alors le
monomorphisme de ~-modules filtrés : 

0

Il reste donc à montrer que ce dernier est un épimorphisme de Ê-modules
filtrés (c’est-à-dire surjectif et respectant strictement les filtrations). Il suffit
de montrer que

est surjectif.

Soit z un point de P*X ; choisissons des coordonnées locales telles
que ~l (z) 7É 0, un générateur local e de M de degré 0 et plaçons-nous au
voisinage de z.

- 

Il faut donc montrer qu’il existe une famille de sections de

vérifiant les conditions suivantes : 
-

pour tout

Comme H(U) est surjectif pour U assez petit, pour tout n &#x3E; 0 il existe une

section sn de So (À4 ) telle que H (sn ) = 81 ne.
Par conséquent, est une section de J’C. Comme la

filtration de IC est bornée, il existe un N &#x3E; 0 tel que = 0.

Pour tout n &#x3E; 0, posons gn - On vérifie alors que la

famille (gn ) convient, et donc le lemme est démontré. 0

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 5. Soit 

un triplet. Par définition de D(.~’, ~’o, ~), on a la suite exacte suivante
(morphismes filtrés) :

On en déduit un morphisme filtré de E-modules :

Pour le reste de la démonstration, nous noterons le micro-localisé de

V), c’est-à-dire .
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Le lemme 3 nous fournit donc un morphisme filtré de S-modules

et, utilisant le fait que ce morphisme est filtré, nous en déduisons

un morphisme filtré pour les -modules associés, qui s’inscrit dans le

diagramme commutatif suivant :

dont les lignes sont exactes, et où g est un A-module localement libre de
rang fini sur C~.

Le lemme du serpent entraîne alors, par le corollaire de la

proposition 7, que le noyau et le conoyau du morphisme filtré

sont des .-modules (9-localement libres de rang fini. On en déduit alors
facilement (Jr* (À4 /À4- 1 ) et étant des A-modules spéciaux) que le
morphisme en question est un isomorphisme. Il en est par conséquent de
même pour le morphisme Ç - .~’ et le théorème est démontré. 0

5. Étude des modules ,V).

Dans la suite de cette section nous aurons besoin de quelques résultats
généraux sur les A-modules.

5.1. Quelques préliminaires sur les ,~4-modules.

Les A-modules à gauche correspondant aux O-modules munis d’une
connexion et les .A-modules à droite aux O-modules munis d’une connexion
à droite, les opérations sur les O-modules munis d’une connexion (à gauche
ou à droite) sont aussi définies sur les ,,4-modules (à gauche ou à droite).
Rappelons-en quelques unes.

5.1.1. Le A-module Soit M et N des ,A-modules à

gauche. Il est possible de munir 1tomo(M; N) d’une structure de A-module
à gauche canonique.
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L’action des fonctions holomorphes étant evidente, il suffit de définir

celle des champs de vecteurs. Soit X un champ de vecteur et h une section
de Pour toute section m de M, posons

On vérifie sans difficulté que Vx h est 0-alinéaire et que cette action des

champs de vecteurs définit une connexion sur 1tomo(M;N), ce qui d’après
la proposition 6 le munit d’une structure de ,A-module.

En particutier, 0 étant canoniquement un .~4-module à gauche, et plus
précisément un D-module à gauche, pour tout ,~4-module à gauche M, le
0-modules M * = Homo (M; V) est un A-module à gauche.

5.1.2. Les A-modules N ® M. - Soient M un A-module à gauche
et N un A-module à droite. Nous allons munir le (9-module N Q9 M d’une
structure canonique de ,~4.-module à droite. La formule

définit bien une action des champs de vecteurs sur N Q9 M. On vérifie que
c’est en fait une connexion à droite, et par une adaptation à droite de la
proposition 6, N (D M devient un A-module à droite.

En particulier, étant canoniquement un A-module à droite, et
plus précisement un D-module à droite, (on rappelle que w ~ Vx = -£xw),
pour tout A-module à gauche M, le (9-module A’7-* est un A-module
à droite.

Soit et N deux -modules à gauche, on vérifie que la formule

permet de munir le (9-module N 0 M d’une structure de ,~4-module à

gauche.

On a de plus la compatibilité suivante entre les deux constructions
précédentes :

PROPOSITION 17. - Soit M et N deux A-modules à gauche.
L’isomorphisme canonique de 0-modules

est un morphisme de A-modules à droite pour les structures définies
précédemment.
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5.1.3. Quelques morphismes standard. - Soit un A-module à

gauche. Il lui est associé deux C-morphismes

où C est la section canonique de T* 0 T vue comme section de T* (D A. On

rappelle que V2 est un morphisme de O-modules appelé la courbure de M.

Soit N un A-module à droite. Il lui est associé deux C-morphismes

et alors ~2 est un morphisme de 0-modules.
On remarque que ces quatre morphismes sont compatibles avec le

passage gauche-droite. Plus précisément :

PROPOSITION 18. - Si M est un ,A-module à gauche, et si

JV = A 2T* Q9 M est le A-module à droite associé, on a le diagramme
commutatif suivant :

où les flèches verticales sont des 0-isomorphismes évidents.

En particulier, si M est un -module à gauche, D 0 est un ,,4-
module à droite ou un .~4-module à gauche, et on a donc les morphismes
V et V associés.

Si N est un ,A-module à droite, N 0 D est un A-module à droite, et
on a donc les morphismes V associés.
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PROPOSITION 19.

. Soit un A-module à gauche. Alors V est un morphisme de
D-modules à gauche et on a la suite exacte :

. Soit N un à droite. Alors V est un morphisme de
D-modules à droite et on a la suite exacte :

Démonstration. - C’est une simple récurrence, utilisant le fait que
les champs de vecteurs engendrent le faisceau d’algèbres ,r4. 0

PROPOSITION 20. - Soient M un A-module à gauche et N un A-
module à droite qui est un D-module. On a alors un isomorphisme de
D-modules à droite

Démonstration. - Soit l l’idéal bilatère de .~4. engendré par l’image
de R : /B27 ~ ,,4.. Alors

. N 0 est le quotient de N 0 par le sous-A-moduie à
droite qui est le sous-module engendré par les sections de la forme
n 0 PR(U)m où P est une section de ,A et U un bi-vecteur ;

. (N 0 est le quotient de N 0 M par le sous-A-moduie à
droite (N ® qui est le sous-module engendré par les sections de la
forme (n 0 m)R(U)P. Mais comme N est un D-module, (n 0 m)R(U)P =
(n 0 R(U)m)P.

Il suffit donc de montrer que.

Comme est une section de qui est un sous-module
à droite, (n 0 R(U)m)P est une section de et par conséquent

Soit P une section de ,~4.. Montrons par récurrence sur le degré de P
que pour toutes sections n de N, U de n2T et m de la section

n 0 est dans (N 0 M)I. Si P est de degré 0, c’est évident.
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Supposons que l’assertion est vérifiée pour deg(P)  k. Alors pour tout

champ de vecteurs X, on a

et donc n 0 B7 x P R(U)m est dans (N 0 L’assertion est donc vérifiée

pour deg(P)  1~ + 1. Par conséquent N 0 c 0 À4)1, et la

proposition est démontrée. 0

5.2. Calcul des D-modules V).
Dans le chapitre précédent, nous avons travaillé avec des triplets

satisfaisant certaines propriétés. Si, à la place de supposer le (9-module
localement libre de rang 1, nous l’avions supposé de rang r, nous aurions

pu, par la même construction, lui associer un D-module B7), qui
cette fois aurait été micro-localement libre de rang r sans torsion. Dans la

suite, nous allons utiliser cette extension de la construction dans le cas où
,~’ _ For. Nous abrègerons alors D(F, F, 17) = D(0). Par définition, pour
tout fibré .~’ de rang r, on a

C’est un D-module micro-localement libre de rang r sans torsion

naturellement filtré et le gradué de son micro-localisé est Çr S © .~’.
Le corollaire 3 permet de calculer par dévissage les D-modules

B7); c’est-à-dire d’en obtenir une présentation par générateurs
et relations ; ce qui permet aussi de calculer un cocycle standard du micro-
localisé.

PROPOSITION 21. - Soit ~ un fibré muni d’une connexion. On a la

suite exacte suivante :

Démonstration. - La deuxième flèche est induite par le morphisme :

qui se factorise en
facilement.

comme on le vérifie
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Il suffit de vérifier que le complexe suivant, dont toutes les flèches ont
déjà été définies, est acyclique :

En fixant, uniquement dans le cadre de cette démonstration, 0 de degré 0,
/B iy de degré i, et en munissant chaque terme de ce complexe de la filtration
produit tensoriel, on obtient un complexe positivement filtré, et il suffit de
montrer que le complexe gradué associé est exact.

En degré n &#x3E; 1, ce dernier s’écrit

et en degré 0,

Ces complexes sont classiquement exacts et par conséquent la proposition
est démontrée. 0

PROPOSITION 22. - Soit (.~’, B7) un triplet. On a la suite exacte
suivante :

Démonstration. - La première flèche est une inclusion naturelle, et
la deuxième est induite par le morphisme

où P désigne l’image de P dans D par le morphisme canonique de ,~l dans D,
et s, la classe de s modulo 00 .

Considérons le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont
par définition exactes :

Grâce au lemme du serpent, il suffit de montrer que la suite suivante, pour
les morphismes définis précédemment, est exacte :

Munissant ce complexe de la filtration induite par celles de ,,4 et D, le

complexe gradué associé est

qui est clairement acyclique.
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COROLLAIRE 3. - Le complexe, où l’on a indexé le premier 0 en
d egré -1,

n’a de cohomologie qu’en degré 1, et dans ce cas elle vaut :Fo, B7).

Démonstration. - C’est une conséquence immédiate de la proposition
précédente; la première flèche a déjà été définie et la deuxième est

où s signifie encore classe de s modulo D

5.3. Quelques résultats homologiques sur
les D-modules ~).

L’objectif de cette section est de montrer que les D-modules

B7) sont localement stablement libres si .~’ n’a pas de section

horizontale non-nulle.

5.3.1. Calcul de D) et conséquences.

PROPOSITION 23. - Soit F un fibré muni d’une connexion. On a

Démonstration. - En appliquant le foncteur Homv( ;V) à la suite
exacte :

on obtient la suite exacte

où l’on a munit .~’* de sa structure de 1-module à gauche canonique et
.~* ~ D de la structure de A-module définie dans la section 5.1.

LEMME 4. - Sous les hypothèses précédentes, on a
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Démonstration d u lemme. - Par les propositions 17 et 18, on peut
écrire la suite exacte précédente :

Par la proposition 19, on a donc

et la proposition 20 permet de conclure. 0

Reste à calculer plus précisément ce D-module en fonction de
= (90c~or(.F) où est le système local des sections

horizontales de .~’.

LEMME 5. - Soit M un 4-module à gauche qui est un 0-module
localement libre de rang fini. On a alors un isomorphisme canonique

Démonstration du lemme.

. Définissons tout d’abord le morphisme : à une section h de

(D 0A A~*)*, on associe l’unique section m de À4 telle que (m* 1 m) -
h(l 0 m* ) pour toute section m* de .Jl~l * .

L’existence de m est assurée par le fait que, J~l étant (9-localement

libre de rang fini, il est égal à son bidual.

On vérifie alors facilement que m est dans ?-L (.J~l ) et ceci définit bien
un morphisme de D-modules à gauche.

. Construisons maintenant le morphisme réciproque : à une section
m de ?-~(.J~~l ), on associe la section h de (D 0A .J~( * ) * définie par : pour toute
section P 0 m*

que Q = P.
où Q est une section de ,,4 telle

On vérifie alors que cette définition ne dépend pas du choix de Q :
il faut montrer que pour toute section m de 7~(.M), m* de .Jl~l * , U de /B2T,
et P de ,,4., on a m) = 0.

Ceci se voit facilement par récurrence sur le degré de P (on rappelle
que par définition de on a (17* m* m) _ £x(m* 1 m) - (m* 1 Vxm»;
le cas initial se démontrant grâce à l’identité
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. Il ne reste plus qu’à vérifier que les morphismes que l’on vient de
définir sont réciproques l’un de l’autre ; ce qui ne pose pas de difficulté.

Reprenons la démonstration de la proposition 23.

Le fibré .~’ étant (9-localement libre de rang fini, le lemme s’applique ;
de plus les ,,4-modules et (qui sont aussi des D-modules) étant
aussi 0-localement libres de rang fini par le corollaire 2 de la proposition 7,
on obtient

Et par conséquent

COROLLAIRE 4. - Soit F un fibré muni d’une connexion V. On a

équivalence des propriétés suivantes :

n’a pas de section horizontale non-nulle,

. H(F) = 0,

. est un D-module localement stablement libre.

Démonstration. - Seule l’équivalence avec le dernier point est

nouvelle. Si .~’ n’a pas de section horizontale non-nulle, la proposition
précédente entraîne que D) = 0. Mais ceci entraîne que la suite
exacte de la proposition 21 se scinde localement. Par conséquent est

localement stablement libre.

Réciproquement, si est localement stablement libre, on a

D) = 0 et donc .~’ n’a pas de section horizontale non-nulle

par la proposition 23. D

5.3.2. Calcul de et conséquences.

PROPOSITION 24. - Soit (.~’, B7) un triplet. On a :

Démonstration. - Appliquons le foncteur Uom-D(.; D) à la suite

exacte :
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On obtient la suite exacte :

D’une part, on a

D’autre part, est de

torsion en tant que O-module. Le module étant 0-

localement libre, il s’ensuit que le morphisme

est nul. On a donc l’isomorphisme de D-modules à droite

et la proposition 23 permet de conclure. 0

THÉORÈME 6. - Soit (.~, B7) un triplet. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

. F n’a pas de section horizontale non-nulle,

. - 0,

. V(F, Fo, B7) est l’image directe d’un Ê-module localement libre de
rang 1,

. B7) est un D-module localement stablement libre.

Démonstration. - Seules deux équivalences méritent d’être démon-
trées. Le D-module D © a en effet deux résolutions (la première
provient de la proposition 22) :

Le D-module D © 0 est évidemment localement projectif, et le corollaire 4
entraîne qu’il en est de même pour V(F) si ,~’ n’a pas de section horizontale
non-nulle. Un lemme d’algèbre homologique, [Bl], ch. 2, prop. 1.1, entraîne
alors que l’on a localement un isomorphisme canonique
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Par conséquent B7) est localement stablement libre. La réciproque
est immédiate.

Quant à l’équivalence entre les points 2 et 3, c’est une conséquence
immédiate du théorème 3. D
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