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A LA RECHERCHE DE PETITES SOMMES
D’EXPONENTIELLES

par E. FOUVRY et P. MICHEL (*)

I. Introduction.

I.1. Enoncé des résultats dans le cas général.

Soit f une fraction rationnelle & coefficients dans Z, qu’on suppose
normalisée de sorte que f = P/Q, P et @ étant deux polyndmes premiers
entre eux, dont les coefficients sont premiers entre eux. Soit n > 1 un
entier sans facteur carré. Pour m entier vérifiant (m,n) = 1, on considére
la famille de sommes trigonométriques

mP(z)Q(x)
Sg(m;n) = Z e(-—n———),
z€Z/nl
(Qa),n)=1
ol, comme de coutume, @ désigne, dans la fraction £ ou dans une congru-
ence modulo n, 'inverse de a modulo n lorsque (a,n) = 1, et e(.) désigne
le caractere additif, z — exp(2miz). Plus généralement, pour x caractere

de Dirichlet modulo n, on considére la somme

31

S¥(m;n) = Z X(w)e(zni(iTn)Qiz).

z€Z/nl
(Q(x),n)=1

(*) Recherche subventionnée par la NSF (DMS-97-2992), la Ellentuck Fund et par
I'Institut Universitaire de France.

Mots-clés : Sommes d’exponentielles sur un corps fini — Sommes de Kloosterman et de
Sali — Monodromie — Loi de Sato-Tate — Grand crible.
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Rappelons que ces sommes vérifient une relation de multiplicativité
croisée, qui dans le cas des sommes Sy, s’écrit comme

(1.1) Sg(m;ning) = Sp(mnr; n2)S(mng;ny), pour (ni,ng) =1,

et dans le cas de S} s’écrit

(1.2)  Sf(m;ning) = S¥* (mig; n1)SF* (mig; ng), pour (n1,ng) =1,
oll 1 et x2 sont les uniques caracteres modulo ny et ng tels que x = x1x2.

Depuis Weil et la démonstration de 'hypothese de Riemann pour les
courbes sur les corps finis, on sait que pour tout p nombre premier assez
grand et tout m premier a p, on a la majoration

(1.3) 1S¢(m; p)| < kgp'/?,
et

(1.4) 15X (m; p)| < kP2,
avec

ks = max(deg P, deg Q) + #{ racines distinctes de Q} — 1

et
kfékjﬁékf%—Z

(voir [Del], par exemple). Les relations (1.1) et (1.3) entrainent donc la
majoration

(L5)  |Sy(min)| < K"n'/* pour p(n) £ 0t (m,n) =1,

(avec w(n) et p(n) : nombre de facteurs premiers et fonction de Mobius
de l’entier n) et une majoration similaire pour |S¥(m;n)|. L'objet de ce
travail est de s’intéresser & l’existence de couples (m, n) tels que la valeur de
|S¢(m;n)| soit tres petite, & savoir aussi loin que possible de la majoration
(1.5). Ce probléme est & deux parametres, il est d’autant plus difficile qu’on
fixe la valeur de m ou de n, ou qu’on restreint le nombre de facteurs premiers
de lentier n. Cette question s’inscrit dans le cadre naturel de la conjecture
de Sato-Tate horizontale qui prédit I’existence d’une mesure régissant, a m
fixé, la répartition des valeurs de

Sy(m;p)
k¢\/p,

dans le disque de rayon 1, lorsque p parcourt ’ensemble des nombres
premiers. Cette conjecture est prouvée dans trés peu de cas, & savoir
pour S¢(1;p) avec f polynéme de degré 1 (la somme correspondante
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est alors constamment nulle), de degré 2 (S; est alors une somme de
Gauss quadratique), f(X) = X3 (c’est une conséquence de la résolution
par Heath-Brown et Patterson ([H-BP]) de la conjecture de Kummer) ou
pour les cas s’y ramenant. Pour des f généraux, elle est toujours hors
d’atteinte en particulier dans le cas trés classique de la fraction rationnelle
F(X) =aX +b/X, (Sax4b/x(m;p) est alors une somme de Kloosterman).
Toutefois, grace aux travaux de Katz ([K3], [K4]) on sait que si f vérifie
les hypotheses H.1, H.2, H.3 (ou H.3’) énoncées dans les théorémes 1.2 et
1.3 ci-dessous, I’ensemble de p — 1 nombres

[S¢(mip)|
VP
devient équiréparti, sur [0,k¢], selon une certaine mesure, lorsque p tend
vers l'infini (loi de Sato-Tate verticale). Ces résultats de Katz sont &
lorigine de travaux du deuxiéme auteur ([Mil], [Mi2]) qui s’est intéressé
3 la taille des sommes S¢(1;pg) pour p et g premiers distincts, et f une
fraction rationnelle vérifiant les hypotheéses génériques H.1, H.2, H.3 (ou
H.3"). Il a ainsi prouvé qu’il y a une proportion positive de couples de
premiers (p,q),z < ¢ < p < 2z, (x — 00), tels qu’on ait la minoration

IS5 (1;p9)| >k, VPG,

prouvant ainsi, a la constante kfc pres, Poptimalité de la majoration

1S¢(1;pg)| < k7v/PO-

Puisqu’il n’y a pas, en général, de relation entre S¢(P; q) et S¢(g; p), il n’est
pas possible, par la méthode utilisée dans la suite de cet article pour les
sommes de Salié, de donner la loi de répartition du rapport S¢(1, pg)/ k?\/p_q
pour ¢ < p £ z. Toutefois, on peut donner des résultats sur les valeurs
extrémement petites de S¢(1;pq), pour des f trés généraux. Etant donnée
f, on cherche & prouver l’existence d'une constante 3 = 3y, telle qu’il existe
une infinité de couples (p, q) vérifiant

1S¢(1;pg)| < vpa' .

En fait, on verra que § peut étre pris comme fonction de ky uniquement.
Pour le cas classique des sommes de Kloosterman, nous obtenons le

(1<m<p_1)7

COROLLAIRE 1.1. — Soit f(X) = X + X1, alors pour tout € > 0,
il existe une infinité de couples (p,q) de nombres premiers distincts, tels
qu’on ait la majoration

_1
IS¢ (1;p9)| < g 5.

TOME 52 (2002), FASCICULE 1



50 E. FOUVRY & P. MICHEL

La méme propriété est vraie pour f(X) polynéme de degré 3 tel que f'(X)
n’ait pas de racine double.

Ce corollaire est un cas particulier des théorémes 1.2 ou 1.3 ci-dessous,
pour 1’énoncé desquels nous fixons les notations suivantes : si f est une
fraction rationnelle, on désigne par Z(f’) ’ensemble des zéros de f’ et on
pose Cy := f(Z(f’)). On montrera le

THEOREME 1.2. — Soit k > 2 et soit f une fraction rationnelle telle
que ky = k et vérifiant les hypothéses suivantes :

H.1. Les zéros de f'(X) dans P!(C) sont simples (autrement dit
4Z(f') = kz),

H.2. f sépare les zéros de f'(X) i.e. si z et 2’ apparmennent azm,
on a limplication f(z) = f(2) = 2z = 2’ (autrement dit
iCr =42(f")),

H.3. On a 'implication

81 — 8o = 83 — 84 S] = S3 et 8o = 84
et - ou
81, S2, 83, 84 € Cf 81 = 89 et 83 = 4.

Alors, pour tout £ > 0, il existe une infinité de couples (p,q) de
nombres premiers distincts, tels qu’on ait la majoration

1S¢(1;p9)| < VPG 7,

avec
1

/62:-’ et 519

2
5 = —__—3(192 gy pour k >3

Rappelons que les conditions H.1, H.2 et H.3 sont précisément celles
de ([K3], 7.10.5, 7.10.6) et on les retrouve dans ([Mi2], théoréme 1.1). Le
dernier théoréme augmente la valeur de By pour des f spéciaux. On a le

THEOREME 1.3. — Soit k > 2 et soit f une fraction rationnelle
vérifiant I’égalité ky = k ainsi que les hypothéses H.1 et H.2 du théoréme
1.2. On suppose en outre que f vérifie

H.3'. La fonction f est impaire et on a I'implication
81 =83 et 89 = 84

81 — 89 = 83 — 84 ou
et - 81 =82 et 83 = 84
81, S2, 83, s4 € Cf ou
81 = —84 et 8§59 = —s3.
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A LA RECHERCHE DE PETITES SOMMES D’EXPONENTIELLES 51

Alors, pour tout € > 0, il existe une infinité de couples (p,q) de
nombres premiers distincts, tels qu’on ait la majoration

_ 4
S(1: < 1-PBr+e - *
155(1;pg)| < /Pa , avec [y CEYED)

Les conditions H.1, H.2 et H.3’ sont les hypothéses de ([Mi2], théo-
réme 1.2). Bien siir, il est possible, dans chacun des théorémes, de donner
une minoration du cardinal de 1’ensemble des couples (p,q) d’ordre de
grandeur fixé, vérifiant 'inégalité demandée. On a voulu fournir la valeur

la plus grande de S ; par notre méthode, elle est obtenue pour p = ¢2.

I.2. Remarques sur les hypothéses H.1, H.2, H.3 et H.3'.

On pourra se reporter & [Mi2] pour des exemples de fonctions f satis-
faisant aux hypothéses des théorémes 1.2 et 1.3 mais il est naturel de rendre
plus significatives ces conditions et de cerner les champs d’application des
théorémes 1.2 et 1.3. On verra, au §II. 1, que les hypotheses H.1, H.2, H.3
(ou H.3') impliquent qu’un certain groupe de monodromie géométrique
est SLy (ou Spx). Ces deux groupes ont respectivement, pour compacts
maximaux, SUy et USp,. Pour k = 2, ces deux groupes coincident, ce
qui explique pourquoi on obtient la méme valeur de (2 dans chacun des
théoremes 1.2 et 1.3.

Remarquons ensuite I'implication

(1.6) f= g vérifie H.1 = deg P > deg Q

(il suffit de regarder 'ordre de oo comme zéro possible de f’). On a de
méme I'implication

(1.7 f impaire vérifie H.1 = 2|k;.

En effet, d’apres (1.6), P et Q vérifient deg P > deg @, avec (P,Q) =1 et
on envisage les deux cas :

e P pair et @ impair : deg P est pair, et () a un nombre impair de
racines distinctes, puisque 0 est racine d’ordre impair, donc ky est
pair.

e P impair et Q pair : deg P est impair et ), qui ne s’annule pas en 0,
a un nombre pair de racines distinctes, donc k¢ est pair.

TOME 52 (2002), FASCICULE 1
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Remarquons maintenant I’implication
(1.8) f impaire vérifie H.1, H2 et H3 = ks = 2 ;

en effet, d’apres (1.7), si un tel f vérifiait de plus ky > 2, il vérifierait
kf > 4, et en raison de l'imparité de f, C; comprendrait au moins 4
éléments distincts, notés s;, —s1, S2 et —so, pour lesquels H.3 n’est pas
vérifiée puisqu’on a s; — (—s2) = s2 — (—s1).

Par contre, on a trivialement
(1.9) f impaire vérifie H.1, H2 et ky =2 = f vérifie H.3.

Ainsi ’'ensemble des f vérifiant les hypotheses des théorémes 1.2 et 1.3 est
égal & '’ensemble des f impaires vérifiant kf = 2 et les hypotheses H.1 et
H.2 (on verra plus bas que ’hypothése H.2 est conséquence de H.1 et de la
condition ky = 2).

Signalons en outre que les théorémes 1.2 et 1.3 renseignent simul-
tanément sur les sommes S¢(1;pq) dés que f vérifie H.1 et ky = 2. En
effet, puisque ky = 2, on voit d’aprés I'implication (1.6), que f a deux
allures possibles :

o f= g avec deg P = 3 et deg @ = 0. La fonction f est un polynome
du troisieme degré f(X) = aX3+bX%+cX +d. Faisant le changement
de variables b

X =3aY — 30
on a l'égalité
b3 — 9abc + 27a2%d
27402 ’

ce qui donne pour tout n tel que (3a,n) = 1, la relation
IS¢ (L;n)] = [Sg(1;m)l,

ol g est le polynéme cubique impair g(X) = 27a*X3 + (3ac — b?) X.
Dans ce cas, signalons que la condition H.1 signifie que f(X) et g(X)
ne sont pas de la forme a(X — t)3 + v, la condition H.2 est toujours
satisfaite, et il en est de méme pour H.3 et H.3’, d’apres (1.9). On
peut donc appliquer le théoréeme 1.2 & f ou le théoreéme 1.3 4 g.

o f = —g avec degP = 2 et deg@ = 1. On écrit donc f(X) =
aX +b+c/(X +u) avec a, b, ¢ et u sont des constantes avec ac # 0.

Notons qu’une telle fonction vérifie toujours H.1, H.2 et H.3. On fait
le changement de variables X =Y — u et on parvient & 1’égalité

1S5 (Ln)| = [S4(1;m)],

2
f(X) =27a*Y3 + (3ac - b)Y +

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



A LA RECHERCHE DE PETITES SOMMES D’EXPONENTIELLES 53

avec g(X) = aX + ¢/X. Cette fonction est impaire, vérifie H.1, H.2
et H.3'. Le théoreme 1.3 s’applique aussi & la fonction g.

Pour terminer, mentionnons qu’on dispose de résultats similaires pour
des sommes de Kloosterman multidimensionnelles (cf. [K2] pour leur étude
détaillée)

Kl (1;pg) = > e(ﬁﬁiﬂ);

zy, .,x) (mod pq)
z1zy zR=1 (modpgq)

ainsi, pour tout ¢ on a la majoration | Kl (1;pq)| < 4 /pg" 1P pour un

infinité de couples (p, ¢) de nombres premiers distincts, ’exposant G étant
celui du théoréme 1.2 si k est impair et celui du théoreéme 1.3 si k est pair.

1.3. Le cas particulier des sommes de Salié.

L’étude analogue pour les sommes S}‘(l;p) nécessite davantage de
précautions dans la présentation, puisque le caractere x dépend de p.
Toutefois, si & chaque p, on associe de facon naturelle un caractére x, on
peut, 1a aussi, rechercher la répartition des rapports

S¥(L;p)

kxvp '
lorsque p — oo. Lorsque x est le caractére de Legendre modulo p (p > 3)
et que f(X) = X +1/X, il s’agit d’'une somme de Salié et la répartition

du rapport précédent est connue : en effet le lemme 3.1 ci-dessous entraine
que le rapport

Sx+1x(1P)
2yp

se répartit, lorsque p — oo, suivant la mesure %(61 + 62»), (84 est la mesure
de Dirac au point «).

Le cas ou f(X) = X —1/X est lui aussi connu, c’est une conséquence
triviale du résultat profond de Duke, Friedlander et Iwaniec, concernant
I’équirépartition des racines de I’équation n? + 1 = 0 modulo p, pour p
tendant vers infini ([DFI}). On voit que le rapport

S%-1/x(L;p)

2vp

TOME 52 (2002), FASCICULE 1



54 E. FOUVRY & P. MICHEL

est équiréparti sur le segment [—1, +1], suivant la mesure 1 (60 +1 \/12_’_15)
En fait chacun des exemples précédents est relatif aux sommes de Salié,
sommes qui ont le privilege d’avoir une expression assez explicite (voir
Lemme 3.1). Pour terminer, rappelons que le cas f(X) = X, x étant le
caractére d’ordre cubique ( /7)3 ou p = 77 (avec p = 1 modulo 3 et 7
primaire) est résolu dans [H-BP)].

Nous nous concentrons maintenant sur les sommes de Salié

osn = 3 (2)(EE)

(z,n)=1
zmodn

ou n > 3 est un entier impair sans facteur carré et ( ;) est le symbole de

Jacobi correspondant. On a donc la relation T'(a,b;n) = Saf()er / x(1;n) et
la formule de multiplicativité croisée (1.2) devient alors

(1.10) T(a,b;mn) = T(an, b; m)T(am, bim; n)

pour p?(mn) = 1. On a vu précédemment qu’une somme de mesures
de Dirac gouverne la répartition des valeurs des rapports T'(1,1;n)/2y/n,
lorsque n est un nombre premier. Le premier théoréme concerne la
répartition de ce rapport lorsque n est produit de deux nombres premiers
distincts. La mesure correspondante est alors continue. En réservant tou-
jours les lettres p et ¢ aux nombres premiers, on a le

THEOREME 1.4. — Les deux ensembles de rapports

T(1,1;pq)
— - pg=1mod4, g<p< :z:}

{ 4,/pq

et ( )

T(1,1;pq
— 1 2. pg=3mod4, g<p< x}

{ 4i./pq

I dt
sont équirépartis sur [0,1], pour la mesure py st lorsque x tend vers

Pinfini.

Dans I’énoncé précédent, on a compté les couples de nombres premiers
(p, q) sous la diagonale d’un carré. On peut se demander ce qu’il advient si
on s’intéresse aux couples de nombres premiers sous ’hyperbole pq < z. Le
résultat précédent de répartition des rapports est alors identique et est plus
facile & montrer, car, par le théoréme des nombres premiers, la plus grande
part des couples consiste en des couples (p, g) avec q trés petits par rapport
a p c’est-a-dire ¢ < exp((logz)!~°(1)). Il n’est pas nécessaire d’appliquer

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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des majorations de sommes de Kloosterman courtes (cf. Lemme 4.2 ci-
dessous), un théoréme de répartition en moyenne des nombres premiers
dans les progressions arithmétiques de type Barban-Davenport-Halberstam
suffit. Dans cet ordre d’idées, voir la remarque ([Mil], p. 77-78).

Le dernier théoréme concerne les valeurs extrémement petites de
T(1,1;pq), pour ¢ < p et ¢ — oo. Le lemme 3.1 montrera que T'(1, 1;pq)
n’est jamais nul, et le lemme 3.2 que, lorsque pg = 1 modulo 4, la valeur
minimale de cette somme est positive et peut étre trés proche de ”Z}l/zﬁ.
Nous étudions la fréquence de cet événement par le

THEOREME 1.5. — Soit P et Q, deux réels vérifiant P > Q. Alors,
pour Q — 0o, on a les relations

T(1,1; 2, 1
H{(p,q), pg = 1mod4, P<p<2P, Q<q<2Q, €, ’pq)——l—} < }—0}

4pq 4?1 T ¢
log 2 P
1.11 = — —— (1 1
uniformément pour Q* < P, et
T(1,1;pq) =2 100
ﬁ{(p7q)7 bg = 1m0d47 P<p<2P, Q<q<2Q7 i = 49 g —a
4/pq  4¢? ¢
P

1.12 -—
(1.12) > log Plog Q’

uniformément pour Q < P%%2.

Enfin, si, sous la forme donnée en (5.3), la conjecture d’Elliott-
Halberstam est vraie, la relation (1.11) est vraie, uniformément pour
Q < P'7¢, avec ¢ réel positif quelconque.

N

Le cas ou pg = 3 modulo 4 est évidemment identique & condition
de diviser par ¢ la quantité % (voir Lemme 3.2). En choisissant, dans le
théoréme 1.5, relation (1.12), respectivement Q@ = P%%2 et Q = P1=¢, on a
directement le

COROLLAIRE 1.6. — Il existe une infinité d’entiers n ayant exacte-
ment deux facteurs premiers comptés avec multiplicité, tels qu’on ait

IT(1,15m)] < (v/n)~T5.

Si, sous la forme donnée en (5.3), la conjecture d’Elliott-Halberstam est
vraie, I’énoncé précédent reste vrai en remplagant l’exposant —{5 par
—(1 —€), avec € réel positif quelconque.

TOME 52 (2002), FASCICULE 1



56 E. FOUVRY & P. MICHEL

Ce corollaire montre ainsi qu'il existe des sommes de Salié T'(1, 1;pq)
minuscules, en particulier de module inférieur & chaque terme de cette
somme.

I.4. Remarques.

Peut-on améliorer la constante %, dans le corollaire 1.6, en se donnant
plus de liberté en travaillant avec des entiers ayant exactement trois facteurs
premiers? Apparemment ce cas est bien plus ardu, puisque, si n = pqr
avec p, q et r premiers, il faut, par la méthode présentée au §V, controler

simultanément les parties fractionnaires de 22, qu et %.

A la différence des sommes de Salié, il nous semble tres difficile de
prouver pour un f général (disons f(X) = X + 1/X), Pexistence d’une
infinité de couples de nombres premiers (p, q) vérifiant

|S¢(1;pg)| < 1.

Cette difficulté est due, d’une part & I’absence de lien entre S¢(p,q) et
S¢(7;p), et d’autre part & I'apparente inefficacité de l’analyse de Fourier &
détecter des éléments de trace minuscule dans SU,(C) ou dans USp,(C).
Dans le méme ordre d’idées, rappelons que toute somme de Kloosterman
Sax+s/x(1;p) est un réel non nul. Il reste & trouver une minoration
réaliste de la valeur absolue de cette somme. En effet, des raisonnements
sur la norme de cette somme dans l’extension cyclotomique Q(e%) /Q,
conduisent, pour p suffisamment grand, & la minoration

[Sax+b/x (1;0)| = p~ P,

avec ¢y constante absolue strictement positive. Cette minoration semble
bien loin de la réalité.

Pour conclure cette introduction, on rappelle ce qui est connu sur le
probléme de Dexistence de trés petites sommes de caractéres multiplicatifs

(1.13) > x(f(=))

1<z<p
pour x caractére modulo p et f polynéme & coefficients entiers. Lorsque
deg f =1 cette somme est nulle; lorsque deg f = 2 et x est le caractere de
Legendre, cette somme vaut p — 1 ou —1, suivant que modulo p, f est ou
n’est pas un carré parfait. Signalons que pour x = (5)’ la somme (1.13),
lorsqu’elle est non nulle, vaut au moins 1 en valeur absolue. Les problémes
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A LA RECHERCHE DE PETITES SOMMES D’EXPONENTIELLES 57

intéressants commencent lorsque deg f = 3 et x symbole de Legendre. En

effet la somme
2 +azx+b
> X (55
z€Z/nZ p

s’interpréte comme —a,(E), ou ap(E) est I'habituelle quantité liée & la
réduction modulo p de la courbe elliptique E/Q d’équation y? = z3 +
ax + b. La nullité de cette somme équivaut, pour p, a étre un nombre
premier supersingulier pour E. Dans le cas ou E est CM, on sait, depuis
Deuring [Deu], que, asymptotiquement, 50% des nombres premiers sont
supersinguliers pour E. Par contre, si F n’est pas CM, 'existence d’une
infinité de p supersinguliers a été prouvée par Elkies [E]. Toutefois la preuve
de Elkies et de ses successeurs (voir [FM], par exemple) exhibe un ensemble
de supersinguliers qui est bien loin d’avoir la densité conjecturée par Lang
et Trotter [LT]. Enfin, 'existence de petites valeurs de la somme (1.13)
pour des polynomes f de degré supérieur, est un domaine de recherches
quasiment inexploré.
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du deuxieme auteur & l'Institute for Advanced Study pendant l’année
1999-2000 et Pautomne 2000-2001. Il remercie cette institution pour
son hospitalité et ses excellentes conditions de travail. Enfin, les auteurs
remercient les rapporteurs de leurs judicieuses remarques.

I1. Le cas général : théorémes 1.2 et 1.3.

I1.1. Présentation du cadre de travail.

Les lettres p et ¢ désignent toujours des nombres premiers. Soit f une
fraction rationnelle vérifiant les hypothéses des théoremes 1.2 ou 1.3. Par
(1.1) et (1.3), on cherche une majoration de la forme

15(@:0)| < (pa) T p ¢
pour 3 aussi grand que possible. Pour ce faire on utilisera les techniques
d’équirépartition de sommes d’exponentielles développées par Katz ([K2],
[K3]) et utilisées ensuite dans ([Mil], [Mi2]). Pour chaque f vérifiant les
hypotheéses ci-dessus, pour tout nombre premier q assez grand, tout premier
¢ # q, on construit un Q,-faisceau de rang k, sur ]P’]%‘q, noté Sy qui vérifie
les propriétés suivantes (cf. [K3], 7.9-7.10) :
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Sy est pur et de poids zéro,

e pour tout a € Fy, on a

S¢(a;
| tr(Frob, ; Sf)| = 15:@ 9)l ’q)l,
V4
o Sy est lisse sur (G"Z, sauvagement ramifié en 0, modérément ramifié

en oo,

e Sy est géométriquement irréductible, son groupe de monodromie
géométrique Ggsom vaut SLy si f vérifie H.1, H.2, H.3, ou Sp; si
f vérifie H.1, H.2, H.3',

e les groupes de monodromie géométrique et arithmétique de Sy
coincident.

Remarque. — 11 est bon de noter que le faisceau naif 7y que 'on
construit directement & partir de f par transformée de Fourier-Deligne-
Laumon et qui vérifie I’égalité

tr(Frob, ; Sf) = —M,
. Ve
ne satisfait pas en général la derniere des cinq propriétés énoncées ci-
dessus. En effet pour forcer les groupes de monodromie géométrique et
arithmétique & coincider, il est nécessaire de tordre F; par un fais-
ceau de rang 1 de sorte que le déterminant du faisceau obtenu soit
arithmétiquement trivial. Comme cela est expliqué dans [K3], 7.11-7.12
(voir aussi [K1], Cor. 13), cela est possible et on obtient alors un faisceau
S qui n’est pas nécessairement unique et qui vérifie

S¢(a;q)
tr(Frobg ; Sf) = apq———7"—,

ol ay g4 est un nombre complexe de module 1 qui dépend de la carac-
téristique. Ajoutons que sa détermination exacte est un probléme subtil
qui n’est pas résolu en général. Heureusement dans cet article, seules les
normes des sommes nous intéressent.

Soit K un compact maximal de Gggom(C) (on prendra pour K soit
SU(C) pour le théoréme 1.2, soit USp(C) pour le théoréme 1.3); on note
pr sa mesure de Haar, K" espace des classes de conjugaison, et ust la
mesure de Sato-Tate associée (I'image de pg par la projection canonique).
Chaque classe de frobenius Frob, pour a € Fy, définit alors une classe de
conjugaison 0574 € K", pour laquelle

'tr(eg,q)l — |Sf( ’q)l .
V4
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Dans cette situation, on a ([K3], 7.9, 7.10) :

THEOREME 2.1. — Sous les hypothéses précédentes, quand ¢ — o,
les classes de conjugaison {957,1}(161[;; CK", deviennent équiréparties pour la

mesure de Sato-Tate ugr, i.e. pour toute fonction f, continue sur KY, on a

lim —— Y £(030) = [ 76" dsr.

e dT eFy
a

Exemple 2.2. — Si f(X) = X + X!, on a 'égalité Ggéom = SLg et
K" s’identifie alors & l'intervalle [0, 7] muni de la mesure st = %sin2 6de.

La suite de la preuve consiste en une exploitation du théoreme 2.1 et
des techniques de grand crible pour montrer I'existence d’une infinité de
couples de premiers (p, q) tels que

s _
l f(p, 1_ltr 8 )< VBT,

ol B est positif et ne depend que de k.

I1.2. Majoration de sommes de Weyl 1.

Soit p une représentation irréductible non triviale de K = Gggom et
dim p sa dimension. On consideére la somme de Weyl suivante associée a p

(2.1) W, (P, PQ Y. D logplogg tr(p(6},))-

P<p<2P Q<q<2Q

La majoration triviale de cette somme est |W,(P, Q)| < dim p. Décom-
posant les p en classes de congruence modulo ¢, on a pour chaque ¢
(Q < q € 2Q), la majoration

1
22) | 3 togp tr(p(6},)| < =g Do 102P5) 8PS, (6 )l
P<pg2P x mod ¢q
p#q
ol x parcourt ensemble des caractéres complexes de Fy', et ol on a posé
0(z;x) = > logp x(p), et S,(x;q) = D X(a)tr(p(6},))-

p<T a€clFy

On a alors le
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LEMME 2.3. — Pour toute représentation p irréductible et non
triviale de Gggom, €t pour tout caractere x de ]qu, on a la majoration

[Sp(x;9)| < kdimp (/q.

Preuve. — Comme les groupes de monodromie géométrique et arith-
métique de Sy coincident, on peut former par composition le faisceau p(Sy),
celui-ci est géométriquement irréductible, de méme que p(S5) ® Ly, out Ly
est le Qg-faisceau de rang 1, associé au caractére . Comme Ly est modéré
en 0 et 0o, la ramification sauvage de p(Sy) n’est pas modifiée par ce twist.
Originellement ([K3], 7.9, 7.10), Sy n’est sauvagement ramifié qu’en 0, tous
les sauts étant en 1. Le lemme se déduit alors de la formule des traces de
Lefschetz, de la formule de Grothendieck-Ogg-Schafarevich et des bornes
triviales pour le conducteur de Swan de p(Sy)® Ly (voir par exemple [Mil],
Lemmes 2.0, 2.1, 2.2). a

Nous déduisons maintenant la,

PROPOSITION 2.4. — Soit p comme précédemment. Alors pour tout
Q) < P, on a la majoration

W,(P,Q) < kdimp(Q—% + (Q/P)%)(logP)%,

Preuve. — Par le lemme 3.3 ci-dessous, on a la majoration

> 2 Iw(P;X)I<<(10gDP)%(P+D%p%+D2P§>,
D<d<2D x mod d

X primitif
avec 9 (x; x) défini en (3.2). Si on somme sur des modules ¢ premiers, seul
le caractere principal xo modulo g n’est pas primitif. Insérant la majoration
triviale 1(P; xo) < P et la majoration habituelle |y (P; x)—0(P; x)| < P?,
on obtient finalement

> logg Y (Pl < (0g PQ)}(PQ+ PIQE + PEQ?).

Q<g<2Q x mod g
Il reste & regrouper (2.1), (2.2), le lemme 2.3 et I’inégalité précédente pour
conclure la preuve de la proposition 2.4. |

I1.3. Majoration de sommes de Weyl II.

On fixe ¢ une fonction radiale sur C, non nulle & valeurs dans R,
infiniment différentiable, ayant pour support le compact {z, |z| < 1}. Soit
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0 < A < 1 un parametre. On considere la fonction centrale ga sur K définie

par
da: 0— g(tréﬁ)).

Par abus de notation, on notera encore ga la fonction sur K correspon-

dante. On a alors une décomposition en série de Fourier absolument et
uniformément convergente ([Su], Chap. II, Thm 8.1)

gA(9)=/ 6")dpw (0 +ZgA ) tx(p(6)),

ou p parcourt I'ensemble des représentations irréductibles de K non tri-
viales (donc de Ggéom) €t

3a(0) = [ oGO dun (0
Posons maintenant

Woa (P, Q) = PQ > ) logp logg ga(6h,)-

P<p<2P Q<q<2Q

Remarquons que si on prouve la non nullité de cette somme, on déduit
Pexistence d’une somme S¢(p;q) de module < A,/g. Par la proposition
2.4 on obtient, pour P > @, la majoration

(2.3)

Wa (P,Q)—(1+0(1)) /K 95(0)dpn (8)] < llgal*(og @)% (7% +(Q/P)?)

ou

lgall® =" dimp |ga(p)l.

p

11.4. Estimation du terme principal.

Dans cette partie, on estime, en fonction de A, le terme principal de
Wy (P, Q), & savoir

/ 9a(0)dur (6),
K

en distinguant suivant les valeurs de K. Pour cela, on a recours aux formules
d’intégration de Weyl ([KS], Chap. 5).
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e Le cas K = USpy.

On est dans le cadre des hypothéses du théoréme 1.3, et, d’apres (1.7),
Pentier k est pair, on I’écrit sous la forme 2k dans le lemme suivant :

LEMME 2.5. — Soit k > 1. On a 'encadrement

A L g / an(0)dupn(0) <k g A
USsz

Preuve. — On utilise la forme explicite des formules d’intégration de
Weyl ([KS], 5.0.4) :

1
/ 9a(0)dpun (6) = y/ g
USp,y i
2 2
X (H(2 cosz; — 2cos x])) H - sin® z;dz;,
J

i<

(Zmee)

puis on fait le changement de variable u; = cos z;, I'intégrale devient donc

k(k—1)

(2.4) /IJSka 9a(0)dun(9) = : ,; /[_1’1],c 9(&21&)

X (H(ui - uj))2 H %,/1 — uZduy.

i<

Pour majorer, on a trivialement la relation

k
2o U
/ ga(0)dpn(8) < / Q(JT) [Tdw
USp,y [—-1,1]% i
k
=Ak/ g(ZU])HdUJ,
[-%’%]k j=1 J
dans cette derniére intégrale k-uple, on integre d’abord par rapport a vy,
puisque g est & support compact, cette intégrale est en Og4(1), puis on
intégre par rapport aux autres variables, d’ott

/ aa(0)dug(0) < AF(1/AY! < A.
USpyy

Pour la minoration, on part de la relation (2.4) et on rappelle que g(z) > 0
pour |z| < 1. Soient (x;)1<i<kx une suite de réels vérifiant
1

1
—-1+2—k2<.’1,‘1 <m2<---<xk_1<xk<1—ﬂ5
1

$i+1—$i>2—]€3(1<i<k—1)
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et
21+ -4z =0.

On désigne par I; (j = 1,...,k — 1) lintervalle de centre x; et de
longueur 10k6 En raison de la construction précédente, on v01t que pour
A suffisamment petit et u; fixés dans l'intervalle Z; 1<j<k=-1),
I'inéquation en l'inconnue uy,

—A/2<u1+uz+~-+uk_1+uk<A/2

admet pour solutions, un intervalle de longueur A, noté Jy, . .,_, tel que
1 1
Turyoyun—y C [Cﬂk ~ g Tk + 5@]
Il est alors facile de voir que si (ug, ..., ux—1) appartient & Ty x - - - x T et

si ug appartient & Ju, ... .u,_,, la fonction & intégrer dans la partie droite de
(2.4) est >y 4 1 puisque les u; ne sont pas trop proches les uns des autres
ni trop proches de +1. Enfin, pour terminer la preuve de la minoration du
lemme 2.5, il reste & vérifier que la mesure des (us, . .., ux) comme ci-dessus
est > A, ce qui est évident, puisque Jy, ..., est de longueur A. 0

Uk —1

e Le cas K = SUy, (k> 3).

(En effet, puisqu’au lemme 2.5, a été traité le cas USp,=SU,, on peut
se restreindre au cas out k > 3).

LEMME 2.6. — Pourk>3etk#4,0na
A2 Lk,g / gA(O)duH(O) Lk,g AQ‘
SUL
Pour k =4, on a

A% <, /S y 9a(0)dpn(8) <4 A?log(1/A).

Preuve. — Notons d’abord que, comme g est une fonction radiale,
on a (voir par exemple [KS], Cor. 1.3.2)

/ 9a(0)dus (6) = / 9a(6)dus (6).
SU Uy

Pour le groupe Uy, la formule de Weyl donne ([KS], 5.0.3)
e'r dzx;
2.5 0 j=1 Ty zzJ 2 bt/ )
(2:5) /U 95O (0) = /[W]kg( ) [ [ e | | 15

TOME 52 (2002), FASCICULE 1



64 E. FOUVRY & P. MICHEL

Prouvons la majoration. Puisque ¢g(2) = 0 pour |z| > 1, on a la relation
(2.6)

[ 95@0aun(®) g A({(o1,-o- ) € 020465 4625 < A,
Uk

ol A est la mesure de Lebesgue. R. Cerf nous a aimablement fait remar-
quer que D’évaluation d’une telle mesure est un probleme bien connu des
probabilistes, sous le nom de vol aléatoire (voir [Sp|, p. 104) par exemple).
Onale

LEMME 2.7. — Soit n > 1, X1,...,X,, n variables aléatoires
indépendantes, a valeurs sur le cercle unité, telles que l’argument de
chacune des X; soit équiréparti entre 0 et 2w. Alors, pour tout r > 0,
on a Dégalité

%(PH; ] +P[|§Xi| < r]) :r/ooo Jo(rt) Jo(£)dt

ot Jo(t) est la fonction de Bessel d’ordre {.

Ainsi, par (2.5) et le lemme 2.7, pour prouver la majoration du lemme
2.6, il suffit de montrer que l'intégrale

Ii(r) := T/OOO Ji(rt) JE(t)dt,

vérifie

(2.7) Li(r) <gr?, k=30uk>5
et

(2.8) Iy(r) < r?log(1/r),

lorsque r tend vers 0 (en fait on peut remplacer ces majorations par des
équivalences mais nous n’en aurons pas besoin).

Rappelons quelques propriétés des fonctions de Bessel. On a
([EMOT], p. 4, p. 85)

LEMME 2.8. — On a les relations

(2.9) Jo(z) =1— = + o(z*), Ji(z)== + O(z®) (z — 0)

Jo(z) < min(1,
(2.10) Ji(z) < min(z,
Ji(z) = Jo(z) — 1(90)/90 (z>0)

m|>-‘ NI»—-

I

)7
~?)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



A LA RECHERCHE DE PETITES SOMMES D’EXPONENTIELLES 65

(2.11) Jo(z) = \/gm'% cos (;E - %) + O(z”%) (x — 00).

D’abord, par (2.10), on a Jo{z) < 1 et J1(rz) < rz, ce qui donne la
majoration

1
(2.12) r / Ji(re)JE(z)dz < 2.
0
11 reste & étudier
(2.13) () =r / Ty (r2) JE () dz.
1

Pour majorer cette intégrale lorsque k > 5, on utilise le fait que Jo(z) tend
vers 0 & linfini : par (2.10), on a Jo(z) < 277 et Ji(rz) < rz, ce qui
donne

(2.14) I(r)<r? (k>5).

Pour k£ = 3 on utilise les oscillations de la fonction Jp & Vinfini (voir (2.11)),
sous la forme

(2.15) J3(z) = (%) F /2 g (a: - %) +O(z~%?).

Le terme d’erreur de (2.15) reporté dans (2.13) donne une contribution en
O(r?), ce qui est acceptable. Pour la contribution du terme principal de
(2.15), on écrit

™ =3
cos® (z——) = a;e’”
4 J ’

j=—3

ol les a; sont des nombres complexes tels que ag = 0. On est donc ramené
a traiter des intégrales oscillantes

K;(r) = T/oo Ji(rz)z=3/%e%dz, (5 #0).
Une intégration par parties 1donne
K;(r) = [rJ1(rx)x_3/2(ij)_1eijz](;o
—r /100 (rJi(rz)z=3? — (3/2)J1(rz)z~>/?) (i) """ dx,
puis (2.9) et (2.10) fournissent Ji(z) < 1, ce qui donne
Kj(r)<r? (j #0),
d’ou
(2.16) Ii(r) < r?
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Le cas ol k = 4 est un peu étrange; suivant la méme démarche que pour
k = 3, on écrit

4
(2.17) J§(x) = —2:1:_2 cos*(x — m/4) + O(z %),

7r

que l'on reporte dans (2.13). Le terme d’erreur de (2.17) ne pose aucun
probléme, sa contribution est en O(r?). On développe

4
(2.18) cost(z —m/4) = Z bie
j=—4

mais cette fois on a by non nul, il vaut méme 3/8. On est donc ramené &
étudier
—_~ 0 ..
K(r) = r/ Ji(rz)z~2eV%dz.
1

On traite K ; comme K, lorsque j # 0, on montre ainsi par une intégration
par parties

(2.19) K;(r) < 12 (j #0).
Les relations (2.17), (2.18) et (2.19) produisent ’égalité

3 ~ 3 o0
14(r) = 5o Ko(r) +0() = 55 / Ji(@)z~2dz + O(r?).

Cette derniére intégrale est décomposée en

/rw...:/rl...+/1°°...

La deuxieéme intégrale de la ligne précédente est en O(1), pour la premiére
on utilise (2.9) sous la forme

/ 1 Jy(z)z~2dz = / 1(-”25 + O(x3))x‘2d:c = %log(l/r) +0(1),

”
ceci conduit a P'estimation asymptotique

(2.20) Ly(r) = 4—7?;2r2( log(1/r) + O(1)),

ce qui, couplé 4 (2.12) donne un renseignement plus précis que la majoration
annoncée pour I4(r). Les relations (2.12), (2.14), (2.16) et (2.20) donnent
alors les majorations du lemme 2.6 dans tous les cas.

Passons & la minoration. La technique est assez proche de celle utilisée
pour lintégrale sur le groupe USp,,. Soit § > 0 trés petit (§ = ﬁ;)
convient. Puisque

m=1
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on voit que pour tout (z1,...,Tk_2) tel que |r, — F| < 4, il existe des
réels ar_, et ay tels que

k—2

> e(@m) + e(ar—1) +e(ax) =0

m=1

et lax—1 — B2, lax — 1] < .

Lorsque z7,...,Tx_o sont fixés et que A est petit, on a, par le
théoreme des accroissements finis, I'inégalité

k
12 e(xm)| < A)
m=1

dés qu'on a |zg_1 — ax—1] € A et |xx — ar] < cpl, pour une certaine
constante absolue ¢y > 0.

Signalons que tous les x,, ci-dessus sont, modulo 1, & une distance
mutuelle > 1, par conséquent on a toujours |e®¢ — e*®i| >, 1, pour tout
¢ < j. Retournant vers la formule (2.5), insérant les remarques précédentes
et en se souvenant que g a pour support le disque unité, on obtient la
minoration

/U an(0)dug(6) > A?. o

II. 5. Majoration du terme d’erreur.

Pour majorer ||ga ||, on utilise 'observation de Katz ([K2], Chap. 3),
conséquence de la formule d’intégration de Weyl. Rappelons que les fonc-
tions centrales sur K correspondent aux fonctions sur un tore maximal T
de K, invariantes par le groupe de Weyl W. Comme T =~ (S!)" (r désigne le
rang de K), une fonction de h sur T' de classe C*° admet une décomposition
en série de Fourier classique :

A = Y R e = [ 6@ dun ()
n€Hom(T,S1) T
et on définit une semi-norme naturelle
Il = > [h(n)].
n€Hom(T,S)—{0}

L’observation de Katz est que pour toute fonction g de T invariante par W,
il existe une fonction h de T telle que ||g||" = ||h||;. Cette fonction est définie
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de la maniére suivante : fixant une orientation sur Hom(7,S') ®7 R ~ R",
on note Ry ’ensemble des racines positives correspondantes, on pose

:% ST aet J)E) = 3 e(w)r,
acRy weWw

oul e(w) est le déterminant de w € GL,. Noter que pour les groupes K que
nous considérons, on a ¢ € Hom(T,S*) ~ Z". Alors il existe un opérateur
différentiel Dyweyi sur T d’ordre |R| tel que si I'on pose
1
h:=——=D J
W wey1 (J(¢)9g)
on a |lg|* = [|Allx.

Fixons une Z-base de Hom(T,S') ~ Z7, et {n}};—1 ., la base duale,
on pose, pour n. € Hom(T, S'), n; := n}(n) et D; est Popérateur différentiel
d’ordre 1 caractérisé par D;t" = th” Pour J C {1,...,r}, on pose
Dy =[I;c; Dj- Ainsi, si h est de classe C*°, on a

nih(n) = D;h(n), (H nj)ﬁ(n) = Dyh(n).
jeJ
Pour ga, et ha = |[W|™! Dwey (J(#)ga), on a donc

hali= Y 3 % 0T JI]|’DJhA(n)‘

TuJ={1,. ,r} €l g |n, |ca—1
INJ=0 1€J Ingi>a-1
1 3 = 2\ 3
< X XY gome) (Xomaml)
IuJ={1, .,r} €l p |n,|ca~1 jeJ ' n
InJ=0 2€J fn,l>A1

< Z ZA('J|‘|”)/2||DJhA”2

TuJ={1,. .,r} 2€I
INJ=90 ISR

par l'identité de Parseval. Comme hp est 'image de ga par un opérateur
différentiel d’ordre |Ry| et D est d’ordre |J|, on a par les lemmes 2.5 et 2.6
la majoration ||Dshallz <ok (A™H)IE+IHIAS avec k = 1 si K = USp,
et Kk = 2 si K = SUy avec k > 3 (lorsque dans ce cas, on a k = 4, il faut

méme multiplier par (log(1/ A))% ); on obtient donc
221) fgalf =llhall <rg Do Do ATTIWIIRE,

TuJ={1,...,r} 1€l
INJ=90 1€J

K=T—2|R4 | s—dim K

Lk,g A p =A"2 ,
en utilisant la relation 7+2| R4 | = dim K et en multipliant cette majoration
1
par (log(1/A))? lorsque k = 2 et k = 4.
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Exemple 2.9. — Pour k = 2, on a nécessairement K = SUy = USp,,
on a alors £ = 1, dim K = 3 et on trouve la majoration <« A~!.

I1. 6. Fin de P’estimation.

Par (2.3), par les lemmes 2.5 et 2.6 et par (2.21) on obtient la
minoration

Wos 1 A = Oy (A0 50/2(10g Q) (log(1/A) (@} + (@/P)))

ou k =1 pour K = USp,, (k > 2) et kK =2 pour K = SUy, (k > 3). Prenant
alors P = (2, on voit que si on choisit A = \/PQ_2/3(dlmK+n)+€, avec

€ >0, on a pour @ assez grand, I'inégalité W, (P,Q) > 0, ceci termine la
preuve des théorémes 1.2 et 1.3 puisque

dimSUy, = k? — 1, dim USp,, = g(k +1). o

I11. Lemmes sur les sommes de Salié

et sur les nombres premiers.

Dans ce paragraphe, on donne les matériaux nécessaires a la preuve
des théorémes 1.4 et 1.5 relatifs aux sommes de Salié. Le point de départ est
Pévaluation classique des sommes de Salié en fonction des solutions d’une
équation quadratique. On introduit le symbole A(n) défini sur les entiers
impairs par la formule

A(n) = { 1 s? n = 1mod 4
i sin=3mod4.
Ceci posé, on a le

LEMME 3.1 ([Sa], [Mo], Thm 1 par exemple). — Soient a et b deux
entiers non divisibles par p > 3. La somme de Salié T'(a,b;p) vérifie les
égalités

(h est alors une des solutions de h? — 4ab = 0 modulo p) et
T(a,b;p) =0, si (a—) T
p
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Rappelons la formule de réciprocité
m n 1
(3.1) —+ — = — mod 1,
n  m mn
valable pour m et n entiers premiers entre eux.

En combinant les formules (1.2) et (3.1), le lemme 3.1, la formule de
réciprocité quadratique et le théoréme des accroissements finis, on obtient
directement le

LEMME 3.2. — Pour p et ¢ nombres premiers impairs distincts, on
a l’égalité
2nq 27q
T(1,1;pq) = 4X(pq) COS(T) (COS(T) +

ol 0y, 4 est un réel tel que |0 4| < 1.

2m0p,q
Pq

)vpa,

Ce lemme apparait sous une autre forme par exemple dans ([I2],
Cor. 4.11). Nous passons maintenant aux résultats nécessaires de la théorie
des nombres premiers. Ces résultats concernent la fonction m(z;d,a) qui
compte le cardinal de I’ensemble des nombres premiers inférieurs & x et
congrus & a modulo d, et les fonctions dérivées & savoir ¥(z;d,a) =
> n<z, n=a (mod a) A(n). Mais, puisque le signe d’une somme de Salié¢
dépend fortement des congruence modulo 4, il faut aussi introduire les
fonctions

m(x;d,a;4,b) = Z 1

et
v(dad )= Y A)

Pour commencer, rappelons le résultat suivant ([V], Thm 1, [Da], p. 162 par
exemple) qui donne, grace a I'inégalité de grand crible, la valeur moyenne
de la fonction

(3.2) P(z;x) = Y x(n)A(n),

n<x

pour x caracteére de Dirichlet. On a

LEMME 3.3. — On suppose D > 1 et x > 2. Alors, on a I’estimation

Zid) > max [3(y; x|

ng SO( x mod d
x primitif

< z(logzD)3 + x%D%(log zD)%3 + 22 D%(log xD)%.
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Il est bien connu que ce lemme, couplé au théoréme de Siegel-Walfisz,
conduit au théoreme de Bombieri-Vinogradov, qui affirme que, en moyenne,
les fonctions 7(z; d, a) et ¥(z; d, a) ont un comportement harmonieux, pour
d < z7(logz)™*, ol A est une certaine constante positive. Le probleme de
contréler le comportement en moyenne de la fonction w(zx;d,a) dans des
progressions arithmétiques de module d avec logd/logz > 1/2 + ¢ n’est
toujours pas résolu stricto sensu. Il est presque résolu dans ’énoncé suivant
de Bombieri, Friedlander et Iwaniec qui est 'aboutissement d’une série de
travaux de ces auteurs et de Fouvry, oli, pour contourner la barriére du
grand crible, on utilise la méthode de dispersion et des majorations de
sommes de Kloosterman. On a

LEMME 3.4 ([BFI], Main Thm). — Soit @ # 0, z 2 y > 3, et
D? < zy. Il existe une constante absolue B, telle qu’on ait les majorations

_ logy
(3.3) ?;gﬁ?lz/} z;d, a) l ( (—) (log logx)B>
624 ) Y leedaiab)— | =0 (x(logy)Q(loglogw)B) (b= 1)
b @~ % |

Si on est moins exigeant en ne demandant non plus des équivalents
en moyenne mais des minorations valables pour presque tout module d, on
peut alors dépasser la valeur critique 1/ pour ces modules. On a

LEMME 3.5 ([BH|, Thm 1). — II existe un réel « > 0 et une
fonction C : [0.5,0.52] — [a, 00[, tels que, pour tout a # 0, pour tout
0 (0.5 < 0 <£0.52), tout = > 2 on ait I'inégalité

(3.5) ﬂ{d; (dya) =1, 2% <d <229,

C(9)z 01..-2
— 1 . (— Va 1 »
Sz ) = Onle1oE )
et pour tout a # 0, pour tout 6 (0.5 < 6 < 0.52), tout x > 2 et pour
b = +£1, on ait I'inégalité

m(2z;d,a) — w(z;d,a) <

(3.6) ﬁ{d; (d,2a)=1, z%<d<2z?,

Co)x 6152
9z: d, a; 4, b)—m(z; d, a4, b) < — DT _ o, (71 .
n(2z;d, a;4,b)~n(z; d,a )<2<p(d)logx} Oq(z%log™ z)

Plus précisément, Baker et Harman montrent (3.5) avec une fonction
C(0) décroissante telle que C(0,52) = 0, 16, et telle que la valeur de C(0, 5)
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puisse étre prise arbitrairement proche de 1. Pour étre rigoureux, on ne
trouve dans les références citées ni la formule (3.4) ni la formule (3.6). 1l
n’est pas possible de passer directement de (3.3) et (3.5) & (3.4) et (3.6),
puisque en écrivant ¥(z; d, a;4,b) = ¥(x;4d, aq), le nombre aq dépend de d.
11 faut donc adapter la preuve des formules (3.3) et (3.5) pour insérer sur les
n comptés par la fonction 1 ou les p comptés par la fonction =, la condition
n = b modulo 4 ou la condition p = b modulo 4. Cette adaptation a déja
été faite par Fouvry ([F], p. 389-390) ou il a fallu introduire la condition
supplémentaire p = 2 modulo 3, et par Heath-Brown ([H-B], p. 29-30). II
suffit de suivre 'adaptation mise au point dans chacun de ces travaux.

Enfin, Baker et Harman étudient la fonction n(z;d, a) et non la fonc-
tion m(2z;d, a) — m(x; d, a). La modification de leur preuve est immédiate :
il suffit de considérer ’ensemble {n;z < n < 2z, n = a mod d} pour le
cribler, au lieu de I’ensemble {n; n < z, n = a mod d}.

IV. Preuve du théoréme 1.4.

On pose donc que p et g sont des nombres premiers tels que 3 < ¢ < p.
On s’intéresse uniquement au cas oil pg = 1 modulo 4, ’autre cas se traitant
de méme. Nous nous restreignons méme au cas

p=qg=1 mod4,

le cas p = ¢ = 3 modulo 4, étant absolument identique. On note {y} la
partie fractionnaire du réel y.

La premiere étape de la preuve du théoreme 1.4 est la

PROPOSITION 4.1. — Lorsque x — oo, ’ensemble
S(x)z{{g};3<q<p<m, p=q=1 mod4}
est équiréparti sur [0, 1].

Preuve. — Par le critéere de Weyl, il suffit de montrer que, pour tout
entier a # 0, on a

(41) > Y e(%) = ofte(@)

p<z g<p
(on a volontairement oublié les conditions de congruence p = ¢ = 1 mod 4,
pour alléger les notations; ces conditions n’apportent aucune difficulté sup-
2
T

plémentaire). En fait, puisque $€(z) ~ SlogZz» ON Voit que (4.1) est une
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conséquence de la relation

(4.2) Sa(p) := Ze(fﬂ) = 0(——p———) pour tout a # 0.
s 4 log p

En d’autres termes nous montrons 1’équirépartition modulo 1 de I’ensemble
{{g}; q < p}, lorsque p est un premier fixé. La preuve de (4.2) n’est pas
structurellement différente de celle de [Mil], Prop. 3.2, ou de sa version
axiomatisée [Mi2], Thm 3.1, mais nous espérons que la présentation donnée
ci-dessous est plus élégante. Nous aurons besoin des deux lemmes suivants.
Le premier est une conséquence treés classique des majorations de Weil des
sommes de Kloosterman :

LEMME 4.2. — Soit t et u deux réels tels que 0 < u—t < p. On a
alors I’inégalité
>, 6(%) = O(p* logp),
t<n<u p

ou la constante implicite du O peut étre choisie indépendante de t, de u et
de Dentier a non divisible par p.

Le second est une conséquence de ’égalité a la base du crible d’Iwaniec
(voir, par exemple [I1], Lemma 1, [FI], Lemma 1). En notant f,(n) la
fonction caractéristique des entiers n dont tous les diviseurs premiers sont
supérieurs a z, on a

LEMME 4.3. — Soient D > z > 2. Il existe deux suites de réels \g
et op g Vérifiant

e pour tout d > 1 et tout premier p, on a |Agq| < 1 et |opa] < 1;
e on a l'implication A\y #0=d < D;
e on a limplication opq # 0 = p < 2, [—?g <d< % et tout diviseur

premier de d est > p;

telles que, pour toute fonction arithmétique F'(n) nulle pour n suffisamment
grand, on ait I’ égalité

S EMFM) =Y XY Fdm)+> Y opay . fp(n)F(pdn).

d<D m p<z d<D/p n

Preuve de (4.2). — On pose
z =D = ,/p/ exp(+/logp).
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On a donc, par le théoreme des nombres premiers, 1’égalité
Z fz(n)e( ) + O(plog p)

puis le lemme 4.3 donne l’egahte

5u(p) = Z)‘d Z e(adm) Z Z -y Z fo(m (ap'dm)

d<D dm<p p'<z d<D/p’

p’ dm<p
+0 (p log_% p) .
La premieére somme de la ligne précédente est une somme de type I : ’entier

m décrit un intervalle de longueur < p, le lemme 4.2 permet de majorer
directement cette somme sur m donnant 1’égalité

0= Y opa O hme( ) 4o 2)

(4.3) p'<z d<D/p’ o dm<p

= Ga(p) + o(L),

logp
par définition. La somme S,(p) est une somme de type II. Il faut faire

apparaitre une forme bilinéaire avec des variables de tailles convenables.
Mais cette stratégie dépend de 1'ordre de grandeur de p’. Pour ce faire, on

décompose G,(p) en
Ga(p) = Z oot Z
(4.4) p'<D? Dl<p<z

= 6 (p) + &4 (p),

par définition. On transforme & (p) ainsi :

(4.5) ISt < D |Lalp.p)],
ﬂsD%
avec —_
'd
Qa(papl) :pr’(m) Z Up',de(ap m)7
m dE'Dp’plym p

ou, en raison du support de la fonction o, 4, la variable d parcourt

Pintervalle
D . /D p
Dp,p',m = [p, mln(?, %) [
On controéle 'ordre de grandeur de la variable m par un découpage dyadique

d’ou l'inégalité

Sa(p,p’)<<10gp-| Yo fm) ap/,de<a5;(%)‘,

M<m<2M deD.,

p,p’,m
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valable pour un certain M vérifiant : M < %, (sinon Pintervalle Dy p/ m
est vide). On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on développe et on

intervertit les sommations, d’ou
SO — 1
1 a(d — d"p'm 2
sy <logpat] 35| ¥ (TR
d,d’<min(;1?r,;,%) MmELy 47 5 o

ol Zg 4 p,p est un intervalle inclus dans [M,2M]. Le lemme 4.2 majore la
somme sur m lorsque d # d’, sinon on utilise la majoration triviale, d’ol
I'inégalité

)p% 1ogp+min(2 P )M}%.

if . D
£a(p,p) < logp.M? {mm2(— o M

p
p/ ’ p/ M
On transforme ’expression précédente suivant que 1 < M < 5, ou que
£ < M < BE-, puis on prend la valeur la pire de M qui est, suivant les cas,
£ ou Z&-, pour parvenir finalement & la relation

La(p,p') < pip ™ D¥log? p+ pD~ % logp.
On reporte cette majoration dans (4.5), pour écrire

# 3 1 2 _1 _ p
(4.6) &} (p) < ptDzlog°p+pD~* 0(_1ogp)’

en tenant compte de la valeur de D.

Dans l'étude de &”(p), on veut considérer p'd comme une seule
variable, mais il faut que les variables p’ et m ne soient plus liées
arithmétiquement par le facteur fp/(m). Dans ce but, on pose A =
1+ (logp)~10 et on désigne par P’ tout réel < zA~1, de la forme D AF
(k=0,1,...). Notons que le nombre de tels P’ est en O(log"" p). Ceci étant
fixé, on décompose

(4.7) &.(p) = ) &u(p, P),

avec

SoP)= Y Thm Y opae( )

P/'<p’<P'A m
p <z p'dm<p

On approche la somme précédente par

/

S P = X Shelm) Y opae( T

P'<p/<P'A m d
p'<z p’dm<p

).
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Cette modification de la fonction f,/ est négligeable, puisqu’on a facilement
=b
SeP) -SeP< Y Y Yot
P'<p'<P'A P'<p"<P'A d

(4.8) log P’A] 2
< p[IOg log P’ logp

< plog‘21 p.

En regroupant (4.7) et (4.8), on a, pour un certain P’ vérifiant D < P’ <
zA™1, la relation

X ~ / 11 p
(4.9) G.(p) < [S,(p, P")|log P+°(1ogp)'

On écrit

Sn P =D forlm) 3 apae(TT),

P/ <p/<P’'A d
pl<z p'dm<p

on constate ensuite qu’un entier n a au plus une seule écriture sous la forme
n = p'd, avec o, ¢ # 0, il existe donc des coefficients ¢, (avec |c,| < 1) tels
qu’on ait I’égalité

S’ (p, P') = pr/ Z cne(@)

P’<n<D
mn<p

On fait un découpage dyadique de la variable m. Ainsi, pour un certain M

vérifiant
M < pP’_l,

on a la relation

&’ (p, P') < logp Z ‘ Z cne(a—g—ﬁﬂ.

M<m<2M P'<n<D
mn<p

L’inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a

S <iony 1 3 S| S ((EIER|L

n1, ng<min(D,47) MEIn; nyp

=

ol 7y, n,,p est un intervalle inclus dans [M, 2M]. Le lemme 4.2 donne

1
2

S i : p 1 . (D
GZ(P, P') «logp M? {me(M,D)m logp—I—mm(—M,D) M}

< log%p (p%D% +pP'~3% +;DD‘%).
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Il reste & reporter cette majoration dans (4.9), d’utiliser la valeur minimale
de P’ et la valeur de D pour conclure par

p
4.10 &4(p) = o).
(410) 1) = o2
En regroupant (4.3), (4.4), (4.6) et (4.10), on a S, (p) = o(l—og—p), ceci prouve
la relation (4.2) et par la-méme la proposition 4.1. O

Le passage de la proposition 4.1 au théoreme 1.4 est une application
du lemme 3.2. Soit n = pq le produit de deux nombres premiers congrus a
1 modulo 4, avec g < p. Le lemme 3.2 entraine ’encadrement

g 2 T(1,1; q 2
cos? 2% — L ¢ T, Lipg) <cos?ord 4 21

n 4./pq
B 6,00 = {2} e£@). 0 < {2} <a}.

Ainsi, lorsque 0 < a < b < 1, on a, pour tout € > 0 'encadrement

Notons

1
E(x;B+c,a—e)+ Elz;=+08+¢,= —I—a—a)

2
1 1
+ E(m; 5—(1 + €, §—ﬂ—€) + E(z;1-a+e,1-8-¢)—-0.(1)
1
< Blasf- EO‘+5)+E< 5 +6- 62+a+5)
1
+E<x i 5 e, ﬁ+8>+E(az1 a—e,1-B+¢€) + O (1),

ol « et B sont les nombres compris entre 0 et = tels que cos? 2 = a et
cos? 23 = b. On applique alors la proposition 4 1, puis on fait tendre ¢
vers 0. On a alors prouvé le théoreme 1.4. ]

V. Preuve du théoréme 1.5.

Cherchons maintenant des sommes de Salié tres petites. On se res-
treint au cas ol p, ¢ = 1 modulo 4, le cas ou p, ¢ = 3 modulo 4 étant
similaire. En intervertissant les roles de p et ¢, on voit que le lemme 3.2
entraine 1’égalité

TQ1,1,pq) _ . (7 P T P
(1) A sin(5 (1 - 45)) (sim(5 (1 - )+ o(pq))
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par conséquent la somme T(1,1;pq) est d’autant plus petite que la fraction
” est proche de 1 30Uy 3 modulo 1, c’est-a-dire

142 =41 ed 2.
q q
Ceci a lieu si et seulement si on a
-1
(5.2) p= iqT mod ¢,

puisqu’on a supposé g = 1 modulo 4. La relation (5.2) équivaut & p = +4
modulo gq.

En conclusion, si ¢ = 1 modulo 4 et p = +4 modulo ¢ on a, grice &

(5.1), la relation \
T(1,1; s
S i (oR)
et il n’est pas possible d’avoir la relation
T(1,1;pq) _ 7
4./pq 4q

avec une constante réelle a telle que 0 < a < 1, pour une infinité de (p, q)
avec g < p.

23 (1+0(1)

Il reste & prouver existence de tels p et ¢ comme ci-dessus et d’évaluer
leur cardinal lorsqu’on impose P < p £ 2P et Q < g < 2Q. On désigne par
A(P,Q) ce cardinal. Il vérifie

1
AP.Q) = (gp+o) 3 (#ePiatsl) —4(Piois4 )

La formule (3.4) donne pour A(P, Q) I'équivalent asymptotique

log 2 P
A(P, ~
(7Q) 2 logP.logQ’

sous la condition Q? < P.

Si on se contente d’une minoration de A(P, Q), on suppose @ < P%%2
et on applique le lemme 3.5 (majoration (3.6)) sous la forme

P

A — . 4: _ . . .
(P,Q) > (n(2P;q,+4;4,1) — m(P;q,+4;4,1)) > g P 1oa 0

Q<g<2Q
g=1 mod 4

Enfin, la derniére partie de ’énoncé du théoréme 1.5 requiert la forme
suivante de la conjecture d’Elliott-Halberstam ([EH]) :
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Pour tout entier a # 0 et tout € > 0 on a la relation

m(z) -3
5.3 max I‘/r T;d,a) — —=| = O(z o ).
( ) (a’ d):l ( ) S0( d) 6( g )
Sous cette hypothese, les calculs se font comme précédemment mais avec
le choix Q < P'—¢. O

dgzl—e
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