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est de présenter quelques résultats concernant ce phénomeéne et celui de
butée dans le cadre des systémes dynamiques discrets du plan. Rappelons
brievement la situation du cas continu.

Les premiers résultats, qui portaient & 1’époque sur un exemple, sont
dus 4 M. A. Shishkova [S]. Ces résultats ont été généralisés par A.I. Neishtadt
[N]; J.-L. Callot [C] en a présenté une preuve tres élégante et géométrique.
Il s’agit d’une version globale de ces résultats, qui fournit en outre une
explication du phénomeéne de butée. L’étude présentée dans cet article
s’'inspire en partie de cette derniére approche dont voici un bref exposé.

Considérons un champ de vecteurs lent-rapide de ’espace R® muni
d’une courbe lente attractive puis répulsive. Une trajectoire issue d’un point
proche de la portion attractive va de fagcon naturelle entrer rapidement dans
le halo de la courbe lente et longer cette courbe tant qu’elle est attractive.
Par contre lorsque la courbe lente devient répulsive la trajectoire n’a aucune
raison a priori de continuer a la longer. C’est pourtant ce qui se passe sous
certaines conditions, par exemple si le champ de vecteurs est analytique.
La bifurcation dynamique n’a pas lieu au point d’inversion de stabilité
(qui correspond & la bifurcation statique) mais aprés, d’out ’expression de
retard & la bifurcation.

La preuve de [C] repose sur I'idée suivante : on considére le prolon-
gement analytique complexe du champ de vecteurs. La variable temporelle
étant complexe il n’y a plus d’orientation naturelle et il est difficile de parler
d’attractivité ou de répulsivité de la courbe lente sauf si ’on consideére la
restriction d’une solution sur un chemin. J.-L. Callot utilise une fonction
a variable complexe et a valeurs réelles qui se calcule directement a partir
des coefficients du champ de vecteurs. Cette fonction, déja présente dans
les travaux de Poincaré, a aussi été utilisée par A.I. Neishtadt. Les lignes
de niveau de cette fonction forment un relief qui a la propriété suivante :
le long d’un chemin qui descend ce relief, la restriction de la courbe lente
3 ce chemin, vue comme courbe lente d’un champ de vecteurs de R3, est
attractive. Ainsi une solution longe la courbe lente dans toute la région
accessible par un chemin qui descend le long du relief. I suffit alors de
choisir convenablement le chemin pour démontrer ’existence de retard a
la bifurcation : dans certains cas il peut arriver qu’un segment de ’axe
réel descende puis remonte le relief (la courbe lente est d’abord attractive
puis répulsive), mais que les extrémités de ce segment puissent étre jointes
par un chemin descendant le relief, ce qui assure que la trajectoire est
infiniment proche de la courbe lente sur tout le segment. Le phénomene de
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butée correspond quant & lui & 'impossibilité d’atteindre certains points en
aval en descendant le long du relief; cela correspond a la traversée d’'une
séparatrice de col du relief.

En ce qui concerne le cas discret, la preuve de A.I. Neishtadt s’adapte
parfaitement pour donner des résultats de nature locale [F2]. C. Baesens [B|
utilise les propriétés Gevrey des solutions formelles pour aboutir aux
mémes résultats. Par contre le phénoméne de butée, bien que s’observant
a l’expérimentation sur ordinateur, ne trouve pas d’explication & ce jour.
I’adaptation de la méthode géométrique de Jean-Louis Callot se heurte
a une difficulté : la relation fonctionnelle satisfaite par une solution d’une
équation aux différences ne fournit a priori des renseignements sur la
solution que sur un ensemble discret (que j’appellerai pointillé), ce qui
empéche de modifier le chemin d’intégration. Il apparait alors non pas un
relief mais plusieurs reliefs. Enfin, certains systémes dynamiques discrets
présentent un comportement qui n’a pas d’équivalent dans le cadre continu,
et qui provient en partie de la non inversibilité de ces systémes.

Les résultats exposés ici portent exclusivement sur des systémes affines
en 'une des variables. Cette étude permet, a défaut de se généraliser au cas
non linéaire, d’en prévoir et d’en confirmer les observations expérimentales.

Malgré I’abondante littérature sur les équations aux différences
linéaires [Ba], [Bt], [NG], les résultats que je présente ici sont nouveaux
4 ma connaissance, mais je n’ai pas grand mérite a cela : je vis & une époque
moderne, ce qui m’a permis d’une part d’utiliser 'ordinateur pour faire
ces observations, d’autre part d’utiliser une théorie infinitésimale (’analyse
non standard dans sa version axiomatique IST donnée par E. Nelson [Ne])
pour en donner une modélisation puis une explication.

L’article est structuré ainsi.

J’ai rassemblé dans la partie 2 les notations utilisées dans la suite,
ainsi que les définitions et conventions classiques d’analyse non standard
qu'il est difficile de trouver dans la littérature déja existante.

La partie 3 décrit un exemple sur lequel sont présentés les phénomenes.
Il s’agit d’une succession d’affirmations qui seront démontrées par la suite.

En partie 4 j’aborde le cas général de 1’équation affine. Avant de
présenter le résultat principal de cette partie, j'expose la méthode de
démonstration, ce qui permet d’introduire les principaux ingrédients. Je
m’intéresse dans la partie 5 aux longs canards (qui «remontent» le relief
apres avoir traversé une séparatrice de col). Je donne d’abord une condition
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nécessaire sur 'abscisse de départ pour qu’une orbite soit un long canard,
puis une preuve de l’existence de ces longs canards, et enfin je démontre
qu'’ils ont la vie bréve.

La partie 6 présente deux exemples. Le premier permet une vérification
expérimentale des résultats de la partie 5. Le second conduit en application
a un résultat inédit sur le comportement asymptotique de la fonction
hypergéométrique confluente 1 F7.

J’aborde dans la partie 7 1’étude des équations non inversibles et
du phénomene de rateau que cela engendre, et j’applique cette étude aux
perturbations de séries géométriques divergentes. Le résultat est le suivant :
si une telle série perturbée converge, alors sous certaines conditions la
convergence est exponentielle.

2. Notations.

2.1. Le symbole € désigne un nombre infiniment petit strictement
positif fixé. Le symbole £ désigne un nombre complexe limité quelconque.
Deux occurences de ce symbole n’ont pas forcément la méme valeur. On
note de méme :

e © un nombre infiniment petit,

¢ @ un nombre appréciable.

2.2. Notations :

e x =~ y signifie «x est infiniment proche de y»;

e x ~ 0o signifie «x est infiniment grand »;

czgy signifie « x est appréciablement inférieur & y» ; ainsi 1 s 2.

2.3. Pour z limité, °z désigne ’ombre de . C’est I'unique nombre
complexe standard infiniment proche de z.

2.4. L’adverbe « exponentiellement » se rapporte a € :

o T est erponentiellement proche de y si |z — y|° < 1 (de maniére
équivalente z = y + £ exp(—|Q|/¢));

o T est ezponentiellement grand si |z|® > 1.

2.5. Soit A un sous-ensemble interne ou externe d’un espace métrique

quelconque. On dit qu’un point z est dans le S-intérieur de A si x est limité
et 8’il existe une boule centrée en x et de rayon appréciable incluse dans A.
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On note € S — int(A). Lorsque A est interne ou galactique, z est dans
le S-intérieur de A si et seulement si :

(i) z est limité;

(ii) le halo de z est dans A.

2.6. L’ensemble externe ||a, b[[ désigne le S-intérieur de ]a, b|.

2.7. On trouvera dans [K] une formalisme autorisant l'intégration
de fonctions sur des intervalles externes. Ce formalisme est utilisé dans la
partie 5.

2.8. Etant donnée une équation aux différences

y(z +¢) = F(z,y(x)),

jappelle solution pointillé une suite de points ((Zn, Yn))nen vérifiant
{ Tyl = T + &,
Yn4+1 = F(-Tnayn)

Une courbe lente est une courbe du plan zy sur laquelle y — F(z,y)
est infiniment petit.

Un canard est une solution pointillé telle que :
(i) 10y F (20, y0)| < 1;
(i) AN € N, (Ne

Q) A (|0yF(zn,yn)] > 1) A(Vn € N, n < N
= yn = e(yn) + @) oit y = e(z) est équation d’une courbe lente. En

clair, un canard est une orbite qui longe une courbe lente sur une portion
attractive, puis répulsive.

Jappelle équation de quadrature associée a 1’équation linéaire

y(z +€) = a(z)y(z) + b(z)
I’équation

(2.1) Z(x —€) = Z(z) + eLoga(x).

(Noter qu’il est écrit «z — e» et non «z + €»).

n>0

2.9. Une série numérique Y ay, est dite S-divergente (lire « elle semble
divergente») si sa standardisée (c’est-a-dire I'unique série standard ) b,

n>0
telle que pour tout n standard b, = °a,,) est divergente.
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3. Exemple.
Soit I’équation

y(z +¢€) =1 — exp(z)y(z)

avec x réel et € infiniment petit strictement positif. Regardons les solutions
pointillés. Soit (xg,yo) un point du plan R?, et (z,,, yn)nen la suite de points
obtenue par la récurrence double

Tntl = Tp + &,
(3.1) { e

Ynt+1 = 1 — exp(Tn)Yn-

A chaque itération, x varie de facon infinitésimale alors que la variation en y
est en général appréciable, sauf si le point (z,,y,) est infiniment proche de

la courbe lente d’équation y = e(z) =

x fixé,
62) {

T Le systéme réduit

Ynt1 =1— €"yy

conduit & une description macroscopique partielle de la dynamique du
systéme (3.1). En effet, 'unique point fixe (z,e(z)) de (3.2) est attractif
lorsque exp(z) < 1, c’est-a-dire z < 0, indifférent pour z = 0 et répulsif
pour z > 0; par conséquent pour (3.1), orbite d’un point limité (zo, yo)
avec xg appréciablement négatif entre dans le halo de la courbe lente a
I’abscisse d’entrée z, = °z et longe cette courbe tant que z est négatif(V).

Y1

« (%0, %0) e(r) =

1+ e® .

Te 0 Ty
Figure 1.

(1) Les expressions en italique doivent s’interpréter dans la langue naturelle, mais elles
sont aussi une définition mathématique que 1'on peut trouver dans [F2]. Il ne s’agit
donc pas d’un commentaire heuristique mais bien d’une description précise.
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De méme, lorbite passant par un point limité (z,y) avec =z
appréciablement positif et y non infiniment proche de e(z), a longé la
courbe lente au moins de 0 & °x et a quitté le halo de celle-ci & I’abscisse de
sortie x = °z.

Considérons & présent une orbite qui longe la courbe lente tant que z,,
est négatif. Lorsque x, traverse la valeur de bifurcation 0, on s’attend
a priori & ce que cette orbite quitte la courbe lente puisque celle-ci est
répulsive.

En réalité, et c’est 14 une surprise, 'orbite continue & longer la
courbe lente sur une portion appréciable. En d’autres termes, en notant z.
labscisse d’entrée et z; I’abscisse de sortie (ce sont des nombres standard) :

1) si z, < 0 alors z; > 0.

Ainsi toute orbite contenant un point limité d’abscisse appréciable est
un canard. La situation est effectivement tres instable. Pour observer ce
phénomene de retard a la bifurcation numériquement on doit effectuer les
calculs avec un nombre de décimales de 'ordre de e~! (voir [F2]).

Une seconde observation est que 'orbite finit par quitter la courbe
lente et que ’abscisse de sortie est en relation trés simple avec 1’abscisse
d’entrée. Localement ’orbite sort symétriquement, c’est-a-dire :

2) si x. est assez proche de 0 alors x5 = —z,.

D’un point de vue global, ceci est valable tant que z. reste compris
entre —7 et 0, et on observe un phénomene de butée en —7 et 7.
Précisément :

3) si ze > —7 alors x5 = —x,

4) presque slirement si . < —m alors ; = 7 et réciproquement,
si s > m, c’est presque sirement que r. = —m. Nous verrons au
paragraphe 4.5 comment intervient le nombre 7. Précisons ce que j’entends
par ’expression « presque siirement ».

5) 1l existe des canards dits longs, c’est-a-dire pour lesquels z. < —m
et xs > m.

6) Les longs canards sont exceptionnels : si (zo,yp) est le point
de départ d’un long canard et si (z1,%1) est un point limité avec
z; € [zo — %e, To + %s[, alors (z1,y1) est le point de départ d’un long
canard si et seulement si z; est exponentiellement proche de z;.

Le but de l'article est de fournir une explication des phénomeénes de
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retard & la bifurcation et de butée. J’ai choisi de traiter directement le cas
général puisque la théorie n’est pas plus difficile.

4. Le cas général.

4.1. Position du probléme.

Pour k € N, considérons le systeme

Tk+1 =Tk T €,
(4.1)

Yk+1 = a(Zk)Yk + b(zk),

ou a et b sont deux fonctions standard continues sur un intervalle standard I.
La courbe d’équation

b(z)
= e = —
y=e(z) =g T a(@)
est une courbe lente. Cette courbe est attractive lorsque |a(z)] < 1 et
répulsive si |a(z)| > 1.

Les solutions pointillés qui nous intéressent sont les canards. Par
ailleurs, les canards les plus intéressants apparaissent dans les systémes
oscillants, c¢’est-a-dire ceux pour lesquels la fonction a est négative. Je fais
donc ’hypothese

Jeeint(l), Vz €I, (z<c=—-1<a(z) <0) et (z>c=a(z) < -1).

La question est la suivante :

Soit ((zk,yk))ken une solution du systéme (4.1) avec zo apprécia-
blement inférieur @ c et yo limité. A quelle condition (externe) sur
n € N a-t-on y, ~ e(z,) ?

Avant de donner le résultat, commencons par quelques préliminaires
qui introduisent de fagon naturelle les diverses hypothéses. L’énoncé
complet se trouve a la fin de cette partie (théoreme 4.4).

4.2. Préliminaires.

Voici regroupés quatre énoncés qui résument ce que 'on peut dire
de fagon simple sans faire d’hypothése supplémentaire sur les fonctions a
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et b. On vérifie que, tant que k est limité, le pointillé (zx, yx) est infiniment
proche du pointillé (zo k,yox) de méme condition initiale et solution du
systeme réduit

Tok+1 = To,k)
(4.2) { "

Yo,k+1 = a(Z0)Yo,kx + b(zo).

En particulier, si yo % e(xo) alors pour tout n limité, y, % e(z,). Pour
les n infiniment grands, on a le résultat suivant.

ProposiTioN 4.2.1. — Soit ((xk,Yk))ken une orbite de (4.1) de
condition initiale (zg,yo), ou zo est dans le S-intérieur de I. Si g < ¢
et si yo est limité alors pour tout n infiniment grand tel que z, < c on a
Yn =~ €(Zn). De méme, si x > c est dans le S-intérieur de I et si yy est
limité alors pour tout n < N tel que (N — n) est infiniment grand et tel que
ZTp, > conayy ~e(zy,).

ProrosiTioN 4.2.2. — II existe une orbite longeant la courbe lente
sur tout l'intervalle I.

PrOPOSITION 4.2.3. — Soit ((zk, Yx))ken une orbite de (4.1) qui entre
dans le halo de la courbe lente en . = °xq et en sort en x,. S’il existe
une orbite ((z°,y°))ren ayant les mémes abscisses que ((z, yk))ken (C’est-
a-diredp e Z,Vk € N, x, = zg +p) et longeant la courbe lente sur I, alors
. et x4 vérifient la relation entrée-sortie

/ " Log|a(€)| d¢ = 0.

e

4.2.4. Remarques.

1) Cet énoncé ne décrit le comportement que des solutions ayant
méme abscisse qu’un canard, mais la méme preuve permet de décrire ’écart
entre deux solutions de méme abscisse, qu’elles soient canards ou non,
c’est-a-dire les solutions de ’équation homogene.

2) Dans I’exemple la primitive de Log |a(z)| est %xz, ce qui explique
la symétrie de la relation entrée-sortie x; = —x.
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ProposiTioN 4.2.5. — Soit ((zx,yk))ken une orbite de (4.1). Pour
tout n tel que y, n’est pas exponentiellement grand et tel que |a(z,)| # 1,
il existe m avec Y, ~ e(Tm) et Ty ~ Tn,.

4.2.6. Démonstrations.

o La preuve de ’énoncé 4.2.1 découle directement de ’attractivité de
la courbe lente sur [zo, c¢[ et de sa répulsivité sur {z € I | z > ¢}.

o Concernant ’énoncé 4.2.2, notons «, 3, —00 < a < # < 400, les
extrémités de I, et F' la transformation du plan associée a 4.1

F:M(z,y) — F(M)(z +¢,a(z)y + b(z)).

Soit zg dans I, g ~ @, n dans N tel que g +ne ~ B, zo+ (n+1)e € I
et My = (zo,e(xo)). L'image par la n-ieme itérée F™ de F' du segment
[Mo, F(My)] est le graphe d’une fonction continue sur [z,,Zn+1] dont les
extrémités sont, ou bien infiniment proches de la courbe lente, ou bien de
part et d’autre de cette courbe. Ainsi il existe un point ) dans le halo
de (8,e(B)) qui est image par F™ d’un point P du halo de (¢, e(a)). La
proposition 4.2.1 entraine que 'itéré k-ieme de M, par F est proche de la
courbe lente pour tout k dans {0,...,n}. On trouvera dans [F1] un énoncé
similaire, ainsi qu’une figure pouvant aider & la compréhension de cette
preuve.

o La proposition 4.2.3 se démontre & ’aide de la loupe de Benoit
autour de l'orbite (z°,y°) :

Zy =¢eLlog|zx] avec 2z =yk— ygﬂ,.

Puisque zj, est solution de ’équation homogene 2541 = a(zk)zx, on a :

1
Zn =29+ eZLOg‘a(xk)l.
k=0

La fonction Log |a| est standard continue, donc

T

Z, ~ Zy +/ i Log|a(z)| dx
zo

et de plus la fonction Z(z,) = Z, est S-continue, c’est-a-dire z,, ~ z,
implique Z,, ~ Z,. On remarque que

(Zn <0 = Loglzn|~ —00 = zn >0 = yn ~y0,,)
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avec y9,, ~ e(x, ) = e(x,) et de méme que

(Zp >0 = yp =~ o0).

Ainsi, si n; et ng sont tels que z,, ~ z. et z,, ~ x,, alors Z,,, ~ Z,,, ~0,
donc [ Log|a(x)|dz ~ 0. On obtient la proposition 4.2.3 par passage &
l’ombren1

o Pour la proposition 4.2.5, fixons n tel que y, n’est pas exponen-
tiellement grand et tel que |a(z,)| # 1. Supposons pour fixer les idées que
la(z,)| > 1, c’est-a-dire z,, > ¢ (le cas |a(z,)| < 1 est analogue). Il existe
& appréciable tel que |a(z)| > 1 sur [z, — 6,z + 6. Soit ((zk,y?))ken un
autre pointillé solution ayant les mémes abscisses que ((zk, yx))ren €t tel
que yY est limité pour zx € [z, — 8,2z, + 6]. On pose & nouveau

Zy = e Log |yx — 1°-

Le fait que y,, n’est pas exponentiellement grand implique que Z,, n’est pas
appréciablement positif, et le fait que la fonction Log |a| est appréciablement
positive au voisinage de z, entraine qu’il existe m; avec z,, ~ z,
et Zn,, < 0. Ainsi y,, est limité. On applique alors la proposition 4.2.1
en choisissant m tel que (m; — m) est infiniment grand et (m; — m)e
infiniment petit. O

La proposition 4.2.5 simplifie le probléme initial : on se contentera de
chercher les valeurs de z,, pour lesquelles y,, n’est pas exponentiellement
grand.

4.3. Exposition de la méthode.

Dans toute cette section, I’entier n est fixé. La premiere étape consiste
a exprimer y, en fonction de yg. Ceci peut se faire de différentes maniéres,
par exemple en itérant 1’équation et en procédant & des substitutions, ou
bien en utilisant la classique méthode de la variation de la constante. Quelle
que soit la méthode choisie, on aboutit & ’expression :

n—1 n—1 n—1
o= b(zk) [] al@m) + 0 [ ] alzw).
k=0 k=0

m=k+1
Vue comme fonction de n, la somme

n—1

n—1
> b(a) [ alem)

k=0 m=k+1
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n—1
est la solution particuliére de (4.1) qui s’annule en zg. Le terme yo [] a(zk)
k=0
est quant a lui la solution générale de I’équation homogene. Comme cette
derniére a déja été étudiée (proposition 4.2.3), je me restreindrai a 1’étude

de la solution particuliere

n—1 n—1
Yn = Z b(zk) H a(zm)
k=0 m=k+1

en supposant yg = 0.

Il s’agit d’'une somme de produits. Si ces produits sont suffisamment
petits, un argument de convergence dominée [vdB] montre que y, est
infiniment proche de e(z,). C’est le cas lorsque z,, est inférieur & c, mais
cela ne nous apprend rien. Par contre, dans la situation qui nous intéresse
ou z, est appréciablement supérieur & ¢, cette somme fait intervenir des

termes colossaux. Par exemple si xx est infiniment proche de ¢ le produit
n—1
[T a(zm) est constitué d’un nombre de I'ordre de e~! termes, la plupart
m=k+1

appréciablement supérieurs a 1; ce produit est donc exponentiellement
grand. L’idée est de considérer cette somme comme somme des résidus d’une
fonction analytique complexe. Ceci nous fournira une formule intégrale
donnant y,, en fonction de yo.

On suppose désormais que les fonctions a et b admettent des
prolongements analytiques — désignés par les mémes lettres — dans un
domaine complexe Q contenant l’intervalle 1.

En utilisant la formule des résidus, on peut écrire

= 1 p(z)dz
kzz;)(p(xk) T e [, exp[2ime~ Yz —z,)] — 1

ol ¢ est une fonction analytique et « est un lacet d’indice 1 par rapport aux
points xg,...,Tp—1 €t n’entourant aucune des singularités de ¢ et aucun
autre point x.

On est ainsi amené a chercher une fonction ¢ analytique telle que

n—1

p(ax) = b(zx) [] al@m)-

m=k+1
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Le changement d’inconnue ¢(z) = b(z) f(z) conduit & chercher f analytique
telle que

f@no1) =1 et f(zp_1) = a(zr)f(zk).

On cherche f solution de I’équation homogene

f(z —€) = a(z)f(z)

mais il ne s’agit plus de pointillés réels : il faut trouver une solution
fonctionnelle analytique complexe. Comme dans le cas des solutions
pointillés, ’équation homogene considérée se résoud avec la loupe de Benoit

Z(z) = Z(xpn-1) + € Log f(z),

cette fois complexe, et adaptée pour tenir compte du fait que f(z,_1) = 1.
Cette loupe conduit a I’équation de quadrature associée

(2.8) Z(x —¢€) = Z(z) + eLoga(x)

ol «Log» désigne une détermination fixée quelconque du logarithme.

La résolution de I’équation de quadrature est une étape importante
dans ’étude de ’équation affine et justifie une étude séparée. On trouvera
dans [F3] tous les détails sur cette résolution en imposant diverses conditions
sur la fonction & sommer, ici Loga. Ces conditions sont suffisamment peu
restrictives pour étre satisfaites dans les trois exemples présentés dans cet
article.

On suppose pour la suite qu’il existe une solution Z de ’équation de
quadrature associée, limitée dans le S-intérieur de Q2.

On obtient ainsi
f(z) = exp(e7[Z(2) — Z(2n-1)))

et, pour la solution particuliere,

n—1

Yn = Z b(zk) exp(e ' [Z(zk) — Z(Tn-1)]).

k=0
/ g(z)dz
~

La formule des résidus donne enfin

(4'3) Yn =

o=
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avec
b(z) exp(e*[Z(zk) — Z(zn-1)])
exp[2ime~Hz — x,)] — 1
et v un lacet inclus dans le S-intérieur de Q d’indice 1 par rapport aux
points zg, ..., Zp—1 €t d’indice 0 par rapport aux autres points x.

g(z) =

Si la fonction g est limitée sur tout le contour d’intégration et si ce
contour n’a pas une longueur exponentiellement grande, alors y,, n’est pas
exponentiellement grand, ce qui réalisera notre objectif. Il nous reste donc
a estimer g. Pour le numérateur on a :

Ib(z) exp (e [2(z) — Z(@a1)])| = |b(2)| exp(e ™ (RelZ(z) — Z(wn-1)])-
On peut montrer (voir [F3]) que si Z est une solution de ’équation de
quadrature, limitée dans le S-intérieur de 2, alors

2(5) - Z(zn_1) = /

x

T

"Log a(€) dé + e £.

En posant

T

Ro(z) = Re / "Loga(£) dé,

x
on obtient

Re[Z(z) — Z(xn-1)] = Ro(zsn) — Ro(z) +££.
En tenant compte du fait que la fonction b est limitée dans le S-intérieur
de Q, on aboutit & :

|b(x) exp(e[Z(x) — Z(2n)])| = £ exp(e~ [Ro(zn) — Ro(x)]).

Examinons & présent le dénominateur de la fonction g. Si la partie
imaginaire de (z — z,) est appréciablement positive, la partie réelle de
2ime~!(x — x,) est infiniment grande négative, de sorte que

exp[2i7r5”1(a: - xn)] -1
est infiniment proche de —1. Ainsi pour Im(z — z,,) > 0, 0on a :
l9(z)| = £exp(e ™ [Ro(zn) — Ro(x))).
Par contre, lorsque la partie imaginaire de (z — z,) est appréciablement
négative, exp[2ime ! (z — xn)] — 1 est infiniment grand et
|9(z)] = £ exp (e~ [Ro(@n) — Ro(2)]) x |exp[-2ime ™ (z — z,)]|(1 + @)
= £exp(e ' [Ro(zn) + Re(2irz,) — Ro(z) — Re(2inz)]).

Je ne tiens pas compte pour le moment des points de partie imaginaire

infiniment proche de celle de z,, réservant ce détail technique pour la
démonstration du théoréme 4.4.
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On peut interpréter la fonction Ry comme une fonction donnant
Paltitude sur un relief. Par analogie la partie réelle représente la longitude
et la partie imaginaire la latitude. Choisissons le lacet v composé de deux
chemins, Pun 4% inclus dans le demi-plan nord {z € C; Im(z — z,) > 0},
Pautre v~ inclus dans le demi-plan sud {Im(z — z,,) > 0}.

Si 'on peut choisir le chemin v+ de fagon & étre toujours au-dessus
de z,, pour le relief Ry (c’est-a-dire Vz € v, Ro(x) > Ro(z,)), la fonction
g sera limitée sur yv*. En ce qui concerne y~, il apparait un deuxiéme
relief(?) donné par R;(x) = Ro(x) + Re(2inz), et de méme si le chemin v~
est au-dessus de z,, pour le relief R, alors g est limitée sur v~.

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour formuler
le premier résultat de cet article. L’énoncé ne concerne pas exclusivement
les pointillés réels et je n’ai pas supposé la courbe lente d’abord attractive
puis répulsive, mais il est clair que ’énoncé prend tout son intérét dans
cette situation.

4.4. THEOREME. — Soit a et b deux fonctions standard analytiques
dans un domaine complexe ). Soit zo un point de (2, yo un nombre
complexe limité et n un entier tel que le segment [zo,zo + ne| est de
longueur appréciable et inclus dans le S-intérieur de Q2. Soit ((z, Yk))keN
le pointillé solution du systéme (4.1) de condition initiale (zg,yo). On note

T
Ro() =Re | Loga(§)d¢
Zo
ou «Log» désigne une détermination fixée du logarithme, et
T
Ri(z) = Re/ (Log a(€) + 2im) d€ = Ro(z) + Re(2in(z — z0)).
Zo

On suppose :

(2) Les deux reliefs Ry et R; correspondent & deux déterminations différentes du
logarithme de la fonction a. Ces deux reliefs sont différents, mais leur restrictions aux
droites horizontales ne difféerent que d’une constante :

Im(a — 8) =0 => Ro(a) — Ro(B) = Ri(a) — R1(B).

Autrement dit, l’altitude relative de deux points & la méme latitude est indépendante
du relief choisi. En particulier, sur le pointillé, les deux reliefs coincident puisqu’ils
s’annulent en ¢. Comme on s’y attend, le comportement des solutions pointillés est
donc bien indépendant de la détermination du logarithme.
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(H1) |a(zn)| # 1.

(Hz) II existe une fonction analytique Z, limitée dans le S-intérieur de (2,
solution de I’équation Z(z — €) = Z(z) + € Log a(z).

(Hs) II existe un chemin de longueur limitée -y joignant les points xq et

Z, inclus dans QN {z € C; Im(z — z,) > 0} tel que Ro(z) > Ro(z,) pour
tout T sur 7p.

(Hy) II existe un chemin de longueur limitée v, joignant les points xg
et &, inclus dans QN {z € C; Im(z — z,) < 0} tel que Ri(z) > R1(zx)
pour tout x sur 7.

b(Zm)
1-—a(zm)

4.4.1 Démonstration. — D’apres ’hypotheése (H;) et les préliminaires,
il suffit de montrer que y,, n’est pas exponentiellement grand. Soit

Alors il existe un entier m tel que z., ~ x,, et tel que y,, ~

7t :[0,1] — @n{z € C; Im(z — z,) > 0}

un chemin de longueur limitée et e-proche de 7y joignant les points o — %6
et T, — %s en évitant les disques centrés en zy (k € Z) et de rayon %E,
c’est-a-dire :

7+(0):x0—%57 7+(1)=1"n_%61

vt e 0,1, Vk € Z,
YH(t) =v0(t) +eL et |yT(t) —xo — ke| > ie.

Soit v~ : [0,1] —» QN {z € C; Im(z — z,) > 0} un chemin de longueur
limitée et e-proche de v, joignant les points z¢ — %e et ¢, — -;—s en évitant
les disques centrés en zj, (k € Z) et de rayon %e. En posant v =yt U~y~,

ona:
51 / (z)dx
y'n g

avec

_ b(z)exp(e™[Z(z) — Z(zn-1)])
9(z) = exp[2ire~(z — z,)] — 11 .

Le lemme suivant, dont la preuve est immédiate, fournit une
minoration du dénominateur de la fonction g et explique pourquoi j’ai
choisi des chemins évitant des disques.



L’EQUATION AUX DIFFERENCES AFFINE 155

LEMME 4.4.2. — Soit z dans C, limité ou non, tel que la distance de z
a 7 soit supérieure ou égale a % On a

1
exp(2imz) —1
1
exp(2inz) — 1

Im(z) >0 = Q,

Im(2) <0 = = @ exp(—2inz).

Ainsion a :
. sury*, |g(x)] = ffexp(e‘1 Re[Z(z) — Z(zn-1)])
= £Lexp(e ™! [Ro(zn) — Ro(z) + € £])
=£
l9(z)| = £exp(e™" Re[Z(z) — Z(2n-1)]/¢)
x exp(—2inme ™! (z — z,,))
= £Lexp(e ' [Ri(zn) — Ri(2)])
=£.

Le lacet «y étant de longueur limitée, on obtient finalement

e SUr v,

yn =€ £ = Lexp(e7lQ),

ce qui achéve la preuve du théoréme 4.4. 0

4.5. Application a I’exemple 3.
Ona:

a(z) = —exp(z) = exp(z —im) et b(z)=1.

On choisit pour 2 le plan complexe tout entier. L’équation de quadrature est
particulierement facile & résoudre : une solution polynomiale de I’équation

Z(x —¢) = Z(z) + e(x —im)

est

2

Z(x)=—3z(z—im)* — %6:13;

D=

cette solution est limitée pour tout x limité.
Les deux reliefs sont donnés par :

o Ry(z) = Re(%(m —im)?) pour le nord {z € C; Im(z — z,,) > 0} et
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o Ri(z) = Re(3 (z — im)? + 2irz) = Re(3 (z + im)?) pour le sud.

Chacun de ces reliefs présente un col, I'un en i, ’autre en —im. Tant
que ’on peut joindre xg a x, par le nord en restant au-dessus de z,, pour
le relief Ry et par le sud en restant au-dessus de x, pour R, le pointillé
longe la courbe lente. Le probleme est réduit a une simple contemplation
de la géométrie de ces reliefs : si —m < ¢ < 0, ceci est réalisé tant que
T, € —Xo, mais si xg K — ceci est réalisé tant que le pointillé ne traverse
pas une séparatrice de col de 'un des deux reliefs Ry ou R;, c’est-a-dire
tant que z,, K< .

R

Figure 2.

La situation est & présent bien expliquée en ce qui concerne les canards
dans lintervalle externe || — , w[[. L’existence des longs canards et leur
exponentielle proximité nécessitent une analyse un peu plus fine qui fait
I’objet de la prochaine partie.

5. Chasse aux longs canards.

5.1. Préliminaires.
Revenons au cas général. Une situation intéressante est la suivante.

e Chacun des deux reliefs présente un col, I'un Ry en un point ¢y au
nord de zg, et ’autre Ry en ¢; au sud de zg, tous les deux en dessous de g
pour le relief correspondant (c’est-a-dire Ry(co) et R;(c;) négatifs puisque
les fonctions reliefs s’annulent en o).
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/ g
{ 1S

Figure 3. Courbes de niveau de la partie imaginaire d’une solution
analytique de I’équation y(z +0.15) = 1 — e*y(x) proche de la courbe
lente y = (1 + €®)~! dans le demi-plan externe {z € C; Rez < 0}.
Ici, Rex varie de —5 4 5, Imz de —3.84 4 3.84 et Imy de —10 & 10.

e Le pointillé (z,)neny commence par descendre les deux reliefs,
traverse une séparatrice de col, par exemple la séparatrice de cy si
R;(c1) < Ro(cp), puis 'autre séparatrice, continue & descendre les reliefs
jusqu’en un point ¢ ou les courbes de niveau des deux reliefs sont tangentes
et enfin remonte pour retraverser les deux séparatrices.
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Tant que ce pointillé n’a pas atteint une des séparatrices des cols, on
pourra trouver un chemin satisfaisant les conditions du théoréme 4.4, ce
qui montre que le pointillé ((,, Yn))nen continue & longer la courbe lente.

Par contre, lorsque le pointillé (z, )nen traverse I'une des séparatrices,
il n’y a plus de chemin v descendant les reliefs en partant de =y mais on
peut donner une estimation précise de I'intégrale (4.3) qui définit y,,, ce qui
fournit une condition nécessaire pour que le pointillé continue & longer la
courbe lente.

Auparavant, précisons la détermination de la racine intervenant dans
I’énoncé du résultat. Notons :

T

Lo(@) = [ Loga(©)ds, La(e) = [ (Loga(e) + 2im) de.

0 Zo
Ainsi Rg = Re Lg et Ry = Re L;. Le col de Rg correspond & L'(cg) = 0 (ce
qui implique a(cp) = 1). En tant que partie réelle d’une fonction analytique,
la fonction Ry est harmonique donc n’admet pas d’extremum local. Ainsi
co est un col. Ce col présente alternativement p + 1 montagnes et p + 1
vallées, ol p est ’ordre de multiplicité du zéro de L'(cp). Je considere le cas
ou les deux cols sont simples, c’est-a-dire

L"(co) #0 et L"(c;) #0.

Lorsque le pointillé a retraversé la séparatrice de ¢y, le meilleur choix
pour g est de prendre un chemin descendant le moins possible le long du
relief Ry, donc passant infiniment pres de ¢y en étant tangent a la ligne
de créte. Cette ligne est la courbe de plus grande pente joignant les deux
montagnes du relief Ry. C’est la courbe de niveau de Im Ly contenant ¢y et
de plus ¢y est un minimum de Ry relativement a cette courbe. Calculons la
tangente & cette courbe en ¢y. Pour x infiniment proche de ¢y, on a :

Lo(z) = Lo(co) + (z — co) L'(co) + %(m — ¢0)*(L"(co) + @)-
On a L"(z) = a’(z)/a(z) donc L"(cp) = a’(cp), ce qui donne pour z ~ co,

Lo(z) = Lo(co) + 3 (z — co)*a’(co)(1 + @)

Le chemin y* est donc tangent & la droite {z € C; (z — cp)?a’(co) € R}
qui est dirigée par les deux déterminations de (a’(co))~*/2. On choisit
la détermination de la racine correspondant au sens positif de yy (dans
Pexemple, il s’agit de la détermination principale). On peut par exemple

choisir le chemin vy et la détermination de la racine de fagon a avoir
10(3) = e et 25(3) = (@ () 2
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5.2. THEOREME. — Soient a et b deux fonctions standard analytiques
dans un domaine complexe (2. Soient xo,yo limités et n € N tels que
[0, o + ne] C S — int(Q) et ne # 0. Soit ((xk, Yk ))ken le pointillé solution
du systéme (4.1) partant de (zo,yo). On note a = °zy, B = °zn,

Lo(z) = /z Loga(¢)d¢, Li(x) = /x (Loga(€) + 2im) d¢

0 Zo

ou «Logy» est une détermination fixée du logarithme, Ry = RelLg et
Ry = Re L;. On fait les hypothéses suivantes.

(H;) Il existe Z analytique et limitée dans S — int(Q) telle que :
Z(xz —€) = Z(z) + € Log a(z).

(Hg) II existe co € Q tel que Loga(cy) = 0, Im(cog — @) > 0, a'(cp) # 0
et b(co) # 0.

(H3) Il existe g : [0, 1] — Q standard de classe C' tel que :
(i) 70(0) = @, 70(1) = B, Rey(0) = Rep(1) = 0;
(i) 70(3) = co, Y0(3) = (a'(c0))™V/?;
(iii) pour tout t € [0,1] (0 < t < 1 = Im(y(t) —a) > 0) et
(t # 1 = Ro(v0(t)) > Ro(co))-

(Hy) 1 existe c; € Q tel que Loga(cy) = 2im, Im(c; —a) < 0, a’(¢1) #0
et b(cy) # 0.

(Hs) Il existe y; : [0,1] — 2 standard de classe C* tel que :
() 11(0) = &, 71(1) =B, Re1(0) = Re~{(1) =0;
(ii) 11 (3) = e1, M(3) = (@(er)) %
(iii) pour tout t € [0,1] (0 < ¢t < 1 = Im(7{(t) — @) < 0) et
(t# 3 = Ri(7(t) > Ri(cr)).

Sous ces conditions, on a :
Yn = A(@n) (1 + @ — exp[2ime ™ (zn — p)]) (1 + @)

avec

2

(B1)  Man) =bleo)y| ey

exp(e ™! [Lo(zn) — Lo(co)])
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et

52  p=ci— % [Lo(co) — Lo(er) + sLog( ZEZ;; Z;Ez‘l’; )] .

5.2.1. Démonstration. — Conformément & (4.3), on a

Yn = E_I/Q(.’l)) dz
g/

ol 7y est un lacet inclus dans S — int(2) d’indice 1 par rapport aux points
Zg,...,Zn—1, et d’indice O par rapport aux autres points xj, et

b(z) exp(e[Z(x) — Z(xn_1) ‘
exp[2ime~ Yz —z,)] — 1

9(z) =

D’apres [F3], la solution Z de I’équation de quadrature vérifie, pour z et
limités,

Z(z) — Z(xn-1) = Lo(zn — %e) — Lo(z + %s) +e2£.
Soit v* un chemin infiniment proche de <y, ainsi que les dérivées,

joignant les points (z¢ — %5) et (zn — %6) en évitant les disques D(zy, %E)

centrés en xy pour k € Z, de rayon %a, et passant au point (cyp — %s) a

Pinstant : avec la dérivée (a’(co))~/?. Autrement dit :
7F :[0,1] = Q de classe C?,
7O =20 -3 W) =235 G == 38
7H() = @),

N

De méme soit 7y~ tel que :

7~ :[0,1] — Q de classe C*,

T =z0— 36, () =an— 36 7 (
Y7 (3) = (d ()73

vte[0,1], V€ Z, v (1) 2m(t), ¥~ (t) ~¥i(t), |y~ () —axl > Le

)=cl_%€)

N

On choisit pour v le lacet composé des deux chemins v+ et v,
précisément vy : [0,1] —  tel que

vee [0,1], v(t) =7 (2t) et Ve [3,1], v(t) =1 -20)
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Avec ce choix de chemins on a :
Yn = s_l/ g(z)dzx — 6“1/ g(z) dz.
v~ ¥t

La fonction g a un maximum bien exprimé en cg, c’est-a-dire que I’on
a Ro(vo(t)) > Ro(co) pour t # % ; R, co et yo étant standard, on en déduit
que sit % % alors Ro(vo(t)) > Ro(co) et cette propriété persiste avec le
chemin y*. Ainsi, pour z sur v+ non infiniment proche de co, g(x)/g(xo)
est exponentiellement petit, donc seule compte dans l'intégrale f7+ g(z)dz
la contribution des points du halo de ¢g. En d’autres termes,

(5.3) /+ g(z)dz = [y"‘ﬂhal(c )g(x) dz (1+ Q).

Pour z infiniment proche de ¢y,

exp[2ime Nz —z,)] —1=-1+0©

puisque ¢g est au nord de z,, et

Lo(z + %5) = Lo(co) + %(z + %6 - co)2a’(co)(1 + @),

b(z) exp(e " [Lo(zn) — 2€) — Lo(z + 3¢) +2£])
exp|2ime~(z — z,)] — 1

exp(e_l[Lo(xn - %6) — Lo(co)])

x exp(3e7 (z + & —co)?d'(co)(1+ @)).

g(z) =

_ b(co) + @
—1+0

On a de plus Lo(zn — %6) = Lo(zn) — %E(Lﬁ(mn) +@) et Ly(z) = Log a(z),
donc
exp(e™ [ Lo(zn — %6) — Lo(co)])
= exp (e [Lo(zn) — Lo(co)] — %Lf)(xn) +0)
= a(zn) % exp(e 7 [Lo(zn) — Lo(co)]) (1 + @).

Ainsi, pour z infiniment proche de cg,

g(z) = =b(co)a(zn) "/ exp(e " [Lo(zn) — Lo(co))
x exp(3e7 (z + 36— co)?a’(co)(1+ @) (1 + @).
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Posons le changement de variable

:c—co—le—l— Lu
2 a'(co)

qui envoie v+ N hal(cy) sur une courbe I' N ¢~1/2hal(0) infiniment proche
de R parcourue de —oo & +00. On a dz = /e/a’(cp) du et

9(x) = —b(co)a(zn)"/? exp(e ™ [Lo(zn) — Lo(co)])
x exp(— %uz(l +2))(1+ )

donc
1
5_1/ g(z)dz = o / g(z)dz
y+ € ~+Nhal(co)
1+0 - -
=-—0 b(co)a(zn) /2 exp(e™* [Lo(zn) — Lo(co)))
x v/e/a!(co) exp(—%uz(l + @)) du
I'Ne=1/2 hal(0)
et

(5.4) / exp(—3u*(1+ @)) du
I'Ne—1/2 hal(0)

_ /+°° exp(~ 1u?) du (1 + 0) = V(1 + ).

- 00
Finalement on obtient :

s_l/ g(z) dz = —b(co)\/27/ea’ (co)a(zy)
* _

X exp(s HLo(zn) — Lg(co)])(l + Q).
Remarque. — Si I'on veut éviter le recours au formalisme de [K], on

peut procéder de la fagon suivante. Pour tout intervalle I C [0, 1], centré en
% et de longueur |I| appréciable, on a :

/ g(z)dz :/ g9(z)dz (1+ @).
oAl y+(I)

Par permanence, il existe un intervalle I centré en % , de longueur infiniment
petite, tel que

[ o@a=[ swaaro),
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ce qui remplace la formule (5.3). De plus, cet intervalle peut étre choisi
suffisamment grand pour que £71|Iy| soit infiniment grand; ainsi, dans
la variable u, I'(Ip) contient la galaxie principale, et la formule (5.4) est
remplacée par

/ exp[—%u2(1+®)] du = V27 (1 + Q).
(1)

De méme, pour z infiniment proche de ¢,

exp[2ime ™! (z — z,)] — 1 = (1 + @) exp[2ime ' (z — z,,)]

puisque c; est au sud de x,, et

Ly(z + %E) = Li(c;) + % (z+ %E - c1)2a'(cl)(1 + Q).

Avec la formule Lo(X) = L1(X) — 2in(X — x0), on obtient

Lo(z + %5) = Lo(cy) — 2im(x — 1) —iem + %— (m + %E - cl)2a'(cl)(1 + Q).
On a ainsi :

b(z) exp(e ™ [Lo(zn — 3€) — Lo(z + 3€) +€2£
9(z) = exp[2ime~z — z,)] — 1
= (b(c1) + @) exp(e ™ [Lo(zn — 3€) — Lo(c1)])
x exp(3e7 (z + e —c1)?d(c1)(1 + @)
x exp[2ime™ (z — ¢1) + im]
x exp[—2ime ™ (z — )] (1 + @)
= —b(c1)a(zn) % exp(e " [Lo(zn) — Lo(c1)))
X exp [2z'7re_1(:1;n — cl)]
x exp(1e Mz + e —1)%d(c1)(1+ @) (1 + ©).

Le changement de variable z = ¢; — %6 + y/€/a’(c1)u donne

m | =

/ exp(ge @+ fe—a)’d(a)(1+)) dz =
~y~Nhal(cy)



164 AUGUSTIN FRUCHARD

140
[y_ g(z)dz = c [y_nhal(q) g(z)dz
= —b(c1)a(zn) "% exp(e T [Lo(zn) — Lo(c1)])

x exp[2ire ™ (z, — c1)] E—;(Z_l) 1+0)
= ~be0)y| ey (e olen) — Lofeo))

b(c1) [ad'(co)
b(co) \ a'(c1)
X exp [2i7r£_1(xn - cl)] 14+ ).

X exp(s_l[Lo(Co) — Lo(a1)])

En résumé, avec les notations A et p introduites dans 1’énoncé en (5.1)
et (5.2),on a:

e~ 1 /+ g(z)dz = =Xz, )(1 + @),

e’ / _ 9() dz = ~A(zn) exp[2ime ™ (20 — )] (1 + @)
donc !
Yo =" / g(e)dz - / (@) da
= \zn) (1 + @ — exp[2ime  (zn — p)](1 + @)). 0

Notons que A(zy,) est de la forme

Mzy) = % exp(e ' [Ro(zn) — RO(CO)])

(avec @ complexe appréciable) et que p est une constante limitée qui ne
dépend que des données a et b. Notons aussi que 1’énoncé reste vrai si I’on
change p en p + ke avec k € Z (le choix de la détermination du logarithme
n’influe pas sur le résultat).

5.3. Etude géométrique.

Nous nous intéressons dans cette partie aux longs canards, c’est-a-dire
aux orbites qui continuent & longer la courbe lente apres avoir retraversé
une séparatrice de col.
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Si ((Zm, Ym))men est une orbite de (4.1) avec yo = 0, y,, est la somme
de deux termes y+ et y— qui s’expriment & ’aide d’une intégrale de g sur
deux chemins joignant les points (zo — %s) et (z, — %8), P'un par le nord
et Vautre par le sud, et descendant le moins possible le long des reliefs
correspondants :

y,“:=6—1/ g(z)dz et y,j:e—l/ g(z) dz.
oAl v

Si 'ombre du pointillé (z.,)o<m<n n’a traversé qu’une séparatrice,
I’un des termes est exponentiellement grand et 1’autre est au plus de ’ordre
de €7!; la somme ne peut donc pas étre limitée. Ainsi ’ombre d’un long
canard retraverse les deux séparatrices en méme temps; ce canard passe
donc infiniment pres de l'intersection des deux séparatrices.

5.4. Condition nécessaire a long canard.

Pour que le pointillé ((Zm,Ym))men soit un long canard, il faut qu’il
existe n tel que le pointillé (Z,, )o<m<n ait retraversé les deux séparatrices et
tel que yy, soit limité. Lorsque (2., )o<m<n a retraversé les deux séparatrices,
ona:

Q _ -
Yn = 7 exp(e ™! [Ro(zn) — Ro(co)))) (1 + © — exp[2ime ™ (z,, — p)]).
Le terme exp(e~![Ro(xn) — Ro(co)]) étant exponentiellement grand, yy,

ne peut étre limité que si 1 — exp[2ime~1(z, — p)] est infiniment petit,
c’est-a-dire

(5.5) Ik ez, x";“ ~ k.

Notons que cette condition a long canard ne dépend en fait que de ’abscisse

—_— z —_—
de départ zo puisque In—H _To7F

5.5. Existence et vie bréve des longs canards.

5.5.1. Plagons-nous dans les conditions du théoreme 5.2 avec a et 3
standard dans 2 et fixons n dans N tel que n = p-ca + £. D’apres ce qui
précéde, les longs canards sont & chercher parmi les orbites de (4.1) dont

Pabscisse de départ est telle que o L est infiniment proche d’un entier.

Posons zg = pu+ ke +eX, avec k étant choisi tel que X soit infiniment petit.
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D’apres (5.2), la constante p s’écrit p = po + €41 avec pg et pg
standard. Pour avoir des longs canards, il faut donc que Im(a — u) = 0. On
peut ainsi se restreindre & ’examen des orbites dont I’abscisse de départ
vérifie zp = a +¢e£, donc x,, = B+ e£. Il existe deux fonctions analytiques
p et 1 telles que

Yn = p(T0)P(Z0)

avec

o) =Mz +ne)(1+0Q) = —\?—_ exp(e ! [Ro(z + ne) — Ro(cp))),
P(z) =1 —exp[2ine ' (z — p) + Q).

™

LeEMME 5.5.2 (valeurs intermédiaires complexes). — Soit F' une
fonction analytique complexe telle que F(X) = 1 — exp(2inX + @) pour
tout X limité et soit a un nombre complexe infiniment petit. Alors :

(i) I existe un unique X* infiniment petit tel que F(X*) = 0.
(ii) Ona (X ~0 et F(X)=af = X =X*+af).

5.5.3. Preuve. — Le symbole @ désigne une fonction analytique de X
qui prend une valeur infiniment petite en tout point limité. D’apres le
théoréme de Robinson (voir [C], [R]), sa dérivée est infiniment petite, donc
la fonction F' a une dérivée infiniment proche de —2im dans le halo de 0. O

5.5.4. En appliquant le lemme & F(X) = ¢¥(p + ke + €X), on a ainsi :

o d’une part ’existence d’un long canard pour o = * = p+ke+eX™,
Yn = 0;

o d’autre part la «vie brevey des longs canards :
Yn = £ <= (z0)¥(z0) = £,
pla0) = = exp(e” Ro(an) — Ro(eo)]) = 2 exp(e™ [Ro(6) = Ro(co))
puisque z,, = 8 + £, donc
= £ = —= exp(e [Ro(B) ~ Ro(en)])(zo) = £
— X = X* + Veexp(e™! — [Ro(co) — Ro(B)]) £
< 79 =17" + %% exp(e 7 [Ro(co) — Ro(B)]) £.

Ainsi les abscisses & long canard e-proches de p + ke sont exactement les
valeurs zy qui sont exponentiellement proches de z*.
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6. Exemples.

6.1. Considérons le systéme :

Tntl = Tn + 6,
(6.1) { *

Ynt+1 =1 — exp(:cﬁ - 7r)yn-

Nous examinerons en particulier I’orbite qui part du point origine, c’est-a-
dire g = yo = 0. La courbe lente est donnée par

= (@) = 7
y=ea = 1+exp(a® —m)

attractive sur | — /7, /7 [ et répulsive sur | — oo, —/7[ et ]/, +o0l.
L’orbite partant de (0,0) entre dans le halo de la courbe lente & I’abscisse
z. = 0 et longe cette courbe au moins tant que z, est inférieur & /7. La
question qui se pose est : quelle est ’abscisse de sortie de cette orbite ?

On aa(z) = —exp(z? — ) = exp[z? — (1+14)7] et b(z) = 1. On choisit
pour 2 le plan complexe tout entier. Ici encore, I’équation de quadrature
Z(z—¢) = Z(z) + e(z® — (L+4)m)

se résoud facilement. Elle admet une solution polynomiale de degré 3,
limitée pour tout z limité, qu’il n’est pas besoin d’expliciter puisque seule
son existence joue un role.

Les fonctions relief sont
o Ro(z) = Re(32® — (1 +4)wz) pour le nord,
o Ri(z) = Re(42® — (1 —4)mz) pour le sud,
et le point de R* qui est & la méme altitude que 0 est v/37.

| i1zd —nx
v/ .
/ 0 L/ Var

Figure 4. Restriction des reliefs a ’axe réel.
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Ces reliefs présentent deux cols, ¢¢ = +/(1+4)m au nord et
c1 = /(1 —19)7 au sud (il s’agit de la détermination principale de la
racine). Les séparatrices des deux cols sont a laltitude

Ro(co) = Ri(c1) = Re(—%[(1 +i)m]3?) = —%w3/2 21

donc en dessous du point origine. Ces séparatrices s’intersectent sur 1’axe
réel en des points solutions de ’équation

(6.2) 128 —rz+ 2092V V2-1=0.

Le pointillé issu de I'origine longe ainsi la courbe lente jusqu’au point
a ~ 2.57762 qui est la plus grande racine de ’équation (6.2).

Cette valeur a est supérieure & /7 ~ 1.77, mais est inférieure 2 la
valeur v/371 ~ 3.07 qui intervient dans ’équation homogene. Le point /37
est & la méme altitude que 'origine sur le relief, donc au-dessus du col. Le
point /7 correspond lui & ’endroit ou les lignes de niveau ont une tangente
horizontale : c’est le point le plus bas du pointillé sur le relief.

Ainsi le retard a la bifurcation s’interpréte comme le fait que I'orbite
arrive a remonter le relief apres le point /7. La butée correspond au fait que
cette orbite n’arrive pas en général a remonter au-dessus du col jusqu’au
point v/37 et doit donc quitter la courbe de points fixes & la traversée d’une
séparatrice de col.

Donnons & présent une condition nécessaire pour que l'orbite issue de
Porigine soit un long canard. Puisque ’abscisse de départ est fixée, cette
condition portera sur £. On a :

Lo() = $2° — (1 +8)mz, Li(a) = 32° — (1 —i)mz
donc

Lo(eo) = - 2[(1+0)n)*%, Li(er) = =2 [(1 - )]
Ceci donne
¢ — % [Lo(co) — Lo(c1)] = 521—7; [L1(c1) — Lo(co)]
= 2 /rIm[(1+1)%/?]

=2/1V1+ V2.
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T T ;
! A !
! \ N
autre col ; \ .
,
de Ry i \ o
* .

N,

autre col

de Ry

Y
[y
.
[}
[y
[}
[}
.

[y
[}
'y

--------- relief nord —-=.=-—-- relief sud

Figure 6. Les signes + aux cols symbolisent les montagnes.
Par ailleurs, a/(z) = 2z exp[z? — (1 + i)7], donc

a'(co) 143 1.
de) -~ Vizi —\/’Z—exp(zur),

ce qui donne

tos( e\ e ) = 5

La formule (5.2) donne alors

n= %\/;\/1_'—\/5—%66’

Compte tenu du fait que z,, = ne, la condition nécessaire (5.5) pour

que ’orbite partant de l'origine soit un long canard est donc :

1
¢ +k+0, avec C=2rV1+v2~1836
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Ts

3.2

: \\\ . \\\\ \\\\\\ \\\\

2A2 ' il 1 1 1 1 il i) il 1 1 i 1 1 1 1 1 1
10 = 20 ¢!

Figure 7.

La figure 7 représente en fonction de ¢! la premiere abscisse z,, telle
que ¥y, est supérieur & 1. Plus précisément, u = ¢! est en abscisse et varie
de 10 & 20 (c’est-a-dire 0.05 < ¢ < 0.1), v = ¢(u) = inf{z,; yo > 1}
est en ordonnée (2.2 < v < 3.2). L’unique graduation sur l'axe v
correspond & a ~ 2.57762. Les graduations sur ’axe u correspondent
aux valeurs (& + k)/C.

Le graphe de ¢ est bien entendu inclus dans le réseau d’hyperboles
v = n/u puisque z, = ne. On vérifie que @(u) est en général de 1'ordre
de a, sauf pour des abscisses bien précises qui coincident approximativement
avec les graduations du bas, pour lesquelles on distingue quelques points
nettement au-dessus de a. Les valeurs a long canard correspondent en
général & une transition d’une hyperbole du réseau a une autre mais ce
n’est pas systématique.

6.2. Soit le systéme

Tntl = Tp + €,
(6.4) { " "

Yn+1 = 1 — Tnyn.
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La courbe lente est
1
T 1+

attractive sur | — 1, 1[ et répulsive sur | — oo, —1[ et sur ]1, +o0o[. On choisit

y = e(x)

a(z) = exp(Logz — im), b(z) =1,
et les deux fonctions relief sont :
o Ro(z) = Re [y (Log & —im) d¢ = Re[z(Logz —1— )] pour le nord,
o Ry(z) = Re[z(Logz — 1+ ir)] pour le sud.

Sur I'axe réel, ces deux fonctions coincident avec
R(z) = z(Log |z| — 1).
L’équation de quadrature associée est

Z(x —¢€) = Z(z) + e(Log x — im)

dont une solution est
Z(z) = —eLogT'(z/e + 1) — z(Loge — im)

ou I est la fonction Gamma d’Euler. On a Z(z) ~ Ro(z) sur C \ hal(R™),
ce qui permet de choisir Q = C\ R™.

Les deux reliefs n’ont de col qu’en —1 donc il n’y a pas de butée.
Par conséquent, 'orbite ((zk, yx))ken issue d’un point limité (zg,yo) avec
0 < g < 1 entre dans le halo de la courbe lente & I’abscisse z. = °x( et
longe cette courbe au moins jusqu’a abscisse Z > 1 telle que R(Z) = R(z.).

Si en revanche zo est dans ]| — 1,0]], le théoréme 4.4 ne s’applique
pas directement. En utilisant ce qui précede, on sait déja que les abscisses
d’entrée z. et de sortie x, vérifient . = °z¢ et 5 > e (en ne considérant
que la partie du pointillé d’abscisse positive). Nous allons voir que ’abscisse
de sortie vérifie encore s > T ou Z est tel que Z > 1 et R(Z) = R(z.).

6.1. ProPOsITION. — Soient zo dans ]| — 1,0]] et n € N tel que
R(z,) < R(zo). Alors y, ~ e(zy).

Preuve. — Le calcul exposé dans la section 4.3 donne

n—1 n-—1

=3 [ (cam)=c? / o(z) dz

k=0 m=k+1
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avec :
x
» 9(@) = exp[2i7r5“{((x)-— )] -1
o f une solution analytique de ’équation f(z — &) = —z f(z) vérifiant
flzn—1)=1et
e 7 un lacet d’indice 1 par rapport aux points xg,...,T,_1 €t

n’entourant aucune des singularités de f et aucun autre point z.

Si z,, n’est pas congru & 0 (i.e. pour tout k € N, zx # 0), on peut
choisir :

1 T(zn/e) 1 .
T) = - ————~ exple” (zn — x)(Loge — im)|.
1@ = vajer D) ple™! (zn — 2)(Loge — im)]
Bien que la solution de ’équation de quadrature associée ait forcément
des singularités sur I’axe réel, la fonction f est quant 3 elle entiere. De plus,
les propriétés asymptotiques de la fonction Gamma montrent que

f(z) = £exp(e ' [Ro(zn) — Ro(z)])
pour tout z limité. Ainsi :

e g(x) = £Lexp(e '[Ro(zn) — Ro(z)]) pour z de partie imaginaire
positive, et

e g(z) = Lexp(e ! Ri(xn) — Ri(x)]) pour = de partie imaginaire
négative.

Etant donnée la configuration des reliefs (absence de col), le résultat
s’ensuit. O

6.2. COROLLAIRE. — Soit z* ~ 3.65 la solution strictement positive
de l’équation xLogx — x = 1 et x5 ’abscisse de sortie d’un point limité
(zo,%0)- Sizg ~ —1 alors T, > z*.

Preuve. — Soit p dans N avec pe appréciable. D’aprés la pro-
position 6.1 appliquée au pointillé (Zk,Jx) = (Tp+k,Yp+k), OD obtient
Yn =~ €e(xy) pour tout n tel que R(z,) < R(xp). Puisque p est arbitraire,
on en déduit que y, ~ e(z,) pour tout n tel que R(z,) < R(—1) =1, ce
qui est vérifié pour tout n tel que 0 < z, K z*. O

Il s’ensuit qu'’il existe forcément des canards « trop longs », c’est-a-dire
ne respectant pas la relation entrée-sortie R(z.) = R(zs). En effet, si par
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exemple zo = —me avec m € N, alors z,, = 0, donc ym, 1 = 1. Toutes les
orbites partant & une abscisse de la forme —me passent par le point (g,1).
Comme une orbite partant d’un point limité & une abscisse —me infiniment
proche de —1 longe la courbe lente au moins jusqu’a I’abscisse x*, I’orbite
du point origine longe, elle aussi, la courbe lente au moins jusqu’en z*. Ceci
contredit la relation entrée-sortie qui prévoit la sortie en e.

L’étude précédente permet de décrire entierement le comportement
macroscopique des orbites sur || —1, z*[[. On construit une courbe invariante
(z,p(z)) en itérant un segment [(a, e(a)), (e + €, e())] par la transformée
de graphe F(z,y) = (z +¢,1 — zy). On a ¢(r) ~ e(z) pour tout z
dans |] — 1,z*[[. En étudiant Pécart z, = y, — ¢(zn) qui est solution de
’équation homogene, on obtient le résultat suivant (cf. section 4.2 de [F2]).

6.3. CorOLLAIRE. — Une orbite ((zk,Yx))ken partant d’un point
limité (zo,yo) tel que xo est dans || — 1, 1[[ entre dans le halo de la courbe
lente en xz. = °z et en sort en z, tel que R(z;) = R(z.) — °(¢Logd) ou
d = inf |xk|.

keN

On déduit aussi une propriété sur le comportement asymptotique de
la fonction hypergéométrique confluente

22 (_1)nzn

z
1 . e —_ - PRI
1F1( ,C,Z) 1 C+C(C+1) + +

En effet, la fonction

1

olz)=1—1F(1,z/e,-1/e) = —:15 e +

est une solution de 1’équation

p(z+e) =1-zp(z).

On vérifie, par un argument de convergence dominée, que pour z limité

tel que la demi-droite {x + t; ¢t > 0} ne rencontre pas le cercle unité,
1

1+z
en tout point x limité qui n’est pas exponentiellement proche d’un point —ne

avec n dans N.

1 .
o(z) ~ T3z L’étude précédente permet d’en déduire que () ~
T

En conséquence, on obtient le comportement asymptotique suivant
pour 1 Fy.
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6.4. COROLLAIRE. — Pour £ fixé non nul et ¢ tendant vers linfini de
telle fagon que c£ soit réel négatif, si d(c,Z~) > exp(—o(1)|c|), alors

1

1Fi(1,c;5¢c8) = T ¢ (1+0(1)).

La condition d(c,Z~) > exp(—o(1)|c|) exprime le fait que ¢ n’est pas
exponentiellement proche d’un entier négatif (o «exponentiellement » est
relatif au module de ¢). C’est le cas si ¢ évite des disques centrés aux entiers
négatifs et de rayon constant ou au moins de 1’ordre de ¢c™™ avec n € N.

Concernant la littérature, ’étude du comportement asymptotique
de 1 F; lorsque variable et parametre tendent vers l'infini est loin d’étre
exhaustive. Si on se restreint au cas particulier qui nous intéresse (c’est-a-
dire avec le premier parametre égal & 1) avec les notations 1 F1(1,c; 2), on
trouve dans [AS] traité le cas oli ¢ et z sont réels positifs avec z > 2¢—1 > 1.
Dans [E] et [L], on ne trouve une description que pour |z| < |¢|; le cas
intéressant |z| > |c| n’est pas abordé.

J’ai présenté un résultat pour une valeur particuliere d’'un parametre
et lorsque la variable z est réelle négative. On peut généraliser & z complexe
en considérant le systéme (4.1) avec a(z) = Az, avec A complexe de module 1
(auquel cas il faut tenir compte du col en A). Cette étude est trop longue
pour étre présentée ici. Loin de vouloir présenter un résultat optimal sur le
comportement asymptotique de ; Fy, je me suis borné a4 montrer comment
de simples considérations de dynamique discréte fournissent des résultats
inédits sur le sujet.

Le paragraphe suivant présente une généralisation de 1’étude faite sur
I’exemple 6.2.

7. Les rateaux.

7.1. Introduction.

On s’intéresse au comportement des orbites du systéme (4.1) lorsque
la variable z traverse une valeur superstable (c’est-a-dire un zéro de la
fonction a). Dans ce cas, le systéme n’est plus inversible et on observe
un curieux phénomene d’entonnoir. Le terme «rateau» provient du fait
que, sous certaines conditions qui seront explicitées, on peut distinguer une
fonction invariante, c’est-a-dire une solution de y(z + ¢) = a(z)y(z) + b(z),
et que le graphe de cette fonction a l’allure d’un rateau a foin aux dents
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infiniment longues. Je démontre ici des énoncés qui étaient conjecturés
dans [F2].

On se place dans la situation ou a est une fonction standard
méromorphe ayant un nombre fini de péles et de zéros et o b est standard
holomorphe dans un domaine complexe €2. Soit D le domaine simplement
connexe obtenu en otant & Q une demi-droite horizontale issue de chacun
des poles et des zéros de a. On considére deux points standard de méme
partie imaginaire a et 3 tels que le segment [a, 8] est inclus dans © et ne
contient aucun poéle de a. On note

T
Ro(@) = Re( [ Loga(¢) d¢)
B
ou «Log» désigne une détermination fixée du logarithme, et

Ri(z) = Ro(z) + Re(2in(z — B)),

le chemin d’intégration restant dans D.

7.2. THEOREME. — On suppose :
(Hy) 3c€ [a,F], Vz € [a,c], |a(x)| <1,Vz €le, B, la(x)| > 1.
(Hz2) 37 : [0,1] —» Q@ NIm(z — a) > 0, continu, tel que v(0) = «,
Y0(1) = B, Vt € [0,1], Ro(70(t)) = 0.
(Hg) 37 : [0,1] — @NIm(z — «) < 0, continu, tel que ¥,(0) = a,
71(1) =B, Vt € [0,1], Ri(m(¢)) = 0.

Soient xg ~ «, yo limité et ((zk,Yk))ken le pointillé solution du
systéme (4.1) de condition initiale (xg,yo). Alors ce pointillé entre dans le
halo de Ila courbe lente

b(x)
1—a(z)

a labscisse x. = a et longe cette courbe au moins jusqu’a 3.

y=e(z)=

7.2.1. Preuve. — Soient xg ~ «, yo limité et n tel que x,, ~ 3. D’aprés
les préliminaires 4.2, il suffit de montrer que y,, n’est pas exponentiellement
grand. D’aprés les hypotheéses faites sur a et le théoréme 11 de [F3], il
existe une fonction entiere f avec f(xn—1) = 1 solution de ’équation
f(x —e) = a(z)f(z) et telle que pour tout z limité dans Q non
exponentiellement proche d’un pdle de a,

f(z) = £exp(e ™ [Ro(zn) — Ro(2)])-
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D’apres le calcul exposé en section 4.3, on a

n—1
Yn = é Ag(w) dz +yo [ [ a(x)

k=0
ou
o(z) = . bsw)f(w)
exp[2ime~(z — z,)] — 1
et ou v est un lacet d’indice 1 par rapport aux points zg,...,ZTp—1 €t

d’indice 0 par rapport aux autres points x.

En choisissant un lacet 7y limité infiniment proche du lacet composé
des deux chemins 7y et y; et ne passant pas exponentiellement pres d’un
pole de a, on a g(z) = £ exp(e~1®) pour tout z sur v et par ailleurs

n—1
11 a(@x) = exp(e7*[Ro(8) — Ro(a) + @]) = £ exp(e~'@).
k=0

Ainsi y, n’est pas exponentiellement grand, ce qui achéve la preuve du
théoreme. O

7.3. Application aux séries S-divergentes.

7.3.1. Une situation intéressante est lorsque le pointillé traverse une
valeur superstable. Par une translation sur z, on se rameéne au cas ou ceci se
passe pour £ = 0. On considére donc deux nombres réels standard o < 0 < ¢
tels que (a <z <0=0<a(z) <1), (0<z<c=-1<a(z)<0)
et (c <z = a(z) < —1). Pour z dans [a,+oco[, on vérifie que la série de
fonctions

+o00o
o(z) = :b(m + ne)
n=0 [] a(z + ke)
k=0

est formellement solution de 1’équation aux différences
p(x + ) = a(2)p(@) + b(a).

Si la fonction b est bornée sur [a,+o00[ et si lim 4li_nf la(z)| > 1, alors
T—1+00
cette série converge et un argument de convergence dominée montre que
b(z)
1—a(x)

voir que, sous certaines conditions, ceci reste encore vrai lorsque x est dans
Iintervalle externe ]]o, c]].

pour z appréciablement supérieur & ¢, on a @(zx) ~ - Nous allons
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THEOREME 7.3.2. — Soient a une fonction standard méromorphe
ayant un nombre fini de péles et de zéros et b une fonction standard
holomorphe dans un domaine complexe 2. Soient o < 0 < ¢ deux nombres
réels standard tels que :

(H1) [, +oo[ € Q,

(Hp) Ia fonction a n’a pas de pdle sur [, +00],
(H3) a<z<0=0<a(z) <1,

Hy) 0<z<cec=>-1<a(z) <0,

(Hs) c< z = a(z) < -1,

(He) limnf |a(z)| > 1,

(H7) Ia fonction b est définie et bornée sur [, +00].

On suppose qu’il existe 8 dans |c,+oo| et deux chemins continus
Yo : [0,1] = QN {Im(z — z0) > 0} et 71 : [0,1] — QN {Im(z — zo) < 0}
d’extrémités v9,1(0) = a et y9,1(1) = B tels que pour tout t dans [0, 1], on
ait Ro(70(t)) > 0, By (11(t)) > 0, et Ro(a) = Ry(a) = 0, ot

Ro(z) = Re //: Loga(§)d¢, Ri(z) = Ro(z) + Re(2ir(z — B)),

et ot «Log» désigne une détermination fixée du logarithme. On note
0
~Ro(0) = [~ Logla()| & >0,
a

Alors, pour tout x dans [a,+oo[ \ {—ke; k € N}, la série

—b(z + ne)
(7.1) o(z) = a
nZ=0 H a(ke)

converge et pour tout x dans ||a, +oo] :

e b(z)
De plus, la quantité (b(0) — ¢(e)) est exponentiellement petite. De maniére
précise :

+00
b(0) — p(e) = Z _b(ne)
n=0 k1-=11 a(ke

= £Lexp[—e 1(C + 0)].
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7.3.3. Démonstration. — Faisons tout d’abord les deux observations
suivantes.

Pour zp ~ o, z9 > a et yo limité, soit ((zk,yr))ken le pointillé
solution de (4.1) issu de (zg, yo). D’apres les hypotheses et le théoréme 7.2
. s b .
précédent, ce pointillé longe la courbe lente y = e(z) = I—(w—z—)— au moins
—a(x
jusqu’a l’abscisse (.

Par ailleurs, étant donné un pointillé solution ((zk, yx))keo,...,n avec
zo < c et yo limité, yo # @(xo), écart 2z = yxr — @(zx) entre le
pointillé et la fonction invariante ¢ est solution de I’équation homogene
2k+1 = a(xg)zk. En utilisant la loupe de Benoit Z = ¢ Log z, on montre que
si, pour tout k dans {0,...,n}, zx n’est pas exponentiellement petit, alors

|zn/ 20| = exp(e ™! [Ro(zn) — Ro(xo) + @)]) (cf. section 4.2 de [F2]).

Concernant la premiére assertion, d’apreés les hypothéses (Hg) et (Hy),
la série (7.1) est majorée en valeur absolue par une série convergente, donc
converge. Etant donné z dans ]Jo,¢]], en utilisant ce qui précéde avec
ZTo >~ a, T > « tel que (x — xg)/e est un entier n, on obtient d’une part
Yn =~ e(z,) et d’autre part z, ~ 0, d’ott p(z) ~ e(z).

Pour prouver la deuxieme assertion, on utilise le fait que le pointillé
solution partant du point (g, b(0)) longe la courbe lente au moins jusqu’en G.
En effet, un pointillé ((Zx,Jx))ren tel que To ~ a et —Zo/e = p € N et §o
limité, longe la courbe lente au moins jusqu’en G et, pour ce pointillé, on a
Zp = 0 donc gp41 = b(0). On utilise alors la deuxiéme observation ci-dessus.
Si zg = € et yo = b(0), alors il existe n tel que =, ~ § et 2z, ~ 0 et, pour k
dans {0, ...,n}, zx n’est pas exponentiellement petit. On a donc

b(0) — () = 20 = £exp(e 7 [Ro(0) + @)). a

7.4. Remarques.

1) La quantité (b(0) — ¢(¢)) est liée au résidu du pdle éventuel de la
fonction ¢ en 0. En effet, si la dérivée de a ne s’annule pas en 0, ce résidu
vaut

¢(e) — b(0)

Res(p30) = lim 2p(2) = lim, - a(e)e(@) = =

=% a(z)
Sous les conditions du théoreme 7.3.2, ce résidu est exponentiellement petit,
ce qui donne au graphe de ¢ I’allure d’un rateau a foin aux dents infiniment
longues.
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2) La formule (7.1) s’interpréte ainsi. La série

= b(ne)

n=0 ﬁ a(ke)
k=1

est un exemple typique de série qui semble diverger mais dont la
somme est limitée. En outre, bien que cette série comporte des termes
exponentiellement grands, sa somme est exponentiellement petite. De
maniére imagée on peut dire que plus une série alternée convergente
semble diverger, mieux elle converge.

Le prototype (pour lequel le résultat est évident) est issu de
Iexemple 6.2. 1l s’agit de la série

1 1 (-1)"
1— 24— 4...
&'+2€2+ + nlen

“+ .-

dont certains termes sont exponentiellement grands, mais dont la somme
exp(—e~!) est exponentiellement petite.
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