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REDUCTION DE BIRKHOFF
DES 1-FORMES DIFFERENTIELLES
A PARTIE SINGULIERE BIEN ADAPTEE
ET A COEFFICIENTS A VALEURS
DANS UNE ALGEBRE DE LIE LIBRE

par B. KLARES et C. SADLER

Introduction.

1) Probléme de Birkhoff.
En 1913, G.D. Birkhoff pose le probléme suivant : Soit un sys-

téme différentiel :
A(x)

xP

y(x)=yx)- 1

avec y(x) €C", A(x) € o, (C) O ,(C) est I’algebre des matrices
carrées d’ordre n a coefficients dans C), A(x) holomorphe au voisi-
nage de x =0 dans C, et p € N; existe-t-il une transformation
y=z.P(x) avec P(x) €I ,(C), P(x) holomorphe inversible
en x = 0, quitransforme le systéme (1) en le systéme :

B(x)
<7 (2)

avec B(x) =B, + B,x +B,x* + ...+ Bp_lxp‘l , B,€E,(C)

z'(x) =z(x) -

pour i=1,..., p— 1, C’est-a-dire un systéme réduit a sa “partie
polaire” ?

La réponse est oui lorsque I'on est en présence de conditions
génériques : par exemple lorsque la monodromie du systéme en x = 0
est diagonalisable, ou lorsque les deux déterminants de Fredholm
associés a (1) sont non nuls en x = 0. Sinon il faut prendre pour
B(x), un polynome de degré éventuellement plus grand que p — 1
(cf. H.L. Turrittin dans [8]) .

Mots-clés : Réduction de Birkhoff — Partie singuliére d’'une 1-forme — Séries de
Lie.
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2) Généralisation du probléme de Birkhoff a plusieurs variables.

Une telle généralisation semble, 4 notre connaissance, trés peu
étudiée. Signalons un premier élément de réponse dans [2]. On y
considére les systémes de la forme suivante : dy =y w(x)
oh x=(x;,...,%X,)EC™,w(x) est une 1-forme différentielle
matricielle (d’ordre n) complétement intégrable et telle que x% cw(x)
soit holomorphe au voisinage de x = 0. On se raméne par une
transformation y =z < P(x) avec P(x) holomorphe inversible
en x = 0 aun systéme de la forme : dz =z - W(x,) avec:

p+q

wix,) =xP . (3‘ M, -x k- )dxl,qENethE M, (C).

En particulier, lorsque la monodromie relative 3 x; = 0 est
diagonalisable, on a ¢ = 0 et on est ramené a une forme a une variable
réduite 4 sa “partie polaire” (comme dans le cas “générique” du pro-
bléme de Birkhoff a une variable).

Un deuxiéme élément de réponse est donné dans le travail de
Gérard-Sibuya (cf. [1]) sur les systétmes : dy =y . w(x), ou
x=(x;,...,Xn) €EC™ , w(x) est une I-forme différentielle
matricielle (d’ordre n) complétement intégrable telle que :

wx)= 2 «(x)dx,
1<i<m
avec x:’ i.a;(x) holomorphe au voisinage de x = 0 et non nul
en x =0,p,€EN, tout ceci pour i =1,...,m. Siles matrices
(xf i.o4(x)),=o ont leurs valeurs propres deux a deux distinctes,
il existe une transformation y =z . P(x), avec P(x) holomorphe
inversible en x = 0, qui transforme le systéme de départ en le sys-
téme: dz =z - w(x) avec
@x)= X @(xy)

1€is<m
et

Z),-(x,)=( > —) dx;, M €m ,(C),

l<k<pi

k=1,....p, i=1,....m,
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et @(x) complétement intégrable. On est de nouveau ramené
(analytiquement) 4 une forme w(x) réduite 4 sa “partie polaire”.
Remarquons que la singularité étudiée ici :
= ‘(Jnl S; avec S;= {x €C™ |x; =0}
i=
est 4 croisement normal et que dans w(x) c’est ai(x) (ie. le
coefficient de dx;) quia x; =0 comme pdle d’ordre p;.

Nous avons repris la méme situation (dans [3]) et avons montré
que la méme réduction était possible mais sous d’autres conditions :
si les déterminants de Fredholm associés sont non nuls. De plus, dans la
deuxiéme partie de ce travail, I'utilisation des séries de matrices, c’est-
a-dire de séries non commutatives, permet de montrer que la réduction
est toujours possible, lorsque les matrices considérées sont voisines de
0. On y voit apparaitre un cadre d’étude qui semble bien intéressant :
celui des séries non commutatives. Cette idée est développée de fagon
plus systématique dans notre travail suivant (cf. [4]). Avant d’y revenir
plus en détail, signalons encore les travaux de B. Malgrange sur les
déformations des systemes différentiels et micro-différentiels (cf. [7]).
On y considére les systemes de la forme : dy =y . w(x,t),x €C,
t€C, avec w(x,t) l-forme matricielle (d’ordre n) complétement
intégrable et de la forme : w(x,?) = a(x,t) dx +B(x,t) dt ou
x? «a(x,t) et x+B(x,t) sont holomorphes non nuls au voisinage
de (0,0). Sous certaines conditions, on se raméne, en posant
y=z.P(x,t) avec P(x,t)€I,(C) holomorphe inversible au
voisinage de (0,0), a4 : dz=z.w(x,t) ou &W(x,t) est de la
A(t) C B(?)

-+ =) dx +——drt, avec A(t), B(1)
x x x
holomorphes au voisinage de ¢t =0, et w(x,t) complétement
intégrable. La encore, laforme & (x, t) est réduite a sa “partie polaire”.
Remarquons, aussi, que la singularité x = 0 apparait non seulement
dans le coefficient de dx mais aussi dans celui de dr, ce qui repré-
sente une situation nouvelle par rapport aux cas cités précédemment.
Voila I'essentiel des résultats obtenus sur le sujet dans le cas de plu-
sieurs variables.

forme : &(x,t) = (

3) Sur I’emploi des séries non commutatives. ,

L’utilité des séries de matrices, et plus généralement des séries
non commutatives, dans 1’étude des systémes d’équations différen-
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tielles a été mise en évidence deés 1906 par F. Hausdorff pour la
démonstration de la formule dite de Baker-Hausdorff. De nombreux
mathématiciens ont continué dans cette voie; citons notamment
Magnus, Chen, Schiitzenberger (dans le domaine de l'automatisme)
Fliess (dans le domaine du contréle optimal). Toutes ces études portent
sur des problémes qui se posent dans le domaine réel. Dans le domaine
complexe, cette voie apparamment prometteuse n’a été que peu suivie ;
citons néanmoins J.A. Lappo-Danilevsky (cf. [5]) qui s’est servi des
séries de matrices pour étudier les systémes d’équations différentielles
linéaires a une variable. Nous avons donc décidé de reprendre cette
voie (cf. [4]), en utilisant des méthodes un peu plus générales et plus
récentes : celles des séries formelles non commutatives et des séries
formelles de Lie (qui apparaissent naturellement cf. Magnus [6]). Nous
avons, ainsi, pu montrer que de nombreuses séries considérées par
Lappo-Danilevsky étaient en fait des séries de Lie. Quant au probléme
de Birkhoff, il semble avoir trouvé dans les séries formelles non commu-
tatives et les séries formelles de Lie, un cadre d’étude particuliérement
bien adapté, comme on le constate dans [4] . Nous y reprenons I’étude
des systemes différentiels de la forme :

dy=y.-wx),x=(x;,...,x,)€EC™,

w(x) 1-forme différentielle complétement intégrable dont les coeffi-
cients sont a valeurs dans une algébre de séries formelles de Lie L(w)

m

et de degré 1, avec de plus w(x) = 2 o;(x)dx; et xPi. o (x)
i=1

holomorphe non nul en x =0, p, €N, pour i=1,...,m. On

se rarqéne en posant y =z .P(x), P(x)  holomorphe inversible
dans A(w) en x =0, a un systeme différentiel de la forme :
dz =z .w(x) ou

m ~ ~ i i .
wx) = 2 w;(x) et &(x;) =( > -T")dx,, mi € L(w),

=1 k=1 xi

-
3

k=1,...,p;, i=1,...,m.

La forme @(x), ainsi obtenue, est bien réduite a sa “partie

polaire”. La singularité étudiée est identique a celle de [3], c’est-a-
dire & croisement normal.

Une question se pose naturellement : que se passe-t-il dans des

situations plus compliquées que celles étudiées jusqu’ici ? Par exemple :
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— si la singularité n’est plus a croisement normal ?

— ou si la singularité x; = 0 ne concerne plus seulement le coeffi-
cient de dx; mais aussi les autres coefficients (comme dans Particle
de Malgrange cité précédemment) ?

Nous nous proposons dans la suite d’apporter quelques éléments
de réponse inédits.

Cet article comporte deux parties. La premiére est essentiellement
composée d’exemples de formes différentielles a partie singuliére bien
adaptée. La deuxiéme montre comment on peut, dans le cadre des
séries formelles non commutatives et des séries formelles de Lie,
ramener analytiquement un systéme différentiel associé a une forme
a partie singuliére bien adaptée, a un systéme différentiel associé 4 une
forme réduite a sa partie singuliére. Plus précisément :

4) Présentation des résultats.

Soient U un ouvert d’une variété analytique complexe M de
dimension m et S un sous ensemble analytique de M de codimen-
sion 1. On note :

€,(U - S) lespace des 1-formes différentielles holomorphes
sur U — S.

€, (U) Iespace des 1-formes différentielles holomorphes sur U .
¥e (U) I’espace des fonctions holomorphes sur U .

On appelle espace de 1-formes a partie singuliére bien adaptée
(sur S) uncouple (& ,p) ol & est un sous espace vectoriel de
£, (U — 8S) et p un projecteur de & tels que :

1) Ker p = ©, (U)
2) d(Im p) = {0}
3)Si h; € #(U) et w; €& pour i =1,2,..., Kk alors
k k
d(z h,wi)=0 entraine Y, h,w, € &
i=1 i=1
4)Si w; €8 pour i=1,2,...,k alors 2 w; Aw; =0
i<j

entraine Z p(wy) ap(w;) = 0.
i<j
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Si w € & onappelle p(w) la partie singuliére de w .

De nombreux exemples de tels espaces sont donnés dans le para-
graphe I. On y retrouve les situations étudiées par les différents auteurs
cités en 2) et d’autres beaucoup plus générales.

Soient X = {a,,....,a,} un ensemble fini, A(X) lalgebre
associative libre sur X & coefficients dans C, L(X) l’algébre de Lie
libre sur X a coefficients dans C, A(X) l'algébre des séries formelles
non commutatives en a,,...,a, a coefficients dans C, LX)
l'algébre des séries formelles de Lie en a,,...,a, a coefficients
dans C.

On définit de maniére évidente les fonctions holomorphes sur U
a valeurs dans A(X) (resp. L(X)) et on note e (U, A(X)) (resp.
¥e (U, L(X)) I’ensemble de ces fonctions.

On définit de méme les 1-formes holomorphes sur U a
valeurs dans A(X) (resp. L(X)) et on note &, (U, A(X)) (resp.
Q, (U, L(X))) I’ensemble de ces formes.

On note &, ,((U-9S), A(X)), Q; (U - S), L(X)) (resp.
QU -8, AX)), Q) (U - S), L(X)) les 1-formes
différentielles a valeurs dans A(X) et L(X) et dont les coefficients
sont des éléments de & (resp. p(8)) .

Soit w €8 4(U—-19S), L(X)) et df =f+ w (I), le systéme de
Pfaff associé. On suppose que dw = 0. La compléte intégrabilité de
(I) s’écrit alors w A w = 0 et est équivalente 4 un nombre fini de
la forme :

Zmyla;, 5] =0,m; €EC

Emi s,y lasla,0,1=0,m ,, ., €C

Em,l,...,," [a,l,[a .[ai’l ,a,-n]...].=0,m,l,...,,n €C

> -1
Soient (R (resp. $) I'idéal de L(X) (resp. A(X)) engendré par
ces relations dans L(X) (resp. A(X)). On pose :

L(w) = LX)/R et A(w) =AX)/8

et on leur associe de fagon naturelle L(w) et A(w). On définit alors
comme précédemment : (U, A(w)),¥ (U, L(w)), Q, U, A(w)),

Q,(U, L(w)), 2, ,U—8,A(w)), Q,, (U—S,Lwy,
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2, ) (U—5,A), 2, 5 (U—S,L(w). Supposons enfin
U simplement connexe. On a :

THEOREME FONDAMENTAL. —  Soit w € Q; (U - S, L(X))
avec dw =0. Soit df=f-w (), le systéeme de Pfaff associé. Il
existe P E Y (U, A(w)) tel que log P € 3e(U, L(w)), et il existe
WEQ ,6)(U~8,L(w) vérifant d&S =0, Ga& =0, tels
que si l'on pose f=127 P, le systeme (1) devient : (II) dZ = Z « & .

Remarquons que P est holomorphe sur U et que dans le systéme
(D : p(@) = @ c'est-a-dire que @ est réduite 4 sa partie singuliére.
On a effectué une réduction analytique de “Birkhoff” du systéme (I).

On montre ensuite comment 4 partir de ce théoréme on retrouve
les résultats obtenus dans [4] et aussi des résultats analogues a
ceux obtenus par B. Malgrange (le cadre d’étude et les hypothéses
étant bien sar différents).

On donne aussi un exemple d’application a un systéme du méme
type que celui associé 4 la fonction hypergéométrique F, (cf. [0]).

On étudie enfin, I'aspect convergent en prenant pour aq,,...,a,
des éléments d’une algébre normée compléte. On montre que toutes
les séries considérées convergent siles a, ,...,a, sont suffisamment
prochesde 0.

I.1 — Forme a partie singuliére bien adaptée.

Les notations et définitions étant celles données dans I’introduc-
tion, voici quelques propriétés et exemples de 1-formes a partie singu-
liére bien adaptée :

1) Propriétés. — Soit @ =Imp.
a)Si w € § alors w — p(w) € Q, (U)
b)Si r€R,(U) et w €S

alors w + T €& et p(w + 1) =p(w)

¢)Si wER alors p(w) =w et dw =0.
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Toutes ces propriétés sont des conséquences triviales des hypo-
théses 1) 2) 3) 4), prises pour la définition des 1-formes a partie
singuliére bien adaptée.

2) DEFINITION. — p(w) est appelée la partie singuliére de w.

Remarque. — Si w € & est méromorphe sur S, on dit que w
est a partie polaire bien adaptée et on appelle p(w) la partie polaire
de w.

3) Exemples. — Les démonstrations qui prouvent que les
exemples suivants constituent bien des espaces de 1-formes & partie
singuliére bien adaptée, ne sont pas données ici. Elles sont relati-
vement simples et faites en détail dans [10].

Exemple 1. — Soient m=1, S=0, M=C, U un ouvert
connexe contenant 0. On prend pour &: &= Q (U —S).

+ oo
Si wE &, on a : w(x)=( Z ka")dx avec f,€C. On

k=—o0

-1
pose. alors pour wE&:p(w)=( Z ka") dx. (&,p) est un

k=—o0

espace de 1-formes & partie singuliére bien adaptée.
Exemple 2. — Soient m =2, M=C?,
S={(x,y)€C2|x=0 ou y=0oux+y=0},

U un ouvert convexe contenant (0,0). On prend pour &:
a b c
&= wkx,y)=—dx +—dy+——dx+y)+n(x,y)
X y x+y
telsque a,b,c€C et m(x,y) €N, (U)¢ .

b
On pose alors pour WE &: p(w)=£dx+—dy+c—d(x + ).
b y x+y

(&,p) est un espace de I1-formes a partie singuliére bien adaptée.

Exemple 3. — Soient m=2, M=C?, S= {(x,y)EC?* | y=0},
U un ouvert convexe contenant (0, 0). On prend pour & :
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b
&= ; w(x,y)= g}(:x—)dx + xyz(x)dy + w(x,y) tels que

T(x,y)€QR,(U),a(x) et b(x) holomorphes sur
{x|(x,0 €U} et vérifiant a(x)+ (xb(x)) =0 ;

x) xb(x)

On pose alors pour w€E §: p(w)=a( dx + S dy.
Yy y

(&, p) est un espace de 1-formes & partie singuliére bien adaptée.
Remarquons que le type de singularité obtenu ici ressemble a
celui étudié par Malgrange dans [7].

En s’inspirant de cet exemple, on peut en trouver d’autres en
augmentant le nombre de variables, ainsi :

Exemple 4. — Soient m=3, M=C?,
S={(x,y,2)EC’|y=0 ou z =0},

U un ouvert convexe contenant (0, 0, 0). On prend pour &:

&= g w(x,y,z)= (1;1) +b£x) )dx +x;§x) dy +xi§x) dz+m(x,y,2)

telsque m(x,y,z)€Q,(U),a(x), b(x),c(x), e(x) holomorphes sur
{x1(x,0,0)€U} et vérifiant a(x)+ (xc(x))' =0, b(x)+ (xe(x)) =0}.

On pose alors pour w € & :

a(x)+b(x)) xc(x) xe(x)dz

p(w)=(y z dx + 52 dy + 2
(&,p) est un espace de 1-formes a partie singuliere bien adaptée.
Exemple 5. — Soient m =2, M =C?,
S={(x,y)EC*|x=0 ou y =01},

U un ouvert convexe contenant (0, 0). On prend pour & :
1 1
= V) =al—)dx +b\{— )dy + n(x,y)tels que
&= w(x,y) a(x)x (y)y (x,» q
wn(x,y)EQ, (U) a(r) et b(t) étant des fonctions enticres
de ¢ telles que a(0) = b(0) = 0;.

On pose alors pour w € & : p(w) =a(£) dx +b(;1)dy.
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(&, p) est un espace de 1-formes a partie singuliere bien adaptée.
Exemple 6. — Soient M =C?,

D, = {(x,»)Ifi(x,y)=u'x +v'y =0,u’ et v' appartenant 4 C}
i=1,...,k. On suppose que pour tous i,j telsque 1<i,j<k,

i#j, on a : f/\dfj#=0 et on pose S= U D,. Soit U un

i=1
ouvert convexe contenant l’origine de C*. On prend pour &:

w(x,y)= Z 2 f,.i =L df, + m(x,y) tels que

i=1r=1

a._ €C pour r=1,...,n, i=1,...,k et

r—1

W(x,y)ESll(U);-

On pose alors pour w € & :

_ r—l
=3 ¥ e dfy
i=1r=1 i
(&,p) est un espace de l-formes a partie singuliére bien adaptée
et est une généralisation de l’exemple 2, au cas de k droites

singuliéres passant par I’origine de C?.
Exemple 7. — Soient m =2, M= c?,
S= {(x,y)EC2 |x=0 ou y =0},
U un ouvert convexe contenant (0, 0). On prend pour &:

dix +y)

d d d
Y x)+bl+c-—+—+1r(x,y)
X Ty

&= wx,y)=a\——y
X

telsque a,b,c€C et m(x,y)EQR, (U);.
On pose alors pour w € & :
dy dx dy dix +y)
=q(——y— )+b—+c—.
p(w) a(x yxz) y ¢ x+y
(&,p) est un espace de 1-formes a partie singuliére bien adaptée.

Cet exemple est intéressant, puisque 1’on a en méme temps un
croisement non normal et la singularit¢ x = 0 qui apparait dans le
coefficient de dx et dans celui de dy.
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II. Réduction de Birkhoff.

1) Notations.

a) Soient X = {a,,...,q,} un ensemble fini, A(X) Palgebre
associative libre sur X a coefficients dans C, et L(X) I’algébre de
Lie libre sur X. Les algébres A(X) et L(X) sont munies respec-
tivement d’une graduation totale (A"(X)),,, et (L"(X)),s,
ot L"(X) est engendré par les alternants de degré n. De plus
A(X) (resp. L(X)) s’identifie aux polynomes (resp. polyndmes
de Lie) en les indéterminées a,,...,a, a coefficients complexes
non commutatifs.

b)Soit A(X)= II A"(X) le module produit dans lequel

n20

on définit une multiplication par (a.b), = Y, a;.b,_ ;. On
0<i<n

munit A(X) de la topologie produit des topologies discrétes sur les
facteurs A"(X). On obtient ainsi une algébre topologique séparée
compléte (C étant muni de la topologie discréte) dans laquelle on
a la propriété : si b= (b, )5, EAX), la famille (b,), 5, est

sommable et b= 2 b ; de plus A(X) est dense dans A(X).

n>0
On appelle AZ\(X) I’algébre de Magnus associée a3 X. On définit
de méme L(X) complété de L(X) pour la topologie définie
plus haut.

n s

¢) On peut interpréter A(X) comme l’algébre des séries
formelles non commutatives en a,,...,q, a coefficients
complexes et L(X) comme l’algébre des séries formelles de Lie en

a,,...,a, acoefficients complexes.

d) Soient M une variété analytique complexe, U un ouvert
de M.

DEfFINITION 1. —f: U— A(X) est holomorphe sur U si

fx)= 2 f,0x0), f,(x)EA"(X),

n20

Ly= X e ..

1]
1<ip,...,ip<r "
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avec f,.l,._”,n(x) holomorphe sur U. On note H(U, A(X))
l’ensemble de ces fonctions.

DEFINITION 2. — Soit  f: U — LX), f(x)= 2, [ &x)

n=>1
avec f,(x)E€L"(X). Si pour tout n il existe une base de L"(X)
sur laquelle f,(x) se décompose avec des coefficients holomorphes,
on dit que f est holomorphe. On note H(U, L(X)) I'ensemble
de ces fonctions.
DEFINITION 3. — On appelle forme = de Pfaff holomorphe d
valeurs dans A(X) toute forme

w= Z w, (x), w,(x)= Z w; i Xa; ...a
; ) n 1
nz0 1<ig,..., in<r

avec w; ;. *)EQ (U). On note QI(U,A(X)) l’enéemble
de ces l-formes ainsi définies. On définit de méme 2, (U, L(X)).

in

DEFINITION 4. — Si  fEH(U, A(X)), on pose df= Y, df,
avec df, = Z df,

n=>0

i, ®¥)a; ... a On définit de

in"
méme df pour feEHU, L(X)), dw pour w€e€, (U, A(X))
(resp. ,(U, L(X)) et la notion de produit extérieur.

On note 2, 4 (U—S,A(X)) (resp. 2, , (U—S,L(X)) les formes
de Pfaff dont les coefficients sont des éléments de &, c’est-a-dire

Wi, i, E&In, Vi, .., De méme on note

Ql,p(,) (U—S,L(X)) les formes de Pfaff dont les coefficients
sont dans p(&).

2) Algébre d’holonomie associée a w € 91, s U—S,LX)).
Soit wWE€R, , (U—S8,L(X)), Ccestd-die w= Y w;. On

o i
1<i<n

cherche les fonctions fEH(U — S, A(X)) qui vérifient :
Adf=fw.

On dit que (A) est le systéme de Pfaff associé & w. La condition
de compléte intégrabilité (qui exprime le fait que d? f = 0) s’écrit
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dw+ wAw=0. On suppose dorénavant que dw =0. La
relation de compléte intégrabilité donne alors :

wWiAw, =0, w,Aw, tw,Aw,;=0,...,
wAw, +...tw, Aw, =0,

ce qui équivaut a un certain nombre fini de relations de la forme (R):

z m; ; la, ,a,.] =0, 2 m; ik la;, [a,.,ak]] =0,...
Imy ey e lay ey se 1...1=0.
Soit R (resp.8) l'idéal de L(X) (resp. A(X)) engendré par ces
relations.
Ce sont des idéaux gradués. Posons :
Lw=LX)/R ,A(w)=AX)/8 et 7:AX)— A(w) 1la

projection canonique. L’algébre L(w) (resp. A(w)) est appelée
Talgébre de Lie (resp. 'algébre) d’holonomie associéed w.

L(w) (resp. A(w)) est graduée par L"(w)=L"(X)/R NL"(X),
n=1 (resp. A"(w) = A"X)/SNA"X),n=0).

3) Algebres et groupe de Magnus.

On définit comme plus haut A(w)= M A"(w) et L(w). On
n=0

appelle A(w) l'algebre de Magnus associée a a,,...,a, et w.
On peut interpréter A(w) comme étant [’algébre des séries
formelles non commutatives en a,,...,a, ou les a,,...,q,
sont liées par les relations (R). De méme L(w) s’interpréte comme
lalgebre des séries formelles de Lie en a,,...,a, ou les
a,,...,a, sontliées par les relations (R).

On appelle groupe de Magnus associé¢ 4 a,,...,a, et w le groupe

Mw)y={b= 2 b

n=20

, by =1,bEA(w){.

n

PROPOSITION. — Soit M. = U A"(w). Alors [lapplication
n=1 .

exponentielle est un homéomorphisme de MW sur T'(w) et
lapplication logarithme en est l'application réciproque.
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xh
(exp(x)= Y pox et
n=>0

log(y)= 2 (— 1) yGF(w)).

=1y
n>1 h
Preuve. — On remarque que A(w) est une algébre associative,
unifére, séparée, compléte pour la filtration Am(w)— U A¥(w)
et on applique Bourbaki ([9]).

4) Groupe de Hausdorff.

Soient B(X) = AX)®AX), B'"X)= 2 AX)®A(X) et

i+j=n
fi(X) ’algébre compléte associée. On sait ([9]) qu’il existe un unique
coproduit ¢ faisant de B(X) une bigébre et tel que les éléments
de X soient primitifs. En particulier ¢ : A(X) — B(X) est un
homomorphisme gradué de degré O, donc se prolonge en un
homomorphisme continu de A(X) dans B(X). De plus il passe
au quotient.

D’apreés ([9]) on sait que
L"X)={b, €A"(X)/c(b,)=b, ®1 +1®b,}.

En remarquant que R" = {r,€8"/c(r,)=r,®1+1®r,} on en
deduit que L"(w) = {x, €A"(w)/c(x,)=x,®1 +1®x,}.

Définissons

AX)={ bEAX)/b=Y b,,by=1,c(b,)= 2 b,.®bl.§
n>0 i+j=n
et
Aw) =] xEA(w)/x = % Xy %9 =1,c(x,)= z x; ®x;
n>0 i+j=n

Remarquons que A(w)=7(AX)) od 7:AX) — A(w) est
I’épimorphisme canonique prolongeant w. On montre comme
dans ([9]) le

:FHEOREME. — La restriction a L(‘w) de l'application exponentielle
de A(w) est une bijection de L(w) sur le sous-groupe fermé
A(w) de T'(w).
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On peut ainsi transporter par I’application exponentielle la loi
de groupe de A(w) a i,(og) et définir une structure de groupe
topologique complet sur L(w) pour la_loi H définie par
aHb = log(exp(a).exp(b)). Le groupe (L(w),H) est appelé
le groupe de Hausdorff associé d a, ,...,q, et w.

5) Fonctions et formes holomorphes a valeurs dans A(w) et i,(w).

DEFINITION . — fEH(U, A(w)) (resp. HU, L(w))) si f= 2 f,

n=20

(resp. f=2 f,,), f, se décomposant sur une base de A"(w)
nz1

(resp. L"(w)) en composantes holomorphes sur U.

DEFINITION. —a€Q, 4 (U—S,A(w)) (resp. 2, ; (U—S,L(w))
resp. Ql’pm (U—S,i,(w)) si o= 2 ozn(resp. a= Z an),a

n=0 nz1 "
se décomposant sur une base de A" (w) (resp. L"(w)) en composantes
appartenanta & (resp. & , resp. p(8)).

6) Enoncé du théoréeme fondamental

Supposons U simplement connexe. On a alors le

THEOREME 1. — Soient wEQL‘ (U—S,L(w)), dw=0 et
D df=fw.

Il existe P€H(U, és(w)) tel que logPEH(U, f.,(w)) , il existe
DEQ, ey U—S,L(w)) dd=0, WAW=0, tels que la trans-
formation f=17ZP transforme (I) en

DN dZ=71a.

7) Preuve du théoréme fondamental.
1)Si P et @ existent, alors
df=dZP+ZdP=ZG5P+2ZdP=7Pw

et
dP=Pw—&P.
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Posons P= ) P , &= Y &

——r n°
n=0 n=1

On doit avoir nécessairement

P,=1,
| ~
dPn= z P'wl— Z‘ (,JIP] n—1,2,...
i+j=n i+j=n
i>0 iz1
=1 j=0
EI’),/\%I.=O n=1,2,
itj=n
i>1
i1
dw, =0 n=1,2,...
On va successivement définir Py, @,, P,, @,,...,P,_,, @,,
P, ..., et montrer que ces expressions satisfont aux conditions

imposées ci-dessus. On_ vérifiera ensuite que logP€H(U, L(w))
et IEQ, 45 (U—S,L(w)).

2) On pose P, = 1.

3) Soit w, = 2 wka, (WESG k=1,...,r).
1<k<r

On définit p(w,)= 2 plw*)a, et &, =p(w,).

1<k<r
Alors w, ~$1 est holomorphe sur U 4 valeurs dans L!(X). De
plus dw, =0 (propriété de &) et dw, =0, d’o d(w, —@,)=0.

Soit 2(x) un chemin d’origine e (fixée une fois pour toutes)

et d’extrémité x dans U. On pose P, =f w, — @, . Comme
2(x)

w, —®, est fermée, holomorphe et U simplement connexe,

f w, —w, est indépendant du choix du chemin d’origine e
2(x)

et d’extrémité x dans U et il vient dP, = w, —,. On a d’autre
part @, A &, = 0. En effet, sur une base de A’(w) les coefficients

de w, Aw, sont de la forme )y Wi AW (W EE,w|E8).
i<j



REDUCTION DE BIRKHOFF 171

i<j
iv) de &), ce qui signifie que &, A ®, =0.

Comme 2, W\ Awl =0, il vient 2 p(w) A p(wl) =0 (propriété
i<j

4) Considérons P, w, + w, —&, P, .
A — Montrons que P, w, + wz—alPIEQl,‘ (U—-S, A*(w)).

a—On a dP,w, +tw,—w,P)=0 car w,Aw, =0 par
hypothése et @, A @, =0 d’aprés 3).

b — Cette condition s’exprime sur une base de A?(w) de la facon
suivante :

d(Z h;m)=0 ou h,€H(U),n' € &, puisque d(P, w, —o,P)=0
(d(w,) =0 par hypothése). Par la propriété iii) de & il vient
IThncé, c’est-a-dire P w, —®,PE Q4 (U—S8,A%*(w)).
Comme w, €8, , (U—S, L?*(w)), ona donc

Pw +w,—® P EQ  (U—8,A w)).
B — Soit @3, une base de A’*(w). Si

P1w1+w2_?‘31P1= z 4 b, 9, €8,
bE®B,

on définit p(P, w, + w, —@, P,) = )y p(q,)b.
bE®,

Posons @, =p(P, w, + w, —®, P,). On a alors dw, =0 (pro-
priété i) de &), donc d(P,w, tw,—®, P, —w,)=0 et
P,w, +w,—®,P, —®,EHU, A*(w)), ce qui permet de
définir P, par P, = [ P w, +w, —®,P, —®,.

2(x)
On a immeédiatement dP, =P w, +w, —@,P, —&, et on
vérifie sans peine que @,A®W, +W,Aw, =0. (Pour plus de
détails voir ([10]).

5) On montre par récurrence sur n (cf. ([10]) que

wn—p( z P, w; Z kai)
k+i=n k+i=n
k=20 k=1
i=1 i=21
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b=f (I Pe~ X BR-3,)
2(x)

k+i=n k+i=n
k=0 i=1
iZ1 k=1

répondent a la question.

6)Il reste 4 voir que WER, . (U—S,L(w),
logPEH(U, L(w)) car a priori WER, ,,) (U—S,A(w)),
logPEH(U, A(w)).

Soient U wun ouvert d’une variété analytique complexe M de

dimension m, w, €, (U, A¥(w)). On écrit w, = > wh dx;
1<ism
et on définit c(w,) par c(w,)= > c(wi)dx; ou ¢ est le
1<i<m
coproduit considéré dans 4 —. On vérifie alors (cf. ([10])) que

pour tout entier n :

(@,)=108, +,®1,c(P,)= X P,®P,.
itj=n
i,j=0

8) Aspect convergent.

A — Notations.

Soient A une algébre filtrée, normée, compléte de dimension
finie sur C, & une sous-algébre de Lie de A, normée, compléte.

On note P(®", A) [P’espace vectoriel des polyndmes continus
sur " a valeurs dans A, P(S’, A) I’espace vectoriel des séries
formelles & composantes continues (complété de P(®", A) pour la
topologie associée a la filtration naturelle de P(”, A)).

Dans A(w) on peut substituer aux ¢éléments a,,...,a,
liés par les relations (R)) des éléments (b,,...,b,)EG", d’ou
un morphisme de A(w) dans P(G", A).

On note par I'(©’,6)={bEP©",A),b= % b, ,b, = I

nz0

DEFINITIONS. — 1) Soient b EP(®",A) et K un ouvert de
®" contenant 0E€ " . Sila série formelle b est absolument conver-
gente dans A pour tout (a,,...,a,)ES, alors b(a,,...,a,)
définit une fonction analytique sur S qu’on appelle & -analytique
sur §2.
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2) Plus généralement soit M une variété analytique complexe.
On dit qu’une fonction F:Mx®"—— A est & -analytique au
voisinage de x; x 0 EMx " s’il existe un ouvert O(x,) contenant
x,, un ouvert £ de " contenant 0 E€G" et une série formelle
b: Mx@"— P(®,A), b(x;a,,..,a)= 2 b,(x;a,,..,a)
avec les propriétés suivantes : n>0

@ b,(x:a,,...,a,) est une fonction holomorphe sur
0(x,) avaleurs dans A

(ii) la série est absolument convergente dans A sur £ pour
tout x €0(x,) et uniformément convergente par rapport a
x €0(x,) sur

Gii) F(x ;a,,...,a,)=b(x;a,,...,a,) pour tout
(x,a;,...,84)E0(x,)x Q.

B — Théoréme (aspect convergent)

Soient e€M—S fixé et U ouvert simplement connexe de M
tel que tout x €U puisse étre joint & e par un chemin 2 (x)
d’origine e et d’extrémité x dans U (resp. contenu dans U—S
si x€U—S) delongueur L au plus.

Considérons w(x ;a,,...,a,) fermée.On note € Iensemble
des (a@,,...,a,)EG" tels que w soit completement intégrable.
On a alors le théoréme suivant, version convergente du théoréme
1de6: :

THEOREME 2. — La fonction P définie dans le théoreme 1

est ® -analytique sur U x 2 ou S est un ouvert dans &€ contenant
0.

Preuve. — 1) Supposons tout d’abord que x € U — S.

Soient w,(y,a,,...,a,)= Z wil,_‘_,,r(y)ail...a
l<il,...,fn<'

Wiy, in (¥)= l<§:< l wi:ly...,in (y)dyi ou lesw’t:l,....in(y) sont
j<m

des fonctions a valeurs dans C, holomorphes pour y € £(x). Posons

i ’
in

Z Idyj|=a's et 2 ||a,.||=K. Il existe alors a, =0 tel
1<j<m 1<j<r

que
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|w"l,...,i,, MN<a, Z |dy1|=0tn ds.
1<j<m

On en déduit que

o, (D)l < > a, dslia; Il...lla Il =a, dsA"

dond
1<y ,. ., ip<r

De plus les w, sont toutes nulles & partir d’une valeur

n, (car w= Z w, est un polynome de Lie en al,...,a,),
n21

donc tous les «, sont nuls & partir de n,. Considérons alors

dP, = Y Pw,— 2 &FP,.

n 7

i+j=n i+j=n
i20 i=0
j=1 j=21

NP <llw, | + 12,1l < 20, dsK = p(s)ds K
IPI<p,(s)A,p,(0)=0.
D’autre part il vient
P, Il < IP I (oo Il + 1S, 1) + e, Il + 11, I
<P I 1P, 1| + lw, Il + 1, |l
<p,(s)zp'l(s)dsx+oz2 ds A* + |3,
<2(p,(s) ' (s) + a,) ds A® = p, (s) ds A>
IP,Il <p,() A%, p,(0)=0,p(s)=2(p,(s) p'(s) + a,).

Supposons donc par récurrence que :
IdP,Il < py(s) ds A", I}l <p,(s) A’, p,(0) = 0,
p,f(s)=2( >y p;pi_k-%ai),‘pouri=2,...,n—1
1<k<i-1
et montrons que :
IdP, I <pl,(s)ds A" ,|IP, Il <p,(s) A" , p, (0) = O
Pn@=2( X pip,_ta, )

1<Sk<n-1
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Ona:

IIdP, Il < p) 1P, (e, _lE+ 11, _ D)+ Hw, | + 1D, Il (n=
1<i<n-1
< X WP AP, _ Il + e, Il + 11,1l
1<i<n-1

< Y p@Ap _(dsA" ' +a, dsA"+ |13,
1€i<n-1

< 2( X )y, (s)+a,,) ds A" =p| (s)ds A" .
1€i€<n-1
Considérons maintenant la série formelle
pGs,A)=—1+ 2 p,(s)A".
nz1
On a p(0,A)=—1, les coefficients p,(s) sont positifs et la

série vérifie I’équation différentielle

dx dx

) —+2x—+2 2% a A" =0
W g ¥y T2 5,
ou Z o, A" est polyndme en A. Ainsi p est la solution de
n=1
(1) telle que x(0) = — 1. Or (1) s’intégre en :
~ "l_‘\/l_g -~ o, An
x2Hx+2 2 a, A"s=0, et p= n>l

n21

Cette fonction admet un développement en série entiére en A

~ 1
convergent, pourvu que )y a, A" s < ry Or
n=1

~

> a, A" s< D o, A" L.

n

1Sn<np-1 1€«n<ngp-1
Donc si by Q, I (ce qui est vérifié dés que A
l<n<no—1 8L

est assez petit), la série Y p,(s) A" converge.

Il
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Finalement [P |<p,(s)A” (#>1), donc 1+ 2, P, est
n>1 ’

absolument convergente dans A, et uniformément par rapport
a4 x dans U—S (puisque pour tout x, la longueur de £(x)
est majorée par L).

2) Si x €S alors le chemin 2(x) rencontre S.

Mais P=1+ Z P, avec

n
n>1

P,(x)= P f;

i, (X)a ...q
1<i1,...,ip<r

Tseees n

et fil,---,!n (x) est holomorphe. Soit V un domaine contenant

x et tel que la frontiére 0V ne rencontre pas S. On a alors d’aprés le
principe du maximum 'Ij’,l"“,,n (x)l<|f,l,_“’in ()l ou
y€E€ 0 V.On est ainsi ramené au cas précédent.

9) Applications.

A — La situation décrite dans I’exemple 6 se généralise 4 m
variables. Prenons p=¢, £ <m. On a S=D,UD, U...UD,

et 'on peut supposer que, quitte a se restreindre 4 un voisinage
ouvert de 0 simplement connexe que

D,={(x,,...,x,)EC” /x; =0}

i=1,...,2. Soit w= 2, w; @ avec w;(x)= Y wik)adx,
1<j<r 1<i<m

et w].(x)e& G=1,...,r), c’est-a-dire :

i, i alri
wi(x)=-=Li-+ . +—~—+ax),i=1,...,8

xPi X;
wi(x) = (x) i=2+1,...,m (si 8<m)

avec o;(x) holomorphe au voisinage de 0.

Alors w! admet un podle d’ordre p; par rapport & x, en x, =0,
est holomorphe par rapport aux autres variables pour i=1,..., %
et w) est holomorphe pour i=2+1,...,m (si <m). On est
ainsi dans la situation décrite dans [3] ou [4]. On montre aisément
(cf [10]) qu'on réobtient le théoréme de séparation des variables.
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Le théoréme 2 permet en outre d’affirmer que la transformation
P est G -analytique si (a,,...,a,) est dans un voisinage suffisam-
ment petit de 0 dans une algébre normée compléte.

B — Retrouvons un résultat qui se rapproche de celui deé B. Malgrange

déja cité (cf. [7]). Pour cela considérons w = Z w; a; avec
w; € & 1<i<r
1]

&= a(x,y)=a;x)dx +XI;(2x)dy +7(x, ) a(x)

+ (xb(x))' = 0;

(exemple 3). Appliquons le théoréme précédent. Il existe P holo-
morphe inversible tel que si f=ZP on a dZ=7Z% avec

WEQ, 5y U—S, L(w)), Cest-a-dire
o= > @ P PR}
k 1000 n 1 in
nz1 1<iy,...,ip<r

(qui est en fait une série de Lie) avec

wil ..... in (x’y)eszl,p(c) (U_S,C)’
ou encore
~ ail,---,in(x) xbil,.,.,i,,(x)
Oy, XL Y) = dx +*7“‘ dy,
a(x xb(x
soit 'E’o=(—)dx+ ()dy avec a(x)+ (xb(x)) =0,

2
y Yy
a(x)€L(w), b(x)EL(w) et holomorphes, c’est-a-dire une

forme réduite comme dans Malgrange.

C. Equation de “type F,”.

Rappelons que si z(x,y) est solution du systéme d’équations aux
dérivées partielles vérifiées par la fonction F, dans C?, et que si
’on pose
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alors Y satisfait a :

dY = (A, =+ A, = + A, A +A

x y x—y 4x—1 Sy—1

( dx dy d(x —y)+ dx dy )Y

ou A ,A,,A;,A,,A; sont des matrices carrées d’ordre 3 a
coefficients constants. Soient alors X = {a, ,a, ,a; ,a, , a5} et
dx d d(x — dx d
(,o=al——+a2—Ji+a3~-—Z—)+a4 +a, Y .
x y x—y x—1 y—1

On peut encore écrire w sous la forme w= 2, w;a

e

w; sont fermées et appartiennent a 1<i<s

;> ou les

dx—y)
xX—y

b
& = a(x,y)=£dx+—dy+c +7(x,y)
X y

(w, correspondanta a=1, b=0, ¢c=0, etc.).

Les relations (R) qui définissent A(w) et i,(w) sont les
suivantes :

la, ,a, tas]=1la, ,a, +tas]l=lay,a, +as]
=[a4 9azl=[al ,(15]:0.

Le théoréme 1 montre alors qu’il existe GJ’EQLP(‘) (U-—--, f,(w))
et P holomorphe inversible tel que si f=ZP, on ait dZ=2Zw
avec da3 =0, DA@w =0,

=X z wi,,...,i,,(x’y)ail"'ai,,
n21 1<iy,...,ip<r

(qui est une série de Lie)

wil,...,i”(x’y)egl'p(‘)(U_S,C),
c’est-a-dire que
~ _ dx dy
By, XY= in % B, in ),
d(x—y)
+7il +tn x_y HES! ’xnec’ﬁil’-'-sinec’7i1,...,in€c’
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D’ou

~ : dx
w=(2 2 ail,...,l'na‘il"'afn)——-
nZ1 1<iy,...,in<r x
dy
+( z > Biv..oin aiy““i,,)*
n21 1<iy,...,ip<r y

d(x —

+ 2 2 7['1 ..... i’l il R in) ( y)
n21 1<iy,...,ip<r X—y

dx ~dy d(x—
soit Bz F+3Y Ty
x oy x—y

avec a,5,T dans L(w).

Comme w Aw =0, on vérifie aisément que :
(@,b+¢1=[b,2+7¢]=0.

Posons Z = Txatb+¢

@, @+b+28=[b,d+b+2)=[C, T+D+2)=0,

et donc x*

et remarquons que

+tb+¢ commute avec @, b, C.

Il vient
T+D+7T

dZ:de?+;+?+T dxx7’+7’+;

% | o

~ v o~fdx  ~ d ~d(x—
:Txa+b+c(a._+b_'lf+c ( ___V))’
X y X—y
soit en simplifiant a droite par x? +h+E
b+ ~dy o d(x—
b+ L 4z 20T
X y xX—=)y

dT=T(—

On est ainsi ramené a un systeme de Fuchs sur P, (C), donc a
une seule variable, qui est donné dans C? sous forme homogéne
(cf [0]). Ce systétme de Fuchs sur P, (C) a 0,1,o comme
singularités. On est donc ramené a un systéme ‘“hypergéométrique”
dans P, (C).
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