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. LA DEFORMATION DES HYPERSURFACES
DANS L’'ESPACE CONFORME REEL A n25 DIMENSIONS;

Par M. E. Carran.

Jai étudié, dans un Mémoire précédent ('), le probléme de la
déformation des hypersurfaces 4 n—1 dimensions dans I’espace
euclidien & n dimensions; j’ai montré qu’en général deux hyper-
surfaces applicables 'une sur Iautre (avec conservation des lon-
gueurs d’arcs) sont égales ou symétriques, ce qui revient a dire
qu’une hypersurface est en général indéformable dans un espace
euclidien & plus de trois dimensions; j’ai indiqué également les
catégories d’hypersurfaces qui font exception & la régle, c’est-
d-dire qui sont déformables.

Un probléme analogue se pose dans l’espace conforme : a la
notion de deux hypersurfaces applicables se substitue alors la
notion de deux hypersurfaces admettant une représentation con-
Jorme 'une sur 'autre (avec conservation des angles) : la notion
d’angle subsiste en effet dans la géométrie conforme, & la diffé-
rence de la notion de longueur qui disparait. Une hypersurface
déformable dans Uespace conforme est alors une hypersur-
face admettant une représentation conforme sur une autre hyper-
surface qui ne se déduise pas de la premiére par une transfor-
mation conforme;de méme qu’une hypersurface déformable dans
I’espace euclidien est une hypersurface applicable sur une autre
hypersurface qui ne se déduise pas de la premiére par un
déplacement de U’espace euclidien.

Dans ’espace & trois dimensions, deux surfaces quelconques
admettent, comme on sait, une représentation conforme l'une
sur l'autre; dans l’espace conforme a trois dimensions, toute sur-
face est donc déformable et peut se déformer suivant toute autre

(1) La déformation dcs hypersurfaces dans l’espace euclidien a n dimen-
sions (Bulletin de la Société mathématique de France, t. XLIV, 1g16,
p. 65-99).
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surface. Il en est autrement dans I’espace conforme & quatre ou
plus de quatre dimensions.

Je m’occupe dans le présent Mémoire du cas de n > 4 dimen-
sions qui correspond, pour I’espace euclidien, & n>>3 dimensions.
Dans P'espace conforme & n > 4 dimensions, une hypersurface est
en général indéformable, de méme que dans V’espace euclidien
4 n > 3 dimensions une hypersurface est en général indéformable.
Les cas d’exception sont les suivants :

a. Les hypersurfaces enveloppes d’une hypersphére dépen-
dant d’un paramétre, qui admettent une représentation con-
forme sur ’hypersphére.

b. Les hypersurfaces dont U’équation peut étre ramenée, en
coordonnées (n + 2) — sphériques, a la forme

F(z, x2 23, 2,) =0,
F étant homogéne; 'hypersurface la plus générale résultant de

la déformation d’une telle hypersurface dépend de deux fonctions
arbitraires d’un argument.

c. Les hypersurfaces lieux d’une variété sphérique a n — 2
dimensions dépendant d’un paramétre. Les hypersurfaces
applicables dépendent d’une fonction arbitraire d’un argument.

d. Les hypersurfaces enveloppes d’une hypersphére a deux
paramétres u et v lorsque les coordonnées (n—+2) — sphériques
(o &gy - vvy auyy ) de cette hypersphére,

a(Z}+. .+ TL)— 204 L1 —. .. — 29, T p+ Apyy = O,
satisfont a une méme équation de Laplace de la forme

9t f _
ou dy +yf=o

et que la forme
af +o . ok — a Ay

est la différence U—V entre une fonction de u et une fonc-
tion de v. Les hypersurfaces déformées dépendent essentielle-
ment d’un paramétre; elles sont de la méme catégorie, avec la
méme équation de Laplace, mais les fonctions U et V ont subi
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une méme transformation homographique & coefficients cons-
tants.

e. Il existe de plus, pour n =35, des hypersurfaces appartenant
A la catégorie b et qui admettent une représentation conforme sur
d’autres hypersurfaces que celles qui résultent de leur déformation
continue dans I'espace conforme. Le ds? d’une telle hypersurface
est, & un facteur fini prés, la somme d'vn ds? & deux variables &
courbure totale constante et d’un autre ds? & deux variables dis-
tinctes des premiéres et également & courbure totale constante.

J- 11 peut exister enfin, pour n =5, des hypersurfaces ne ren-
trant dans aucune des catégories précédentes et susceptibles
d’admettre une déformation continue avec conservation des lignes
de courbure. Sur ces hypersurfaces les lignes de courbure de trois
quelconques des quatre familles s’assemblent en hypersurfaces
trois dimensions dépendant d’un paramétre, comme cela a lien
par exemple pour les quadriques. Ces hypersurfaces seront
étudiées dans un Mémoire ultérieur. \

Le cas de 'espace conforme & quatre dimensions mérite une
étude A part. Je ne l'ai traité incidemment que pour les hypersur-
faces admettant une représentation conforme sur ’hypersphére.
Les enveloppes d’hypersphéres & un paramétre ne sont pas les
seules hypersurfaces jouissant de cette propriété; les hypersur-
faces les plus générales sont les solutions d’un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles admettant six familles de caractéris-
tiques 4 deux dimensions; elles dépendent de six fonctions
arbitraires d’un argument. Ces hypersurfaces peuvent étre carac-
térisées par une propriété géométrique simple. A chaque point M
d’une hypersurface quelconque de l’espace 4 quatre dimensions
on peut faire correspondre une surface (i deux dimensions) dn
second ordre, située dans I’hyperplan tangent et qui est 'indica-
trice de 'hypersurface. Les six plans (2 deux dimensions) de
sections cycliques de cette indicatrice peuvent étre appelés les
plans tangents ombilicaux en M a 'hypersurface. Pour qu’une
hypersurface admette une représentation conforme sur ’hyper-
sphere, il faut et il suffit qu’il existe sur cette hypersurface six
familles de surfaces (4 deux dimensions) telles qu’il en passe une
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et une seule de chaque famille par chaque point M de I’hyper-
surface et que ces six surfaces soient respectivement tangentes
en M aux six plans tangents ombilicaux relatifs & ce point. Ces
six familles de surfaces sont les six familles de caractéristiques
dont il est question plus haut.

Les n° 1 2 18 sont consacrés 4 une étude préalable de la Géo-
métrie conforme et de quelques métriques remarquables qui
trouvent leur application dans la suite du Mémoire. Ce n’est qu'a
partir du n° 19 que la question de la déformation des hypersur-
faces dans I'espace conforme est abordée.

ESPACES NON EUCLIDIENS ET ESPACE CONFORME.

1. Considérons dans un espace a4 n dimensions la quadrique
représentée, en coordonnées homogenes, par 1’équation

(1) ®(Z1y vy Tpsr) =0,

ou la forme quadratique ® est réductible &4 une somme de n + 1
carrés positifs, ou & une somme de n carrés positifs et un carré
négatif.

Dans le premier cas l'espace, ou l'on a distingué la qua-
drique (1), est ce qu'on appelle un espace elliptique. Dans le
second cas, la portion de I’espace intérieure & la quadrique (1)
(Cest-a-dire celle qui rend ® négatif) constitue ce qu’on appelle
un espace hyperbolique; les points de l’espace projectif exté-
rieurs & la quadrique absolue sont appelés points idéaux de ’es-
pace hyperbolique.

Le groupe des transformations projectives qui laissent inva-
riante 1’équation (1), ou, ce qui ne restreint pas la généralité,
laissent invariante la forme ®, est le groupe des déplacements

’ L . . , n(n—+1)
de V'espace elliptique ou hyperbolique : il est & ——— para-

metres. Etant donnés deux points M et M’ de V'espace elliptique
ou hyperbolique, le rapport anharmonique de ces points et des
deux points d’intersection A, B de la droite MM’ avec la qua-
drique absolue constitue un invariant pour le groupe des dépla-
cements.
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Si 'on désigne par k une constante donnée, positive dans le
cas de I’espace elliptique, négative dans le cas de I'espace hyper-
bolique, on définit une métrique de courbure k de cet espace en
appelant distance (cayleyenne) des deux points M, M/, le produit

1

2/ =k

par du logarithme du rapport anharmonique

WA NA

"B ° MB’

=

cette distance est essentiellement réelle. A ce point de vue, les
points de la quadrique absolue sont les points a l'infini de I'espace
(hyperbolique).

2. On peut calculer facilement la distance (cayleyenne) des
deux points M, M’, ainsi que ’élément d’arc ds, en se servant
d’'une notation symbolique simple. Désignons par une lettre
majuscule M I'ensemble de n + 1 coordonnées (x,, Zy, ..., Tngs),
un point géométrique étant ainsi représenté aussi bien par M que
par aM, ot a est un coefficient numérique quelconque. Posons

M|M =%z, ..., ZTp+1);

1 odp oPp
MM = 5<xg‘_ﬁ—l A Ty 'M—M)

L expression M|M’ ( produit géométrique des deux points M, M)
est invariante vis-i-vis de toute substitution linéaire conser-
vant ®, c’est-d-dire vis-d-vis du groupe des déplacements de
I'espace, elliptique ou hyperbolique. Dans le cas de I'espace ellip-
tique, le carré géométrique M | M est essentiellement positif; dans
le cas de I'espace hyperbolique, il est négatif si M est un point
réel de l'espace, positif si c’est un point idéal, nul si c’est un
point a I'infini.

On peut toujours supposer choisies les coordonnées d’un point
réel M de l'espace, elliptique ou hyperbolique, de maniére &
avoir

(2) M|M=+

Z;

on peut aussi supposer, dans le cas de I'espace hyperbolique, que
les coordonnées des points réels sont choisies de maniére 4 avoir,
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quels que soient les points réels M et M/,
M|M <o.
Cela posé, si A et B sont les deux points & Pinfini de la
droite MM’ (réels si I'espace est hyperbolique, imaginaires con-
Jugués si 'espace est elliptique), on peut poser

M =21A +puB, M=MNA+uB

avec, d’aprés (2),

1

! 7 __l-.
)\P'AIB_Q_/(’ lp.A[B_zk
On aalors

M|M = (A\p'+ p)')A|B.

Or, par définition, ¢ étant la distance cayleyenne MM’, on a

PNy _ N —
avEE ey s VRN
d’out
(3) hllM’:%{ch(8¢:7) (k <o),

=%cos(3‘//—() (k> o),

d’out enfin, plus généralement, si 'on ne suppose plus la rela-
tion (2) vérifiée,

MM -
cos 8\//( = r——— espace elliptique H
) (8V) VMM MM (esp ptique)
(37 ~——) MM
ch(8y—k) =— ———rn—— espace hyperbolique).
&V NI Coopece hyperbolique)

Dans le cas de I'espace elliptique, la longueur totale d’une droite

. , . '
indéfinie est — .

3. Supposons maintenant M’ infiniment voisin de M et la rela-
tion (2) vérifiée; nous aurons

M|<M+dM+ 1dzM+...) =l(1—ikaz+...>;
2 k 2

or de (2) on déduit
M|dM = o,



— 63 —
puis
M|d*M =—dM | dM;
il en résulte

(4) 3r=ds*= dM | dM,

relation qui n’est vraie que si 'on suppose le point variable M
choisi de maniére que son carré géométrique soit égal & % Plus

généralement, si 'on suppose ce carré géométrique constant, on

aura
dM | dM

2 - 1
' = Trm

telle est I'expression d’un ds?* elliptique ou hyperbolique de
courbure 4.

4. On définit de méme l'angle cayleyen de deux droites issues
d’un point réel M : soient P et Q les deux points d’intersection
(idéaux si I'espace est hyperbolique) de ces droites avec I'hyper-
plan polaire de M par rapport & la quadrique (1); on peut supposer
choisies leurs coordonnées de maniére i avoir

P|P =1, QlQ=mu;

l'angle © des deux droites, qui peut se définir par le logarithme
d’un rapport anharmonique, satisfait  la relation

coso =P|[Q.
5. Passons maintenant & la notion d’espace conforme. Considé-
rons un espace euclidien & n dimensions rapporté a un systéme de

coordonnées rectangulaires ; 1’équation de toute hypersphére est
de la forme

(5) apr(X}+Ti+...+2))—201 71 —...—28,Z,+ Ap+2=0,

chaque hypersphére étant définie par unsysteme de n + 2 coor-
données homogénes (a,, a,, ...,any,). La condition pour que
Phypersphére soit de rayon nul est

Q(a, ..., Gnrs) = Al 4 @i+ .. Gh— Qprs Aura = o.
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L’hypersphére est réelle si la forme quadratique Q est positive,
elle est imaginaire si la forme quadratique Q est négative.

A une hypersphére de rayon nul correspond en général un point
bien déterminé, qui est son centre, et réciproquement; mais nous
étendrons la notion d’hypersphére de rayon nul a tous les cas ou
les n + 2 coordonnées a;, non toutes nulles, annulent Q, par
exemple a I'hyperspheére (o, ..., 0, 1) (point 4 'infini).

L’espace conforme est formé de toutes les hypersphéres de
rayon nul.

Le groupe conforme est formé de toutes les transformations
linéaires eftectuées sur les variable @, ..., an 4, et laissant inva-
riante I'équation Q = o ou, ce qui ne restreint pas la généralité,
laissant invariante la forme quadratique Q. C’est un groupe ponc-
tuel transformant les hypersphéres en hypersphéres.

Si V'on désigne par une lettre majuscule A une hypersphére ou
plutot Pensemble de n + 2 coordonnées (ay, as, ..., @nya), on
définit les symboles A | A et A|A’ par les égalités

AlA =Q(ay,a,, ..., 004+2),
L[ , 02 , 92 , o0\
AjA' = 5 (a, oa, —+ a, oa, +"'+a"+2d_—a,,+,
L’équation
A|A =0

exprime que les deux hypersphéres A et A’ sont orthogonales.
Les hypersphéres réelles sont caractérisées par un carré géomé-
trique positif, les hypersphéres imaginaires par un carré géomé-
trique négatif. Si o est 'angle de deux hypersphéres réelles sé-

cantes A, A’, ona
AJA

COS? = —_—_——
VA | AA|A

6. 1l y a une correspondance remarquable entre un espace con-
forme E &4 n dimensions et un espace hyperbolique € a n +1
dimensions. Si en effet on regarde (@, ..., @ny3) comme des
coordonnées homogénes d’un espace & n + 1 dimensions, 'équation

Q(ay, ..., @nr2)=0

définit une quadrique de cet espace et les points intérieurs a cette
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quadrique constituent un espace hyperbolique &. A une hyper-
sphére réelle de E correspond un point idéal de £, 4 une hyper-
sphére imaginaire de E correspond un point réel de €, & une
hypersphére de rayon nul ou hypersphére-point de E correspond
un point & l'infini de C : les points de 'espace conforme E sont
donc représentés d’'une maniére uni-univoque par les points &
Pinfini de . Enfin au groupe conforme correspond le groupe des
déplacements de ¢.

A une hypersphére A correspond dans ¢ un point a; mais on
peut regarder A comme un lieu de points M; les hypersphéres-
points M admettant ces points M pour centres sont caractérisées
par la condition d’étre orthogonales a A :

AlM:O;

elles sont donc représentées dans € par les points de la quadrique
absolue qui sont dans ’hyperplan polaire de a par rapport a cette
quadrique.

De méme, une variété sphérique (S) & » — p dimensions de E
peut étre envisagée a deux points de vue : en premier lieu comme
intersection d’hypersphéres A,, ..., A, ou base d’un faisceau
linéaire d’hypersphéres, et alors il lui correspond dans ¢ une
variété linéaire mp_, & p — 1 dimensions, celle qui est déterminée
par les points a, ..., ap qui correspondent a Ay, ..., Ap; en
second lieu (S) peut étre regardée comme un lieu de points,
centres d’hypersphéres de rayon nul, et alors il lui correspond
dans ¢ lintersection de I quadrique absolue avec la variété
linéaire =,_,, , conjuguée ce mp_, par rapport & la quadrique
absolue.

En particulier 4 une circonférence de E correspondent d’abord
une variété linéaire ®,_, 4 n — 2 dimensions, ensuite l'intersec-
tion de la quadrique absolue avec une variété linéaire & deux
dimensions; cette intersection est une conique et il est bien évi-
dent que le rapport anharmonique de quatre points de la circon-
férence de E est égal au rapport ar harmonique des quatre points
correspondants de la coniquz de . Comme ce dernier est invariant
vis-a-vis du groupe des dépl-ceme . ;s de &, le premier est invariant
vis-a-vis du groupe conformz de E.

XLY. 5
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Le rapport anharmonique de quatre points d’une circonfe-
rence se conserve donc par le groupe conforme.

7. Il n’y a pas de métrigue dans 'espace conforme. A la vérité
I'expression dM|dM se reproduit par les transformations du
groupe conforme, mais dans les coordonnées de I’hypersphére-
point M il reste un facteur indéterminé, qu’il n’y a aucune raison
de choisir d'une maniére plutét que d’une autre; sil'on choisit
@niy=1,dM|dM est le ds? euclidien. Du reste dans I'espace &
deux points de la quadrique absolue n’ont aucun invariant vis-a-
vis du groupe des déplacements hyperboliques.

Il n’en est plus de méme sil’on fait choix dans 'espace conforme
d'une hypersphére A, qu’on appellera I'kypersphére absolue. A
cette hypersphére correspond dans & un point « : soit = 'hyper-
plan polaire de a par rapport 4 la quadrique absolue. A tout point
de la quadrique absolue on peut faire correspondre sa projec-
tion v faite du point a sur I'hyperplan w; réciproquement, & tout
point v de = correspondent deuz points de la quadrique absolue,
4 savoir les points d’intersection de cette quadrique avec la
droite av. Il y a donc une correspondance bi-univoque entre les
points de la quadrique absolue et les points de I'hyperplan .
Mais cet hyperplan = peut étre regardé comme un espace a n dimen-
sions, elliptique s'il ne coupe pas la quadriqueabsolue de ¢, c’est-
a-dire si o est un point réel de &, hyperbolique s'il coupe la qua-
drique absolue de &, c’est-d-dire si o est un point idéal de €.

En définitive, nous avons donc établi une correspondance
bi-univoque entre les points de Uespace conforme E dans lequel
on a choisi une hypersphére absolue A, et les points d’'un
espace a n dimensions =, elliptique st A est imaginaire, hyper-
bolique si A est réelle. A un hyperplan & n —1 dimensions de =
correspondent dans & les points d'intersection de la quadrique
absolue avec un hyperplan & » dimensions passant par «, c’est-
a-dire dans E les points d’une hypersphére orthogonale a A, et
réciproquement. A une droite de = correspond donc une circon-
férence de E orthogonale & I’hypersphére absolue; aux deux
points & Dinfini de cette droite correspondent les deux points
d'intersection de cette circonférence avec 'hypersphére A.

Soient M, M’ deux points de I'espace conforme E; Cet D les
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points d’intersection de A avec la circonférence qui lui est ortho-
gonale et qui passe par M et M'. Soient maintenant p, p’, vy, o les
points de la quadrique absolue de & qui correspondent & M, M/,
C, D; ces quatre points sont sur une méme conique. Soient enfin
v, v, v, 0 les projections de y, p/, v, 6 faites du point « sur ’hyper-
plan = (espace e).

Il existe une relation simple entre le rapport anharmonique des
quatre points en ligne droite v, v/, vy, 8 et le rapport anharmonique
des quatre points de la conique ., ',y , 8 (c'est-d-dire le rapport
anharmonique des quatre points de la circonférence M, M’, C, D).
En effet si w parcourt la conique, on peut poser

w=a-+zy+ys,
v =2y +y8;

en exprimant que w est sur la quadrique absolue de € on obtient
o=ala+2zyy|s,

et par suite le produit zy reste constant; les coordonnées de w
s'expriment donc en fonctions rationnelles du paramétre y dont
les valeurs pour y et & sont respectivement o et «; par suite le
rapport anharmonique des points p, @, y, 0 est

’

J

Y

5
d’autre part le rapport anharmonique des points v, v/, v, 6 est

y.y_zy _zoy  y?

c'est donc le carré du précédent. Ce théoréme peut d’ailleurs se
démontrer géométriquement sans difficulté.

8. Sil'on définit dans 'espace elliptfque ou hyperbolique = une
métrique de courbure &, comme il a été dit plus haut, on définira
par cela méme une métrique dans I'espace E ou I'on a fait choix
d’une hypersphére absolue A, la distance de deux poiuts M, M
de E étant par définition la distance des deux points correspon-
dants v, v' de =. On voit d’aprés le théoréme précédent que la
distance des deux points M, M' devra étre définie comme [
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1
V—k
des deux points M et M avec les deux points d’intersection de
Uhypersphére A avec la circonférence qui lui est orthogonale
et qui passe par M et M'.

L’espace conforme E, ot l'on a fait choixz de Uhyperspheére
absolue A etou U'on a défini la distance dedeux points comme
il vient d’étre dit, est ce qu’on appelle un « espace sphérique »
(si A est imaginaire) ou « pseudo-sphérique » (si A est réelle)
de courbure k. Il y a une correspondance bi-univoque entre les
points d’un espace sphérique et ceux d’'un espace elliptique, entre
les points d’un espace pseudo-sphérique et ceux d’un espace
hyperbolique. A une circonférence orthogonale & I'’hypersphére
absolue d’un espace sphérique ou pseudo-sphérique correspond
une droite de I'espace elliptique ou hyperbolique; la longueur
totale d’une circonférence d’un espace sphérique de courbure k

produit par du logarithme du rapport anharmonique

27T

vk
bure k est .

/i

est —; celle de la droite de Uespace elliptique de méme cour-

9. Le ds? d’un espace sphérique ou pseudo-sphérique se calcule
facilement. Choisissons les coordonnées de A de maniére & avoir

1

toute hypersphére-point M peut se mettre sous la forme
M=A+N,

N étant une hyperspheére orthogonale & A (celle qui a pour image

le point v); M| M étant nul, on en déduit

1

N|N=.

Le ds* de I'espace = est par suite. [ formule (3)]
dN|dN = dM | dM.

Le ds* de Uespace sphérigue ou pseudo-sphérique de
courbure k est donc représenté par le carré géométrique
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dM|dM, oi les coordonnées de U'hypersphére-point M sont
choisies de maniére que M — A soit - orthogonale a A, le

carré A | A étant égal & — ;c-

On a aussi la formule générale

g ALA.dM M

A(M[A)

et le second membre est indépendant du choiz des coordonnées
de A et de M.

10. Nous avons supposé jusqu’a présent I'hypersphére A de
rayon non nul. Si A|A =o, on peut définir une métrique de
I'espace conforme en choisissant les coordonnées de ’hyperspheére-
point M de maniére que M| A soit égal & une constante donnée et

POSCI‘
dst= dM | dM.

Le ds? obtenu est celui d’un espace euclidien & n dimensions.
Choisissons en effet n hypersphéres réelles A,, ..., A, passant
par A et orthogonales entre elles

Ai|Aj=o, Ai|Ai =1,

et soit Ble point d’intersection autre que A de ces n hypersphéres,
I’hypersphére-point B ayant ses coordonnées choisies de maniére
a satisfaire 4 A |B =1. Si alors

M= yns1A+y1Ai+...+¥nAn+¥nsaB,
on aura :
M|M=yl+yi+.. +¥2i+2¥nt1Vnr2=0

et
M l A = ¥n+2-

Si donc on choisit y,,, constant, on aura
dM|dM =dy} + dy}+...+ dy}.
A un hyperplan de I’espace euclidien & » dimensions, défini par

une équat.iou
1Y+ Qy¥y+t...+ @n n+ b= 0,
Y1 Y3 J



— 70 —

correspond 'hypersphére
' 1A+ ayAg+. ..+ DA,

lieu des points M dont les coordonnées y; satisfont & la méme
relation. C’est une hypersphére passant par A.

Tout ce qui précéde devient du reste évident si par une inver-
sion on rejette le point A & I'infini.

Le sous-groupe conforme qui laisse invariante I’hypersphére
absolue A correspond au groupe des déplacements et des homo-
théties de I'espace euclidien : le ds? est ici un invariant relatif,
cet invariant pouvant se reproduire multiplié par une constante.

11. Considérons maintenant dans I’espace hyperbolique ¢ deux
variétés linéaires conjuguées par rapport a la quadrique absolue,
P'une () & p dimensions, Pautre () & » — p dimensions. Par tout
point p de &, et en particulier par tout point p de la quadrique
absolue, passe une droite et une seule rencontrant (a) en un
point ¢ et () en un point . Supposons que () ne rencontre
pas la quadrique absolue, alors (B) la rencontre. On peut choisir
les coordonnées de p. de maniére  avoir

=0+,
avec
¢|lo=1
= ~=
k
et par suite
|t = !
Tk

Cela permet de définir sur la quadrique absolue une métrique par
I’équation
ds?=du|dyp = do | do + dr | dx;

le ds? est ainsi la somme d’un ds? de courbure k et d’'un ds? de
courbure — £.

Si l'on passe de l'espace & a 'espace conforme E, le point p
correspond & un point M de I’espace conforme, le point ¢ 4 une
hypersphere réelle S et le point 7 & une hyperspheére imaginaire T

et on a
dM dM = dS | dS + dT | dT.
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L’hypersphére S fait partie d’un faisceau linéaire p fois infini
d’hypersphéres, admettant pour base une variété sphérique réelle
d n — p — 1 dimensions (A) [ celle qui correspond & ()]; ’hyper-
sphére T fait partie d’'un faisceau linéaire n — p fois infini
d’hypersphéres, orthogonal au premier, admettant pour base une
variété sphe’ri(iue imaginaire & p — 1 dimensions (B). Si 'hyper-
sphére T reste fixe, I'hypersphére S variant, le point M =8 + T
se trouve sur toutes les hyperspheéres du second faisceau orthogo-
nales & T et par suite décrit leur intersection qui est une variété
sphérique & p dimensions passant par (B), et dans cette variété
sphérique on a distingué le lieu des points qui se trouvent sur T,
c’est-a-dire I'hypersphére (B) qui joue le role d’hypersphére
absolue; on voit donc bien que le premier ds? partiel, & savoir
dS|dS, est le ds* qu'on obtient en faisant varier M sur une hyper-
sphére & p dimensions passant par (B) considérée comme espace
sphérique de courbure k, dont I’hypersphére absolue serait (B).
De méme le second ds? partiel dT | dT est le ds? qu’on obtient en
faisant varier M sur une hypersphére & n — p dimensions passant
par (A), considérée comme espace pseudo-sphérique de cour-
bure — k, dont I’hypersphére absolue serait (A).

La décomposition de 'espace conforme au moyen de ces deux
réseaux orthogonaux de variétés sphériques, considérées les unes
comme espaces sphériques & p dimensions de courbure £, les
autres comme espaces pseudo-sphériques a n — p dimensions de
courbure — £, définit ainsi une métrique de 'espace conforme.
La transformation conforme la plus générale qui laisse invariante
cette métrique est le produit d’'une transformation laissant inva-
riante chaque variété du premier réseau et transformant entre eux
les points de cette variété comme un déplacement de I'espace
sphérique 4 p dimensions, par une transformation laissant inva-
riante chaque variété du second réseau et transformant entre eux
les points de cette variété comme. un déplacement de l'espace
pseudo-sphérique a n — p dimensions. Toutes ces transformations
A p.(p: D, (r=p)(n—p+1)

forment un groupe semi-simple 2

parameétres.
Par exemple, dans I’espace & trois dimensions, le faisceau des
plans qui passent par Oz et le réseau orthogonal des circonférences
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d’axe Oz conduit au ds? suivant :

dr? + dz?
dsi —_ _-—r?——

+ dez,

ou idr—’—}—d—zi est le ds? d’un plan pseudo-sphérique de courbure —1
avec l'axe des z comme absolu, et ot d82 est le ds? d’une circon-
férence considérée comme espace ‘sphérique 4 une dimension de
courbure 1, 'absolu étant ’ensemble de deux points cycliques &
'infini. Les coordonnées r, 3, § sont les coordonnées cylindriques
ordinaires.

12. Nousavons supposé implicitement que la variété linéaire ()
n’était pas tangente 4 la quadrique absolue. Si elle est tangente 4
la quadrique absolue, il en est de méme de la variété conjuguée (B)
et ces deux variétés ont un point commun, le point de contact. Les
deux faisceaux linéaires d’hypersphéres S et T ont alors en com-
mun une hypersphére-point A ; soient alors

A +)NBy+...+ 3B,
le premier faisceau,

P‘A+P'1C“+“'+ }Ln—an—p

le second faisceau et soit enfin D le point d’intersection autre
que A des n hypersphéres B; et Cj, choisi de maniére & avoir

A|D=1.

Si I'on choisit les coordonnées d’une hypersphére-point M de
maniére que M| A soit égal & une constante donnée, on aura

i=p j=n—p
M= D+Z.’t,‘Bi+ 2 yiCj— -“;Z(z‘z +y3)A
i=1 Jj=1
et

i=p j=n-p

M| aM =N da}+ N dys.
Jj=1

i=1

On a ainsi une métrique pour laquelle le ds? est la somme de
deux ds? & courbure nulle, 'un & p dimensions, 'autre 3 n — p
dimensions. Le premier ds? partiel est celui qu’on obtient lorsque
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le point M décrit la variété sphérique. intersection des hyper-
spheres Gy—y A, ..., C,_p— yn_pA, considérée comme espace
euclidien 4 p dimensions, le point 4 I'infini étant A ; le second ds?
partiel est celui qu’on obtient lorsque le point M décrit la variété
sphérique intersection des hypersphéres B, — z,A, ..., B, — z,A,
considérée comme espace euclidien & n — p dimensions, le point
a l'infini étant A. Si par une inversion on rejette A & l'infini,
Pespace conforme est décomposé suivant deux réseaux orthogonaux
de variétés planes paralléles & p et n — p dimensions.

Les transformations conformes qui laissent cette décomposition
de l'espace invariante s’obtiennent en multipliant une transfor-
mation par déplacement et homothétie d’un espace euclidien
p dimensions par une transformation par déplacement et homo-
thétie d'un espace euclidien & » — p dimensions, mais cette géné-
ration n’est pas unique; le groupe considéré est a

pp+1) + (n—p)(n—p+1)
2 2

-1 paramétres,

LES SYSTEMES DE REFERENCE MOBILES DANS LES ESPACES ELLIPTIQUE
ET HYPERBOLIQUE, CONFORME, SPHERIQUE ET PSEUDO-SPHERIQUE.

13. Prenons dans un espace elliptique ou hyperbolique un
systéme de référence mobile formé de n + 1 points M, M,, ..., M,
satisfaisant &

(5) M|M= M;M;=1, M|M;=M;|M;=0, (i5))

I
Z’

n(n +l)

Un tel syst¢tme dépend de ———— paramétres. Si ’on’ donne &

ces paramétres une variation mﬁmment petite, on aura des for-
mules de la forme suivante :

dM =wM+wost My +...+ WouMn,
(6) dM‘=WwM+W“ M1+.-.+B|nM,‘,

................ PN
dM, =, M+, M+ ..+ @M,

ou les w;; sont des expressions linéaires par rapport aux différen-
tielles des paramétres (expressions de Pfaff). Si I'on exprime que
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les relations (5) sont vérifiées identiquement, on obtient par
différentiation

Woo = O, Wi =0 (i=1,2,...,n),

@i =— kwy, Wij = — Wi (E#£J L ]=1,..,n),

ce qui permet d’écrire

dM = oM+ wy My+...+~w, M,,

(6") aMm, ;‘_kwlM+UIQM2+‘--+mlnMn»
..................................... R
dM,=— koM + @y My +. ..+ @a,n—1Mu_1,

ol ®;j=—wj;. Il ne reste donc que ﬂ”ﬁi‘) expressions de Pfaff

comme coefficients dans les seconds membres.
Le ds? de 'espace, considéré comme & courbure &, est alors

ds=dM | dM = 0} + w} +...+ w}.

Si l'on exprime que les équations (6') sont complétement
intégrables, c’est-a-dire que les covariants bilinéaires des seconds
membres sont identiquement nuls, on obtient les relations

w; = [w,m“-] -+ [mzm“] +.o o+ [(Unmni],

) ( ®ij =—k[wivw;]+ [wa®j] + [®awy] +...+ G, ];
ce sont les formules de structure du groupe des deplacements
de Uespace, elliptique ou hyperbolique, considéré.

Les formules (6') et (7) s’appliquent aussi & I'espace euclidien,
en y faisant A=o et en supposant que M,, ..., M, désignent
n vecteurs unités rectangulaires, M étant un point.

14. Les formules (7) permettent de reconnaitre a quelles con-
ditions une forme quadratique définie positive des différentielles
de n variables uy, ..., u, (les coefficients étant des fonctions de
ces variables) est le ds? d’un espace de courbure constante k.
Cette forme quadratique peut toujours en effet éire mise sous la
forme w}4...+ w}. Les covariants bilinaires v, ..., w,, s’an-
nulant nécessairement en méme temps que wy, ..., w,, peuvent
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toujours étre mis sous la forme

p:n
(8) w’i=2[‘”pﬁ’pi],
p=1

ou les w;; sont n? nouvelles expressions de Pfaff convenablement
choisies. On peut du reste, sans changer les formules (8), rem-

placer w;; par
Wij+ 2ij W1+, ..+ AjjpWp,

ou les n3 coefficients a;jx satisfont a
(1,'1-,_‘ = akﬁ.

On voit sans difficulté qu’on peut disposer de ces coefficients,
d’une maniére et d'une seule, de fagon a avoir

wi; = 0, Wj+ Wj; =0 GC#EJ, L, j=1,...,n).

Cela posé, pour que P'expression Zw;? soit le ds? d’un espace de
courbure £, il faut et il suffit qu’on puisse déterminer, en fonc-
tion des n variables u,, ..., up, les coordonnées d’un point
variable M de I’espace, de maniére & avoir

(9) M|M=;(, dM | dM = 0l + 0} +. ..+ wl.

On pourra alors toujours poser
dAM = My+...+w,M,,
ou M; sont des points convenablement choisis et les conditions (g)
donnent

M|M;=o, M;|M; =1, M;|M;=o.

On a donc ainsi un systéme de référence mobile et par suite,
d’aprés (6'), des formules telles que

dM; = — koM + B My+. ..+ B My

les formules (7) et (8) montrent alors que les w;; ne sont autres
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que les w;j, d'ott 'on déduit, d’apres (7),

(10) @i, == k[wjw;] +[Bnwy;]+...+ [@iawaj] (6 J=1,...,n)

Les relations (10) fournissent les conditions nécessaires pour
que le ds? donné soit de courbure k. Ces conditions sont suffi-
santes, car si elles sont vérifiées le systeéme de Pfaff (6') est com-
pletement intégrable, puisque les covariants bilinéaires des deux
membres de ses équations sont, d’aprés (8) et (10), égaux en
tenant compte de ces équations elles-mémes. ‘

En définitive, l’expression w}—+...+ w? est un ds? de cour-
bure k si les expressions w;;= — w;; définies par (8) satisfont
a (10). \

15. Passons 4 I'espace conforme. Choisissons comme systéme
de référence mobile une hypersphére—i:)oint M, puis n hypersphéres
réelles orthogonales entre elles A,, ..., A,, enfin ’hypersphére-
point N dont le centre est le deuxi¢me point d’intersection de ces
n hypersphéres. Nous pouvons de plus supposer qu’on a

(11) Ai|A;=1, M|N =,
en méme temps que
(12) M|{M=o, N|N =o, M|A;=0, NJ|A;=o, A;|Aj=o0.

(n+1)(n+2)
2

Un tel systéme de référence dépend de paramétres

et, en tenant compte des relations (11) et (12), on voit qu’on peut

poser
dM = OM + Ay 4+ wgAg+...4+ w, A,

dAy = — X1 M— w; N+ WA +. ..+ m”,A,,,

(13) (eeveenn. O S I T ’
dAp=— XnM —wsN+Bp A+, . .+ Bpn-1An—1,
dN =— 606N +XgA1+ XQA,-!-. .o XnAlh

avec
Wi+ Wy = 0.

(n+1)(n+2)
2
expressions de Pfaff 8, w;, y;, @;;. En prenant les covariants bili-
néaires des deux membres de (13) on arrive aux formules de struc-

Il s’introduit ainsi dans les second membres
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ture du groupe conforme

[0 =—[w1]— [wexa] —...— [®aXn]s
[ewl] +|_0)263n]+...+[u)nm,“],

€
I

w), = T0w.] + [wlmln] + .o+ [Wp 1 Bry;n],
1= [l +[oul +...+[xa®uml],

Yn = [X_ne] + 1]+ ..+ [XnBr-1,n]s
w = [wjg] — [wy] +[waw]l+.. .+ [Binwa].

16. Prenons maintenant un espace sphérique ou pseudo-sphé-
rique de courbure &, au moyen d'une hypersphére absolue. Le
point M étant un point mobile quelconque, choisissons les hyper-
sphéres A,, ..., A, passant par M, orthogonales entre elles et
orthogonales & I'hypersphére absolue; soit N le deuxiéme point
d’intersection de ces hypersphéres. L’hypersphére absolue est de
la forme A = aM + BN; choisissons-la et choisissons M et N de
maniére & avoir, comme il a été dit au n° 9,

1
AlA=M[A=—
el
M|N=1;
il vient

I I 1 k
A:;M—zN_—Z<N—;M>.

Si alors nous exprimons que '’hypersphére N — éM reste fixe,

nous obtenons, d’aprés (13),

k k k
— <N+;M) -+ (7_1—;001) Al+~--+<X_n—';wn) Ap=o,
d'ont

0 =o, A= @i (E=1,...,n).

Par suite, les formules qui donnent le déplacement infiniment
petit du systéme de référence dans l’espace sphérique ou pseudo-
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sphérique de courbure & sont
dM = w, A1+ (.02Ag+. e (.OnAn,
dAl = — wy (N -+ §B1> -+ mlez—F. o= mlnAna

(13) e ,
k \
dAp=—wn <N + = M) ISR, VIS Y W

dN = é(lole-i—(l)zAg-i- R mnAn)y

et les formules de structure (14) deviennent

(l.)ll= [m,mli] +...+ [(l)nmni],

W= — lr[w,-w/-] -+ [m“mu] e [wi,,w,,,-],

(16) g

identiques aux formules de structure (7) de I'espace elliptique ou
hyperbolique de méme courbure.

Si k =o, c'est 'hypersphére N qui est 'hypersphére absolue.
Si I'on exprime que le point N (et non pas simplement I’hyper-
sphére-point N) reste fixe, on obtient

Yi=o0 (t=1,...,n)
et les formulés (13) deviennent

([ dM = 6M +'J)1A| +...+(.l)nt\n,

dA\=— o, N+ oA, +.. .+ ®1 AL,
(|7) .................................. ,
? dAp,=—wp N+ BpuAi+. ..+ Bppu-1An-1,
dN =—0N,
avec
0" =o,
(18) wp =[0w;]+[wyw;] +. .+ [we R ],

w = [ea®]+.. .+ [Binony];

ces dernitres formules sont identiques aux formules de struc-
ture du groupe des déplacements et homothéties de l'espace
euclidien.

L’expression § ayant son covariant bilinéaire nul est une diffé-

rentielle exacte %’f; I'hypersphére-point uN est fixe, et le ds* de
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Pespace euclidien est, & un facteur constant prés,
d(i M>
u

17. Considérons maintenant la métrique obtenue en décompo-

1 [ ) )
d(z M) = ;2‘(0)1-‘-.-."}‘ Ll)").

sant 'espace conforme par deux réseaux orthogonaux de variétés
sphériques, considérées les unes comme espaces sphériques A
p dimensions de courbure £, les autres comme espaces pseudo-
sphériques & n — p dimensions de courbure — %. Etant donnée
une hypersphére-point M, désignons par Ay, ..., A, des hyper-
sphéres orthogonales entre elles et déterminant parleur intersection
la variété du premier réseau qui passe par M; par A, ,, ..., A,
des hypersphéres orthogonales entre elles et déterminant par leur
intersection la variété du second réseau qui passe par M; soit
enfin N le deuxi¢me point d’intersection des hypersphéres A;. La
base du premier réseau est définie par les hypersphéres

Ay, ...y A, M —AN,

la base du second réseau par les hypersphéres
Apst, ooy Ap, M4AN;
on a
M = -;-(M— AN+ é(M +hN)=S +T,

et I'on choisit M et N de maniére & avoir

MIN=1, S|S=4 T|T=—1

k
d’ou
2

h=— =

k

Si, dans les formules (13), on exprime que la base intersection
de Ay, ..., A, N+ ;M est fixe, c’est-a-dire que la différentielle
d’une quelconque de ces hypersphéres est une combinaison
linéaire de ces hyperspheres, on obtient

0 = o,
Wi =0 (=1, .,pia=p+1,...,10),

1 .
i = E/{u)[ (L:l,...,P),

1
Za:—;/{ma (B=p-t-1,...,n).
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dM =2w[A,-+ D wada,

k < .
dA; =—m,~<N+;M)+ E w;jAj (i=1...,p)
(19) o
dAa=—-u)a(N-——M) 2 BB AB (a=p+1,...,n),

p+l

%kl—gpwiAi— é k 2 Wy Ag,

i=1 ax=p+1

dN

I

avec les formules

(.U; =[wtm”]+...+[w,,mp,-],
(20) wy =—klww;]+[Ba®y]+.. “'[“’wmml»
ﬂ)a = [m,,.,.,mpH a] B I o [wnmna]y

ap=+ k[wgwg] + [ma,pﬂmpﬂ,p] +...+ [Ban®apl

Ces formules montrent bien que le ds? de 'espace est la somme
d’un ds? & p dimensions w}—+- ...+ w; de courbure &, & savoir
le ds?* de I'espace elliptique [A,,; ... A,] dont I'absolu est
formé des points situéssurN — =M, et d’'unds*a n — p dimensions

wy., =+ ...+ v, de courbure — k, & savoir le ds? de l'espace
hyperbohque [Ai...A,] dont Iabsolu est formé des points situés

sur N éM Ces formules (20) sont les formules de structure du

sous-groupe conforme qui laisse invariants les deux réseaux
orthogonaux.

18. Prenons enfin le cas particulier ot les deux réseaux ortho-
gonaux ont en commun une hypersphére de rayon nul; avec les
notations du numéro précédent, cesera N. Si I’on exprime que le
faisceau d’hypersphéres défini par A, ..., A,, N est fixe, on
obtient, d’aprés (13),

Yi =0 (i=11---yp)1
Ja =0 (a=p+1,...,n)
Wig =0 =1, ..,p;a=p+1,...,n)
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On a donc
/ i=p a=n
dM = OM 4+ 2 wiAs+ 2 weAg,
i=1 a=p-+1
i=p
(2‘) dA,- =—uw;N + Z m,'jAj,
i=1
B=n
dAg=— woN + 2 wog Ag,
ﬁ=p+l
dN =—0N,
avec
/0 = 0,
w; =[0w;]+ [wywy]+...+[wyop],
(22) m;, = [Ba®1j] +...+ [wip®p],
wy = [0wy] + [wpr1Bpi1,a] +- -+ [0r Baal,

m’laﬁ = [ma,p+1mp+-l,ﬁ] +..o [manmnB]-

L’expression de Pfaff § est une différentielle exacte %’-‘; le ds?

de I’espace est, & un facteur constant prés,
! w2 2 L™ 2
?(m,—f—...—i—m‘,)—i— 'u_z(‘”p+4+"‘+“’lt)1

et chacun des deux termes est un ds2 de courbure nulle.

LES HYPERSURFACES DE L'ESPACE CONFORME
ET LEUR DEFORMATION.

19. Soit une hypersurface (S) & n — 1 dimensions de I'espace
conforme 4 n dimensions. Faisons correspondre, & chaque point M
de cette hypersurface, un systéme de référence comme au n° 3,
mais avec la restriction que l'hypersphére A, soit tangente a
Uhypersurface. Pour tout déplacement de ce systeme de réfé-
rence, on a manifestement

w, = o,

car ’hypersphére dM est constamment normale & (S). Faisons un
XLY, 6
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changement de notation en posant
A=A, Bin = Y, Xn=1} (=1 .., n=1);

les formules (13) et (14) deviennent

p:n—l
aM = M + B A,
p=1
p=n—1
dA;=— ;M — ;N + 2 BipAg+ YA,
g P:l
(23) p=n—1
dA =—y M — Z YoAps
p=t
p=n—1
AN =—0N + 3 ypAp+yA
p=1
et
p=n—1
0 =— ¥ [wpxel,
p:l
p:n—l
w; = [0w;]+ 3 [wpwp] (=1, ., n—1).
p:l
p=n—1
o= [wplel,
p:l
p=n—1
(24) ¢ xi =81+ Z [xe®pi] + [Yix] =1, .., n—1),
p=1
p=n—1
x =[x+ 2 [xp¥els
: Pyt
p=n—1
wj; = [wjy] —[wix,] + 2 [Eipwpsl— bl (G 7=1,..., n—1),
p=1
p=n—1
Y =—[wiy]+ E [V wpi] (E=1, ..o n—1).
p=1

20. L’expression w}—+ ...+ w? étant, & un facteur fini pres, le
ds* de 'hypersurface (S), les expressions w,, ..., w,_, sont des



— 83 —
combinaisons linéaires (indépendantes) des différentielles des
n —1 paramétres dont dépend la position d’un point sur (S).
L’égalité, extraite de (24),

[ord] + [wz%] ++ lwn—lq’u—l] =o0
montre qu’il en est de méme de ¢, ..., 4,_y.
L’expression
dA | dM = — (01 + wads +. ..+ wu g Yu—y)
est donc une forme quadratique en w,, ..., w,_,. Cette forme dépend
du choix du systeéme de référence associé au point M. Si l'on

change ce systéme, on doit remplacer M par «M et A par A + 3M;
la forme quadratique devient alors

(dA + BdM + dBM) | (2dM + daM) = 2dA | dM + off dM | dM.

Par suite, le faisceau de formes quadratiques
Ao+ wads+.. 4w §py) +p(0? + 0+ .+ wi )

est indépendant du choiz du systéme de référence associé au
point M.

Des propriétés classiques montrent qu’on peut effectuer sur
®y, ..., w,_, une substitution orthogonale, c’est-d-dire choisir les
hypersphéres A,, ..., A,_,, de manicre & avoir I'identité

Y+ s+ 0 Y= 0+ asw . Ay 0]y,

c’est-a-dire de maniére 4 avoir
(23) bi= a;w; (i=1,2, ..., n—1I).

Les coefficients a; peuvent en outre étre remplacés par Aa;+
en choisissant convenablement les hypersphéres M et A.

Lorsque le choix des hypersphéres A,, ..., A,_, est fait de la
maniére précédente, les lignes de courbure de 'hypersurface (S)
sont définies par les systémes
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Y

en effet, I’hypersphére A + a,M tangente a U’hypersurface
Jouit de la propriété d’étre tangente a Uhypersphére infini-
ment voisine lorsqu’'on se déplace de maniére A annuler w,,
w3, ..., Wy_y; car on a dans ces conditions

d(A +aM) = (day+a,0 — y)M;

cette hypersphére A + a, M est de plus la premiére hypersphére
de courbure de (S) au point M.

21. Si ’hypersurface (S) est I'enveloppe d’une hypersphére
dépendant de p< n — 2 paramétres, et si ’on choisit cette hyper-
sphére pour hypersphére A, les expressions

q’h q’h ey "Pn—l: X

qui entrent dans dA sont au nombre de p linéairement indépen-
dantes; par suite, p au plus des coefficients a,, a,, ..., @a,_, sont
différents de zéro.

Montrons que si p<n — 3 des coefficients a; sont différents de
zéro, les autres étant nuls, 'expression  est une combinaison
linéaire des ¢;, et que par suite ’hypersphére A dépend de p para-
métres. Si, en effet,

Ap+1=Ap42=.. .= Ap-1=0,
on a, d’aprés (2),
p=p
— [wpr1 ]+ X aplwpwp,pri] = o,
p=1

p=p
—[wa-1 7]+ X aplwpmpa-1] = 0;
p=1 v

la premiére de ces formules montre que 7 est une combinaison
linéaire des w;, mais ne contient aucun terme en ®wp g, -+, Wny_y;
la deuxi¢éme formule montre ensuite qu’elle ne contient aucun
terme en wp .

Si donc n —1— p 22 des coefficients a; sont nuls, I’hyper-
surface (S) peut étreregardée comme l’enveloppe d’une hyper-
sphére dépendant de p paramétres, a savoir I’hypersphére A.
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Si n—1— p22des coefficients a; sont égaux entre eux et si a
est leur valeur commune, Uhypersurface (S) peut étre regardée

comme Uenveloppe d’une hypersphére dépendant de p para-
métres, a savoir l’hypersphére A + aM.

Remarquons que les a; ne sont pas autre chose que les racines
de ’équation en S de la forme quadratique

Q)l\h—l- wy q-lg—i—. oot W q’n—l'

En particulier, si ces racines sont toutes égales, (S) est une
hypersphére; si n — 2 d’entre elles'sont égales, la (n — 1)"®™ étant
différente, (S) est 'enveloppe d’une famille d’hypersphéres dépen-
dant d’un parameétre.

22. Considérons une hypersurface (2) admettant une représen-
tation conforme sur ’hypersurface (S) ou, comme on peut encore
dire, résultant de la déformation de (S) dans I’espace conforme.
A chaque point P de (Z) on peut faire correspondre un systéme de
référence formé de deux hypersphéres-points P, Q etde n hyper-
sphéres-unités By, B,, ..., B,_,, B, de maniére & avoir

(26) Q) = wy, Q3 = wy, cee Qpy=wp—q,

les grandes lettres se rapportant a (2) et les petites 4 (S). Lorsque
le systéme de référence associé au point M de (S) est fixé, le sys-
teme de référence associé au point P de (2) est jusqu’a un certain
point indéterminé, car on peut, sans nuire aux conditions (26),

remplacer
Bh Bh ceey Bn—-h B.1 Q)

par
B1+G|P, B2+G’P, ooy Bn_,+a,,_‘P, B+1P,

Q — ZapBp— -;—(a§+...+ aly, +at) P,

Les expressions
e, I W,
sont alors remplacées par
p=n—1
e — 2 %p Wo, ﬂ,'j+ AW — a;w;, W — aw;.
p=t
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D’aprés cela les équations (26), quand on égale les covariants
bilinéaires de leurs deux membres, entrainent les équations
p=n—1
[(8—0)w,]+ }: [we(Mp: —wp)] =0 (T=1,2, .... n—1);
p=1

ces équations elles-mémes montrent que ® — 6 et 1l;;— w;; sont
de la forme

0 — 8 =ajw ...y g,y

nij—mijz 00— ;W ; (t,] =1, 2, ee.y n——l).

On peut donc, d'aprés la remarque faite plus haut, supposer choi-
sies les hypersphéres By, B,, ..., B,_, de maniére qu’on ait, non
seulement les équations (26), mais encore les suivantes :

(27) 8=10, ;= w;j (L, j=1,2y ..., n—1)

On pourra encore, sans nuire aux équations (20) el (27), rem-
placer I'hypersphére B par toute autre hypersphire tangente
a(S). '

LES HYPERSURFACES ADMETTANT UNE REPRESENTATION CONFORME
SUR L’HYPERSPHERE.

23. Cela posé, cherchons dans quel cas hypersurface (S) admet
une représentation conforme sur une hypersphére (ou un hyper-
plan qui,au point de vue conforme,n’est qu'une hypersphére par-
ticuliere). 1l suffit pour cela de prendre pour (X) une hypersurface
inconnue, d’associer & chacun P de ses points le systéme de réfé-
rence le plus général et de voir si le systeme de Pfaff

Q = w,, uey Qp 1= Wy,
Q, =o, 8 =0,

(28) 1I;; = w;; (i, j=1,2, ..., n—1),
¥, =o, S ¥, =0,
X =o

admet une solution. Dans ce systéme, les variables indépendantes
sont celles dont dépend la position d’un point M sur (S); les fonc-
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tions inconnues sont les paramétres dont dépend le systéme de
référence le plus général associé & un point P de (Z). Les équa-
tions (28) expriment, les unes que (£) admet une représentation
conforme sur (S), les autres (les n derniéres) que (Z) est une
hypersphére (I’hypersphére B).

Prenons les covariants bilinéaires des deux membres des équa-
tions (28); nous obtenons, en tenant compte de ces équations (28)
elles-mémes,

Q—w;=o0 (=1,2,...,0n—1),
Q,=o,
p=n—1
0 —0=— wo (X, — ,
(29) g [op(Xp— 1))
0y — o = [0 (Xi— 1)) — [0i(X;— )] + [$:d5]s
' W =o,
X'=o.

. . . , ‘

Supposons, ce qui est toujours possible, que 'hypersurface (S)
ait été rapportée i ses lignes de courbure, ou, d’'une maniére plus
précise, qu’on ait

$i=a;w; (i=1,2, ..., n—1).

L’expression trouvée pour ' — § montre qu’on doit avoir

p=n—1

Xi— = Z bipw, (bij= bji),
p=1

puis expression de II;; — @;; montre qu’on doit avoir

bijj=o0 ()6 ]=1, ..., n—1),
de plus

bi,'-{— bjj= a;a;.

24. Supposons d’abord n25, et soient i, j, k, I quatre des
indices 1, ..., n — 1. Les équations

bii + bk = azay,
bii + by = a;ay,
bjj—i— bk[,= a;ar,
bjj+ bu =aja
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conduisent i la relation
(ai—aj)(ar—ar) =o.

Il en résulte que les a; sont tous égaux entre eux, i I’exception
d’un au plus. Si, en effet, par exemple a, était différent a la fois
de a, et de as, les égalités

(ay— a3) (a3— a;) = o,

(a1—as)(az—a;)=o0

montreraient que tous les autres a; sont egaux aa,eta a,«,, tous
les a; autres que a, seraient donc égaux.

Par suite ou bien lhypersurface (S) est une hypersphere, ou
bien on peut supposer a; = a3 =...= a,_, =0, c’est-a-dire (n°21)
que U’hypersurface (S) est Uenveloppe d’une famille d’ hyper-
sphéres dépendant d’un paramétre.

Réciproquement si (S) est 'enveloppe d’une famille d'hyper-
sphéres dépendant d’un paramétre, on peut supposer

Ay =Az3=...= Ap—1 = 0,

tous les &;; sont nuls et il faut ajouter aux équations (28) les
équations nouvelles

(28") Xi= i (i=1,2, ..., n—1).

Si I'on égale alors les covariants bilinéaires des deux membres
des équations (28') en tenant compte des équations (28) et (28'),
on trouve

i— Xi=0;

par suite le systéme de Pfaff formé des équations (28) et (28')
estcompléiement intégrable et il existe donc une infinité d’hyper-
sphéres résultant de la déformation de (S) dans I’espace conforme.

Les hypersurfaces enveloppes d’une famille d’hypersphéres
dépendant d’un paramétre admettent une représentation
conforme sur U’hypersphére; ce sont les seules hypersurfaces
Jouissant de cette propriété, si n est supérieur a 4.

25. Reste le cas n =4, les trois coefficients a,, a., a; étant
distincts. Les différences X;— o ne sont plus alors nulles néces-
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sairement et l’on a
1
Xy — x1= 3 (a1a;+ aya; — asaz) vy,
I
(287) Xz—)(2= ;(a1a3+ asay— az;a,)w,,

X3— Y= %(a3a1+ azas — a a,)w;,

On est ramené & étudier le systtme des équations de Pfaff (28)
et (28"), et & voirs’il est compatible. Il faut et il suffit pour cela que
les covariants bilinéaires des deux membres des équations (28")
soient égaux en tenant compte des équations (28) et (28").

Avant de faire le calcul, remarquons que les trois équations

"Pi:aimi (i:I7 2, 3)

conduisent, en prenant les covariants bilinéaires des deux membres,
aux formules

[(day+ a10 — y)w ] + (a1— @) [Braws | + (ay — a3) [B13ws] = o,
[(das+ a3 — x)wy] + (ay— a3) [Bazws] + (as— ay) [Ba1w1] = o,
[(das+ a36 — y)w3] + (az;— ay) [B3101] + (az— a3) [B3a0:] = 0.

Ces formules montrent que ®,3, w3y, ®yq, do;+ a;f — 7 sont
des combinaisons linéaires de w,, w,, w;, et 'on trouve sans diffi-
culté qu’on peut poser

/

h ,
Wy = ——— wy + Azwy -+ A wy,
as— ay

h
Wy = hiwy+ ————wy+ Ayw
31 3 W1 as— a, 2 1 W3,

i h
(30) By = hawy + ) 0y + ———— g5
a; — Qg

dai+a,0 —y = ki + (a1 = ap) hywy + (a3 — a,) h ws,
da2+ ago—x = (a‘— a,)h’, wy -+ k,w,—}—(a,—a,)h,m,,
da;+ a30 —X = (a;— a.)him.+(a,—a3)h’, Wy + kzwa.

Cela posé, sil’on égale les covariants bilinéaires des deux membres
des équations (28) en tenant compte de (28) et (28") et en
appelant pour abréger b; les coefficients de w; dans les seconds
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membres, on obtient

[(@b1+ 2610 — ayy)w,] + (bs— by) [ Braws] + (b1 — bs) [wraws] = o,
[(db2+ 2620-——a2x)w2] —i—-(b,—-b;,)[wg;,wg] +(bz_— b]) [UJ“ (J)]] = o,
[(dbs+ 2530 — azy)ws] + (bs— by) [w3101] + (bs— bs) [waws ] = o,

ou, en tenant compte des formules (30),

(az— as) kw3 3] + = | (a1—as) (ar— as) (ha~+ ) + (@1 —an) ks | [ws 1]
+é (@1 as) (@3—as) (ha+ h3) +(as— ar)ks | [, 0] = o,
(a,’—a,)h[wgw,]ﬁ-i :(ag— ay)(@y—ay) (hi+ hy) + (as—ay) ky g [04 w,]

+;§ 2(“2—03)(a|—a3)(ha+ll§) -+ (a.—a,)k;‘} [waw3] = o,

(ay—ag)h[wiwy] + i g(a,—a,) (az— as) (ho+ h}) + (a3 — a.)k,} [twaws]

-+ % g(ag— a,)(a,— a.)(h,+h’,) +((lz—f.’;3)lfl : [w;L».] = 0.

Par suite les conditions nécessaires et suffisantes pour que
Uhypersurface (S) admette une représentation conforme sur
Uhypersphére sont exprimées par les quatre relations

h=o,
‘ (as— a3)ki— (as— ay)(ai—as) (hy+ hy) =o,
(as— ay)ks— (a1 — as) (83— a3) (ha—+ h}) = o,
(a1 — as)ks — (as— a3) (az— ay) (hs+ hy) =o.

(31)

26. Les formules (30) et par suite les conditions (31) peuvent
étre un peu simplifiées en profitant de I'indétermination relative
des hypersphéres Ay, A, A;, qui permet d’ajouter (n° 22) aux
expressions w;; les quantités a;w;— ajw;; on peut alors supposer
le choix de Ay, A,, A, fait de maniére & avoir

h;:—“’lh h;= h!. h;= hg.
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Les conditions cherchées s’écrivent alors

h=o,
/.‘,:2(‘13_(1')(“'——“?)/“,
ag— ag
31’ ( — —
(317) lc,:z(a' as) (as a,ﬂhz’
’ as— ay
k3:2(a1—aa)(a3—~ax)h3_
a;— dg

La condition h = o s’interpréte facilement. On a en effet

’ a; — Qg .
= T an (e —an o] o+ R loyes] — ha[wros];

par suite, pour que ’équation w, = o soit complétement intégrable,
il faut et il suffit que 'on ait A = o. Dire que I’équation w,=o
est complétement intégrable, c’est dire d’ailleurs que les lignes
de courbure de la deuxiéme et de la troisiéme famille s’assem-
blent envariétés adeux dimensions dépendant d’un paramétre.
C’est une condition nécessaire pour que I'’hypersurface admette
une représentation conforme sur ’hypersphére; si elle est réalisée,
les lignes de courbure de deux quelconques des trois familles
s’assemblent aussi en variétés @ deux dimensions dépendant
d’un paramétre. ‘

27. Les conditions (31') sont susceptibles d’une interprétation
géométrique simple. Appelons plan tangent ombilical en un
point M de I'hypersurface un plan (a deux dimensions) tangent &
I'hypersurface et coupant la quadrique indicatrice suivant un
cercle. En tout point M il y a six plans tangents ombilicaux, deux
réels et quatre imaginaires. Les équations (31') expriment qu’il
existe six familles de surfaces (a deux dimensions) tracées
sur Uhypersurface et tangentes en chacun de leurs points a
U’un des plans tangents ombilicauzx correspondant a ce point.

Les plans tangents ombilicaux s’obtiennent en effet en expri-
mant que la forme quadratique

ajw} + agwl + agw} — S(w} + w} + wl)

est décomposable en un produit de deux facteurs linéaires en w,,
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Wy, Wy ; chacun de ces facleurs linéaires, égalé 4 zéro, donne I’équa-

tion de Pfaff de 'une des familles de surfaces cherchées.
Prenons, par exemple, le plan tangent ombilical

Vas— aswy— yas— azwz = 0.

Si l'on exprime que I’équation précédente est complétement inté-
grable, on trouve la condition

i(a,—-aa)k,—i— (a.——a,)(a,—-aa)h2+ ‘/a,—a, ;/ag—a;,h = 0.

L’intégrabilité compléte de I'équation
va,—aywi+yas—azw; =o

conduit de méme a la condition
E(a,—a;,)k,—k(al—ag)(a,——ag)h,——-\/al— as yas— az h=o.

Ces conditions, comparées aux équations (31'), démontrent le
théoréme.

Les six plans tangents ombilicaux se distribuent en trois couples
de deux, les plans tangents ombilicaux d’un méme couple se
coupant suivant un axe de la quadrique indicatrice. Il suffit qu’il
existe quatre familles de surfaces ombilicales, les quatre plans
tangents ombilicaux correspondants appartenant a trois couples
différents, pour que les deux autres familles existent.

28. Cherchons en particulier toutes les hypersurfaces admet-
tant une représentation conforme sur I'hyperspheére et telles que
Pune des familles réelles de surfaces ombilicales soit formée de
sphéres. Choisissons le systéme de référence de maniére que la
sphére correspondant & un point'M de I’hypersurface soit I'inter-
section de I’hypersphére A et de I’hypersphére A,, et de plus
qu’on ait

Wy Yy + oYy + WPy = wy (2w + Mmwy).

On aura
q’l= w3, ’~l’:= o, %= Wy + Mmuwsg.

Ecrivons que, si l'on fait wy=o0, la sphére [AA;], intersection
des hypersphéres A et A;, reste fixe; nous en déduisons que ¥,
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Y3y ®13 €l @y, ne dépendent que de w;. On peut alors choisir A,
et A, de maniére 4 avoir

. W3 = 0, W3 = 0,
puis
X = uuwg, X3 = Uz w3,

Les équations des plans tangents ombilicaux sont

w3 = 0, 2Wy -+ Mmwz= 0,

w3 = Sg(w;== iwy) (k=1, 2),
ou S, et S, sont les deux racines de I’équation
St—mS—1=o0.
Si nous exprimons que I'équation
w3 = S;(w1+ {wy)
est complétement intégrable, nous obtenons

[(dslr‘_ iSkm.,)(m,—i— iwz)‘”a]: 0,

d’ou

dS; . . . .

S iwya= (Ap+ {pr) (Wy+ Twe) + (pr—+ Lok ) ws.
En exprimant S; S, =— 1, on obtient

M= pk=0, ©yg = Cw3, dm = m' w;.
Enfin, en exprimant que I’équation
2Wy+ mwz =0

est complétement intégrable, on obtient ¢ = o.

Finalement on a
Wi == W13 = W3 = 0,

$1= wy, ¢s = o, Y3 = 0+ muy,
X = Uuws, X3 = Uzws.
On en déduit, en exprimant &, = ®,, = ©,,= 0,
=lu =—1lu =1y
)(_1—-—2 1) X2 = Pty Xx—2 3.

La condition % = o donne ensuite

x=o,



puis on a
0=o0
On a donc
aM = w1 A+ weAy+ w3 Ay,
dA.:-—iw,M — w; N+ w3A,
dA,=+£w,M;w,N,
dA3=~éw,M—mzN—i—(wl—f—mwa)A,
dA =— u)aAl—-(u)l+ mw;)A;,
dN = —lo)lAi——lw,Ag—i— 10)3/\3,
2 2 2
avec

o o] — ! —
w; = W; = wg = 0.

Pourdéfinir les hypersurfaces ainsi obtenues, remarquons d’abord
que les deux hypersphéres A, A, dont 'intersection constitue la
sphére ombilicale, font partie d’un réseau linéaire d’hypersphéres

A1 Aa, Ah §M+N9

qui est fixe, et qui admet pour base deux points fixes réels
M — 2N==2A,. Considérons maintenant les deux hypersphéres-
points A == (A, qui passent par la sphére ombilicale; I'hyper-
sphére A+ (A, par exemple fait partie d'un faisceau linéaire
fize d’hypersphéres points

A+ iAs, A.+i(£M+N);

l'autre hypersphére-point A — A, fait partie du faisceau conju-
gué qui est également fixe.

La sphére, intersection des hypersphéres A et A,, est comple-
tement déterminée par le point imaginaire A + iA,, qui décrit
une droite isotrope fixe et I'on peut dire que c’est la spheére réelle
associde au point imaginaire A + tA;. On obtient ainsi la géné-
ration suivante de ’hypersurface :

On considére une droite isotrope sans point réel; les points

de cette droite isotrope dépendent de deux paramétres réels.
On établit entre ces deux paramétres une relation arbitraire;



- 93 —

Uhypersurface cherchée est engendrée par la sphére réelle
variable associée au point imaginaire variable ainsi obtenu.

Si l'on transporte & l'infini I'un des points de base du réseau
linéaire d’hypersphéres (A, A;, Ay, éM-{—N), I'équation de
I'’hypersurface est de la forme

F(z 23+ x4, 212, — 23 23, ¥} + 7}) = 0,

F étant homogene.

GENERALITES SUR LA REPRESENTATION CONFORME DANS L’ESPACE
A n25 DIMENSIONS. '

29. Reprenons le probléme général de la recherche des hyper-
surfaces (X) admettant une représentation conforme sur une hyper-
surface donnée (S). Comme nous I'avons déja vu, ce probléme
revient & 'intégration du systéme de Plaff

Q; = w; E=1,2, ..., n—1),
Q, =o,

32

(32) 8 =80,
;= o (6, J=1,2, .., n—1).

Si Pon égale les covariants bilinéaires des deux membres de ces
équations, en tenant compte de ces équations elles-mémes, on
b \
trouve, d’aprés (24),

Q —wi=o,
(33) an E[ﬂ),‘l’,]—!—[w,llfg] +-.-+[0)"_11Fn_.|],
e —¢ E—[wl(Xl—Xl)]’_[wz(X2_‘.X!)J_~--_[wn~l(Xn—l—‘Xn-i)]y

i — oy = [w; (Xi— 1) ] — [w(X;— )] = [W:¥;] + [$:45].
La valeur de Q, conduit & poser
(3]) Wi=90uwi+ 0pWa+..o4 0 p g0y (i=1,2, ..., —1)

avec
Vij = ¥ji;

la valeur de ®'— 8’ conduit a poser

(35) Xi= i wiwi+ Ujpwa . . Ui p-1 Op—y (f=1,2,..., n—1)
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avec
Uij= Uji;

enfin la valeur de II;; — w; conduit, en tenant compte de (25), aux
relations suivantes :

Ui+ Uujj= v,?,»— ViivVjj+a;aj,
(36) uij =vuvir—vivre  (E#£J #£k),
o = VikVj1— ViIVjk G#£j#k#IL).

Cela posé, nous avons trois cas & distinguer :

a. Deux au moins des coefficients v;; ({52 ) sont différents de
z€ro ;

b. Un seul de ces coefficients est différent de zéro;

¢. Tous ces coefficients sont nuls.

30. Dans le cas a, on peut supposer que ¢,, et ¢y3 par exemple
ne sont pas nuls. Si, par exemple, les deux coefficients différents
de zéro n’avaient aucun indice commun, comme ¢,y €t ¢g,, la for-

mule
V12 V34 = V1392

montre que ¢, ou vy serait différent de zéro.
Soit donc ¢,,¢,35% 0. Les formules

01V = 91, Vy; (i,j:S,_,_,n_l)

permettent de poser

V= avy,

ve;i = bo; (i=3,...,n—1),

en désignant par a et b deux coefficients dont le rapport seul,
b __ Va3
a oy
est déterminé. On a alors

V130 = 01095 = ab v;v;;

comme le produit ab peut étre remplacé par abk?, on peut
choisir & de maniére que ¢,; soit égal & &= ab. En posant alors
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a=v,,b=v,,0n a

Vij=EV;V;j (4, j=1,2,...,n—1)
avec .
=1, vy Pev3 #Z 0.

Les formules (36) donnent alors
uij= v,-vj(ui — EVkk),y

d’ou
vivji[vi—evir— (V] —evy)] = o;

‘en faisant successivement i =1, j =2, {=3, puis i =1, j =3,
l=2, on voit que les n—1 expressions vzx— ev; sont toutes
égales entre elles. Comme d’autre part on peut choisir ’hyper-
sphére B de maniére 4 augmenter tous les ¢; d’'une méme quantité,
on voit qu’on peut poser

V= EV? .

Mais alors I’expression
oWy +we Wy ... 4w, Uy

devient un carré parfait, et par suite ’hypersurface (Z) est I'enve-
loppe d’'une ‘famille d’hypersphéres dépendant d’un paramétre.
L’hypersurface (S) admet donc une représentation conforme sur
I'hypersphére, cas que nous avons déja traité.

31. Supposons-nous maintenant dans le cas b ou ¢y, par
‘exemple, est le seul coefficient ¢;; qui ne soit pas nul. Les for-
mules (36) donnent alors

U= — V12V (t=3, ..., n—1),

ce qui montre que les coefficients ¢35, V44 - -, ¥n_1.n_y sONt tous
égaux entre eux et par suite, par un choix convenable de 'hyper-
sphére B, peuvent étre supposés nuls. 11 reste donc les trois coeffi-
cients ¢,,, vy, ¥4 qui ne soient pas nécessairement nuls; par
suite, la torme quadratique

O W+ wa Wy 4. o+ 0y W)y

est réductible & une somme de deux carrés et U'hypersurface (Z)
est Uenveloppe d’une famille d'hypersphéres dépendant de
deux paramétres.

XLY. 7
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En continuant & appliquer les formules (36), on trouve

ujj=o0 (B#j =1, ..., n—1),
Uy + Usy = 9T — 911 V22 + A1 ag,
U+ U = aa;,
Uge + Uj; = aa;,
Wiy +ujj= a;a;.

Supposons d'abord a, £ a,; la formule
Uy — Up=(a,—a)a;

montre que les coeflicients ay, ..., a,_, sont égaux entre eux, et
par suite peuvent étre supposés nuls par un choix convenable
de 'hypersphere A ; alors u,,, u,, et tous les u;; sont nuls et 'ona

ViiPee— V], = @, ay.

L’hypersurface (S) est elle aussi U'enveloppe d’une famille
d’hypersphéres dépendant de deux paramétres et de plus les
caractéristiques des lypersphéres sont conservées par la défor-
mation dans l’espace conforme.

Dans ce cas, la recherche des hypersurfaces (£) revient & I'in-
tégration d’un systtme de Pfaff obtenu en adjoignant aux équa-
tions (32) les suivantes :

Wi=0 (i=3,4,...,n—1),

32’ K
( ) X[:[; (l=|,tk,...,n—~l).

Avant d’examiner ce nouveau systéme, plagons-nous dans le cas
laissé de cOté ol @y=a,; on peut supposer a,=a,=o0; par
suite,

I 1 ..
un=u22=—uii=;(Vh—"’u"u)=—;az‘aj (5 j=3,...,, n—1).

Sil'un des a; (123) est nul, ils sont tous nuls, & I'exception
d’un au plus; par suite, ’hypersurface (S) est une hypersphére
ou 'enveloppe d’une famille d’hypersphéres dépendant d’un para-
métre, cas déja traité. Si aucun des a;(i2 3) n’est nul, et si n26,
ces a; sont tous égaux entre eux; on peut les supposer nuls, a,a,
n’étant plus nul; on retombe sur la méme conclusion que
pour @, % a,. Si enfin aucun des a; n’est nul, n étant égal a 5,
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Uhypersurface (S) est, ainsi que Uhypersurface (¥), Uenve-
loppe d’une famille d’hypersphéres dépendant de deux para-
metres, mais les caractéristiques de ces hypersphéres ne se
correspondent pas dans la représentation conforme; on a

q’l=.07 %—_-'0, ¢3=a3m3, '*Pb':abwba
U= 01301+ 010y, Uy = 01wy 4 Paa g, ¥;=o, v,=o,
T I
Xl—X1=-‘;asaU—0n X3 — = ;aliakwlh
N I 5 1
X2-—,(.2=—-;a,a4w2, xa*—)(b'—:;aaabwh

V1102 — 01y = aza,,.

En résumé, dans le cas 0, abstraction faite du cas des hyper-
surfaces admettant une représentation conforme sur ’hypersphére,
chacune des hypersurfaces (S) et (2) est ’enveloppe d’une famille
d’hyperspheéres dépendant de deux parameétres, les caractéris-
tiques de ces hypersphéres se correspondant par la représentation
conforme. Exception possible dans le cas n =5, ou les caracté-
ristiques peuvent ne pas se correspondre.

32. Supposons enfin qu’on soit dans le cas ¢, ot les v;; (i %))
sont tous nuls. Dans ce cas, les lignes de courbure se corres-
pondent par la représentation conforme; on a de plus,
d’apres (36),

uy=o0 (£#])),
Ui+ Ujj= q;aj— ViiVjj.

De li on tire, i, j, k, { étant quatre indices dilférents quel-

conques,
(vii—vj;) (Vrk— vu) = (ai— aj) (ar— ay).

Cherchons d’abord si & deux coefficients a; égaux peuvenlt cor-
respondre deux coefficients v; distincts; supposons

a, = as, 9117 Vaa;

on aurait alors
V33 =V =..0=Vp—1, n-t

et la valeur commune de ces coefficients pourrait étre supposée
nulle; on peut, dautre part, supposer a,=a,=o0; on.aurait
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alors

I 1
Uiy = U= —Uji= — ;"n":z‘-‘—‘—' ;aia,-

et ’on retomberait sur la discussion faite dans le cas b.

Supposons donc qu’a deux coefficients a; égaux correspondent
deux coefficients v; égaux. Supposons d’abord que les n — 1 coef-
ficients a; ne soient pas tous distincts, que par exemple

aGgg=ay=...=ap,

@pyiy -y An_y 6tant tous différents de @, ; si p = n— 2, 'hyper-
surface (S) admet une représentation conforme sur ’hypersphére.
Si p =n—3, elle est 'enveloppe d’une famille d’hypersphéres
dépendant de deux paramétres; il en est de méme de (Z) et les
caractéristiques des hypersphéres se correspondent. Si enfin
p < n —3, on peut supposer

A =...=Qp =0,
. P .= Vpp =0,
par suite
Uy + uUjj = o,
Uj; 4+ Ugg= O (L, J=12,..,p;2a=p+1, ..., n—1),
ujj+u¢¢=o;

donc tous les u;;, usq sont nuls et

"aavﬁﬁ= aaaﬁ,
d’ou enfin
vi=cea; (e2=1) (i=1,2, ..., n—1).

Dans ce cas en changeant au besoin B en — B, on peut sup-
poser e =1; on a donc

Vi=¢;, Xi=xi (=1,2,...,0—1),
d’ou I'on déduit
[wi(X—x)]=0
et enfin
X=x;
les deux hypersurfaces (S) et (Z) résultent donc l'une de
Uautre par une transformation conforme; ce sont, 4 notre
point de vue, des hypersurfaces identiques.
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Reste le cas ou les coefficients a; sont tous distincts, ainsi que
les coefficients v;; les formules

(vii—97j) (Vir— v11) = (ar— a;) (ax— ar)

entrainent comme conséquence que le rapport anharmonique de
quatre quelconques des a; est égal a celui des quatre ¢,; correspon-
dants ; on a donc

_aa;+ p
T ya;+38

i (i=1,2, «.., n—1)
et

(a8 — By)? = (yai+8) (ya;+ 8) (Yar+ &) (yar+ d).

Si n—1> 4, il en résulte que les expressions ya;+8 sont
toutes égales entre elles, et que par suite y est nul; on a donc

vi=aa;,+ B

et on peut, en choisissant B convenablement, supposer §=o;
on a de plus a?=1, d’ou
Vii=¢€a;;

on retombe sur la conclusion précédente.
Le dernier cas qui reste a examiner est donc celui o n =135,

avec

aai+p

Ya;+ 8’

(28 — BY)2=(ya1+8)(yas+ 8)(yas+ 8)(yar+3)  (y#o)

=

Dans ce cas, que je me réserve d’étudier dans un autre mémoire,
la déformation de '’hypersurface (S) se fait avec conservation des
lignes de courbure. Il est facile de vérifier que chacune des équa-

tions
w; =0 (i=1,2,3,4)

est complétement intégrable, c’est-d-dire qu'on peut exprimer
paramétriquement les coordonnées d’un point de Uhypersur-
Jface de maniére que les lignes de courbure de chaque famille
s'obtiennent en laissant fizes trois des paramétres et en faisant
varier le quatriéme.

En dehors des hypersurfaces précédentes, les seules hyper-
surfaces (S) qui, dans un espace @ n25 dimensions, admettent
une représentation conforme sur une hypersurface (2) qui ne
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résulte pas de (S) par une transformation conforme, sont les
hypersphéeres et les enveloppes d’hypersphéres a un ou deux
paramétres. Dans ce dernier cas, il y a conservation des
caractéristiques, sauf exception possible pour n =5.

LES HYPERSURFACES ENVELOPPES D’HYPERSPHi:ZRES
DEPENDANT DE DEUX PARAMETRES.

33. Soit (S) une hypersurface enveloppe d’hypersphéres
dépendant de deux paramétres. Nous pouvons choisir pour A
I’hypersphére dont (S) est 'enveloppe et supposer en méme temps
choisies A, et A, de maniére & avoir

)Lpi:o (i=3, ..., n—1),

(37) |4 =o.

Les expressions ¢, et ¢, seront des combinaisons linéaires indé-
pendantes de w, et w,; c’est tout ce que nous supposons provisoi-
rement. Les équations (37) entrainent comme conséquence, en
prenant les covariants bilinéaires,

[E4] + [l =0 (=3, ..., n—1),
[xs $1] + [x2 Y2l =0,

ce qui permet d’écrire

Wy = %W+ 3:‘0’21
(38) B = Yiw) + O;wy (i=3, ..., n—1),
L1 = aw; + Brg,

Y2 = Y1 + Sw,.

D’apres les résultats du n°30, la recherche des hypersurfaces ()
admettant une représentation conforme sur (S) revient, sauf
exception sur laquelle nous reviendrons plus loin, & l'intégration
du systéme

Q =uw; (t=1,2, ..., n—1),
Q, =o,
e =0,
(39) ..
Oy=wy (L Jj=1,2...,n—1),

xi=Xi (i=l,2,...,n—l),
¥, =o0 (=3, ..., n—1),
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auquel il faut ajouter I'équation
(39) X=o,
car on a, en tenant compte de (39),

X{—x§ =[¥X],
X§— b =[W:X],

ce qui montre que, pour toute solution de (39), ’équation (39')
est vérifide.

Pour étudier le systéme de Pfaff (39), (39'), égalons les cova-
riants bilinéaires des deux membres de ces équations en tenant
compte de ces équations elles-mémes. Nous obtenons

Q —w; =o (i=1,2, ..., n—1),
Q) = [ogW]+ [w,W,],
8 —0 =o,
Iy y— 7y =— [V Wa] + [$1d2],

(40) m,—o;=o0 (L:=3,...,n—|),
), — wy,=o, (i=3, ..., n—1),
;, —w;;=o,
X; —xi =o (E=1,2y ..., n—1),
v, =—[0yV]—[ouW:] (i=3,...,n—1),
X’ =[x Wi]+[x2 ¥a].

Cela posé il y a plusieurs cas & distinguer suivant le nombre de
ceux des seconds membres qui sont linéairement indépendants. Les
formules (38) montrent que ce nombre est au plus 5, et méme 4;
car s'il était égal & 5, on devrait avoir, pour toute solution du sys-
teme,

[0 W] = [w W] = [0 W] = [w W3] = o,

ce qui donnerait
¥ =";=o,
conséquence absurde.

S’il y a quatre seconds membres linéairement indépendants,
pour toute solution du systéme W, et ¥, sont des combinaisons
linéaires de w,, w, dont les coefficients sont déterminés, au signe

y W2 ) o}
prés; par suile on a

¥ =ce, Wy, =e¢, (e==£1)
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et, en changeant au besoin le signe de B, on verrait que le
déplacement instantané du syst¢tme de référence a les mémes
composantes relatives pour (S) et (Z), par suite les deux hyper-
surfaces résultent 'une de l'autre par une transformation
conforme.
Reste donc 4 examiner deux cas :

1° Celui ol tous les mineurs & deux lignes et deux colonnes

du Tableau

1 o o 1

ag ps Y3 83
Gn—1 pn—l Yn—1 Sn—1
@ g Y )

sont nuls (hypersurfaces de la premiére catégorie);

2° Celui ol tous les mineurs d’ordre 2 ne sont pas nuls, tous
les- mineurs d’ordre 3 étant nuls (hypersurfaces de la seconde et
de la troisi¢me catégorie).

LES HYPERSURFACES DE LA PREMIERE CATEGORIE.

34. Dans le premier cas on a
ai=81, Bi='fl'=o (i=3$ °'~7n~l)7.
a = 8, f} =Y =0.
Par un choix convenable de A;, ..., A,_, on peut retrancher
de ®,; et w,; respectivement a;w, et ¢;w,; on aura donc
Wy; = We;= 0 (t=3,..., n—1),

1
(38") Xi'—_-;kwn

Y2 = ikw,.

Si maintenant on remplace I'hypersphére-point M par AM, w; est
remplacé par Aw; et y; par % i Si donc k n’est pas nul, on peut

le supposer égal & =1, ou du moins & une constante dont le signe
est déterminé d’avance; si & est nul, I’hypersphére-point n’est
pas complétement déterminée.
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De (38') on déduit, au moyen des formules (24),

o £)] o
o £4)] =

d’ou
k R

(41) p=—sor (=3, ..., n—1);
puis

k[ﬁwll =o,

k[Ow,] = o0,
d’ou
(42) k6 =o,

et enfin, si k = o, d’aprés (24), (38') et (41),

8 = o.

35. Les hypersurfaces (S) qui satisfont aux conditions précé-

dentes sont faciles a4 déterminer géométriquement. Supposons
d’abord £ 3£ o et partons des formules, déduites de (23),

i=n—1
dAM = w0, Ay + wyAy+ 2 wiAs,
i=3

dA=— ;A1 — A,
dA_|=—(.01 <N+ :—“M) +W|2Ag+q}lA,

(43) dAy=— w, (N+I£M)+m2.A,+«¥,A,

j=n—1

k +
dA; =— w; (N-— ;M) + Y @A,
j=3

i=n-—1
k k
dN = ;(m.A,—!—m,Ag)— ; Z (!),’Ai.

i=3

Comparées aux formules (19), elles montrent que



—~ 106 —

est le ds* de 'hypersurface dans la métrique correspondant & la
décomposition de 'espace conforme en deux réseaux orthogo-
naux de variétés sphériques, le premier formé de variétés
sphériques a trois dimensions considérées comme des espaces
(sphériques ou pseudo-sphériques) de courbure k; le second
formé de variétés sphériques & n— 3 dimensions considérées
comme des espaces (pseudo-sphériques ou sphériques) de cour-
bure — k. De plus chaque variété du second réseau appartient tout
entiere & 'hypersurface (S), chaque variété du premier réseau
ayant en commun avec I'hypersurface une variété 4 deux dimen-
sions, ou surface (s); I'hypersurface (S) est engendrée par les
variétés du second réseau (variétés génératrices) qui passent par
les différents points de I'une de ces surfaces (s,). Toutes les sur-
faces (s), considérées comme situées dans des espaces (sphériques
ou pseudo-sphériques) & 3 dimensions, sont par cela méme égales
entre elles, deux points homologues de deux surfaces (s) et (s')
étant sur la méme variété sphérique génératrice.

L’hypersurface () admet une génération analogue avec deux
réseaux orthogonaux de variétés sphériques de mémes courbures &
et — k, les variétés du premier réseau coupant (X) suivant une
surface (s). Pour Uapplicabilité, dans Uespace conforme,
de (S) et (2), il faut que les deux surfaces (s) et (s), consi-
dérées comme des surfaces d’un espace (sphérique ou pseudo-
sphérique) a 3 dimensions, soient applicables I’une sur l’autre,
et cela suffit. On apercoit du reste immédiatement la représen-

tation conforme la plus générale de (S) ou (X) : elle dépend de

(n—3)(n—12)
2

paramétres, celui qui laisse invariantes, dans I’espace conforme

de (Z), les variéiés sphériquies du second réseau (groupe des
déplacements d’un espace pseudo-sphérique ou sphérique a
n — 3 dimensions).

Le ds? commun de (S) et de (Z) est du reste la somme d'un ds?
arbitraire a 2 variables et d’un ds? de courbure — k4 a4 n — 3 va-
riables.

Remarquons enfin qu’on peut choisir les coordonnées (n + 2) —
sphériques fixes de l’espace conforme, de maniére que 1’équation
de la surface soit de la forme

I'application de (s) sur (o) et en outre d’un groupe a

F(zy, #3, #3, ) = o,
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le premier membre étant homogene : il suffit pour cela que les
équations des variétés sphériques du second réseau soient

Ty Xy T3 Z,
Cy C2 C3 Cs

36. Passons maintenant au cas X — o. On a alors
i=n—1
dM = OM + w A, + wyAy+ 2 wiA;,

i=3

dA =—quA1—¢zsz

| dAi=— o, N+ w2 A+ ¢ A,

dAy=— ;N 4wy A1+ 2 A,
j=n—1

dA,~=—u),-N+ 2 m,-jA_,-,

j=3

(44)

dN =—0N.

\

Ces formules, comparées aux formules (21), montrent que, au
besoin par une inversion, ’hypersurface (S) est susceptible de la
génération suivante. On considére deux réseaux orthogonaux de
variétés planes paralleles, les unes a 3 dimensions, les autres &
n — 3 dimensions. On prend dans l'une des variétés du premier
réseau une surface (s); '’hypersurface (S) est engendrée par les
variétés du second réseau qui passent par les différents points de
cette surface. L’hypersurface (£) admet une génération analogue.

d
En posant § = Tu, on a vu que le ds? de I'hypersurface (S)
dans I'espace euclidien était, @ un facteur constant pres,
i=n-—1
I
[ w3+ E o );
i=3
il en est de méme pour (). Il en résulte que les deux surfaces (s)
et (), considérées comme des surfaces d’un espace euclidien a
trois dimensions, ont des ds? différant seulement par un facteur
constant; la surface (s) est donc applicable sur (s) ou sur une
homothétique de (s) : c’est la condition nécessaire et suffi-
sante pour que (I) admette une représentation conforme
sur (S).

On peut choisir les coordonnées rectangulaires de l'espace
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euclidien & n dimensions de maniére que I’équation de (S) soit

de la forme
F(z1, 24, 2;3) = o,

et le ds? de (S) est la somme d’un ds? arbitraire & deux variables
et d’un ds? de courbure nulle 4 n — 3 variables.

LES HYPERSURFACES DE LA DEUXIEME CATEGORIE.

37. Arrivons maintenant au cas ou les mineurs du deuxiéme
degré de la matrice

a3 — 83 pa Y3

......

o—38 B Y

sont tous nuls. Cela revient a dire que les équations homogénes et
du second degré
(45) W)Wy, — WeWy; = O (i=3, .-.,n—.l),

wiYs — m,x, =0
se réduisent 4 une seule, sans étre toutes des identités. Nous
allons supposer d’abord que le premier membre de cette équation
unique est un carré parfait que nous pouvons supposer w;. Nous

aurons donc
Bi=o, gi=a; ({=3,...,n—1),

B=o0, d&=ua.

Comme dans le premier cas on peut choisir ‘Aj, ..., A,_, de
maniére & annuler tous les coefficients a;. 1l restera donc

(46) B1u= 0, Wi = Yity (t=3, ..., n—1)

X1 = awy, X2 = yw;—+ & w,.
Les formules (40) montrent qu’on a alors

[01 W]+ [wa W] =0,
[0y W] = o,
[¥1 W] — [¢1 $2] =0,



— 109 —
et, par suite,
¥y = Awy+ Py,
V= puwy,
[V1d2] =— p2wrwa];

le coefficient p est donc un invariant, ¢’est-d-dire a la méme valeur
pour (S) et pour (2); autrement dit on peut ajouter aux équa-
tions (39) et (39') la nouvelle équation
(39") Wy = ¢o.

Si P'on calcule les covariants bilinéaires des deux membres des
-équations (39), (39') et (39") en tenant compte de ces équations

elles-mémes et si 'on néglige d’écrire les résultats quand ils sont
identiques, on obtient

Q = w (¥i— )],
M, — ), = [$(¥Vi— )],

X afw, (¥ — 1)),
U, — ¢y, =—[wa(¥1— 1))

(40)

]

Or prenons les covariants bilinéaires des deux membres des
premiéres équations (46), nous trouvons

[(aw;+ Xi+ YiB2)w] = o,

pzn-—l
[(aw;+ Xi—‘Y,'mig)(l)gj—l—I:(Ywi— 2 Ypmpi—y,-ﬁ—d« l.> w,] =o0;

p=3

cette derniére équation montre que les y; ne peuvent pas étre tous
nuls, sans quoi vy serait nul aussi, contrairement & I'hypothése;
les deux équations montrent ensuite que 2w;—+ ; €L y;®2 ne
dépendent que de w, et w,. L’expression w,, ne dépend donc que

de w, et w, :

(47) @y = hw;+ kw,.

Si k n’est pas nul, les formules (40') montrent qu’'on doit
avoir
Uy — c.p, = 0;
par suite Phypersuface (Z) résulte de (S) par une simple transfor-

mation conforme.
Considérons donc le cas A=o. S’il en est ainsi les formules (49)
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montrent qu’il existe une infinité d’hypersurfaces (£) admettant une
représenlation conforme sur (S) sans en résulter par une transfor-
mation conforme, et que ces hypersurfaces dépendent d’une
fonction arbitraire d'un argument.

38. Il est facile de caractériser ces hypersurfaces (S), que nous
appellerons Lypersurfaces de la seconde catégorie. Remarquons
d’abord en effet que 'équation w,=o est complétement intégrable,
car on a, Faprés (24), (46), (47) et 'hypothése & = o,

Wi =[0w,]+ Alw;w,]

Cette équation définit donc sur (S) une famille de variétés & n—-2
dimensions dépendant d’un paramétre. Il est facile de voir que ces
variétés sont spheriques. En elfet quand on se déplace sur une de
ces variétés, c’est-a-dire quand on fait w, = o, on a

dA = — Ay,
dA; = $1A;

la variété sphérique, intersection de A, et A, reste donc fixe.
Réciproquement, si une hypersurface (S) est le lieu d’une
variété spherique a n— 2 dimensions dépendant d’ur para-
métre, elle est de la seconde catégorie. En effet toute hypersphére
contenant cetle variété est tangente. Si on la choisit pour hyper-
sphere A, cette hypersphére ne dépend que de deux paramétres.
Sialors on choisit pour A, hypersphére orthogonale 4 A conte-
nant la variété, il faut que l'intersection de A, et A ne dépende

que d’un paramétre. Or
p=n—1

d[AjA] =— 3 [MA] — w,[NA] + 2 w1p[ApA] + X [MAL] — $a [A(As];

p=2

il faut donc que toutes les expressions w,, yi, Wip, Y, Y2 ne
dépendent linéairement que d’une seule d’entre elles :

X1= awyq,
Wy = AWy,
Yo = poy,
X =auwg.

On peut déja supposer @ nul en choisissant convenablement A,,
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puis 23, ..., 2, _, nuls en choisissant convenablement A, ..., A,_,.
Les formules

[w1 $1]-+[w2 $2] =0,

[®1:41] + [w2 $2] =0,

[ 1] +1x2 el =0

conduisent alors facilement aux équations (46); comme on a
d’autre part ©y; = a0, le théoréme est démontré.

Les hypersurfaces lieux d’une variété sphérique a n — 2 di-
mensions dépendant d’un paramétre admettent donc dans
Uespace conforme une déformation dépendant d’une fonction
arbitraire d’un argument; les variéiés sphériques génératrices
se conservent dans la déformation.

Chaque variété génératrice [A, A ] a comme caractéristique une
variété & n — 4 dimensions, formée des points qui lui sont
communs & A, et N+ aM; cette caractéristique est une variété
sphérique. Les choses se passent de la méme maniere pour. (X),
les caractéristiques des variétés génératrices se correspondant
dans la représentation conforme.

On peut ajouter que les composantes du déplacement instan-
tané du systéme de référence de () sont connues sans intégration;
la seule inconnue est en effet ¥, ; or W, — ¢, est de la forme Aw,,
c’est-i-dire f (¢) dt. en désignant par ¢ le paramétre dont dépend
la variété génératrice et par f(t) une fonction arbitraire de t.

Au contraire il est impossible d’avoir sans signe d’intégration
I'équation générale de (Z), lorsqu’on se donne I'équation de (S).

LES HYPERSURFACES DE LA TROISIEME CATEGORIE.

39. Arrivons enfin au cas ol les équations (45) se réduisent &
une seule, dont le premier membre ne soit pas un carré parfait.
Ce cas est celui ot il existe deux familles de variétés sphériques
[A{A,A] admettant une enveloppe, ou d’une maniére plus pré-
cise jouissant de la propriété que chaque variéié de la famille ait
avec la variété infiniment voisine une variété commune a n — 4
dimensions.

Si, en effet, on exprime que ’hypersphére-point

ZpetM +23A3+...+2p—1 Apy+ Zp42 N
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appartient aux hypersphéres dA,, dA,, dA, on obtient

p=n—1
= Wy Zp1— Y1 T+ + 2 B1pTp= 0,
p=8
p=n—1
— W Zpiy— Y2Pn+2+ WapZp= 0;
‘2:3

pour que ces équations en z; se réduisent 4 une seule il faut que

les équations (45) se réduisent i une, et celte équation unique

donne les valeurs qu’il faut attribuer au rapport put. pour que la
Wy

propriété énoncée ait lieu.

Supposons alors qu’on ait choisi les paramétres u et ¢, dont
dépend I’hyperspheére A, de maniére que les deux familles consi-
dérées soient u = const. et ¢ = const. Il est facile de voir que
I'hypersphére A satisfera &4 une équation de Laplace de la forme

02 A d
(48) 5;‘—%+ a-i+pd—':+YA=o.
On peut du reste le véri er par le calcul.

Soit en effet
(wg—pwy)(wg—guwy)=o0

I'équation qui admet pour intégrales u = const., ¢ = const.; on
peut poser

wy = a du-+ bdy,
(49)

wy = pa du—+ gbdv,
puis

©y= a;du—+ bidy,

Wy =pa;du—+ qb; dv,
(50) ' '

X1 = a'du—+bdp,

X2 =pa du—+ qb'dp.
On a enfig
(51) Yy =—gmdu—pndy,

g = m du + n do.

Ajoutons qu’on peut toujours choisir 'hypersphére A, de maniére
qu’elle ne dépende que de u et de ¢; il en sera de méme évidem-
ment de A,; les coefficients de du, dv dans ¢, et 4, ne dépendront
alors que de u, ¢; les quantités m, n, p, ¢ sont donc des fonctions
de u et v seulement; de plus les expressions de Pfaff qui se pré-
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sentent dins les expressions de dA, et de dA, sont des combinai-
sons linéaires de du et de dv.
Cela posé on a, d’apres (23), (49), (30), (31),

0A )
) on = — M(Ar—gAy),
22

JA

55 = — n(Aa—pAy);

d’autre part les formules

 dAi=—(a'du+b'dv)M — (adu+ bdv)N + w3 A,

p=n—1
+ Z (@pdu + by do)Ay— (gm du -+ pnde)A,
. / p=3
(53) dAy=— (pa’ du + qb' dv)M — (padu + qb dv)N — w3 Ay
e=n—1
+ 2 (Papdu+qbpdv)Ap+(mdu+ndv)A,
i p=3
montrent que
0A, oA, oA,  9A,

—_— N —_— e P —

dv 9 oy Ju p ou

: 9T A co
ne dépendent que de A, A,, A, ou encore que Suae €St linéaire
oA dA
ou’ ov’

La réciproque est du reste évidente.

en

Posons maintenant
(54) wip=hdu—+kdv;
on a, en différentiant les équations (52) et tenant compte de
I'équation (48),

t—mn(1+ pq)=o,

om
d—p——mkq+ max+ n3=o,
a(mgq) _
(55) 5t mk + mgqa+ npB =o,
on
Eﬁ—nhp_'— ma+ nf=o,
9%;-:)—)-4.— nh + mqx + npp = o,

et ces équations déterminent «, {3, y.
XLY. 8
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40. Quand on passe de (S) & (T) les coefficients a, b, ai, b;,
a', b, p, q restent les mémes; les coefficients m, n sont remplacés
par , v et la formule

[T, W] = [¢1d:]

devient
: wv = mn;
on peut donc poser
w=1tm, V= %n
ou encore
W,:—qtmdu—p;dv,
(39"

I
¥y= tm du + ?ndv,

et les seconds membres des équations (40) deviennent alors iden-
tiquement nuls. Les hypersurfaces () s’obtiennent donc en
somme par l'intégration des équations (39), (39'), (39"), ot t est
une fonction inconnue nouvelle de u, ¢.

Si maintenant on prend les covariants bilinéaires des équa-
tions (39), (39'), (39"), en tenant compte de ces équations elles-
mémes, les covariants des deux membres de chaque équation (39),

(39') sont égaux d’eux-mémes;en égalant ceux des deux membres
. . ot ot
3 . I i h
des équations (39"), on obtient les valeur de - et —
Le calcul donne

d(mq) . a(np) 1 ot 10t
[_——dv -+ mk ]t_[T+ nh 7+ mg p+npﬁ——_o,

d— Ju
‘?—@ ——mkAt— o nh‘l—f— ) dt—)— Lot
ou 7 ou Pl ™ " A=

Ces équations, comparées aux équations (55), donnent
. ot 1 1 0t 1
—_—= - - —_—— = —_— -
(36) o0 < t)“’ 2% ou <t t)p’
ou encore, en posant 2=,

1 db
(57) ; e—-_—_“l' =0@(Zu+adv.

41. Cela posé, plusieurs cas peuvent se présenter :

1° Cette équation aux différentielles totales (57) n’admet pas
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d’autre solution que § = 1; alors hypersurface () résulte de (S)
par une transformation conforme; autrement dit 'hypersurface(S)
est indéformable dans 'espace conforme;

2° Cette équation admet une solution et une seule différente
de 6 = 1; il existe une hypersurface (2) sur laquelle (S) admet
une représentation conforme, sans résulter de (S) par une trans-
formation conforme; »

3° Cette équation est complétement intégrable. Alors (S) admet
une déformation continue dans I'espace conforme, et cette défor-
mation dépend d'un paramétre. L’hypersurface (S) sera dite ap-
partenir a la troisiéme catégorie.

La condition pour qu'il en soit ainsi est donnée immédiatement
par les équations

(58) — = = =—24af.

Les hypersurfaces (S)de la troisiéme catégorie s'obtiennent
donc en prenant Uenveloppe d’une hypersphére unité A & deux
paramétres satisfaisant a une équation de Laplace de la
Jorme

a2A 0A A
suos T %om +{3$ + YA =o,

ou les coefficients a et 3 satisfont aux relations

da _ Of
g—u = a} ——Zaﬁ.

On trouve immédiatement

A

I
-V’ B=c0v—v’

o = —

N |-
<

ou U est une fonction de la variable u seule et V une fonction de
la variable ¢ seule.
Si I'on considére maintenant I’hypersphére

K=yU—VA,
on trouve
02K + 1 u'v K
duoe |V T EU=Vy

= 0.
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On peut donc encore dire que U'hypersurface (S) la plus géné-
rale de la troisicme catégorie est Uenveloppe d'une hyper-
sphére dépendant de deux paramétres u, v, les coordonnées
(n+2) — sphériques (., ..., Zn, Tnyrs Tnya) de cette hyper-
sphére satisfaisant a une méme équation de Laplace de la
forme

orf

suow TYS=0

et Uexpression
TP+ 23+ TR — Tpr1Zarr

étant en méme temps la différence entre une fonction U de u
et une fonction V de .

Comme dans le probléme de la déformation des hypersuriaces
dans un espace euclidien, on démontre que I'hypersurface défor-
mée (3) est donnée d’une maniére analogue, Uéquation de
Laplace étant la méme, mais les fonctionsU et V subissant une
méme transformation homographique a coefficicnts cons-
tants.

42. Un cas particulier intéressant est celui ot les équations (43)

se réduisent &
w} + w3 = o.

. . . 0A oA )
Dans ce cas p =1, ¢ =— {; les hypersphéres 5z €L 5, sont des

hypersphéres-points; I'équation

JA

JA 0A
du

’-?_"r_

conduit alors, en dérivant par rapport a ¢, &

oA 0A oA
3;, <¢E+‘36—V+YA> = o,
c’est-a-dire
A | oA _
Bou|o =

et comme les hyperspheres A oA ne peuvenl pas étre orthogo-
ypersp 32’ v P P g

nales, on a

B=o



et de méme

par suite, les conditions (58) sont vérifiées et I'hypersphére (S)
est certainement de la troisi¢me catégorie.
Un autre cas particulier intéressant est celui ot I'équation (48)
se réduit &
92K

Juode

SUR CERTAINES HYPERSURFACES DE L,ESPACE A CINQ DIMENSIONS
ENVELOPPES D HYPERSPHERES A DEUX PARAMETRES.

43. Arrivons maintenant au cas exceptionnel signalé n° 30 on
les hypersurfaces (S) et (¥) dans I'espace & cinq dimensions sont
chacune enveloppe d’hypersphéres & deux paramétres sans que
les caractéristiques se correspondent dans la représentation con-
forme.

L’hypersurface (S) satisfait aux équations

(59) q’l:‘)’ ‘4‘2'—‘01

et I'on peut choisir les hypersphéres A; et A; de maniére & avoir
en outre

(60) X =o.
Les expressions de ¢| et §, donnent alors les relations

[®13¢3] + [B1de] = o,
[wass] +[@a ] = o,

qui montrent que @, 3, ®,;, W3, By ne dépendent que de y; et
de 4§,, c'est-d-dire de w; et w;.
D’autre part, les équations

(61) ¥; =o, ¥, =o,
auxquelles satisfait ’hypersurface (2), conduisent &

— [c.o,X]+ [‘P‘,m,a] -+ [Wzmg;;] = o0,

(62) — [0 X] + [¥ @1] + [ V2@ ] = o,

et ces relations montrent que w3 et ®,; ne dépendent que de w;,
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¥, W,, c’est-d-dire de w;, w,, w,; par suite @3 el Wy; ne
dépendent que de w;. Or on peut choisir les hypersphéres A,
et A, de maniére que les coefficients de w; dans w,; et wy, soient
nuls : on peut donc supposer

(63) W3 = W3 = O.

Les équations (62) montrent alors d’une part que X ne peut
dépendre que de w,, d’autre part que X ne peut dépendre que de
©y, 0, wy;. On a donc

(64) X =o0;
on voit enfin que w,, et @, sont nuls aussi :
(63) Wy, = Wy, =— O.

Si l'on exprime que les covariants bilinéaires de w3, ®a3, ®y4,
@y, sont nuls, on obtient :

[wa1] — [wiys] = o, [wsXi] —[wX;3] = o,
[wixe] —[w2)s] = o, [wsX,] —[wX3]=o0,
[osa] —[wr]l =0, [wXi]—[w:Xi]=0,
[wixe] — [waxa] =0, [w;Xs]—[w:Xsi] =0,

ce qui entraine des relations de la forme

’ Xi= ém“’l, Xy= é#wn,
1 1
Y= muwg, Xy = S o
(66) i (67) .
X3=—‘;mwa, x3='_';f"'w3’
Lo=— lm(ﬁh, X5=-—— l MWy
2 2

Enfin en exprimant que 0}, — »},, II;, — o, sont nuls, on

obtient les relations

(68) (Wi ¥a]=(m—p)[wjw],
(69) [$sdi]=(m—p)[wswi];

et, en égalant les covariants bilinéaires des deux membres des
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équations (66) et (67), on arrive aux équations
(70) : dm +2mb=o,

(71) du+2p8 =o.

La formule (69) montre que m —p n’est pas nul; d’autre
part, si I'on change I'hypersphére M en AM, ce coefficient m —
est divisé par A3; on peut donc le supposer égal & une constante
positive ou négative; onvoit alors, d’aprés (50) et (71), que 'on a

0=0,

d’ou
dm = dp. = o;

les coefficients m et p sont donc des constantes distinctes, dont
I'une au plus peut étre nulle.

44. Cela posé il est facile de voir la nature géométrique de
I'’hypersurface (S). On a en effet
dM = w  Aj+ W Ag+ w3 A3+ w, Ay,
dA = — w <N+ ?M) + s A,

m

dAg:—wg <N+ ;M) +m“A.,

m

(72) dAa=—w3(N—;M) + ma At dsA,

dA, =—uw, <N — ?M> + w3As+ YA,
dA =—43A3— A,

\ dN = %m(mlAl—FLﬂgAr_})—%”l((ﬂ;{Ag—*"w"A‘).

Ces formules, comparées aux formules (19), montrent que (S)
est une hypersurface de la premiére catégorie. On considére un
premier réseau de variétés sphériques a trois dimensions [A;A,]
et un réseau orthogonal de variétés sphériques (spheéres) a deux
dimensions [A;A;A]; les premiéres peuvent étre considérées
comme des espaces (sphériques ou pseudo-sphériques) de cour-
bure — m, les autres comme des espaces ( pseudo-sphériques ou
sphériques) de courbure + m. On considére alors dans une des
variétés & trois dimensions du premier réseau (ici la variété
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[A{A.]) une surface & deux dimensions (s) par chaque point de
laquelle on fait passer la sphére du second réseau qui contient
ce point.

Ici la surface (s) n’est pas une surface arbitraire; son ds?, dans
Pespace & trois dimensions de courbure — m dans lequel elle est
placée, est

w? + w}.
Orona
’
wy = [w,ms],
w, =[w3wy],

wh, = m[wzw,] — [bsdi] = plwsew];

par suite (n° 14) la courbure (absolue) (') de ce ds? est — u,
c’est-d-dire constante.

Quant & I'hypersurface (¥), les formules
dP = w;B,+ wngﬁ— w3 B3+ w, B,
dB, = — w, <Q+ %P) + @3By + W, B,
ng=-—w,<Q+%P> +w“B.+W,B,

3
(73) dB =—W,B,— W, B,,

dBa=—m3< ..L;P> + @5 By,

dB, = — w, <Q—%P) + w3 B;,

montrent qu'elle est susceptible d’'une génération analogue. On
considére un premier réseau de variétés sphériques i deux dimen-
sions [ By B,B] et un réseau orthogonal de variétés sphériques &
trois dimensions [ B; B, ]; les premiéres peuvent étre considérées
comme des espaces (sphériques ou pseudo-sphériques) de cour-
bure — u, lesautres comme des espaces de courbure + . On con-
sidére alors, dans une des variétés a trois dimensions du second
réseau, la variété [ B;B,], une surface 4 deux dimensions (o) par
chaque point de laquelle on fait passer la sphére du premier
réseau qui contient ce point.

Ici la surface (o) n'est pas arbitraire, son ds?, dans I’espace

(') La courbure relative (produit des dcux rayons de courbure principaux)
serait m — .
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& trois dimensions de courbure + u dans lequel elle est placée,
est
0} + w3.
Orona
W = [0y,
wy = [w ],

oy =mww,;];

par suite (n° 14) la courbure [absolue (')] de ce ds? est + m,
c’est-a-dire une constante.

Réciproquement il est facile de voir que deux hypersur-
Saces (S) et (%), engendrées comme il vient d’étre dit, sont
applicables U'une sur Uautre dans U'espace conforme, car pour
chacunes d’elles le ds? est la somme d’un ds? & deux variables de
courbure m et d’un ds? & deux variables de courbure — p. Dans
la représentation conforme des deux hypersurfaces l'une sur
Pautre, les sphéres génératrices de (S) correspondent aux
surfaces (o) de (T) et les surfaces (s) de (S) aux spheéres
génératrices de (2).

Dans le cas particulier ot m par exemple serait nul, 'hyper-
surface (S) pourrait, par une inversion, étre engendrée au moyen
de deux réseaux orthogonaux de variétés planes paralleles, le pre-
mier formé de plans & deux dimensions, le second formé d’hyper-
plans & trois dimensions, dont chacun coupe (S) suivant une
surface de courbure totale constante — .

(') La courbure relative serait, ici aussi, égale a m — p..
XLY. 9



