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SUR LE MOUVEMENT D'UNE BILLE DE BILLARD;

Par M. B. Grosa-MikHAILENKO.

1. Cette question a é1é déja traitée par M. Appell () qui a mis
en ¢évidence les éléments géométriques du probléeme. [l désigne
par V la vitesse de la molécule de la bille située a I'instant ¢ au
point de contact A avec le tapis, par « 'angle que fait celte vitesse
avec I'axe fixe O£ situé dans le plan du tapis, par Q la composante
horizontale de la rotation instantanée de la sp'hére dans son mou-
vement autour de son centre de gravité G, par $3 I'angle de Q
avec O%, enlin par f et ¢ les coefficients de frottement et de rou-
lement. Avec ces nolations, et en prenant pour axes fixes les
axes O, On situés dans le plan du tapis et axe OF vertical
ascendant, M. Appell pose

fV=.Z‘, 69:}/, p——-a:o.

R2 Rd
f2<'+ﬁ>g=a1 fzz—g:bv Fé’zc

(R étant le rayon de la sphére et k2 son coefficient d’inertie) et
obtient les équations suivantes :

dx .
~7 =—a —+ bsinb,

da

zz=——bc050,

O] Y _ bsinb —
dt_bsmﬂ_ c,

dp
'
ﬁ—a:(},‘

= b cosH,

dont I'intégration est ramenée a l'intégration d’une seule équation
de la forme suivante

2 =3—z2+ Az(1—32)

qui ne peut pas étre intégrée dans le cas général.

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. V1I, 1g11.
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2. Nous nous proposons ici de chercher les solutions appro-
chées du probleme, en supposant le coefficient de frottement de
roulement 3 trés petit. Nous montrerons d’abord que les intégrales
des équations (1) sont développables en séries suivant les puis-
sances croissantes de & et nous formerons les équations qui per-
mettront de calculer autant de coefficients de ces séries que I'on
voudra. ‘

Assurons-nous d’abord que les intégrales des équations (1) sont
développables suivant les puissances de 8. Pour cela écrivons ces
équations comme il suit :

_“_11_";‘ =_a+8b’sin[eo+(0—90)]1
da _ 35 cos[B,+ (h—6,)]
dt — Zo+ (. —x0)
2 de s !
(2) \ .d_t_zb sin[8g+ (0 — 69)] — 8¢,
iiE—— b' cos[B8+ (0 —06y)]
dt — Qe+ (2—9Q)
p...a=6,

ou I'on pose

) R ,
V=f18 c=-/%;

et ot 'on désigne par xo, a0, 3y,Q0,0, les valeurs pour ¢ = o des
nombres z, a, 8, Q, 6.

Il suffit maintenant d’appliquer au systéme (2) le théoréme
général que M. Picard donne dans son 7raité d’Analyse (t. 111,
p- 162) et dont voici I'énoncé :

« Soit le systeme d’équations

dz; .
S) —%:X,'(xlxg...z,,, t, @) (t=1,2, ..., n).

On suppose que, pour u = o, on ait 'intégrale
zl=‘Pl(1); ey xn=(Pn(t)

continue de ¢ =0 a ¢t = ¢,. De plus les X, sont supposées déve-
loppables en séries ordonnées suivant les puissances de @ et
(zi— o.t) pour toute valeur de ¢, entre o et ¢,, les coefficients de
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ces développements étant, bien entendu, des fonctions continues
de ¢.
» Dans ces conditions les intégrales de (S) prenant respective-
ment pour ¢ = o les valeurs

¢1(0) + 2, o3(0)+x8, ..., 9a(0)+xp

\

seront continues de o a ¢, et développables suivant les puissances

de z{, z}, ..., z, et p. pourvu que ces grandeurs aient des mo-
dules suffisamment petits. »
p

Or, le systeme (2) vérifie complétement les conditions de cet
énoncé. De plus, il est facile de voir que les quantités z7,
Zy, ..., x, sont identiquement nulles dans notre probléme, car,
quel que soit g, les conditions initiales restent toujours les mémes.
Donc V, 2, 3, Q sont développables en séries suivant les puissances
croissantes de ¢, pourvu que cette derniére quantité soit suffisam-
ment petile ; et par suite lés coordonnées du centre de Ja sphéve et
les composantes de la rotation instantanée autour de son centre
sont développables en séries de méme nature.

3. Cela posé, établissons les équations de mouvement de la
spheére sous leur forme classique.

Menons par le cenire G de la sphére les axes Gzys paralltles
aux axes fixes OEnl. Soient %, v, { les coordonnées du centre de
la sphére, p, ¢, r les composantes de la rotation instantanée sur
les axes mobiles Gzys, m la masse de la sphére, mA* son moment
d’inertie par rapport au diamétre.

La liaison s’exprime par la condition

{ = R = const.
Les forces qui agissent sont :

a. Lapesanteur (o, 0o, —mg) appliquée au centre de la sphére;

b. La réaction inconnue du plan (mX, mY, N) appliquée au
point de contact de la sphére avec le plan & ;

c. Le couple du frottement de roulement, dont le moment est
égal 4 6N et qui est dirigé dans le sens inverse de la projection
horizontale w de la rotation instantanée de la sphére.

Avec ces notations les cosinus directeurs du moment de frotte-
XLV. 2



ment de roulement sont

__w’i’ —_EZ’ 0; w=ypr+ q3,

et les moments de cette force par rapport aux axes Gzys sont

PpNS qN3
L= 97°

w w

Maintenant nous pouvons écrire les équations du mouvement

(3) m§ = mX, my" =mY, m{"=—mg+ N =o;
d’ou
N = mg.
Ensuite

/ N“

‘ mkip'= RmY—pwoy
4
0 } mlc?q’=-——RmX——'-m,

w
\

\ mk2r'=o,

en supposant le coefficient de frottement de pivotement nul. La
derniére équation donne ainsi

r =ry= const.

A ces équations nous devons ajouter encore la condition que la
réaction horizontale du plan est égale a fN, ce qui nous donne

(3) X2+ Y2= f2g2,

Et enfin que cette réaction est dirigée en sens inverse de la vitesse
du point de contact de la sphére avec le plan horizontal. Or, les
projections de cette vitesse étant

u=t—qR, ¢=7'4+gR, o
la condition cherchée est
(6) (F—gR)Y =(n'+pR)X.

Ces six équations : (3), (4), (5) et (6) nous déterminent com-
plétement les six valeurs inconnues

(7) & Py X, X
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4. Pour d=o0 ces six fonctions prennent des valeurs bien
déterminées, que nous appellerons

£or 7oy 2oy 9o, X0, Yo

et qui sont les fonctions connues du temps, prenant pour £=o
les valeurs initiales constantes

£, =3, p3, 4¢3, X3, Y§.

Nous savons que, pour & suffisamment petit, les fonctions (7)
peuvent étre représentées par des séries entiéres en 8 de la forme
suivante ‘

E= Ep+ 510+ Eo824+ ...+ £ 8n ...
N = Mo+ NS+ 1282, .+ 00+, . .,
(8) P = Po+ P18+ P8+ .4 Pt ...,
g = Go+ q10+ @28 —+...+ gpdn+...
X =Xo4+ X33+ Xp82 ...+ X, 00 4...,
Y=Y+ Y0+ Y824+ ..+ Y, 024..

L8

ou &, Ny piy iy Xi, Yi sont des fonctions inconnues du temps,
s'annulant pour ¢=o, car évidemment les conditions initiales
sont indépendantes de 3.

Portons maintenant ces expressions dans les équations (3), (4),
(3) et (6) et, en identifiant les coefficients de 8, nous obtiendrons
les équations qui nous permettront de calculer autant de termes
des séries (8) que nous voudrons.

Nous avons d’abord

( ) sg"f_g’{s—f‘E;Sz‘i"--.:X0+X18+X282+-..,

9 No+110+158%+...= Yo+ Y, 8+ Y824, .
k2(py+ pid+ phdt+..)= R(Yo+ Y18+ Y, 82+...)—gdL,

(10)

EiR Eld

k2(qo+ q' 8+ g5 8 +..)=— R(Xo+ X108 + X,82+4...) — gd £;
(11) (Xo=+ X184+ Xa82+...)2+4 (Yo+ Y (8 + Yp82+...)2= f2g82;
(12)  [(Eh+E18+E382+...)
—R(qo+q10+¢q28+..)](Yo+ Y;8 + Vo824 ...)
=[(no+n1d+mny82+...)
-+ R(Po+p18+P28’+. ..)](x°+ X,G -+ X282+. . -).
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Les deux équations (q) nous donnent immédiatement

(13) E=X;, =Y, (i=1,23,...).

5. Mais, avant. d’aller plus loin, il nous faut développer
w = p2+ q2

suivant les puissances de 5.

On a

Pr=(po+ P18+ pr824...)2= pi+2 Epop,ol—}— Ep,p/,o'+’f
k=1

Q2= (qo+ q10 + @282 +... )2 =qd + 2 2‘ qoq:id+ 2 qiqrdi+h,
1 i k=1
el nous pouvons écrire

Y w?=pi+ gt = of+ f(8),
ot 'on pose
wi=pi-+q3,

J(é)= 22(100/)& qoqi) 8+ Z (PiPk~+ qiqi)Bith,
1 . i, k=1
ou en développant
S(8) = 2(popi+ quq1)8 + [2(pop2+ qoq2) + Pi+ qi]1¢

+[2(pops—+ qogs) + 2(p1p2+qi1q2)]8B—+...
~+ les termes d’ordre supérieur en 6.

Comme f(3) est petit lorsque ¢ est petit, et s’annule avec
nous pouvons écrire

‘”—[‘”0"‘f(°‘]9—“’0+ "’olf(°)_—“’03[f(°)J +—w° ()P +....

Et en remplacant f(3) par sa valeur
0= wy+ s (Pepi1+ Goq1)0
1 w3 .
+3w,—;’[2(popz+ qoqz)+P%+q¥]-—}—(popn+qoq1)2§O’

+ % o [(popa—+ qoqs) + (P1P2+ q192)]

w—3

— = (PoPr+q091) [2(Popa+ 7092) +(p}-+q31)]

+ les termes supérieurs en 8.

o2

'5834—...
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Ou encore
w =(D0—|-(1)18+(.0-362+ 0)383-4—-...
en posant
‘ = w5 (Pop1+ qoq1),
(14) wy! . w3 )
'\ wy= —=[2(Pop2+qoq:) + (Pi+ )| — == (Pop1+ qq1)*

et ainsi de suile.

6. Reprenons maintenant notre calcul. En portant expression
trouvée de w dans les équations (10), on a

[k2(ply+ P18 4+ pad24...) — R(Yo+ Y 34 Yy324...)|
X (wo+ w8+ wy82+...) 4+ g8(py+ P18+ pad2+...) =o,

[A2(gh+ q10 +q282+...) + R(Xo+ X;6 + X,82+...)]
X (g4 018 + 282 +...) 4+ g 3(qo+ q10 + 202 +...) =o.

En identifiant les coefficients de & et en remplacant les w; par
leurs valeurs, on trouve, aprés quelques transformations, les équa-
tions sulvantes :

RY
P‘)__— /‘,20'
' RY]b)o—gpo RY1 g
s) Pi= e, TR R P
RY, &P1®o— %(popw 9091)
= - ’
P2‘_' A.g l\’ﬁw;-;
’ RXO
0o=—" 73 °
S L5.S
(16) " ST

92=" T ) ’

..........................................

Ces équations nous permetlent, en connaissant-les X; et Y;, de
calculer de proche en 'proche tous les coefficients de p et de g a
'aide d’une seule intégration.
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Passons maintenant aux équations (11). L’identification des
coefficients nous donne immédiatement

() Xi+Yi= f1at,
/ X0X|+ Y0Y1=0,
et généralement

E(X,-x,,+ Y:Yi)=0 (i+k=1,2,3,...).
ik,

Ces équations nous permettront de calculer tous les X;, en con-
naissant les Y; sans aucun signe d’inlégratiop. Le probléme se
raméne donc au calcul des Y;. Les équations qui nous permettront
de le faire seront données par les équations (12). L’identification
des coefficients donne '

(80— R qo)Yo = (my + Rpo)Xo,
(18) § (¢y—Rqo)Ys+ (8, — Rg1)Yo= (% + Rpo) X; +.(ny + R p1)Xo,

S(u;Yp—viXp)=o0 (i+k=o0,1,3,...),
ou l'on pose
U= g+ U8+ Us 82+, .,
Y = Yo+ V|8+ 9282+...,
étant
ui=%—Rqi; vi=n;+Rps

En dérivant la premiére des équations (18) nous avons, en
’ A " " ! !
tenant compte d’elle-méme et en remplagant £, 0}, ¢i, p, par
leurs valeurs tirées de (13), (15) et (16),

Xo X
Y, Y,
d’ou
X,
-Y—- = const.
0

La réaction du plan conserve sa direction si ¢ =o0, de méme
que la vitesse du point de contact de la sphére. Cest le résultat
connu d’avance,
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7. Faisons maintenant un choix d’axes qui nous permettra de
simplifier notablement nos équations. Prenons pour I'axe O¢ l'axe
parallele a la vitesse initiale du point de contact de la sphére, et
nous aurons

uy = uf, vy =0,

(19)
’ x0=—fg, Yy=o.

En portant ces valeurs dans les équations (13), (15) et (16), on
retrouve d’abord la solution classique ot 'on néglige le coeffi-

cient d :
(20) o= Eo+ E'ool—f—ft’,
No="1n) + 5 0¢,
R 5
Po=p3=const., q0=q8+ %gl=q1}+ 2j§t1
(21) 3

u0=Eﬁ,—q0R=u3—%fgt, Py = 0.

Les équations (17) donnent ensuite

X1=0,
—=Y?
(22) ‘ngx,.—Y“
feXs=Y Y,

...............

En connaissant les valeurs des Y, ({ =1, 2, ..., n), on trouvera,
a l’aide de ces équations, la valeur de X;,,.
Enfin les équations (18) s’écrivent

(80 — Rgo) Y1 = (0] + Rp1)X,,
(23) § (Bob—Rgo)Ya+ (§y— Rq1) Y1 = (n~+ Rpo)Xa+ (0 + R p2)X,,

............................................................

En dérivant la premiére de ces équations par rapport a ¢, nous
avons, en remplacant £}, 0, ¢}, p', par leurs valeurs tirées de (13),
(15) et (16), '

’ . RgpeX,
(Eo—Rgo) Yy =— —5 —-
D’ou l'on tire
RepXoe 4,

Yy=— | ——5%—~————
! b k2 wo(8y — Rgo)
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Et finalement

Rgx.,p:;/‘ dt
24 Y = - .
(2) ' ) e R

En employant le méme procédé avec la deuxiéme des équa-
tions (23), elle nous donne

R _ -
(50— Rgqo)Yy=— /\fgo [Yl+(P190 Pog1)Xe ’

9
wo

et ainsi de saite. On voit clairement que tous les Y; peuvent étre
calculés de proche en proche par des quadratures. Les équa-
tions (22) nous donneront les X; par le calcul algébrique, les
équations (15) et (16) nous donneront p; et ¢; par une nouvelle
quadrature, enfin les équations (13) nous permettront de calculer §;
et n; par deux quadratures.

Le probléme est donc ramené aux seules quadratures.

8. Premiére approximation. — Lorsqu’on néglige le frotte-
ment de roulement, on se trouve dans le cas classique. et I'on
obtient la solution donnée par les équations (20) et (21). Nous
voulons tenir compte de ce frottement de roulement, mais nous
supposons que son coelficient & est assez petit pour pouvoir né-
gliger son carré et les puissances supérieures. Nous aurons ainsi
pour la premiére approximation

tE= Eo+351, 7i=7]0'+‘8nh
x=X0+8X1, Y=Y0—|—8Y|,

P = po+ op1, q = qo+ 0q;.
En se reportant aux résultats précédents nous avons

X1=o,

Y 5.fg’PRf’ dt

, _— -
2 R?
> 0wy (u{} — ,‘Z‘fé’t)

Or

wy=ypi+ qi = Vb2 2+ 2bg{ t + wi?,
en posant

_5/8
b= 2R’
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L’intégration faite, on trouve

0 4 [
wo—bt+-5-y—'l+A w{;+iﬂ+A
Y =§_g_ o)L 7 R 1 7 R .
1T ZRAPY 5 ul R
(l)o—bt—f—;'—l—{—— 0)0+:_E—1\‘
- !

A étant une constante essentiellement positive, ne dépendant que
des conditions initiales du probléeme et donnée par la formule

A=)/ (28 1) o pn

Le calcul effectif de &, =, pi, ¢4, quoique laborieux, ne pré-

sente aucune difficulté, mais, en revanche, les expressions obte-
nues sont tellement compliquées que leur analyse directe ne donne
pas d’indications sur influence du frottement de roulement sur le
mouvement de la sphére. Tachons de déterminer cette influence
directement, sans calcul.

Remarquons d’abord que, d’aprés (13), £,=o et comme ,
et £\ débutent par zéro,

. El = 0.
Ensuite
7211’ = Yh

et comme 7, et 7/, débutent par zéro, elles sont du signe de Y, et
si Y, conserve son signe, m, et n, conservent le méme signe et
croissent en valeur absolue.

Cherchons maintenant le signe de Y,. La dérivée de la quantité
qui est sous le signe de logarithme est du signe de.'expression

—(u)—b)2A = 5A%€<1—— ﬂ>,

Wy

qui est essentiellement positive.

Par conséquent le logarithme, partant de zéro, reste toujours
positif et croit en valeur absolue. Donc Y, est du signe de p§ et
croit en valeur absolue.

Pour la commodité du langage, choisissons pour origine des
axes fixes le point de contact de la sphére avec le plan horizontal
pour ¢ = o.

Ceci posé, et en remarquant que

(n')§=n=—Rp{,
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nous pouvons dire que pour p§ > o, et en négligeant 8, la trajec-
toire tout entiére est située du coté des n négatifs et pour p§ <o
du coté des n positifs. Mais comme, dans le premier cas, 7, est
positif et, dans le deuxiéme négalif, nous pouvons affirmer que,
dans tous les cas, le frottement de roulement tend a rapprocher la
trajectoire de 'axe OE.

Par conséquent, si la vitesse initiale du centre de la sphére fait
un angle aigu avec I'axe O§ ({,° > o), le frottement de roulement
redresse la trajectoire et, dans le cas contraire, (£ << 0), il la rend
plus courbe.



